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PROPAGATION DES SINGULARITES POUR DES OPERATEURS 

DONT L A MATRICE FONDAMENTALE CONTIENT DES VALEURS 

PROPRES NON PUREMENT IMAGINAIRES 

B. Lascar 

GN.R.S. Mathématiques. UA 213, Université P. et M. Curie, 4 Place 

Jussieu. 75005 Paris. France. 

R. Lascar 

Mathématiques. U A 213, Université P. et M. Curie, 4 Place Jussieu. 

75005 Paris. France. 

Dans ce travail on va prouver des résultats de propagation des 

singularités C 0 0, ou Gevrey-s pour des opérateurs pseudodifferentiels à 

caractéristiques doubles dont la matrice fondamentale admet des valeurs 

propres non purement imaginaires. 

Il est bien connu qu'il y a deux types de propagation envisageables. La 

première, que l'on peut décrire aussi pour des équations ultra

hyperboliques, est celle de îa propagation le long de variétés stables. La 

deuxième est une propagation hyperbolique le long de courbes 

bicaractéristiques suturées. 
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On s'attend à ce que dans le premier cas une condition discrète sur les 

termes d'ordre inférieurs soit demandée. Pour la propagation 

hyperbolique il n'y a par contre aucune condition. 

De nombreux résultats sont connus dans chacun de ces deux cas. Dans 

Lascar-SjOstrand [6], on prouve des résultats du premier type pour une 

très large classe d'équations, avec cependant une condition sur les 

termes d'ordre inférieurs probablement trop restrictive. Dans le cadre du 

front d'onde analytique, généralisant un résultat d'Oaku [8], dans [10] 

Sjôstrand traite le cas où les caractéristique doubles sont symplectiques 

et de codimension quelconque. On fait remarquer que la méthode de [10] 

est très spécifique aux singularités analytiques. Notre premier résultat 

prolonge au cas Cœ le résultat de Sjôstrand mentionné. 

Pour ce qui est des opérateurs effectivement hyperboliques, Melrose [ 

7] donne un résultat tout à fait général pour ce qui est des singularités C 0 0. 

Notre propos a donc été de prouver un résultat analogue pour ce qui est 

des singularités Gevrey-s. Ceci permet de compléter dans le cas 

effectivement hyperbolique les résultats de Lascar [4]. 

Chacun de ces résultats étant traité par une méthode spécifique, cet 

article contient deux paragraphes indépendants contenant chacun une 

introduction, un énoncé des hypothèses et des commentaires sur la 

preuve. 
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On peut dire qu'il s'agit dans tous les cas de méthode d'estimation 

d énergie, et que dans les deux situations on utilise des mutiplicateurs qui 

sannullent à un ordre assez grand sur les caractéristiques doubles. 
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1,Propagation des singularités le long de variétés stables. 

1, 0 Enoncé du théorème 1. 

Soit P(x,Dx) un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal p, et 

notons po son symbole sous principal. 

On suppose que p est réel et on désigne par 2, l'ensemble des 

caractéristiques doubles de P, c'est à dire 2={(x?6\ p(x,£)==dp(x,£)=0}. 

Soit poeT*Rn\0, un point de 2, au voisinage duquel on travaille. On sait 

que sur 2 la matrice fondamentale F p est bien définie, ainsi que le symbole 

sousprincipal 

On fera de plus les hypothèses suivantes : 

(H)i : 2 est une variété lisse, symplectique, de codimension 2r. 

(H)2 : Pour pe 2, Fp(p) est de rang 2r et ses valeurs propres non nulles 

ont une partie réelle non nulle. 

Pour pe2, soit A+(p) (resp A4p)) le sous espace dont le compléxifié est 

la somme des sous espaces spectraux de Fp(p) relatifs aux valeurs 

propres de parties réelles strictement positives (resp négatives). 

On sait alors, voir Abraham-Marsden [1] et Sjôstrand [10], que l'on peut 

définir au voisinage de po, deux variétés stables par H p, contenues dans 

p - 1(0) t involutives, l± telles que 2c! ± , Tp(!±)=Tp2©A±(p). 1+ (resp L) est la 

variété stable attractive (resp répulsive). 
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Il résulte aussi de Sjôstrand Î10Î, que l'on peut trouver des coordonnées 

symplectiques (x£) avec xHx\x) x"eR r, x'eR n~ r; telles que p(x,f >=A(x,£)x".r. 

La matrice A a pour valeurs propres (aux points de 2) des nombres Xj de 

partie réelle positive. En effet, ±XjSont les valeurs de F p. 

On fait l'hypothèse suivante sur les termes d'ordre inférieurs : 

(HD3 Si peS, po + iZi^ûj+l /2)Xj^O, pour tout a<=Nr. 

On peut prouver le théorème : 

Théorème h 

Soient P un opérateur pseudodiffêrentiel qui satisfait les conditions 

(H)i, .../Hfe et po un point de S. Soit \+(pd) la feuille intégrale de 1+ passant 

parpçy 

Si p0é WF(Pu) et si \+(po)\{po}r)WF{uh0, alors p0e WFtu). 

1.1 Preuve du théorème 1. 

On se ramène à un problème avec grand paramètre X, et on utilise la 

quantification adaptée : 

P(x,DXlX)-opi/2(p)=î/p((x+y)/2,Ç,X) e iX(x-y)£ u(y) (X/2îr)n dyd£. 

On désigne pa r OF l'analogue oscillant du front d'onde WF. 

On s'intéresse à un opérateur pseudodiffêrentiel PfoDxA^opi/afcr). Le 

symbole total or s'écrit Gr=p+X~1po(x>£,X) où po est de degré 0, tandis que le 

symbole principal p est de la forme p(x,Ç)=A(x,£)x".r ; xM€R r, Ç"eRr est la 
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variable duale de x", x € R n ~ r et £eR n ~ r seront les autres variables. A(x,£) 

est inversible. On microlocalisera près dun point po où x"o=Ç"o:=0 et ÇQÏQ. On 

peut supposer que Q" 1 A(po)Q-diag(Xj)+T où les Re Xj>0, Q est une matrice 

complexe, T est une matrice triangulaire de norme assez petite pour que 

Re(Q-U(p0)Qv,v)^c|v|2. 

Soit s(x,Ç)=l/2((Xx;x,,)<;(^t,^1--Ci|(x,

>r)p)+e. C, e et Ci sont des constantes 

positives, X et \i sont des opérateurs autoadjoints positifs déterminés par 

les relations : 

l/2(XÀ(p0)+U(pofcH l/2(^tA(po)+A(p0)jx)=L 

s'x^x", pV=A(x,£)x"+(VrA)xH.r 

s r = H ^ r , p V - ^ 

st(x,£r~Ci(x',£'), p V ^ H ^ O A Î x T 

D'où l'on déduit que 

{p ,sHx1 2 +C^ Les 0 ne dépendant pas du 

choix des constantes C et Ci qui seront fixées en fonction de la géométrie. 

On supposera que Ci=C i / 2 

On travaille dans le domaine QH(x£\ |x"|<a> |T|<P/|(X\£')|<Y}. On supposera 

que 0 est assez petit pour que {p,s}£c(|x"p+C|£Mp) dans Q. (1.1) 

La région {s£0}n9Q ne contient que des points où |x"j=a si C(î2 et Q y 2 

sont grands par rapport à a2, de plus en ces points jr | 2ëka 2/C et 

lx£)pSka2/Ci; si on fixe, pour une valeur donnée de a, des constantes C et 

Ci grandes, il va résulter de l'hypothèse que {s£O}n9QnOF(u)==0. (L2) 

Dans la suite on sera amené à choisir 0 petit, s sera fixée alors. 
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On pose Ua^x^u et UjHua)|a| -N« A un vecteur (pa)|a|-N °n associe le 

polynôme sur C r p(z)=2|a| » N p a Z a . Si A est une matrice r*r, on note L A 11 

opérateur Lx(p)==Az.3/dzp(z) agissant sur les polynômes de degré N sur C . 

Soit JQ(PXZ)=P(QZ), on voit que J Q L A J Q " Ì = = I Q - I A Q -

On va montrer que pour N assez grand, U N n'a pas de front d'onde dans 

(s>0}nO. Par récurrence sur K, on suppose que OFK+N(UN)n{s>O}nQ=0. 

Soit K une partie compacte de {s>0}nO, U N est H K + N dans K. 

Soit 4> une fonction C°°(R), à support dans R+, croissante et égale à 1 

pour fêejo 

On va calculer IÎHCPUN, C J Q M Q U N ) OÙ C=opi/2(c), d x ^ f s t x ^ M x ^ ) où co 

est une fonction de troncature dans 0. On aura fait en sorte que c soit 

supporté par K. 

On évalue d'abord ImCP. CP^pi/^p+X-ipoî+l^iXfcpHoCX"" 2)). (1.3) 

Le symbole de 0 (X~ 2 ) est à décroissance rapide hors de K. Donc 

| ( 0 (X^)UN,JQ*JQUN) |^CX-^2N"2 

{p^l^lsîwipjsj+^îsîlp.a)}, le deuxième terme est supporté dans un 

voisinage de {s>0}ndp dans lequel u est C 0 0, on pourra donc le négliger; le 

premier terme a un symbole £0 on a donc une borne inférieure 

((tAsMp^Hu^-CX"" 2^! 2. Il en résulte que 

Im(PUN,CJQ*jQUN)-X~i(opi/2(cImpo)JQUN,JQUN) s-cx-*-2N-2. (i4) 

On calcule Px"a=x"aP+[P,x , ,a], le commutateur 

[ P , x " < % £ ^ et pour IfK c a,^l/ial/(a-p)l. (1.5). 
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On fait remarquer que ôç$p s'annule sur x'̂ Q, soit 9fPa=]£ \:a^(Grpj)xi+ap1 

où Ufai est de degré -1, Ce qui fait que (1.5) peut s'écrire : 

Ou encore : 

où oa,y est de degré IYM^H- (1-6)-

On notera a o ^ - l / i X " 1 ^ ! ; p=a-iiH-kal/(a~(l))!(Akïi+2môfiAk,m€m). (1.7). 

On a à estimer les termes X| a|-Nlmla^yX'^CljQ*jQU>ï) a ) , on suppose 

que C==Ci2+D+Q(X~°°), où D est de degré -1 et supporté dans {s>0}nQ. 

On utilise alors la proposition 

Proposition 1.1 

Si x^u est /-fi+kldans (s>Q}nQ, pour /a/=M ef si Pu-/ où OFif)n{s>0}nQ 

=0, alors pour /y/£M, x^u est ft'W dans {s>0}nQ. De plus si c(x,£) est un 

symbole supporté dans (s>0}nQf alors : 

/ C x ' V ^ M à ^ (1.8) 

où o(l) tends vers zéro avec le diamètre de Û et k est une constante 

positive; oil) ne dépend que de M et de 

Preuve. 

On suppose que x'^u est HK +M~i dans {s>0}nO pour M=M, et que x"au 

est HK+H dans {s>0)nO pour M=M. Soit u(X,xTM(x,xr), où û est la 

transformée de Fourier partielle en x". Si Oopj/^c) est un opérateur 
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pseudodiffêrentiel, on voit que Culx^'Vopi/^cîû, avec 

c(r,x';w,£'Hc(~w,x';f ,£') où w est la variable duaîe de 

(x"auh= (iX^a^û^ûa. On note Df=l/(iX)9f. Supposons que |YH et j^M-L 

Notons Vj=2jy|SSjXJ(Cuyj. On va prouver une relation de récurrence sur les 

Vj. La fonction u satisfait Pu=T, f est 0(X~°°) dans (s>0}nO. On note, en 

faisant un calcul analogue à celui de la formule (1.7) que uy satisfait le 

système : 

où les opérateurs P^y sont de degré |Y|-|8|-1. 

On écrit P = =2l^rPqDfq +^"" iPo. H résulte de la condition (H)s, que Q+p'oId 

est un système elliptique. On a en effet le lemme suivant : 

Lemmel. 

Sous l'hypothèse po+iJ^i^p^a^l/ÎJXfO, pour tout aeW, sur Z. Si Q est 

assez petit, Q+p'oId est elliptique dans Q. 

Preuve du lemme. 

On calcule d'abord Q; Qsyy provient du calcul de -[PfDgYl On a calculé en 

(1.7) la contribution de [P,xHY], par transformation de Fourier il vient : 

Qy?8=i2k,!; 8=y-(i)+k^/(Y~(l))l(Ak(l
+Xm^iAk,mÇm) ~ 

Le deuxième terme s'annule sur 2, la première matrice est celle de 

l'opérateur iAz.3/9z comme opérateur sur les polynômes homogènes de 

degré M. Son spectre est donc constitué par les i^l^j^r^j^jt où Xj sont les 

valeurs propres de A(p) et a est un multi-indice de longueur M. 
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po est égal à po+i/2trA+Q(f). L'hypothèse (H)3 permet donc de déduire 

que Q+pold a un symbole elliptique dans 0, pour tout M, si Q est assez 

petit. Ceci prouve le lemme. 

On en déduit que : 

(1.10), 

où o(l) tends vers zéro avec le diamètre de 0, ko et ki sont des constantes, 

de plus ko est indépendante de Q, D est un opérateur pseudodifférentiel 

supporté par {s>0)nO. La relation (1.10) s'écrit donc : 

v ^ l J v j + i + k o Z o ^ i v i + k i X - ^ W j + i ^ - * ) . (1.11). 

Avec wr^ly^jXMpûyl. 

11 résulte de la relation (1.11) que si 0 est assez petit : 

Vj^o(l)vM+k2WM+0(X""°°) pour j<M, ce qui s'écrit : 

S y h W ^o(l)X^W«M|Cuai +k2X~^J2|y^MXNDûyi|+0(X^) (L12). 

Ceci prouve que ûy est HHrl dans (s>0}nO.. On a donc 

S W C O y l ^ o ( l ) x M - j ^ M | C u a | +kX-ic-t-l. 

On observe que la constante o(l) ne dépend que de M et D. 

Ce qui était la relation recherchée. 

On majore pour |y|<|a| : 

| (C ia a , yx ' 'Yu ,^ (1.13). 

où o(l) tend vers zéro avec le diamètre de 0 et ne dépend que de Q et N; e 

est arbitraire. 

- 10-
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Tandis que : 

K i Yx"Yu,D(jQ*jQÜN) a)^CX-^-*h2 ( U 4 ) 

puisque D est de degré -1 et que x">u est H K + M dans {s>0}nO. 

De même : 

|(a a i Px"ßu,D(jQ*jQUN)ai^- 2 K"^ 2 (1.15). 

löCi.aa.ßJx'ßu.C!^^^)^^-^- 2! 0!- 2 . (1.16). 

On déduit de (1.6) et de (1.13)... (1.16) que : 

|([P,x"a]u,C(JQ*JQUN)a)-2|p|=N(aa,ßCix,'ßu>Ci(jQ*jQUN)aN 

X-KodKeJldUNPK^-^- 2. (1.17); 

où o(l) tend vers zéro avec le diamètre de Q et ne dépend que de 0 et N. 

On étudie donc l'opérateur A(x,D) dont le symbole est 

A(x,CHaa,ß)|ahN=N- En po, JQA(po)jQ_1=l/iX(8aip2iaiXi)+0(NX-l|T|), et donc 

dans 0 -Im(A(p)JQ-iv,jQ*v)i£cNX-1|v|2, comme ImB(x,D)=opi/2(l/2i(B(x,e)-

B*(x,£)), l'inégalité de Gärding entraine que pour X assez grand (pour N 

fixé) 

-Im(JQA(x,D)JQ-
lCiU,CiU^CiNX-1|CiUp-CNX-2|Up. (1.18). 

La constante ci ne dépend pas de Ci, ni de N et Q. 

Si de plus, U est H K + N dans {s>0}nO, on déduit de (1.18) que 

-Im(A(x,D)Ciü,CiJQ*jQU)äciNX-i|CiJQU|2-CX-2K-2N-2. (1.19). 

On déduit à l'aide de (1.17) et (1.19) que : 

- I m ( P U N , C J Q V Q U N ) ^ i N X - i ^ 

donc pour tout N on peut choisir 0 assez petit pour que : 

-lm(PU№CJQ*JQUN)èCi/2NX-l|CiJQUN|2-CX-^-2N-2 (1.20) 

- 11-
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De (1.4) et (1.20) on déduit que si N est assez grand par rapport à Impo : 

cNX-ilCiJQUNpsa-^-^- 2 (1.21). 

C'est à dire : x"au est H K + N + 1 / 2 dans {s>0)r>Q. La récurrence prouve que 

pour jaj=N, x"au est C 0 0 dans {s>0)nO, et la proposition 1 montre que u est 

C 0 0 dans {s>0)nO. 

- 12-
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2. Propagation hyperbolique des singularités Gevrey pour 

des opérateurs effectivement hyperboliques. 

2. 0 Enoncé du résultat. 

L'objectif de ce paragraphe est de compléter les résultats de 

propagation des singularités Gevrey de [4] au cas des opérateurs 

effectivement hyperboliques. 

Il est en effet raisonnable de penser que l'on a encore une propagation 

des singularités hyperbolique Gevrey-s même pour s-2 quels que soient 

les, termes d'ordre inférieurs. 

Nous donnerons ici une preuve à peu prés complète; elle s'appuie 

essentiellement sur celle de Melrose [7] dans laquelle nous incorporons 

certaines de nos techniques de [4] et de [5]. 

Pour un opérateur effectivement hyperbolique P, on peut définir des 

bicaractéristiques suturées en suivant [7] de la façon suivante. 

Soient 2i={(x$; p(x,£)=0 et dp(x,£}*0} et 2={(x,£); p(x,£H et dp(x#=0). 

Soit t une fonction telle que |Hpt|>8JHp| sur Si, pour un certain 8>0. Une telle 

fonction est appelée une fonction de temps. Une bicaractéristique suturée 

est une courbe continue y: (a,b)-*p~l[0) satisfaisant : 

(i) Y'Hp-KoASiMsi) est un ensemble discret. 

(ii) Si t est une fonction de temps prés de pry(si), t°y est monotone près de 

Si. 

(iii) y est C 0 0 sur [si Si+J et est une courbe bicaractéristique reparamétrée 

- 13-
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de p sur (si Si+i). 

On supposera dans la suite que Ion a affaire à un opérateur 

pseudodifferentiel analytique voir Boutet de Monvel - Krée [2]. Cette 

hypothèse est beaucoup plus restrictive que celle que l'on faisait dans [4]. 

La raison en est que Ton obtient une estimation d'énergie que lorsque P 

est est écrit sous une forme réduite que fon trouve après l'utilisation du 

théorème de préparation de Malgrange et aussi quelques divisions, ces 

opérations se passant mal en Gevrey. Cependant sous la forme réduite 

l'hypothèse d'analyticité ri est pas nécessaire. 

On désigne par WF^(u) le front d'onde Gevrey s de la distribution u. 

Théorème 2. 

Soit P un operateur pseudodif f erentiel analytique effectivement 

hyperbolique et u une distribution telle que Pue G 5 microlocalement, alors 

WF*sHu) est une réunion de bicaractéristiques suturées. 

Dans la preuve on utilisera comme dans [9] un grand paramétre X et la 

notation suivante pour la quantification de Weyl avec paramétre : 

P(x tD»X)u^pi/^pXuKp((x^)/^X) u(y) estorte (X/2u)ndyd£. 

2. 1 L'estimation d'énergie. 

On écrit l'opérateur P sous la forme : 

P=-Dt

2+t2H(t,x,Dx)H-G(t>x)Dx)+Hi(t,x,Dx,X) où H a pour symbole h(t,x,£)>0, G a 

pour symbole g(t,x,£)^0, Hi est un terme d'ordre -1 de symbole hi(t,x,£,X). 

~ 14-
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Le symbole total a de P est ~T 2+t%+g+hi, le symbole principal est 

p=-x2+t2h+g. 

On note par (u,v) le produit scalaire de L2(Rn+). 

Soit <|>(t,x,É) un poids tangentiel analytique, k est un entier; on va 

calculer Im(Pu,Mu) où Mhopi/^dn). On prendra m ^ ^ T ^ + i m l t j X ^ ) ) , m" sera 

choisi un peu plus loin. Vu le choix de k, il n'y a pas de termes de bord, on 

calcule donc : 

Im(m#aMm(ma) +l/2XRe{m,aHm(2a^ ^ M i / 2 ) a ^ I ) a x " " ( a + P ) ô x a a ^ 

d£dfo/aÇd+.~ (2.1) 

On notera R n le terme où |aj+|3|=n. 

Comme le cas des classes de Gevrey d'indice s<2 est connu, on suppose 

s£2. On utilise le notation de [4] en écrivant j i s s B |XoX"" 1 + 1 / s

f où \IQ est un petit 

paramétre. 

On prendra m « l / ^ t t y V W " 1 ^ " 1 . 

On va montrer le résultat suivant : 

Proposition 2.1. 

7/ existe des constantes e, c/, 00, telles que si k, A et pcT! sont assez 

grands dans la région X/i2^! et Xfi^l, on a 1" inégalité : 

2Im(PuMu^cp(ltk/2Dtu^2^^ 

c^k2X^\P^lu\^+c^ 

Démonstration. 

- 15-
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La statégie consiste à montrer une borne inférieure pour la 

contribution de Ro+Ri, cette estimation sera améliorée par certains 

termes provenant de R2. 

On calcule Ro et Ri. 

Ro^^T^Imhi-ml-T^tSh+g+Rehi)) 

Rl=-l/2X({exH<l>Ttk,-T2+t2h+g+Rehi}-{ex^<l>mMmhi}). 

On écrit 

Rl=l/2u.TtM^{-T 2+t 2h+g+Rehi,<|)}-l/2Xe x^*{Tt kr-T 2+t 2li+g+Rehi}-

l/2|iex^(t>m,,{<t)>IrnhiM/2Xex^<t>{m",lmhi}. 

Dans Ro+Ri on aura : 

-e xlA <Km"(-T2+t2h+g+Rehi)-l/2u.Ttk{-T 2+t 2h-^+Rehi,4>})-l/2Xe x^ 

{ x t V ^ + t ^ + R e h i H / ^ e ^ ^ 

R0+R1 est égal à la somme : 

-l/2ex^<Vtk4>'t(-T2+t2h+g+Rehi+2T2-T{t2h+g+Rehi,<{>}/<t)'t)-

e x^<l>CoX- 1t k-i(-T 2+t 2h+g+Rehi)-

l/2Xe x^<HTtk,-T 2+t 2h+g+Rehi}- l/^ie^N>m"{^,Imhiî-

l/2Xe xJ i*{m",Imhi}^*Tt kImhi. (2.2) 

Le premier terme de (2.2) est : 

-l/2ex^tk<i>'t(T2+t2h+g+Rehi-T{t2h+g+Rehi1<j)}/(t)'t), 

dont la partie principale est transversalement elliptique. 

{Ttk,-T2+t2h+g+Rehi}=2kT2tk-1+tk(2th+t2h ,t+g ,t+Rehi ,t). 

- 16-
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(2.2) s'écrit comme Ai+Â2 + Â3 avec 

Ai=-l/2ex^Vtk4>'t(T2+t2h+g+RehrT{t2h+g+Rehi><|)}/<t>'t) 

A 2=~l/2e x^\- l(2kT%k-l+№h+t%'t^'t+Rehi ,

t)X;ot k- I(-T 2+t 2h+g+Rehi)) 

Aa^ l / ^e^^^Jmhi î - l ^e ' ^^m ' . Imh i î+eHi^ t^mhi . 

On supposera que (j> est une direction microhyperbolique c'est à dire 

que : -(j)'t2+V2g(p0XH<|>,H<())<0; donc |{g,(|>}|S<j>'tg1/2(l-e), ce qui fait que 

l-rig^l/Wl-eîCTZ+g), i T t ^ î l / ^ ' t S d t T Z + t 3 ) . On a donc : 

T^ tZh+g -Tt t^+g .^ l / ^ ' t^T^ t^g ) avec c>0. 

Vu l'hypothèse Xu2^!, on note que si a est un symbole régulier de degré 

0, e,(^=e!()/2#a#e<|,/2+0(u.2e<(,), avec la notation e<j)=exix<t>. On applique cette 

remarque à â=4>'t(T2+t2h+g-T{t2h+g,4;}/4>'t). 

D après l'inégalité de Fefferman-Phong : 

(âu,ufe:(|Dtu|2+|tu|2+{guIu))-CX-2|u|2 

On adoptera la notation |u|<jHe<|>/2u|. On en déduit que â^e,^ satisfait : 

(âlu.uîâcdDtul^+ltul^^-CX-^ul,),2. Par ailleurs 

t k a j t k / ^ f t k / ^ l/8<j)'tkX-2tk-2, donc 

Or |tk / 2D tu| ( j )

2S2|Dttk / 2u|<{>

2+l/2k2X-2|tk / 2-1u|<j>

2. Donc 

(tk§1u,u)^(]t^2Dtu|<),
2+!tk/2+1u|4>2)-CX-Mtk/2u|<f,2-(Ck +ck2) X ^ t ^ H 2 Pour c 

assez petit. 

On majore |(e«|)t
k<|>'tRehi)u,u)^CX"1|tk/2u|<t,

2

1 tandis que 

- 17-
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On en déduit que : 

^ A i M l t ^ t u ^ l t ^ 2 ^ 

|k|u.CX-2|t*/2-i/2 U |^2 (2.3). 

On étudie maintenant soit 

âa^kT^-i+t^th+t^+gt+Rehùî+i^^-H-T^tZh+g+Rehi)) . 

â3=2kT2tk-1+tk(2th+t2h ,t+g" t)+Cotk~1(-T2+t2h+g). 

On fixera C 0=k. Ig'tl^Cig1/2 puis t k g' t âC2t k " 1 g + ht k + 1 , donc 3 3 è k T 2 t k - 1 + t k + 1 . 

Si §3=b 3t
k-l, a 3=t( k- 1) / 2#b 3#t( k- 1) / 2~l/8(k-l)(2k-C 0)X- 2tk-3 

(b3u,u)èkptu|2+|tu|2-CkX-2tu|2. Puis 

(b^u.ufekclDtul^ltul^CkX^lul^^-Ck^lui,)»2 donc 

( e ^ u ^ k c l t ^ ^ 

Ck^" 2 I t ^ ^ u l ^ c X - 2 ^ " ^ ^ 2 

On majore |(e())(t
kRehi,t+Cotk~1Rehi)u,u)|âCCoX~1|t(k"1)/2u|(|)

2. Donc 

^Aa^kcX- i l t k -^ tu l^+X-^ 

-(Ck^ck^X-Sjt^-a^ui^ 

On utilise l'inégalité : 

| t (k- l}/2 u j2 â X / k ( e j t (k+i) /2 u |2 + e - i | t (k- i) /2 D t U j2) p o u r t o u t e > 0 . D ' 0 ù r o n déduit que 

| t(k-l)/2 u |^2^/ k( eJ t(k+l}/2 u |^2 + 2 e-ljt(k-l)/2 I^ u^24 <^-l | J L2j t(k-l}/2 u |^ (2.4) 

On obtient donc : 

-2A2^-Hkc-2£-iX/k(CkX-2+CkX- i+Cku.2Xl-Ce-1fi2)~1)|t ( k"1 ) / 2D tu|<| )

2+ 

X- 1(l-eX/k(C kX- 2+CkX-i+Ckji 2)(l-Ce- 1ji 2)~ 1)|t ( k + 1 ) / 2u|4 >

2-

( C k ^ k ^ X - 3 ! ^ " 3 ^ ! , , » 2 . 

- 18-
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On choisit e assez petit puis X assez grand et JJLQ assez petit de sorte 

que : 

- 2 A 2 ^ - t o 2 | t f c - i V 2 D t U | ^ (2.5). 

Utilisant (2.4) (23) devient : 

^ A i ^ c / ^ d t ^ D t u l ^ + l t k / a + i u ^ ) - ^ +c k2) x -2 ( t k/2- i u | 4 ) 2-

p - k a ^ l t ^ i ^ u ^ ( 2 6 ) 

On va majorer A 3 . mlcMmhiMiitk+kt^X-^X-»), donc 

{m",Imhi}=p.tk{(j>,t,Imhi}, donc 

|\-1(e<|){m",Imhi)u,u)|âCX-2|tk/2u|(j>

2, enfin 

| ( e 4 > T t k l m h i u , u ) | ^ - 1 | t < k - 1 ^ 

CX-2k|t*-l>/2uî^2-H^\-2|tk/2u|<}>2 d o n c 

2| A3|^CX-* It^-^/^tuf.j,^ 1 /4X-1 |t^+1> /2u|<>

2+e(tlX-l+X-2)|tk/2u|<t)2+ 

CkX-2|tk-W2u|4>2 (2.7). 

Utilisant de nouveau (2.4) on obtient : 

21 AsI^CX-1 |t<k-D/2DtU|4)2+ j / 4 X - 1 ]t(k+ 1)/2U|< | )2+ 

O ^ L X - l + X - ^ / k d t ^ D t u l ^ l t ^ ^ ^ K 

eCX-iltftc+D/au^e-ix-ijtîk-D/aDtu^. ( 2 . 8 ) . 

On a donc prouvé la borne inférieure suivante : pour X et k grands, 

- 2 ( A i + A 2 + A 3 ) ^ ( | t k / 2 D t u | ( j >

2 + ^ 

uiCk +ck 2)X- 2 |t k / 2- 1u| <j )

2-u.CX~ 2 |t k / 2- 1 / 2 u l^ tek^ck^X^lt^-^ul^ 2 . (2.9). 

- 19-



144 

On va voir que certains ternies provenant de R2 vont améliorer 

l'inégalité (2.9). 

Soit Rn=Im(£a,{j ̂ ^ { i / 2 ) ^ - l K ^ ^ ^ a £ % n d£dfo/a$, 

m ^ t ^ T - i l l ^ ^ t t ^ k X - H ^ 1 ) ) , o=-T2+&h+g+k. 

Il sera utile de décomposer a en ao^t^+g+hi qui est indépendant de T , 

et en < J I = ~ T 2 . 

Rn* est la contribution à R n de e<j>Tt*\ Le terme général est de la forme 

dx

a'd$ie$) 3 t

a V ( T t k ) djdfo avec a^a+a, p=f'+£" ; il est nul sauf si 

Si a"£l nécessairement p=0} car CTQ étant indépendant de T ne donne pas 

de contribution, puis |a|^2; il s'agit donc d'un terme de la forme 

~T0taM(e<j)) 3 t a t k 9 T

a T 2 comme |a|£2 on a |a|=2, ce terme est réel car n est 

pair donc ne contribue pas à R2. 

Si aH=0 et p"=0, on a un terme de la forme T t k dx

ad${e$) c^d^o. Si a est 

égal à O Q , on a un terme de la forme Ttke$Q[\ia+P\ on a une majoration par 

I f r t ^ O ^ 

Ck \&~№~№u\^ 

on utilise encore (2.4) pour majorer par 

KTt^CK^u.u)I^Qx^ it^-D^Dtul^+lt^i^ul^H-

C\x*k / k d t ^ t u l ^ l t ^ i u l ^ 2 ) , 

ce terme est absorbable dans (2.9) si k et X sont grands. 

Si aM) et |3"=0, et ( J i = - T 2 alors ¡3=0, si |a|=~2 le terme est réel, des termes où 

|a|=l n'apparaissent pas ici car n^2. 

Si a"=0 et fT=i, donc a'+j^l et on a un terme majoré par [ iX^lt^ui^ 2 ce qui 
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en utilisant (2.4) se majore par 

Qik"1(|tk /^Dtu|^2+|tk / 2*1u|^?) t qui peut être absorbé dans (2.9). 

R n

2 est la contribution à R n de -l^e^jjufr'tt*, le terme général est de la 

forme \i dK

atd^\e^l dta"tk dffi^o, avec a=a'+aM. 

Ici encore si a"^l alors seule intervient la contribution de a i , donc (3=0, 

puis |a|=2; le terme est donc égal à la somme 

pour a"=2 on a -l/2^X~2(|> ,

te<()k(k~l)tk-2 et 

^(1/2X -2( | ) '^^ 

pour a"=l et |a'|=l le terme est majoré par (^X^kl t&^^ul^ 2 , puis si on 

utilise (2.4) on majore ce terme par 

ce qui s'absorbe également dans (2,9) si | X Q est assez petit. 

11 reste les termes où |aw|=0 qui sont de la forme \idx

adi£[<b\e$№dypdzacr. 

Si a est égal à OQ, on a à majorer un terme de la forme e^t^CXp.3). Soit 

| ( e $ t k O ( ^ ^ ^ 

ce qui s'absorbe dans (2.9). 

Si CTI=~T2 il n'y a que le terme -l/2|jiX""23t2((|>,te<)))t
k qui se majore par 

Qi3|tk/2u|<j>2 et donc comme le terme précèdent. 

Au total 

+x~V8|t(k + 1> / 2u|< >

2) (2.10) 

avec la notation o(l) pour une constante qui peut être rendue 

arbitrairement petite pour k et X grands et \IQ petit dans la région Xp.^1. 

- 2 1 -
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R n

3 est la contribution à R n de -"ike^X*"1^"1, le terme général est de la 

forme 

n r ^ B ^ B x ^ ' ^ d f o , avec a-a'+cf. 

Si aM£l, on a vu plus haut que ¡3=0 et \a\-2, pour a"=2 le terme obtenu est 

donc 

-kX-3(e$(k-l)(k-2^^ 

pour a"=a'=l on a le terme 

- | i X - ^ ( k - l ) ( e ^ 

Si a>0 les termes sont de la forme lûc^^d^e^^d^difla. La 

contribution de O Q se majore par Ckfx^"11t(k~1 ) / 2ul^ 2 et encore d'après (2.4) 

par Q i ^ l t ^ - ^ ^ D t u i ^ l t ^ 1 ^ ^ 2 ) , ce qui s'absorbe dans (2.9) pour i i 0 petit. 

Pour a i = - T 2 on a le terme kX~33t2(e(j))t
k~1 ce qui se majore par 

CkX~ V 2 ! ^ " 1 ^ 2 ^ 2 » d o n c comme plus haut. 

On a montré que : 

- R n

3 ^ i k V 3 | t « ^ (2.11). 

On en déduit que si k et X sont grands, \IQ petit et Xjx^l, et si le support 

de u est petit on a : 

2 Im(Pu ,Mu) i^ ( ! t ^ 

c ^ k V 2 | t k / 2 - M < j ^ (2.12). 

Ce qui était te résultat cherché. 

2. 2. Conclusion de la preuve. 

- 2 2 -
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Soit W un voisinage de po, et notons par W un voisinage de {(x,t,£,T) où 

(x,t,£)e W et T ^ t ^ + g X t , ^ ) } , on va montrer que si ОЙ%)пО+(а)=0 où 

D+(aM(x,t,£,T) où t=a et (x,t,£)eW et T-±(t2h+g)(t,x,Ç)1 / 2} alors p0éOF<s>(u), 

ceci vu la dynamique du flot bicaractéristique suffit à conclure voir [7]. On 

considère un voisinage G de po de la forme CH|t|Si, |(x,£)H3}. On fera pour 

ф le choix suivant ф=Ч-С|(х,£)|2+е où С et e sont choisi de sorte que sur 

ЭОп{фад} on ait t=a, donc dQn{^o}nO^uh0. L'inégalité (2.12) permet 

donc de prouver que si w(t,x,£) a son support assez prés de po, pour к 

assez grand jt k / 2a)u| et | t& + 1 ) / 2 DtO) i i | sont à décroissance exponentielle 1/s. 

On posera Vk=a)fcU les sont une suite de troncatures prés de po 

Wfc(t,x,£)=ak(t)(3k(x,£), et cûk+pl au voisinage du support de а) к, on posera 

VkH 1 V k 1 On écrit P=Dt

2~A(t,x,Dx), donc 
\ t № D t v k / 

Pvk-isa>k-iPu+2(Dt(0k-iXDtVk)+{Dt2(0k-iKvkHA,a)k-i]vk, s signifie modulo un 

terme à décroissance exponentielle 1/s. On trouve que 

j t k / 2 D t 2 V k _ 1 | ^ | t k / 2 f | ^ [ t k / 2 r ^ V k | 4 < : | t k / 2 V k | ^ j t k / 2 V k _ 1 j+o(e - 1 / c x 1 / s ) . 

On utilise l'inégalité : 

| t^- 1 > / 2 v k - l l^ /k) 1 / 2 ( | t k / 2 Vk - i l + | t k / 2 Dtv k - i | ) ,puis 

Itfc-DAfyv^jis (x/k) 1 / 2(|t^ 2Dtv k-i |+|t k / 2Dt 2v k-i |) donc 

| t & - i ^ k _ 1 | ^ ( | t ^ 4 W t k / * t V k P + 0 ( e - l / » 1 / s ) . S o i t 

| t (k - i ) /2 D t V k _ 1 | g C k A ( | t k /2 V k | + | t k /2 D t V k | ) + 0 (e - l /CXl / s ) 

où Ckjx est un polynôme en X. 

On en déduit que : 

|Vk-il^Ck,x!VK|+0(e-l/CXl/s) (2ЛЗ). 

- 2 3 -
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L'inégalité (2.13) est unilatérale et ne permet pas de conclure 

directement. On doit procéder comme dans [7] pour compléter l'argument. 

L'inégalité (2.13) prouve la régularité de toutes les traces, on peut donc 

modifier u de façon à assurer que les traces de u sont nulles. On prouve 

ensuite une inégalité d'énergie analogue à la précédente dans tëQ, mais 

utilisant le poids |t|~k et une fonction <J> égale à t~C|(x,f)|2+£.De sorte que 

3Qn{<j>£O}n{t*0. 

Ceci permet de voir que ja)u|^Ce~ i / c x i / s , dans une norme L^R 1 1) et donc 

p0éOFfe>(u). 

- 2 4 -
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