
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

MONIQUE TOUGERON-SABLE
Régularité microlocale pour des problèmes aux limites non linéaires
Publications de l’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1985, fascicule 3
« Équations aux dérivées partielles », , p. 304-346
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___3_304_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___3_304_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


CHAPITRE Χ 

REGULARITE MICROLOCALE POUR DES PROBLEMES AUX LIMITES NON LINEAIRES 

TOUGERON-SABLE Monique 

université de Rennes I 

UER Mathématiques & Informatique 

Campus de Beaulieu 

35 042 - RENNES CEDEX - FRANCE 

304 





X - 1 

Dans [2] Bony a étudié l a régularité microlocale des solutions réel

les d'une équation non linéaire générale au delà des chocs et en dessous de 

l ' i n t e r a c t i o n . Dans ce t r a v a i l on s'intéresse au problème analogue au v o i s i 

nage d'un bord pour des solutions réelles de problèmes aux limites non liné

ai r e s non caractéristiques et dans l a même zone que Bony, où l e comportement 

est linéaire et gouverné par l e symbole p r i n c i p a l . 

Un premier résultat de régularité locale, qui remplace l e C a va

leurs Ẑ) du cas linéaire, est que toute fonction réelle u de classe H S solu

tion dans un ouvert régulier Ω de CRn d'une équation aux dérivées p a r t i e l l e s 

non linéaire non caractéristique : 

( 0 . 1 ) F(x,u(x),...,3°u(x))ι . = 0 , 
I ot |̂m 

où F est réelle et C , est de classe H dans toute carte de bord s i 

ρ = s - m- ^ > 0. Les espaces H S' S sont définis par Hôrmander [β] ·, ce ré

s u l t a t se déduit des propriétés d'algèbre de ces espaces et de leur s t a b i l i -

te par composition avec une fonction C . 

Une étape e s s e n t i e l l e est ensuite l a paralinéarisation tangentielle 

de l'équation ( 0 . 1 ) dans une carte de bord ; cette opération, p-régularisante 

en direction tangentielle uniquement, permet grâce au f a i t que u est de 

classe H S +^' ^, de remplacer l'équation ( 0 . 1 ) par une équation différentielle 

en variable normale à c o e f f i c i e n t s paradifférentiels tangentiels dont le se

cond membre est de classe H S jusqu'au bord et en toutes les variables, 

c'est à dire de même régularité que dans le cas "intérieur" traité par Bony 

[2]. 

On est alors en mesure d'étudier l a notion correspondant au wave-

front au bord du cas linéaire non caractéristique [ 3 ] , [δ] : s i u € H t f (ER^) 

un point ( χ ,ξ ' ) de CRn 1 χ {ο} χ Œ*n 1 n'est pas dans 3WF u s ' i l existe un 
0 0 t 

opérateur pseudodifférentiel tangentiel Τ d'ordre 0 e l l i p t i q u e en ( X
0 ' £ Q ' 

t e l que Tu appartienne à Ht((R^) . Cette propriété tout à f a i t attachée à l a 
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s 

carte, devient invariante pour une fonction réelle de cl a s s e H solution de 

l'équation non caractéristique (0.1) s i s - m - ̂  = ρ > 0 et t < s + p. 

On aborde enfin dans un ouvert du demi-espace l e problème de l a ré

gularité microlocale des solutions de (0.1) pour de bonnes conditions aux l i m i 

tes : un point (χ^ξ^) e l l i p t i q u e au sens de Melrose [7] pour l e linéarisé 
Ct s 

de F(x,u(x),...,3 u(x)) n'est pas dans 3WF , u s i u est de c l a s s e H avec 
s+p 

s - m - ^ = p > 0 e t vérifie ^ conditions au bord régulières. Ce problème 

est traité par Godin [5] à l'ordre deux dans l e cas de l a dérivée oblique. 

S+Q 

On étudie aussi l a réflexion des singularités H dans l a zone 0 ̂  Ο 4 p-1 

pour ρ > 2, dans l e cas transverse. Un c o r o l l a i r e immédiat du théorème p r i n 

c i p a l 5.1, analogue du résultat de Nirenberg [12], est l e : 

THEOREME 02 

* s * 
Soit u une solution réelle de classe H de l'équation 

non caractéristique (0.1), avec s > m + ^ + 2. Soit (χο,ζο) « 

Τ 3Ω et soient γ ^ , . , . , γ , les arcs situés au dessus de Ω d e s 

bicaractéristiques de %(χ,ζ) = 7 3 F(x,u(x),...,d^u(x))(iζ)α 

0 \a\=m 3 u 
passant au dessus de (xoJE>Q) et supposés transverses à 3Ω. 

Alors u e H s + a microlocalement sur γ ^ , . , . , γ , P Q ^ 0, entraîne 

u e H microlocalement sur γ γ pourvu que 0$04s-m--~-l 
Ρ 0

 1 Ρ 
et que u vérifie (p-p ) + ^γ- conditions régul iéres sur 3Ω. 

Pour ce dernier point on u t i l i s e l e c a l c u l symbolique de Bony et 

Meyer en variable tangentielle, dépendant de l a variable normale x^, dans 

lequel on doit préciser l a régularité en toutes l e s variables dans l e s es-

s s ' 

paces H ' pour réduire l'équation (0.1) à un système du premier ordre com

plètement découplé. Sur l e s équations hyperboliques ou e l l i p t i q u e s obtenues 

on peut propager ou gagner de l a régularité microlocale tangentielle. L'étu-

s s ' ν 
de des diverses actions microlocales dans H ' , en cône ou en dièdre, des d i f 

férents paraproduits, de Bony ou tangentiel, permet l e t r a n s p o r t é e l a régula-
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r i t e de u sur certaines bicaractéristiques sur les solutions des équations hyper

boliques correspondantes, et permet aussi de remonter l a régularité microlocale 

tangentielle obtenue en régularité en toutes variables. 

Je tiens à remercier Guy Métivier dont l a compétence et l a g e n t i l l e s s e 

m'ont encouragée tout au long de ce t r a v a i l . 

1 - DOUBLE DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD POUR LES ESPACES H S' S ? DE HORMANDER. 

Suivant Hôrmander [6] , pour s et s T réels et η entier, η >_ 2, on désigne 

par H S , S l'espace des distributions u ̂ ^f'QR11) dont l a transformée de Fourier 

m est une fonction qui vérifie : 

\\m\\ = (2Π)~ η ( α + |ξ|2)δ 0 + |ξ'| 2) 8 ?|^(ξ)| 2 άζ < +», 
s , s j 

où ξ = (ξ',ξ ) = (ξ .. . ,ξ ,ξ ) est l a variable duale de χ = (xf,χ ) = η l n-i η η 
(χ1,...5χη_1,χη), |ξ| = (ξ2+...+ φ1/2,Φυ(ζ) = j e " i x ? u ( x ) d x . Si s' =0, 

H s> s est l'espace de Sobolev H de norme 11.11 · 

Comme dans Meyer [10] , on f i x e une fonction radiale positive 

φ € C^ÛR n) valant 1 dans |ζ| < | et nulle pour |ξ| 1. Pour ρ et p T dans IN 

on note S et S', les opérateurs de sommes p a r t i e l l e s définis par : Ρ Ρ 

5 F ( S u ) ( C ) = φ(2"Ρξ)^η(ξ) et ^ ( S ^ ,u) (ξ) = φ(2"Ρ?ξ;0)^η(ξ) , 

et S . = S ο S'.. On note Δ et Δ'. les opérateurs de blocs dyadiques PP Ρ Ρ Ρ Ρ 
Δ = S . - S , Δ\ = S'. . - S', pour ρ et p' e u , Δ , = S , Δ' = S' , ρ p+1 p' p' ρ +1 ρ r r v 9 -1 ο' -1 ο 
et Δ . = Δ Δ',. La double décomposition de Littleword de u est 

PP P P 

alors u = £ Δ r u, dans laquelle les termes d'indices (ρ,ρ') t e l s que 
p,p f>-l P P 

p' > p+1 sont nuls. 

s s' 
Proposition 1.1. L'espace de Sobolev H 5 est caractérisé par l a condition 

( y 4 p s + p ' s ' » Δ , u i i V / 2 < + « 

P A - i p p ° 
Ce qui résulte des deux lemmes suivants : 
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2 Lemme 1,2» Soit ( Upp»)p p»>o u n e s u î t e de fonctions de L dont le spectre 

(support deUFu p p î) est contenu dans une bicouronne { ~ 2 P + q < |ξ| <_ γ 2 P + q ; 

γ 2 P + q < |ξ!| < γ 2 P + q } avec γ > 1, q et q 1 > 0, et t e l l e que 

£ 4PS+p s ||U y 2 < + oo ; alors u = I u , appartient à H S , S et llull f < 
pp O L pp1 S , S — 

< C(l 4 ^ p + q ^ s + ^ p ' + c l , ^ s ' i u v v J 2
o ) l / 2 , C ne dépendant que de γ, s et s'. 

2 
Lemme 1.3. Soit (Up)p>Q u n e suite de fonctions de L dont l e spectre est contenu 

dans une couronne-boule {γ 2 P < |ξ| < γ 2 P ; |ξ!| < γτ}, avec γ > 1, γ' > 0 et 

t e l l e que j 4 p s llu I I 2 < + <x> ; alors u = Y u e H S , ° ° = η H
S , S ? et llull f < 

Ρ ° Ρ q t F 1 R s , s f -
ps ? 1/? 

£ C(£ 4 F " Up"o) , C ne dépendant que de γ, γτ , s et s 1 . De plus s i s > 0 

on peut remplacer l a couronne-boule par une bi-boule {|ξ| < γ 2 P ; |ξτ| <y'}. 
Pour s > 0 ou s T > 0 on u t i l i s e r a souvent les t r o i s lemmes suivants : 

2 Lemme 1.4. Si s > 0 et s i (u .) est une suite de fonctions de L dont PP P,P >o 
le spectre est contenu dans l a boule-couronne {|ξ| £ γ 2 P ; ~ 2 P + q <_ |ξ!| 

< γ 2 P + q } avec γ > 1, q f > 0, et t e l l e Y 4 p S + P ' S ? ||u f I I 2 < + » alors — — L pp ο 
u = l u , € H S' S' et llull , < C(J 4 p s + ( p ' + q '> S ' »u , | | 2 ) 1 / 2 où C ne dépend 

pp s, s — L pp ο ^ 
que de γ, s et s T . 

2 Lemme 1.5. S i s 1 > 0 et s i (u f ) est une suite de fonctions de L dont PP Ρ,Ρ 10 
le spectre est contenu dans l a couronne-boule {y 2 P + q < |ξ| < γ 2 P + q ; 

| ξ ' | < γ 2 p l } avec γ > 1, q > 0, et t e l l e que Y 4 p S + p f s ! llu f I I 2 < + « alors - - pp ο 
u = I u p p , e H S ' s ' et, u S ) S , < C(l 4 ( ^ S + P , S ' l l u p p I l | 2 ) l / 2 , o Q d e c ne 

dépend que de γ, s et s T . 

Lemme 1.6. S i s > 0 et s 1 > 0 et s i (u T ) t est une suite de fonctions 
P>P P>P i p 

de L dont le spectre est contenu dans l a bi-boule {|ξ|<γ2 Ρ; |ξτ| < γ 2 P } 

avec γ > 1 et t e l l e que Y 4 p S + P S llu J 2 < + «, alors u = Yu , Ε H S , S ? et 
pp ο ^ PP 

l l u l l
Q βι < c ( l 4 P S + P S «u J * ) 1 ' 2 , où C ne dépend que de γ, s et s 1 . 
b , S pp Ο J 

Proposition 1.7. S i s > I s + s' > 2 et s + 2s' > j l Tespace H S , S ' e s t une 

algèbre m u l t i p l i c a t i v e . 
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s s » 

Preuve. Le produit des doubles décompositions de Littlewood de u et ν Ε H ' 

se décompose en 
uv = ITv + ïï"u + l (Δ S 1 τ Qu.S 0Δ\ν + S 0ΔT

 Tu.Δ S \ Qv) 
u V p>2,p?>0 P P 3 p ~ 2 p p ~ 2 p p P 3 

+ Τ (Δ ι u. Δ S 1
 T 0 v + A S f

f 0u.A ,v)+ Y Δ fu.A Tv, 
q-2<J<q+2 PP q P-2 q p'-2 Ρ Ρ ' ;

 q. 2<J< q + 2 PP' ^ 
pf>2 qf-2<p'<qf+2 

où Πη désigne le paraproduit à deux indices défini par : 

(1.1) ITv = 7 S f 0η.Δ ,v. 
u p,p'>2 P ~ 2 ' P " 2 P P 

S S ' û 

L Tespace H ' s'injecte dans l'espace C des fonctions holdériennes 

s i p ? ]N et qui généralise l a classe de Zygmund notée dans Meyer [5] pour 

ρ sous l a condition 

(1.2) p = min(s-l/2,s+s f-n/2) > 0 s i s f φ ( n - l ) / 2 , 0 < p < s-1/2 s i s ! = ( n - l ) / 2 . 

Cet espace est caractérisé par 

(1.3) ΙΙΔ,ηΙΙ < C.2~ k p , k > 1. 
L 

On u t i l i s e r a aussi que pour u G C^, p > 0, on a II Δ ,ull < C.2 P ^ 
PP L°° -

et ΙΙΔ S \ u l < C.2~ p P. 
Ρ P L ° ° ~ 

s s T 

Le lemme 1.2 donne w. = Ππ ν Ξ H 9 , et du lemme 1.4 on déduit 1 u 
w = y Δ fu.A S f

t 0 ν e H S + P , S . En découpant 
2 q-2<p<q+2,p'>2 PP f q P "2 
wQ = y Δ ,u.A tv à l T a i d e des opérateurs Δ.1 f et en e s t i -

3 q-2<p<q+2;q'-2<p'<q'+2 P P q q k 

1 . s s'+2s'—n/ 2 mant l a norme L des morceaux obtenus on obtient Ξ H ' par les 

lemmes 1.2 et 1.3. 

w. = y Δ S f
f i 0 u . S 0Δ!.ν est une somme de termes à spectre dans 

4 p>2,p'>0 Ρ P + 3 P-2 P 
une couronne-boule { 2 P - 2 < |ξ| < 9 . 2 P ~ 2 , |ξ'| < 5 . 2 P + 1 } et on a, avec 

(ε ρ ρ () e £ 2 O N 2 ) , (ε ) et (ερ|) e il2ON) : 
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f -ps-p ! ( s 1 — 2 ~ ) n _ j 
2 ε , s i s' < 

PP 2 

<'·«) " * p W , 2 „ - i | 2 " Ρ " Ρ ' ε S P ' Ί · · - ^ 1 

X X F 

k 2 v ε s i s > --— 
V Ρ 2 

-ρ1 (s+s f- — 
(i- 5 ) I I S p _ 2 Δ',νΙΙ œ 2 < 2 2 ε ρ Ι , d'où 

L (L t ) χ χ 

(1.6) ΙΙΔ S' , „u.S " Δ',νΙ < 2 - p S - P ' ( s ' + p ) ε .. 
Ρ Ρ +3 p-2 p f ο - PP 

S S ' +0 Le lemme 1.5 donne w, G H ' seulement s i s'+p > 0. Pour s T +p < 0, 4 
ce qui implique s T < 0, on découpe avec Δ̂ ι> on estime l a norme des morceaux 

2 1 s s+2s f-n/2 dans L (L ,) et l e s lemmes 1.2 et 1.3 donnent w. Ξ H ' x x 4 η 

s s ' 1 η Si u e H ' 5 s > —, s+s f > — et ν Ξ on peut définir leur paraproduit 

en toutes les variables et à un seul indice [2] : Π ν = / S 0 u . Δ ν 
p>2 Ρ"2 P 

et leur paraproduit tangentiel ïï'v = £ S'»_o u . Δ* rv. u p'>2 p Z Ρ 

En comparant les opérateurs de paramultiplication IT^ et ΓΓ à ïï^ 
t t 1 

défini en (1.2) on précise leur action dans les espaces H ' 

s s f t t 1 

Proposition 1.8. Soit u S H ' avec (1.2) ; 1 Topérateur ΙΓ est borné dans H ' 

pour -s < t _< s avec une norme majorée par C · llull f. De plus Πΐ-Ιΐπ applique 
s 5 s u u 

continûment H t , t : dans H t , t : + ^ pour -s < t <_ s, et sa norme est majorée par C. llull 
_________________ s, 

Preuve. On décompose u et ν par dans IPv et on établit comme en (1.4) et (1.5) 

l'estimation : 
- p ( s + ( t - } ) " ) - p ' ( t ' + ( t - i ) + ) + ( s ' - H l i ) - ) 

(1.7) H Δ S \ 9 u S Α,Δ\ν| < 2 1 1 2 ε , 
ρ ρ -2 p+3 ρ' ο - ρ̂ρ' 

avec II (ε ,)ΙΙ ? - < C llull ,.||ν|| , pour t + 1 et s ' φ î ~ , les signes 
p p % (IN ) s,s t , t L 2 

+ ou - désignant les par t i e s positives ou négatives. Les lemmes 1.2 et 1.4 

permettent de conclure s i -s+1/2 < t < s. 
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Pour atteindre des valeurs de t inférieures on f a i t un découpage à 

l'aide des Δ, et on estime Δν Y Δ S ' . 0 u . S _ Δ !
fv pour t < 0 dans 

l
 k p>0 P P ~ 2 P + 3 P 

L ι(L ) ; pour t > -s on conclut par le lemme 1.2. χ χ 
η 

s s f t t ' Proposition 1.9. Soit u € H ' avec (1.2). L'opérateur est borné dans H * 

pour -(s+s'-y) < t ! _< s+s'-~ avec une norme majorée par C.||ull t. De plus 
η S j S t t f t , t T + ( s + s T - ~ ) 1 n « i Π̂ -Π̂  applique continûment H ' dans H l. pour - ( s + s ' — ) < t f < -γ-

et sa norme est majorée par C||u|ls s,. 

Preuve. On décompose u et ν par Δ̂ , dans n uv, ce qui dégage dans Ïï^v-ITV le 

terme de l a proposition 1.7, le reste relevant du lemme 1.3. 

Généralisant Bony [2] , pour m £ 1R et ρ > 0, à une fonction ρ(χ,ξ) 

de classe C en χ au sens de (1.3), C en ξ, qui vérifie : 

(1.8) |3ςΡ(.,ξ)| p ι c a ( i + | c | ) m " i a l , pour tout ξ em 1 1, 
c 

on associe l'opérateur paradifférentiel σ (x,D ) , où D = i 3 , de symbole 
ρ χ x^ ι x^ 

(1.9) σρ(χ,ξ) = (2Π)" η j e Î X T 1 χ(η,ξ) ρ(η,ξ)<Ιη, 

χ désignant une fonction C dans IR nulle pour |η| >_ ε̂ |ξ|, égale à 1 pour 

ΙηΙ 1 ε2^\ e t 1̂ 1 — R a v e c 0 < ε2 < £j < 1 et R > 0, et qui vérifie : pour 
2n 

tous (α,β) G IN i l existe C Q t e l l e que : 
Otp 

|ΛξΧ(η>ξ)| 1 σαβ(1 + |ξ|)"'α|"ΙρΙ pour tous η,ξ€*η. 

Un changement de fonction χ dans (1.9) modifie par un symbole de l a classe 

S m P c'est-à-dire un symbole a € C°(JR2n) qui vérifie : 

| Λ | σ ( χ , ξ ) | < c a B < H i l > ( , ° - p ) + | a H e | · 

On notera désormais o \ N(x f,D .) les opérateurs paradifférentiels 
ρ(χ̂ ) χ 

"tangentiels" c'est-à-dire les opérateurs dont le symbole, fonction de (χ',ξ') 

et dépendant du paramètre x^, est défini par (1.9). 
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s s f 

Proposition 1.10. Soit u G H 9 avec (1.2). La différence de deux operateurs 

. - ^ t t f 

paradifférentiels tangentiels associes a u est un opérateur borné de H ' dans 

t . t ' + i s + s 1 - * ) 
H z pour -s < t £ s, et sa norme est majorée par C.||ull T. 

s , s 
oo 2 (n— 1 ) 

Preuve. On considère une fonction X 1 (ηf ,ξ T ) Ξ C QR ) supportée dans 

|η!| < ε2|ξ? | s i |ξ?| < R, où 0 < ε 2 < 1 et R > 0, dans ε̂ ξ'Ι < |η7| < ε2|ξ'| 

s i |ξ! I 21 R avec 0 < ε1 < ε2, et qui vérifie 
|3^3|:χ'(η'5ξ')| ι ο α , β , ( ΐ + | ξ , | ) " , α , | " , β ' Ι 

On désigne par H ! ( x ! ^ f ) l a transformée de Fourier inverse de χ!(ητ,ξ?). 
s s f 

La différence de deux opérateurs paradifférentiels tangentiels associés à u £ H ' 

a pour symbole τ!(χ,ξ!) = Η'̂ ',ξ') u(x'-y T,x n)dy'. Pour v è - (C^0R n)) on 

peut écrire 

T'(x,D x,)v = ̂  4 , ( x , D x , ) A k v + T 2 j k , ( x , D x I ) S k + 3 v , où 

k'>-l 
T k , k ' ( x ' ? , ) = J H ' < y ^ ξ , > s

k - 2 u ( χ , - y ' ' x n ) d y , · Y ( 2 _ k V , o ) 

T k , k ' ( x , C , ) = i H ' ^ , ^ ' ) V ( x ' " y ' ' X n ) d y ' ' ^ 2 ~ k V , 0 ) , 

Ψ(ξ) = φ(ξ/2) - φ(ξ) , et Ψ doit être remplacée par φ pour k' = -1. Le premier 

terme s'estime dans H t , t : + ^ s + s n/2) p a r ̂ e ̂ e m m e |^ à l'aide du résultat 

suivant de [4] : 

QQ 2n 
(1.10) S i un symbole σ(χ,ξ) C OR ) est supporté dans |ξ| <_ R et vérifie 

|3|σ(χ,ξ)| < M pour tous (χ,ξ) et |g| < [~] + 1, l'opérateur σ(χ,Όχ) 
2 

associe est borne dans L avec une norme majorée par CM où C ne 

dépend que de η et de R. (On a noté [~] l a partie entière de ~) . 

De même le second terme se t r a i t e par l e lemme 1.4 pour t > -s+1/2 ; 

pour a l l e r au-delà, on l e découpe par et on estime l a norme des morceaux 

1 2 
dans L (L t ) , puis on conclut par le lemme 1.2. χ χ η 
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ο° XI S S ' 
Proposition 1.11. Soient b ̂  C Q ( I R ) et u ̂  H ' avec ( 1 . 2 ) . Les opérateurs 

t t T t t 1 + o bll f - Il'b et blT'-ITb appliquent continûment H * dans H ' K pour -s < t < s, u u u u — 

et leur norme est majorée par Cilull s g l . 

Preuve. D'après la proposition 1.8 i l suffit d'étudier l'opérateur WI^-ITJb. 

On montre d'abord que b-II^ est infiniment régularisant tangentiel ce qui ramène 

l'étude à celle de II" Π" - Π" Π". On remarque : 
b u u b 

( 1 . 1 1 ) pour tout Ν > 3 l'opérateur II" - Y S λΎ , u . Δ t applique 
- f u £ ρ-Ν,ρ'-Ν pp' 
t t t t +0 — 

continûment H ' dans H ' ' pour tous t et t' réels. 

Enfin le lemme 1.2 montre la même propriété pour l'opérateur 

Σ ( £ S Q , u Δ | (S Q , Jo.k t)-S 0 f 0u.S 0 | 0b.A f ) . 
q,q'>3 p,p'>3 P , P P P Q ' Q Q Q Q ~ 3 , Q 3 Q ~ 3 ' Q 3 Q Q 

La dernière somme étant symétrique en u et b la proposition s'en déduit. 

Proposition 1.12. Soit u € H S , S avec ( 1 . 2 ) , ν 6 H t , t : , -s < t < s, et soit 
η * η t τ ' (χ ,ξ ) G ]R x ]R . Si ν est microlocalement de classe H * en (χ ,ξ ) alors ο ο v ο ο 

σ' s(x',D τ)ν est microlocalement de classe Η
ϋ ^ ι η ( τ ΐ ^ ? +P) e n ( χ r ) iHx ; χ v ο ο η 

Preuve. On se ramène à l'étude de Π^χ ^v par les propositions 1.10 et 1.8. 

Pour b G C O Û R
N ) telle que b(x Q) Φ 0 on a (blT - Π%)ν S H''' + P par la propo

sition 1.11 et Π" bv - l S „ , u Δ , bv € H t , t , + P pour tout Ν > 2 
p,P'>N P" N' P " N P P 

00 γι 

par la remarque ( 1 . 1 1 ) . Soit χ G C OR ) supportée dans un ouvert conique Γ, 

vérifiant Χ(ξο) Φ 0 et χ(λξ) = χ(ξ) pour λ > 1 et |ξ| > r. Pour toute fonction 
OO j-̂  

ΘΝ G C (R ) égale à un dans un voisinage de {ξ G Γ , |ξ| > 1 où = {ξ £ ]R , 

dist (j|y- , Γ Π s n - 1 ) < 2 ~ N + 2 } est le cône dispersé de Γ de 2 ~ N + 2 , on a 
X ( D > l S^ M «'-N u ' A ™ ' b v β X(D ) I S f π.Δ ,(ΘΜ(Ό )bv). 

x p,p'>N P , P P P x p,p'>N P ' P P P X 

Si le support de b et Γ sont assez petits on peut choisir Ν et 

vérifiant θΝ(λξ) = Θ̂ (ξ) pour |ξ| > r et λ > 1 tels que 0 N(D )bv G Ηϋ'τ\ 

Alors Χ(ϋχ) ^ S p_ N p f - N u . A
p p » b v est aussi dans H t , T et la proposition 

est démontrée. "~ 
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Proposition 1.13. Soit β(χ,ξτ) une fonction homogène en ξ' de degré m1, de c l a s s e 
0 0 s s T 

C en ξ ' Φ 0 et dont les dérivées en ξ1 appartiennent à H ' avec (1.2). 
00 n— 1 

Soit φ Ε C OR ) égale à 1 hors d'un compact et nulle au voisinage de 0. 
t t 1 . t τT 

S i ν Ε H ' , -s < t £ s, est microlocalement de classe H ' en un point ( X
0 > £ Q ) 

η * η t t ' "** m ' de 3R x Β alors o\ , N(x',D .)v Ε H 9 et est microlocalement de c l a s s e (£a(x n) x' 
„t,min(T f-m f ,t'-m'+p) . ^ , r N H ' K au point (χ ,ξ ) . _ ο ο 

Cette proposition s'obtient après décomposition de a(x , C ' ) en harmo

niques sphériques, en u t i l i s a n t les mêmes arguments que pour l a proposition 1.12. 

On introduit maintenant l a version microlocale tangentielle des espaces 

s s 1 

H ' . Les opérateurs pseudodifférentiels utilisés sont définis par Sjostrand [13] 

dans le cas de l n ; leurs classes sont notées T m, m E U . 

Définition 1.14. Soit Ω un ouvert de IR n (resp. IR^) et s o i t u Ε (Ω) . On d i t 
0-*s Q- * η * n~* 1 que u est microlocalement de classe H 9 en un point (χ , ξ 1 ) Ε ]R x 1R 

r 0 0 

(resp. 3R̂  x H n ) , s ' i l existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel pro

prement supporté Τ Ε T°QRn) (resp. T°QR^)) e l l i p t i q u e en ( X O » £ Q ) T E L 3 u e 

T u G H S , a TQR n) (resp. Κ8'σ?(Εί+)). 

Proposition 1.15. Sait u Ε H S' S Î(IR^) avec (1.2). Soit ν Ε Ηϋ'ϋ 0R+) avec 
n * n-1 *v>t τ1 

-s < t < s et s o i t (χ ,ξ') ΕΚ x ]R . S i ν est microlocalement de classe H ' — 0 0 + 

en (χ ξ ' ) alors σ' .(x',D f ) v est microlocalement de classe ^ t » m ^ n ( i r > ϋ + P ) ο, ο u(x ) x T 

Preuve. En c o r o l l a i r e des propositions 1.8 et 1.10 on obtient que les opérateurs 
^ 0 0 n p a r a d i f f e r e n t i e l s tangentiels σ' N ( x , D .) définis sur C ÛR ) se prolongent en 

u(x ) χτ ο + 
t t ' ~~n n 

opérateurs bornés dans H * QR+) pour -s < t < s et que l a différence de deux 

d'entre eux applique continûment H t , t : QR^) dans E t y t + P0R^) pour -s < t < s. 

00 γι 
I l s u f f i t donc d'étudier Π'ν microlocalement au point (χ , ξ ' ) . Soient b Ε c OR ) 

u v 0 0 ο + 
t e l que ^(χ^) φ 0 et χ' Ε c 0Rn S supportée dans un ouvert conique r e v é r i f i a n t 
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χ1 (ξ̂ ) φ Ο et χτ(λξ) = χ'(ξ') pour | ξf | > r et λ > 1. De l a proposition 1.11 

on déduit par prolongement et r e s t r i c t i o n que χ' ( ϋ χ ΐ ) (bïï^v-ITbv) G H t , t + PQR^). 

D'autre part l a proposition 1.9 élargie aux opérateurs Y S \ X T u â't et 

p'>N P ~ N P 

1 S , M u Δ , pour Ν > 3 et l a remarque (1.11) montrent par prolonge-
p,p'>N P N , P p p 

ment et r e s t r i c t i o n que pour Ν > 2 l'opérateur ΙΓ - £ ^pt_ N
u'Api applique con

tinûment H t , t : QR^) dans H t , t : + PQR^) pour -s < t < s. De" plus pour Ν > 2 on a 

X' ( D- , ) (p.>N " i ' - " U ' ^ , b V ) " X ' < V ) ( p 4 S P ' - » U - A ; ' ( e N ( I > . ' ) b v ) > 

pour toute fonction Ε C^QR11""1) égale à 1 dans un voisinage de {ξ'ΕΓ̂ τ|ξ | j> 1 } 

où = {ξ1 e i n " ' , d i s t ( | | J j , Γ1 Π S ^ 2 ) < 2 ~ N ' + 2 } . On voit donc que s i le 

support de b et Γ' sont assez p e t i t s , en choisissant Ν assez grand et à support 

assez p e t i t , vérifiant θ̂ (λξ') = θ̂ ξ') pour | ξ'| > r et λ > 1, on a e^(D x,)bv 

Ε H t , T ? QR*) et a i n s i X'(D f ) £ S \ λ τ u . Δ'f 6'(D t)bv Ε Ηϋ>τ'<£ξ). D'où 
+ χ ÎV!XT Ρ Ν p T Ν x T • + 

l a proposition . 

On insère encore dans ce paragraphe un résultat d 7action microlocale 

tangentielle pour les opérateurs paradifférentiels généraux introduits par 

Meyer dans [10] : 

Pour p > 0 et m £ ]R on note l'espace des fonctions σ(χ,ξ) Ε C°°0Rnx]Rn) 

t e l l e s que le spectre de χ -> σ(χ,ξ) so i t contenu dans une boule |η| < ε |ξ| 

avec 0 < ε < 1 et qui vérifient : 

Ι3?σ(.,ξ)Ι < C ( l + | C | ) m " ' a ' pour tout ξ Ε ]R n, s i p = 0 ξ L α 

Ι3?σ(.,ξ)Ι < C ( l + | É | ) m ~ | a | s i p > 0, 

l'espace C P étant toujours défini par ( 1 . 3 ) . Les symboles σ (χ,ξ) définis en 
P 

(1.9) sont dans l a classe B M. 
P 

Proposition 1.16. Soit a Ε B^ , p > 0 ; pour -p < s' £ p l'opérateur pseudodiffé-
s s ' s ~~m s ' 

r e n t i e l o(x,D) se prolonge en un opérateur borné de H ' dans H ' . De plus 
s s ' . ^ S Ο' pour -p < s' < 0, s i u Ε H ' est microlocalement de classe H * en un point 

(χ ,ξ') alors o(x,D)u est microlocalement de classe H S m » m ^ n ( c r > s + P ) e n ( x ,ξΤ). ο ο ο ο 
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Preuve. E l l e est assez semblable à c e l l e de l a proposition 1.10. On suppose 

d'abord que m = 0 et pour u € ; r ( C

QQR ) ) on écrit 

a(x,D)u = vj+v 2 = (s£_ 2a k)(x,D)A£,u + ^ (Δ£, σ^)(x,D)S^,+3u, 
— 1, k ^ 2 k, k ^ 1 

avec σβ][(χ,ξ) = φ(ξ)σ(χ,ξ), σ̂ χ,ξ) = Ψ(2 ξ) σ(χ,ξ) pour k >_ 0. Le lemme 1.2 
S S ' · S S ' "f" 0 

avec (1.10) estime V j dans H ' et l e lemme 1.5 estime v^ dans H ' pour 
s s ' 

s 1 > - p . On en déduit l'action de o(x,D) dans H ' dans l e cas m = 0. Le cas 
2 —ro/ 2 

général s'y ramène en considérant le symbole σ(χ,ξ)(1+|ξ| ) 
s s 1 

On suppose maintenant que u € H ' , avec -p < s* < 0, est microlo-
^ S Ο ' oo τ\ 

calement de classe H ' en (χ ,ξ'). Soit b € C OR ) t e l l e que b(x ) φ 0. 
ο ο ο ο 

D'après Bony [2] on a (b-a b(x,D))a(x,D)u e H°°. D'après Meyer [10] : 

a b(x,D) σ(χ,Ο) = Τ c ( 3 | O ) ( X , D ) ( D V ) ( X , D ) + τ (x, D ) , 
I α y <N m—N s*^s ' ui"f"N avec τΝ(χ,ξ) Ξ Sj j ce qui pour s+s'-m+N > 0, donne T N(x,D)u Ξ H puisque 

s' < 0. Choisissant N assez grand on obtient que 

b(x) o(x,D)u - J e ( f e ) ( x , D ) ( D a b ) ( x ) u G H
s - ™ > s ? + P e 

|α|<Ν α ^ x 

Soit maintenant χ' G vérifiant χ'(ζ') Φ 0 et χ'(λξΤ) = χτ(ξ!) 

pour | ξ ' I > r et λ > 1. I l reste à étudier l e s termes x'(D f)(3^0)(x,D)(D^b)u . 
— χ s> x m-j 

ο 2 
c'est-à-dire des termes de l a forme x'(D .) T(X, D ) V avec τ € B et ν = (Ι-Δ ) a u 

A x' * ρ χ 
où a G C QvR ) et j > 0. Décomposant T ( X , D ) V comme ci-dessus en v j + v2> puisque 

G HS""m+^,S + P on est ramené à l'étude de χ'(Β ,) Y (S', 0τ, ) (χ,ϋ)Δ' ,v qui 
X k>l,kf>2 ~ l 

se réduit à c e l l e de x'(D ,) \ (S' f ,τ )(x,D)A' tv, N' restant à ch o i s i r 
X k>-l,k;>N' R 

puisque par (1.10) l a norme dans L 2 de l'opérateur ( S ^ f ( x , D ) - ( S ^ L - E N L T K ) (x,D) 
-k ' 0 

est majorée par C X T | 2 .On termine alors en introduisant l a fonction Θ'. 
Ν Ν 

définie à l a f i n de l a proposition 1.15 et en choisissant N' assez grand, l e s 

supports de b et de χ' étant supposés assez p e t i t s . 
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2 - PARALINEARISATIONS DANS LES ESPACES H S > S'. 

Proposition 2.1. Soit F G C°°QR) une fonction réelle nulle en 0 et so i t u G H S , S 

réelle avec (1.2) et s+2s T > Alors F(u) - Π" w λ u G H S , S + P . _ 2 F (u) 

Preuve. Comme dans Meyer [10] on écrit F(u) comme somme d'une série téléscopique 

00 » 

convergente dans L : F(u) = _ F ( S p + } u ) -
 F ( s

p

u ) + F ( S

Q

U ) > puis on applique 

le même procédé à chaque S u avec S T ; on obtient : 
Ρ Ρ 

Λ 
F(u) = Τ Δ tu F T ( S TU+Δ S\u+S Δ'Tu+tA fu) dt 

p,p'>0 P P J PP Ρ Ρ Ρ Ρ' PPf 

+ Τ â S',u+S â \ u F f !(S ,u+tA S',u+0S Α',^άθ dt 
p , A û Ρ P 1 P P f J J PPf ΡΡ' Ρ p f 

F , p - 0 0 
Λ 1 

+ y Δ S Tu F f ( S u + tA S fu)dt + F ( S u) . 
p>0 p ° [ p > ° p ° 

00 

Le terme F ( S Q U ) appartient à H puisque F(0) = 0 ; le deuxième terme, 

de type produit, est v o i s i n du terme de l a proposition 1.7 ; l e premier et 

le troisième terme sont de type linéaire puisqu'en posant 
fl (1 

m f ( x ) = F ? ( S . . .u - ( l - t ) A fu)dt, m (x) - F f ( S u + t â n S'u) dt, 
PP 0 J P+l,P f + l PP P 0 J

 p > ° P ° 
i l s s'écrivent 0.(x,D)u y m . (χ)Δ ,u et 0 o(x,D)u = y m (χ)Δ S fu. 

1 p,p'>0 P P P P 2 p>0 P P ° 

La comparaison du premier terme et de n ^ , ^ u introduit alors 

0 3(x,D)u = (m p p l(x) - S p _ 2 î p l _ 2 F ' ( u ) ) Δρρ,η 

0 4(x,D)u = 1 m (χ) Δ η . 
ρ ou p T<l y y y y 

2.1.1 - Etude des symboles et σ̂ . Pour m, m1 G ]R on note S™9™ l a classe 

des symboles σ(χ,ξ) G C°°(jRnxlRn) qui vérifient : pour tous a, (3 ̂ 3Nn, i l existe 

C > 0 t e l l e que pour tous (χ,ξ) Ξ lR n x IR n on a i t : 

|8 a 4 σ(χ,ξ)| < C ( l ^ | ) m + ^ ( H a M ) m , + l a ' H 6 , 1 . 
x s 

on démontre plus l o i n l e lemme suivant : 

317 



X - 14 

m m' 
Lemme 2.2. Soit σ un symbole de l a classe S J ' J . Pour s-m > 0 et s'-m' > 0 
l'opérateur pseudodiffêrentiel a(x,D) se prolonge en un opérateur borné de 

r r s > s l λ ^s-mjS !-mT 

H ' dans H 

ο —°° 
Les lemmes 2 et 3 de [10] montrent que et sont dans S J ' J et 

a i n s i a 2(x,D)u et a^(x,D)u appartiennent à HS,°°. De plus, u t i l i s a n t que F ' ( u ) £ C P , 

on obtient par interpolation comme dans [10] que Ξ S°'jP et a i n s i o,j(x,D)u 

e H s , s I + p s i s T+p > 0. 
s+s' η 

2.1.2. Etude de a,j(x,D)u pour s 1 <_ 0. Dans ce cas on a u € H , avec s+s' > ^ 
s+s ' 

donc aussi F'(u) Ξ H s i on suppose, ce qui n'est pas r e s t r i c t i f , que F'(0) = 0. 
oo 2 S'inspirant de Meyer [11] on étudie d'abord les normes dans L (L ,) des dérivées χ χ η 

de l a fonction i, , = m , - S 0 t 0 F ' ( u ) . On obtient : PP PP P~2,p -2 
(2.1) ||3α £ ,1 • < C zPan+P'Ia'l-p'Cs+s'-l/^ 

X L x <LX«> " A 

η 

On décompose ensuite l f à l'aide de l a p a r t i t i o n de l'unité 
PP 

(2.2) 1 = (Φ(5"'2'ρξ)+ ^ Ψ(δ"12""(ρ+ς)ξ))(Φ(δ'12"ρΐξ,;0)+ l Ψ(δ" 12" ( ρ , + ς , )ξ;0) 
q>0 q'>0 

e " V • * » ' +
 q l 0 V » +

 q | 0 S p V +
 q j , 1 0 V « ' ' 4 * C " O Î S l 1 -

02(x,D)u est alors une somme de quatre termes que l'on analyse successivement : 

v ° = I t i p p , Δρρ, u € H
s , s ' + P s i s+2s' > 1/2 par l e s lemmes 1.3 et 1. 

9 1 
après découpage par Δ£, et estimation des morceaux dans L (L f ) 

η 
V ο S S ' "̂"0 

v n = L Τ̂Λ»« ^ » u € H * μ s'obtient de même, pour δ assez 
P » P f P 

grand et (2.1) donne de plus |v I . < C X T . 2 ~ q ( N ~ s ) , pour tout N. Choisissant 
q s ,s'+ρ — Ν 9 r 

Ν > s, on obtient que Y ν G H S , S + P . 
q 

q 4 

On procède de même pour l e s deux derniers termes et on obtient a i n s i 

G 3(x,D) u e H
S' S ? + P. 
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f 1 r 1 

2.1.3. Etude du terme produit. Pour A . = F"(S ,u+tA S',u+6S Δ',u)d0 dt, 
PP J J PP Ρ Ρ Ρ Ρ 

on a Ο 0 

0 3 α ϋ ,11 < C 2ραη+Ρ'|αΊ χ ρρ' οο _ οΐ 
L· 

Décomposant I , à l'aide de l a p a r t i t i o n de l'unité (2.2), une étude PP 
assez semblable à c e l l e de 2.1.2 montre que le terme \ l , Δ S \ u S A \ u 

ρ,ρ' PP Ρ Ρ Ρ Ρ 
appartient à flS,s?+P. 

Preuve du lemme 2.2. On établit d'abord le 

Lemme 2.3. Soient s, s', t , t ' des réels t e l s que 0 < s < t et 0 < s' < t ; 
t t ' so i t (u f ) . Λ une suite double de fonctions de H ' qui vérifie 

PP P>P ̂ 9 

L pp' o,t' — 9 L PP t>t 

Alors u = l u f appartient à H S , S ? et llull , < C. M où C ne dépend que de 
PP S 9 s 

n, s, t , s', t ' . 

Ensuite on décompose σ(χ,ξ) € S°'° en £ σ^ΐ(χ,ξ) = 
î 2 

Σ Ψ(2~ρξ) ψ(2~Ρ'ξ';0) σ(χ,ξ) et on estime l a norme d'opérateur dans L des 

9 x °p p ' ( x ' D ) P ° u r P'P' > _ 1 à l'aide de (1.10). On en déduit que pour u G HS'S o n a 

« 3 α σ ,(x,D)ll < C 2 p ( 0 t n " s ) ε, pour ρ > 0 χ ρ , - 1 ' o — α Ρ 

» 3 α σ ,(x,D)H < C 2 ρ ( α η " δ ) + ρ , ( 1 α , | " δ , ) ε ο , , pour ρ,ρ' > Ο χ ρρ ο — α ΡΡ 

avec Τ ε 2 < C llull 2 , et Τ ε 2 . < C Bu» 2 , ; cec i permet d'estimer l a norme ρ — s,s P P - s » s 

de a p p l ( x , D ) u dans L 2 , H*, H 0 , t', Ηϋ,ϊ' pour t et t ' ent i e r s . Choisissant t > s 

et t' > s' le lemme 2.3 achève alors l a preuve du lemme 2.2. 

La proposition 2.1 se généralise en 

F(u u N) - f Π"(9 p ) ( „ )»i £ « S ' S + P 

i=l u^ 1 « 
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s i F e C OR ) est réelle, nulle en 0, et les réelles appartiennent à H 9 QR ), 

avec (1.2) et s+2s f > ~. Le même résultat est valable localement pour F ( x , U j , . . . ,u N) 

Enfin d faprès les propositions 1.8 et 1.9 on peut remplacer le para-

produit à deux indices Π" par le paraproduit à un seul indice Π ou le paraproduit 

tangentiel Π1. Pour ce dernier on peut énoncer une version d a n s : 

oo *""n Ν 
Proposition 2.4. Soit F G C QR+ x IR ) une fonction réelle à support compact en χ 

s s ' η 1 et soient U j , . . . , u ^ des fonctions réelles de H * QR+) avec (1.2) et s+2s f > y. 

Alors Ν f 

1 Ν > j O u F ) ( x , U j , . . . , u N ) ι 
i 

3 - QUELQUES COMPLEMENTS AU CALCUL SYMBOLIQUE DE BONY. 

Pour m £ I et ρ > 0 on note / (resp. ) ) l a classe des fonctions 

ρ(χ,ξ) définies dans TRU x ]R n (resp. lR n x ]R n) , de l a forme ρ = ][ ρ où 

i < p m J 

00 Q— 1 ρ .(χ,ξ) est C en ξ, de classe C J en x au sens de (1.3), et homogène en ξ m-j 
de degré m-j (resp. vérifie (1.10) avec m-j). 

ι ^ ^ t 
s i Ρ G Σρ e t P 1 G Σ" (resp. Ρ Ξ Σρ e t P ? G Σρ )> o n n o t e 

Ρ # Ρ = Ι 7ΓΓ 3 Γ Ρ · D Ρ » k · 
j+k+]a|<p a ! ξ m J X m k ^ 

Ce symbole est dans l a classe £ m + m (resp. £ m + m ) . Le symbole para
fa "Ρ Ρ 

différentiel associé à ρ G ζ par (1.11) est dans l a c l a s s e B ° ; à ρ e ^ on 
• 00 ^ 9 φ ^ 

associe alors avec φ € C (DR ) nulle au voisinage de 0 et égale à 1 hors 

d'un compact. On u t i l i s e r a souvent l ' i n c l u s i o n B*° C B^*r pour r et ρ > 0. r ρ p+r r — 

Proposition 3.1. S i ρ G ^ et ρ' ̂  ^ on a 

a p(x,D) O p l(x,D) = O p # p T ( x , D ) + r(x,D), 

avec r G S ™ + f ~ p s i ρ φ IN, r £ S* + I*'~ p + B m + m ' ~ P + e pour tout ε > 0 s i ρ E3N. 
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Preuve. ( S i ρ Φ ]Ν cette composition est traitée dans [ 9 ] ) . D'après [10] , 

σ (x,D) σ ,(x,D) = Y ±. θ" σ χσ ) (x,D) + r(x,D), 
P j +k +|a|<p a' ξ P m - j Dj>;,_ k 

avec r € S ^ ' " P s i ρ *3N, r 6 E f m ' ' ~ P + £ + S ^ ' " P s i p e i , pour tout ε > 0. 

On conclut avec l e s deux lemmes suivants dont l a preuve est détaillée dans [9] ·' 

Lemme 3.2. Soit ρ(χ,ξ) une fonction C en ξ, de classe C en x, qui vérifie 

(1.10). Alors pour tout α e / on a 3? σ - σ „ € S ITJ a'~ P. ξ ρ .α 1,1 dçp 
00 Γ) 

Lemme 3.3. Soient ρ et ρ1 deux fonctions C en ξ, de classe C en x, qui vérifient 
(1.10) avec m et m1 . Alors σ σ t - σ . appartient à S1?*1? P. 

Ρ Ρ PP V V 1,1 
00 

Proposition 3.4. Soit ρ(χ,ξ) une fonction homogène en ξ de degré m, C en ξ φ 0, 
dont l e s dérivées en ξ appartiennent à H . 

m+^ -s 
Alors σ φ ρ e B o T' φρ ε S 1 s = φρ η 8 1 s > 2 ' 

.-a S " 2 

η s 2 Preuve. Le cas s > - j résulte de l' i n c l u s i o n H C C . Ecrivant (1.10) sous 

l a forme σφρ(·>ξ) = β(.,ξ) * (Φρ)(·,ξ) ; pour s < y on u t i l i s e que : 

"3? 0(.,ξ)1 _c < 0(1+|ξ|) 2 , 
^ H S 

et pour s = - j , que pour tout ε > 0 on a : 

Ki+|n | e * F o ? ο(.,ξ) * 3?(Φρ)(.,ξ))(η)ΐ . < α(ΐ +|ξ |)Μ-Ι α ΙΊ β Ι + ε . 
ς L 

Proposition 3.5. Soit σ e Β™, ρ > 0 et s o i t u e R S. S i u est microlocalement de 

class e H ° dans un ouvert conique U alors o(x,D)u est microlocalement de classe 
Hmin(a-m,s-m+p) d a n s ^ 

Preuve. Soient λ(χ,ξ) et Μχ,ξ) des fonctions C°° dans lR n x IRn homogènes 

de degré 0 supportées dans U t e l l e s que k = 1 sur un voisinage du support de £. 

On a (φ£)(χ,ϋ) a(x,D)u - σφ£(χ,ϋ) o(x,D) Q j _ k ) ( x , D ) u 6 H 0" m, d'après Bony [2] 

et d'après Meyer [10] : 
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V ( x , D ) a ( * . D ) o i ( 1 „ k ) ( x . D ) - ( | β|: ι κ5ΓΓ^ | α | < ρ ϊΓΓ D x a ) D x ^ ( l - k ) ^ x ' D ) + r ( x ' D ) 

avec r 6 s ^ J , s i on c h o i s i t Ν > p. Enfin 3 ^ ̂  D j | σ ^ ^ ^ 

appartient à Sj ̂  par l e s lemmes 3.2 et 3.3. On en déduit l a proposition. 

00 

Proposition 3.6. Soit ρ(χ,ξ) une fonction homogène en ξ de degré m, de cla s s e C 

en ξ φ 0, de classe en χ, ρ > 0, à support compact en χ et nulle dans un ouvert 

conique ω x Γ de ]R n x ]R n ; s i u € HS, σφ̂ (χ,Ό)η est microlocalement de cla s s e 

H S~ m + dans ω x Γ. 

Preuve. ( S i ρ Ψ IN c'est le c o r o l l a i r e 3.5 de Bony [ 2 ] ) . Un changement d'opéra

teur paradifférentiel associé à ρ étant p-m régularisant i l s u f f i t d'étudier 
a ( f ) p ( x ' D ) u p o u r σφρ ( ( χ , ζ ) = Σ Sk-N ρ ( χ ' ζ ) y ( 2 ~ k £ ) Φ(ξ)» Ν pouvant être c h o i s i 

k^N 
arbitrairement grand. Soit ρ(χ,ξ) = £ ρ (x)h (ξ) l a décomposition de ρ en harmo-

V 
niques sphériques avec p^ Ξ à support compact et ||p || 1 , ti^ homogène de 

oo 

degré m, C en ξ φ 0 et t e l l e que l a suite |h 1 , est à décroissance 

00 ' 

rapide quelque s o i t m. Soit b € C ; d'après Bony ([2] théorème 2.3) on a : 
ο 

b J S k _ N P v A k ^ h v ) ( D ) u - l S k _ N ( b p v ) A k(0h v)(D)u + v> , avec 
k>N k>N 

» v > s _ m + p l C llbll I P V I Ι < Φ \ ) ( ϋ ) « Ι β ^ . 

Soit χ(ξ) e C QR ) supportée dans un ouvert conique γ, vérifiant 

Χ(λξ) = Χ(ξ) pour | ξI >_ r et λ >̂  1 . S i l e support de b\ est contenu dans ω x Γ, 

en choisissant Ν assez grand et € C 0R ) vérifiant ΘΝ(λξ) = P o u r 

|ξ| _> r et λ ̂  1, supportée dans Γ et égale à 1 sur l e cône dispersé de γ de 
-N+2 

2 on obtient : 

ν Χ ( 0 Χ ) JN S K" N ( b P v ) A k ( < | ) h v ) ( D ) u =
 x (V A$U N

( x'V u - °-
D'où l a proposition. 

Proposition 3.7. Soit a(t,x,C) une fonction bornée dans t € [0,T] à valeurs 

ο Ν ""Ν dans B q t e l l e que t σ(ϋ,χ,ξ) so i t bornée dans t € [0,T] à valeurs dans B Q 
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1 s pour un Ν > Alors l'opérateur o(t , x,D x) applique continûment H dans 

L 2 ( 0 , T ; H S + 1 / 2 ) . 

Preuve. On note σ̂ ί,χ,ξ) = Ψ(2_1ιξ) σ(ϋ,χ,ξ) et σ^ί,χ,ξ) = φ(ξ) σ(ί,χ,ξ). 
2 Les operateurs σ, (t,x,D ) sont bornés dans L uniformément en t G [0,T] et k > -1 K. X 

-N —kN <3T -1 0 0 

et de plus leur norme est majorée par C t 2 d'après (1.10). Pour u « (C Q) , 

k 
Gj^Ct^jD )u est à spectre dans une couronne de t a i l l e 2 et I 

Γ τ , X 2 f 2 ~ k -ks 9 f T -2N -kN-ks 2 -*<*+2> 2 »σ (t , x,D ) u i r dt < C 4 e£dt + c t z % K W K s e7dt < "C 4 εΓ , 
Κ Χ O — iC « K — K 

° ν 2 2 ° 2 

avec [ < C IIULII s « On en déduit l a proposition. 

Proposition 3.8. Soit o(s,t , x , C ) une fonction bornée en s, t dans 0 £ s £ t £ T 

ο N 

à valeurs dans Β t e l l e que ( t - s ) σζβ,ί,χ,ξ) soi t bornée dans 0 < s £ t £ T 

à valeurs dans Β pour un N > 1. Alors l'opérateur u o(s,t , x,D )u(s)ds 
O X 

est borné de L 2(0,T;H S) dans L 2 ( 0 , T ; H S + 1 ) . 0 

-k 
Preuve. On note encore 0^(s9t,x,£) = Ψ(2 ξ) a ( s , t , x ^ ) et o_j(s,t , x , C ) = 

2 
φ(ξ) σίβ,ί,χ,ξ). Les opérateurs o,(s,t ,x,D ) sont bornés dans L uniformément 

& x 
2 N -kN en k et dans 0 _< s _< t £ T, et leur norme dans L est majorée par C(t-s) 2 

d'après (1.10). Pour u e1F~l (C°°(] 0,T[ x i R 1 1 " 1 ) ) l a fonction σ (s,t , x,D )u(s)ds 
O K. X . k o est à spectre dans une couronne de t a i l l e 2 et on a : 

ΓΤ ft 2 

Il o(s,t , x,D )u(s)dsll . dt J x s+1 

< C I 4 K | ε, (s)ds + ( t - s ) 2 έ, ( s ) d s r dt 
~ k>l J J J -k 0 0 t-2 K 

2 2 
avec I II ε, (s)Il 9 £ C llull 9 . La proposition s'en déduit en u t i l i s a n t 

k K L (0,T) L Z(0,T;H S) 
l'inégalité de Young. 

4 - PROBLEME D'EVOLUTION ELLIPTIQUE POUR DES OPERATEURS PARADIFFERENTIELS. 

Dans IR n ^ χ [0,T] on considère l'opérateur d'évolution 

d + σ'Α/ N(X !>D I)> où σ!χ/ x(x !,D τ) est un opérateur paradifférentiel 
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associé à un symbole m a t r i c i e l A(x ) continu en x G [0,T] à valeurs dans Y1, 
η n ^p» 

p > 0, dont l a partie principale Α^χ,ξ1) à des valeurs propres λ_.(χ,ξτ) 

qui vérifient : 

(4.1) 3 C Q > 0 Re λ̂ χ,ξ') < - C o |ξ'| 

pour tous x n G [0,T] , x f ΕΚ11""1, ξ1 GK11""1. 

Proposition 4.1. S i U G L 2(0,T;H S) , s > 0, vérifie (3 - σ ' - , . (x\D t ) ) U 
- - — x n vx n; χ 

G ΐ}(0,Ί;η8*Ζ~1) , t > 0, alors U G L 2 ( e , T ; H S + t ) pour tout ε, 0 < ε < Τ ; s i de 

plus U(0) G H S + t " 1 / 2 alors U G L 2 ( 0 , T ; H S + t ) . 

Preuve. Pour 0 < < T, x f en 1 1"" 1, ξ' S E 1 1 " 1 , l a solution Ρίχ^,ξ') du pro

blème de Cauchy : 

Ο χ - Α ^ χ , ξ ' ) ) Ρ(χ,γη,ξ') = 0 dans [0,T] 
η 

Ρ(χ·,7η,7η,ξ·> - M 
C 

vérifie : pour tout a 1 G U n i l existe C et δ > 0 t e l s que pour tous x^, y , 

0 < y < x < Τ, ξ1 e i 1 1 " 1 

~ n — n — 

Alors pour tout N > 0 l e symbole m a t r i c i e l (x -y ) N σ' Ν(χτ,ξ') e s t b o r n é 

— J η η ôPtx ,y ; 
-N 

dans 0 £ y <: x^ _< T à valeurs dans Β . L'intégration par parties de 
X n ^ 

j σφϋ(χ ,y ) ( x ? > D x ' ) \ u < y n ) d y n ^ P ° u r φ Ε Î'OR 1 1" 1,^) donne l a formule 

de représentation : 

U(V = σφΡ(χ . o ^ ' . ^ J u î o ) - R O u ( x n ) + p R ( x n , y n ) u ( y n ) d y n 

x 0 

+ Γ σ φ Ρ ( χ η , 7 η ) ( χ ' ' ϋ χ · ) ( ν ^ 1 ^ ( Χ , ' ϋ χ ' ) ) ϋ ( 7 η ) ά Υ η 

Q n χι il ι il 
où R(x y ) = σ* x(x',D ,) + σ' , s(x',D , ) σ!Α ( y ) ( x ' ' D x f ) 

n' n <{>3 yP ( x n,y n) v ' χ " φΡ(χη,γη> x ' φΑι <->V 

Ro = αφΙ ( χ ' ' °χ^ " ! · 
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2 s 1 

I l est c l a i r que σ^ ρ ( χ > 0 ) (x ? >Εχι)U(0) € L (ε,Τ;Η ) pour tous ε > 0 et s 1 . 

De plus s i U(0) G H S + t ^ 2 , l a proposition 3.7 montre que σψρζχ Q) ( χ ΐ > D
xr)U(0) 

^ L (0,T;H S + t) ; le terme R q
 u ( x n ) appartient à L (0,T;H S ) pour tous s T ; on a : 

R(x > y ) = σ' , N(x !,D τ ) σ' , N ( x \ D t ) - σ' , x A , x(x f,D f ) , 
n'-V * p ^ x

n
, y n ^ * P y n ' * ^ X n , y i T 1 x 

N et l a proposition 3.1 montre que (x -y ) R(x ,y ) est à symbole borné dans η η η n 
0 < y < χ < T à valeurs dans g-N*1""11111^1 ,Ρ)+ε r t Q u t ε > 0 # F a i s a n t N < \ — Jn — n — 1,1 

f x 

on en déduit que pour tout ε > 0, R(x ,y ) U(y )dy appartient a JQ η n y n n 
L 2 ( 0 , T ; H S " " e + m i n ( 1 , p ) ) . Enfin le dernier terme est dans L 2(0,T;H S + t) par l a pro
position 3.8. Alors U € Ι 2(0,Τ;Η 8 + Π 1 ΐ η ( 1" ε , Ρ" ε , ϋ )) ce qui réinjecte dans 
•x 

n R(x ,y ) U(y )dy et on obtient finalement U € L (0,T ; H S + t ) . 

Cor o l l a i r e 4.2. On suppose (4.1) vérifiée seulement pour tout x^ G [0,T] et en un 

point (χ',ξ') d e l n 1 x R n 1. Soit Ω' un ouvert de TRn 1 contenant x et so i t ο ο ο 
U e L 2(0,T;H S), s > 0 vérifiant (3 - σ' N(x',D f ) ) U = G dans Ω' x [0,T] avec — χ φΑ(χ ) x 

2 s i η n 
G e L (0,T:H ) , s' GlR. S ' i l existe un opérateur pseudo-différentiel B d'ordre 0 

dans IR 1 1" 1 e l l i p t i q u e en (χ̂ ,ξ̂ ) t e l que BG G L 2 ( 0 , T ; H S + t ~ 1 ) , t > 0, alors i l 

existe un opérateur pseudo-différentiel B' d'ordre 0 dans lR n 1 e l l i p t i q u e en 

( χο , ξο } t e l q u e B , U G L 2 ( e , T ; H s + m l n ( t , p ) ) pour tout ε, 0 < ε < T. S i de plus 
U(0) est microlocalement de classe H S + t ~ 1 / 2 en (χ',ξ') alors B'UE L 2 ( 0 , T ; H S + m l n ( t > p )) . 

ο ο 
Cette version microlocale de l a proposition 4.1 s'obtient à l'aide 

du c a l c u l symbolique décrit en 3. 
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5 - REGULARITE MICROLOCALE POUR DES PROBLEMES AUX LIMITES NON 
LINEAIRES 

Soit F(x,y^,—,γ^,...), α ^CNn, |α| ̂  m, une fonction réelle de 
oo η • cla s s e C de ses arguments ; χ parcourt un ouvert il de IR , η > 2, sépare en 

deux ouverts de IR n, Ω° et Ω° par une hypersurface C Γ, Ω° restant d'un seul 

côté de Γ, et l e s y^ parcourent tR. 

Soit u G Hf (Ω, ) , s > ̂  + m, où Ω = iî° U Γ, une fonction réelle loc + 2 + + 
solution de l 1équation : 

F[u] = F(x,u(x) ,. . . ,3°\i(x) , . . ) = 0 dans Ω+ 

α α ΐ αη 
où 3 = 3 ,...,3 .On f a i t l e s hypothèses : 

H^) En un point X q e Γ, Γ e s t non caractéristique pour Ί opérateur d i f -

férentiel linéarisé de F(x,3 u) : 

F(x,D )v(x) = ϊ (3 F)(x,u(x),...,3^u(x),...)3°v(x) 
x [a |̂ m Y a 

H_) Pour un covecteur ξ e τ Γ, l e s ρ ο racines réelles λ., du poly-2 ο χ ^ 1 ο 
nome en λ : 

F (χ ,ξ +λη ) = i m T (3 F)(x ,u(x ),...,3 Pu(x ) . . . ) ( ξ +λη P , ο ο ο ο τ ι y ο ο ο ο̂ ο |α|=m Ja 

* * 
où η ^ Ν Γ , sont simples, ο χ 

ο 

S i ρ = Ο l'hypothèse Η̂ ) s i g n i f i e que (χ
0'ζ0) e s t u n point e l l i p -

tique pour F au sens de Melrose [ 7 ] . S i ρ > 0 , on suppose que p = s-m— > 2 

et on note γ_. l e s bicaractéristiques de Fq issues des points (X q,C o + 

l'hypothèse H^) s i g n i f i e que l e s projections de ces courbes dans Ω+ sont 

transverses à Γ. 
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On note γ_. = γ η Τ* Ω° et on suppose que u est microlocalement de 
s+Q „ ο ο classe H , σ p-1, sur γ^,— ,γ avec p > 0. Soient alors 

f.(χ,ζ , — , ζ , — ), α eiN , |α| ̂  m-1, (p-p ) + fonctions réelles de 
σο Ν 

classe C dans Ω χ IR pour lesquelles on a : 

f j [ u ] ρ Ξ f (x,u(x),...,9°u(x),...) p = 0. 

Sous certaines hypothèses sur ces conditions aux limites qui seront 

discutées en 5.4, on va démontrer l e : 

THEOREME 5.1 

Au point (X

0>KQ) Ια fonction u est microlocalement de classe H K si p = 0, 

avec p = s - m- " 2 , e t d e classe H si p > 1, c'est a dire que dans toute carte lo

cale U assez petite basée en X Q, de coordonnées y^^^yn dans lesquelles xq = (y'^o) 

et Ω+ s'identifie à U+ = {y * U, yn >,0} , on a si ρ = Ο u e Η^'^φ et 

Au e rf£(U+) , si p » i -.-u e H ^ ' ^ ( i y et Au β H^fUJ , pour tout opérateur pseudo-

différentiel A € T°ftR^) proprement supporté, à micro-support contenu dans un voisi

nage conique assez petit de (ty^o)^) , où ξο = ίη̂,ο) dans ïes coordonnées duales 

des y.. 

5.1 - LOCALISATION ET REGULARITE LOCALE 

Par carte locale on se ramène à Γ c |Rn 1 χ {ο} et Ω+ c [R̂  ; Γ étant 

non caractéristique pour F en χ , l e théorème des fonctions impicites montre 

ο 
que u est solution dans un ouvert Ω_̂  de IR^ contenant X q d'une équation 

8 m u + G(x,u(x),..., 3°u ( χ ) , . . . ) = 0 , α^(Νη , | α | ̂  m, α ^ m , 
η 

avec G e C°°(IRn χ IRN) à support compact. Tant que l e s dérivées d'ordre maximal 
t t ' ν 1 

de u appartiennent à une algèbre H

l o c ^ + ) c'est à dire tant que t > — t 

t + t ' > ~ , t + 2 t f > - ^ , G(x, u(x) , . . . , g au(x) , . . . ) appartiennent aussi à 

t t 1 

H l o c d ' a P r ^ s l a Proposition 2.4. Cette propriété montre que u a l a régu-
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larité locale : 
1 1 s+ ( s-m) -τ-ε ' ~ ( s ~ m ) +γ*"ε 

u e ΗΊ (ΩM pour tout ε > 0. loc + 

5.2 - PARALINΕ ARISATION TANGENTIELLE ET REDUCTION AU BORD 

oo 
On f i x e désormais une fonction φ ̂  C Q(fl^) égale à 1 au voisinage 

de X q ? ν = cpu e s t dans H S + P' P(IR^) pour p = s - m - ^ e t vérifie 

9 m + G(.,3 av) = 0 dans un ouvert ω+ = γ χ [θ,τ[ de [R^. Pour toute paralinéa-
n 

r i s a t i o n tangentielle on a alors (proposition 2.4) : 

G(.,3 v) - ) OV ft (x',D ,)3 ν ̂  H (CR ) 
|a|«m (3 G)(x,3 Pv) X X 

a n#n 3 ν 

Pour l e s conditions aux l i m i t e s , on peut aussi supposer que l e s 
0 0 η Ν s fonctions f sont définies et C dans (R x ÎR , à support compact e t d'après 

Bony [2 ] (ou l a proposition 2.4), on a : 

ί,Κχ',οΐ/νΙχ',ο)) - J σ' ft (X',D ,)3 av(x',D) 
D 3 ν 

~>ι 1, n-1 2(s-m - - ) - — 

e H , j = 1f 

Le problème aux limite s est a i n s i paralinéarisé en 

^ m 

D m ν + £ σ' (χ1 ,D , )D m D v = g dans ω x *Î . a. (x ) χ ' x * + η 3=1 D η η 
(5.1) 

m. 
3 m .-k 

l (χ' ,Ώχ,)Όχ
3 v(x',o) = h. dans γ , j = 1, / 

k=o jk η 3 

^ 2(s-m.-1/2)-~-
avec g β H 8 ^ " " 1 ^ ) et h 6 H 3 2

 ( l R
n " 1 ) . 

A désignant l'opérateur pseudo-différentiel de symbole φ(ζ')l^ ' I ^ ' 

on note 
V = D^"1 Λ ν , et Ξ ot.(x,O ,) = -σ' , N(x',D ,) A - m + j ' D x m ~ J D D x a . , ( x ) x 1 

π m-j+i η 
j = 1,.." m 
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Ξ J J . , ( X \ D ) = Λ Λ σ' (x\D ,) Λ Α. , nk nk χ1 m-m.-1 b. ,. „ χ' -m+k j j,m_.-k + 1 

j = 1,...,2, , k = 1,...,m_. + 1 

ν = ( v i r . . . , v m ) , c # = / ! \ \ ν·ό \ ,<& = : \ 

l L — : : o \ i \ : / 

1 m x, ,m + 1 ' 

On a V ̂  H S + P ~ m + 1 ' ~ P ( G ^ ) et (5.1 ) équivaut à 

r D V - c i v = G dans ω χ + 
n 

(5.2) q 
α5ν(χ',ο) = H dans γ 

il s-m .+p+-_ _ s+p-m, η. . τ τ _ π j 2,_n- ι. avec G « H (tR+) et H € Π H J (IR ) . 
j = 1 

On désigne par a^ l a partie homogène en ξ 1 de degré j de a. ; c'est 
00 

une fonction réelle de classe C en ξ 1 φ 0 et qui en χ appartient à l'algèbre 

^s m+μ, ^ ( ^ j d ' a p r è s 5.1, avec u = s - m- ~ - £ e t £ > 0 assez p e t i t . 

D'après H^) pour χ ̂  ω+ supposé p e t i t et ξ' dans un voisinage conique Γ' de 
m 

ξ ' , l e "symbole p r i n c i p a l " de (5.1) X m + £ a-?(x^')X m 3 se fact o r i s e en 
° j = 1 3 

Ρ 
Π (λ-λ.(χ,ξ')) Ε (χ,ξ',λ) Ε_(χ,ξ',λ) , 
j = 1 D 

οο 
où l e s λ_.(χ,ξ') sont réelles et d i s t i n c t e s , homogènes en ξ ' de degré 1, C 

en ξ' / Ο et dans l'algèbre Hf~nH"*i' μ(ω ) en χ, et où E^ sont des polynômes 
loc + + 

Λ _ , , m-p en λ de degré q = - y 

Ε+(χ,ξ·,λ) = xq + l e
i

( x f ç . ) X q - J t 

j = 1 3 
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+ 
— 00 

à c o e f f i c i e n t s ε_. homogènes en ξ' de degré j , C en ξ1 φ 0 , dans l'algèbre 

H l o c + ^ ' ^ ω + ^ e n x ' e t ^ racines à partie imaginaire positive pour E + , néga

t i v e pour E_. 

Le "symbole p r i n c i p a l " de (5.1) est aussi l e déterminant de 

(λΐ - A (χ,ξ' )) pour 

Α^χ,ς·) = ô --ïo ^Ίξ ' Ι 

\ —, 1 » -a (χ,ξ') / 
\ | ς · Γ Ί 1 / 

ou encore l e déterminant du "symbole p r i n c i p a l " de (5.2). Pour chaque 

(χ,ξ') e ω+ χ Γ", <Cm est somme directe des noyaux keriA^X/C') - λ (χ,ξ')) et 

ker Ε+(χ,ξ1,A^(χ,ξ1)) et chacun de ces noyaux est stable par A (χ,ξ'). Quitte 

à diminuer ω+ χ Γ1, on peut alors construire dans ω+ χ Γ ' une matrice 
00 

S (χ,ξ') in v e r s i b l e , homogène en ξ ' de degré 0, de cl a s s e C en ξ1 ^ 0 et 

dans l'algèbre m + ^ ' ̂ (ω ) e n x t e l l e que S A„ S ̂  s o i t de l a forme 3 loc + M ο 1 ο 

/ λ (χ,ξ') \ 
D (χ,ξ') = Ρ 

I Ε+(χ,ξ*) 

\ Ε_(χ,ξ')/ 

Ε+(χ,ξ') étant des matrices carrées d'ordre ™ ^ qui vérifient 

det(Xl - Ε+(χ,ξ')) = Ε+(χ,ξ',λ). 

La réduction du symbole p r i n c i p a l Α̂ (χ,ξ') dans ω+ χ Γ ' permet en 

f a i t une réduction complète de l a première équation de (5.2) par "change-
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ment d'inconnue". Formellement on cherche w sous l a forme w = σ!̂ / \ ( χ ,)V 
n 

vérifiant une équation 

(5.3) D w σί*, χ ( χ , / 0 f)W = G, dans u) χ èD(x ) x 1 1 + η ψ n 

où l e symbole complet D est diagonal par blocs comme et est de classe 

V Q g — ΓΠ+0 * 

H ' en (χο̂ ξ^) s i p £ N. Afin de contrôler l a régularité en x^, pour 

m* « IR, - ^ t % < ̂ ~ / t + t ' > ̂  on introduit l e s classes £™ des 

symboles Ρ(χ,ξ') de l a forme P = £ P où P est homogène en ξ1 

j < t + f - | 
de degré m ' - j , C en ζ ' ̂  0 et dans l'algèbre H (CR+) en x. Un symbole pa-

radifférentiel. tangentiel σ' (χ',ξ') associé à P e ̂  (tR^) est conti-
(Dr \ X / L. z u "Î" 

m1 

nu et borné en x > 0 à valeurs dans l a classe Β de Meyer [10] ; de 
Ζ - _ t + t ' ~ 2 

plus s i P e Γ ,'(IR^) et Q e ̂  t"(BRn) l a proposition 3.1 donne : 
t / t "Γ t / t "H 

σ Α η / N(X'/D ,)σ· Αχ* ,Ώ ,) = σ;, _ w Αχ',Ώ f) + 'r(x,D ,) , φΡ(χ ) χ' φΟ(χ ) χ' φ(Ρ#0)(χ ) χ' χ' η η η 

° ù ρ # Q = y -4τ ρ, · οα! Q „ , 
j + k + | a - | < t + f - | a 1 ξ m'-3 χ ' ν ' κ 

appartient de plus à Y™ *™ (lRn) , r est borné en x > 0 à valeurs dans 
m'+m"-(t+t'-i|) 

s i ( t + t 1 — ) N et r = r . + r_ avec r„ borné en χ x 0 à ·/· 2 r 1 2 1 n ' 
m,+m"-(t+t'— ) m'+m'^lt+t'-^+e 

valeurs S et r , borné en χ ^ 0 à valeurs Β • / ι 2 n C 
s i t+t'-^ e IN. 

Dans (5.2) s'écrit σ' v(x',D ,) avec A 6 ï] ^(CR n), où 
φΑίχ̂ ) χ' θ̂,ε-πι-θ + 

θ e ] ( s - m ) - ^ , ( s - m ) + ^ ] . L'équation en T € Y° J ? ) et D e Yj 

(5.4) s T # A - D # i T + D (S* - Τί ~) = 0 au voisinage de (χ ,ξ') , χ -ρ ο ο η 

où ρ = [ρ ] s i ρ f IN et ρ = p-1 s i ρ ̂  IN, peut se résoudre à l'aide de 

S (Χ/ξ1) et ϋ̂ ίχ,ξ') précédemment construites : pour l > 1 on c h o i s i t 
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S_£ et de façon que 

V 1 rv * rv 1 P 1 rv 1 rv 1 

j+k+|a'|=fi,a ' ̂  j+k+|a'|=fi,a · ζ 1 D x k x n 

1-30 O 

s o i t diagonale par blocs, ce qui est possible dans ω+ χ Γ ' puisque l e s valeurs 

propres de deux blocs différents de sont d i s j o i n t e s . On obtient des matrices 

s _ £ ( x ' £ f ) e t 0<]-£ ( χ'ζ' > homogènes en ξ' ̂  0 dans Γ' et dans l'algèbre 

Ηΐοο'3~ΙΠ"θ(ω+) θ η X* ° n d é f i n i t a l o r s S* e t D par ?(χ,ξ') = χ(χ,ξ') l S_.(x , C ' ) , 
j<P 3 

ϋ(χ,ξ·) = χ(χ,ξ') l D (χ,ξ'), χ étant une fonction C°° dans tR̂  x R11"1, 
j<p ~ 3 

homogène en ξ1 de degré 0, à valeurs dans [0,1] égale à 1 dans un voisinage 

conique de (χο,ξΊ, ω| χ Γ1 = γ1 χ [θ,Τ1[ χ Γ1 et supportée dans ω+ χ Γ'. 

La fonction W = σ'̂ , .(x',D , )V 6 H ° ' S ~ m + 1 (lRn) vérifie l'équation (5.3) 0S(x ) x + η 
dans ω+ avec : 

ι r- t- \ · Λ Λ _ „o , s-m. n\ Λ C^Or s-m+p. 1 „1 v (5.5) s i p EN, G € H (DR ) Π H κ(θ) χ Γ ) 
I τ + 

s i p e u , 0 ^ 0 ; + r(x,D x,)V où 6 ' e H ° ' s ~ m η H°' s" m + P(ω] χ Γ1) et 

r(x,Ç f) e s t borne en χ ^ 0 à valeurs dans B 1 Ρ + ε
β 

η ε 
* s —m+0 1 1 La régularité H ' x ^ ) résulte de l a proposition 3.5 et 

de (5.4). D'autre part G, contient l e terme σ' ̂  çr w x(x',D,)V dont l a 1 φ ( D S ( χ ) x χ -p η η 
régularité est donnée par l a proposition 3.4 à condition d'imposer 

θ > [p] + 4 s i p £(N, ce qui est compatible avec θ ̂  (s-m) + Τ"· 

Pour transformer l a condition aux limites dans (5.2) on considère 
τ = I T_. défini dans γ χ Γ' par T = S Ί(ο), T_ . homogène en ξ' de degré 

j<p D ο ο D 
- j et : 
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Σ , , 7^7 3 Γ ' T - î D v ' S - k ( o ) = 0 P ° u r 1 Κ Ρ 

j + k + | a ' | = J T ' ^ 11 χ κ 

On note τ'ίχ',ξ') = χ(χ',ο,ξ') Τ(χ',ξ') ; l a proposition 3.1 montre 

alors que 

σφΤ(χ,'°χ')σφ8(ο)(χ,'°χ·)ν(θ) " V ( o ) = X ' a V e C 

S " m + 2 n-1 s-m+p+^ 1 1 X e H (IR ) microlocalement de classe H dans γ χ Γ s i p £ IN, 
1 1 

s " m + ô n _ i s-m+p+-
X = X' + R(x',D ,) V(o), X' e H (fR ) Π H (γ χ Γ ) et 

-ρ+ε 
R ̂  B £ s i p e|N. La condition aux limites dans (5.2) peut a i n s i s'expri

mer par 
<5-6) a l J x ' ' D .) W(x',o) = H, dans γ, φΒ χ 1 

1 1 s-m+- _ s-m+p+-r 
avec Β e L et H e H (JRn ) Π H (γ χ Γ ) s i ρ £iN, 

P 1 1 
s-m+- s-m+p+-

H 1 = H} + R 1(x',D x,) V(o) avec H' e H (CR ) Π H (γ χ Γ ) et 
-ο+ε 

R e Β K s i p s CN. 1 ε 

5.3 - REGULARITE MICROLOCALE 

On note W = (W,,...,W ,W fW ) et 
1 p + -• · C : · -) 

5.3.1 - D'après (5.3) W_ e H ° ' S m + \ i R * ) vérifie 
D W = σ;^ , ,(x',D ,)w + GT dans ω, x - èD (x ) x - 1 + η T - η 
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avec G" e H ° ' S m ( I R n ) n H°' S~ m + P(a>) χ Γ1) et où ρ* = p s i p f- M, ρ* < p s i 
^1,s-m+p*, r i N p e[N. I l r e s u i t e alors du c o r o l l a i r e 4.2 que W_ ^ H ( x ^ , ^ ; . 

S+Q 0 

5.3.2 - Pour p Q > 1, l fhypothèse de régularité microlocale u s H (γ.) pour 

j = 1#.--rP se transporte sur W d'après l a proposition 1.13 en 

W e H° / S + a"" m + 1('Y : J) . De même l a régularité u € H
S + P ( x 1 , (o, + 1 ) ) pour tout 

X1 e R + assez proche de X q , qui résulte de Bony [ l ] d 1après H^) se transporte 
o,s+p-m+i . „ x x „ _ o,s-m+1 ,~"n\ • .. 

e n W ^ H ( x l f ( o f + D ) . Enfin W. e H ' (GR+) vérifie 

< D ~ / ,))W. = dans ω, χ cpD.(x ) χ π 1 + η Ύ 3 π 

avec g\ e Η0'3~™(Ε£) n H 0 , S " m + P * ( J χ Γ1) donc pour ζ ̂  λ (χ 1 ,ξ ; ), avec 

(χ^ξ^) e (ω] η πζ) χ f 1 on a w e H S ~ m + 1 + P * ( X l , (ξ j ,ζ ) ) : En e f f e t s o i t 
0 0 n 0 0 n ^ b e C (IR+) valant 1 au voisinage de x^ et χ e C ([R ) supportée dans un ouvert 

conique ne contenant n i (o, + 1) n i (ζ !j ,Xj (x^ ,ξ * ) ) , vérifiant χ(ξ) = 1 dans un 

voisinage de | | (ξ . ^ j | d a n s s e t Χ(λξ) = χ(ξ) pour |ξ| > r et λ > 1 ; 

puisque ξ} ï O et ( Ι-χ( ϋχ)1>(χ) ) W e H (R") η H (χ^ίξ',ζ)) l a proposi

tion 1.13 donne 

% (x ) ( X ' ' D X ' ) ( I ~ X ( D
x > b ( x ) ) W i e H°'S"m(^") n H S ~ m + P ( x ,(ξ;,ζ)) j n J 

oo γι 
D1 autre part s i c e (MtR ) est égale à 1 dans un voisinage de x^ 

oo n 
et Ψ 6 c (IR ) vaut 1 sur un voisinage du support de χ, es t nulle au voi s i n a 

ge de (o,+1), vérifie Ψ(λξ) = Ψ(ξ) pour |ξ| > r et λ > 1, par décomposition 

en harmoniques sphériques et d'après l e s propositions 1.8 et 1.9 on a 

c ( x ) C r i î j ( x n )
( x , ' D x ' ) X( D

x)b(x)W. " V c D . ( x n )
( x ' D x ' X ( D

x >
b ( x ) W j 

appartient à H ° , S m + P ( I R ^ ) , a désignant un symbole paradifférentiel en toutes 

l e s variables (de Bony). Alors dans un p e t i t voisinage de x^ l a fonction 
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w = X(D )b(x)w. € H S M + 1 ( { R N ) vérifie 

( D x " σΦΨοδ (x ) ( X ' D
X

) ) W = * a v e c 9 e Hs~~m(CRn) n H s " m + p * ( x l f ( Ç ; r Ç ) ) 
n j n 

D'après Bony, on déduit de l'ellipticité du symbole au point (χ̂ ,ίξ̂ ,ζ)) que 

X(D ) b ( x ) w . et a i n s i W. s H
s ~ m + P * + 1

{ x β . , ς ) ) m 

Ces t r o i s résultats de régularité microlocale entraînent que pour 

j 4 P Q (puisque σ < ρ -1) W e H ° ' s + a " " m + 1 ( x^ ,ξ · ) s i ( x^ f ξ · ,χ̂  ( x^ ,ζ · )) e f e t 

(χ ,ξ') est assez proche de (χ ,ξ1). I l résulte alors d'Alabidi [ l ] que, I l ο ο 
(pour ρ > 2), W. «1°' 8 + σ*- Β Η· 1(χ ,ξ') et W.(o) e E

s + a * ~ ^ ( x ,ξ·) o u 
J ν O O J O O 

σ * = σ s i σ < ρ -1 ou ρ ^ IN et σ * < p -1 s i p 6 IN et σ = ρ - 1. 

5 - 3 . 3 - ( 5 . 6 ) peut encore s'exprimer par 

3 (W (o),...,W (o).,W (ο)) Ξ σ ' (x',D ,)(ofW ,w ^,ο)(ο) ο pQ+1 ρ + φΒ x' pQ+1 ρ + 

= ΗΊ - σ ' (x',D ,)(Wlf... ,W ,o,o,W )(o) Ξ H 2 

φΒ x 1 p Q 

1 1 s-m+- s-m+p*+-r 
5.3 .1 et 5 . 3 . 2 donnent W (o) e H ( I R N " ) Π H (Χ ,ξ') et 

1 0 0 

W.(o) e H (CR ) Π H (χ ,ξ') d'où l'on déduit que 
3 j 0 0 1 

S — ΓΠ 1 — S ~~ΓΠ I 

H 2 e H 2
( £R n- 1) n H S- m +°* + 1(x ,ξ') s i p >, 1 et H 2 « H V " " 1 ) n 

^ Ο Ο Ο 
s-m+p*+-r H (χ ,ξ') s i ρ =0. ο ο ^o 

On f a i t l'hypothèse que est e l l i p t i q u e en ( x

0 ' Ç Q ) *
 o n déduit 

alors de Bony [ 2 ] que (W ,.(o),.../W (o),W(o)) est microlocalement de 
PQ+1 Ρ + 1 

s-m+0*+1 s-m+p*+-
class e H au point (χ ,Ε') s i ρ ^ 1 et de classe H s i ρ = Ο. 

ο ο ο ο 

5 . 3 . 4 - S i ρ ̂  1, pour j > p Q + 1, W vérifie 
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Γ (°Χ -σφΟ.(χ ) ( X , ' D x - ) ) W j = G ] d a n s W
+ J η 3 η J 

s-m+4 . 
w,(o) e H 2

( K
n - 1 ) η Η 3 _ ι η + σ + Ί(χ ,ξ·) 

3 Ο Ο 

avec € H°' S~ m(^) η H 0 ' s " m + P * ( J χ Γ Y i l résulte encore d'Alabidi [ 1 ] 
τ, ^ T,o,s-m+a*+1 , que W e H (χ ,ξ'). D ο ο 

D'autre part W+ vérifiant 

f 
( D x " ^ f f (x ) ( X ' ' D X ' ) ) W

+
 = G 1 d a n S W + η + η 

„. 1 
l s-m+p*+-\ W. (ο) e Η (χ ,ξ') s i ρ = 0 et + ο ο *ο 

W (ο) € H (χ ,ξ') s i p ^ 1 + ο ο 

avec G* e H ° ' S m(rR^) Π H°' S~ m + P*(u)j χ Γ1), l e c o r o l l a i r e 4.2 donne encore 
τι <r s-m+p*+1, Γ Ι λ . ^ x. T 7 ^ 7:o/s-m+o*+3/2/ r i x . ^ Λ W e H (x ,ξ') s i p = 0 et W, e H ' (χ ,ξ') s i p > 1. + ο ο ο + ο ο ο 

5.3.5 - On a a i n s i obtenu que 

/ν Q s — ΓΓΙ"Ί*0 * 1 W 6 H ' (χ ,ξ') s i p = 0 , avec p > 0 ο ο 

Q S —m~t"0 1 
W 6 H ' (χο,ξ̂ ) s i ρ > 1 , avec p > 2 et 0 ^ p - 1. 

On a alors l a même régularité pour V ; s i p est entier cette régu

larité se réinjecte dans Ĝ  et par l a proposition 3.3 et on obtient f i n a 

lement qu'au point ^χ
0'ζ^ v e s t microlocalement de cla s s e H m 1 f S m + P + 1 s i 

p = 0 et H™ 1 f S m + a + 1 s i ρ ̂  1. L'équation (5.1), avec l a proposition 1.15 

permet enfin d'obtenir qu'au point (χ
0'ζφ) u e s t microlocalement de c l a s s e 

*~s+o . ^s+O 
H s i ρ = ο et H s i p > 1. 
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5.4 - EXEMPLES DE CONDITIONS AUX LIMITES ADMISSIBLES 

Ce sont l e s conditions pour lesquelles l'opérateur <&Q défini en 

(5.7) est e l l i p t i q u e en (χ̂ ,ξ̂ ). E l l e s ne font intervenir que l e symbole 

pr i n c i p a l de S> et S au point (χ ,ξ'). Dans l e cas " e l l i p t i q u e " p = 0, est 
ο ο ο 

admissible l a condition de Shapiro-Lopatinski, ou de recouvrement, usuelle : 

les polynômes en λ : 

f\ (χ ,ξ +λη ) Ξ i j T (3 f . ) ( x , u ( x ),...,3 Su(x )...)(ξ +λη ) α , j = i , . . , ^ 
3 , 0 0 0 0 t i y ^ j o o ο o o 2 α =m. α J 

1 1 D 

sont indépendants modulo l e facteur F (χ ,ξ +λη ) de F (χ ,ξ +λη ) à racines 
0 0 0 0 0 0 0 0 

dans Im λ > 0. 

Dans l e cas général l e s conditions de D i r i c h l e t v^ u|p = 0, 

j = 0,...r^~^ + (p~P ) où V est un champ de vecteurs transverse à Γ, con

viennent . 

Enfin s i on remplace Ω par Ω χ I décrit par ( x , t ) , I étant un i n t e r 

v a l l e de tR, avec l'hypothèse supplémentaire : 

H 0) τ est racine simple des polynômes en τ, Ύ (x , t ,ξ +λ°η +τ ζ ), 3 ο ^ ^ ο ο ο ο j ο ο 

où ζ ^ Ν*, ^ λ(Ω χ {t=t }) et le s λ° sont l e s racines réelles (simples) de ο (x , t ) ο j 
0 0 

^» F (x ,t ,ξ +λη +τ ζ ),une version microlocale de l a condition de Lopatinski 0 0 0 0 ο ο ο ; 

uniforme équivaut à 1'ellipticité de *β au point (x ,t ,ξ + Τ ζ ) s i 
0 0 0 0 0 

λ°,...,λ° correspondent aux bicaractéristiques qui "arrivent" en 
P o 

(x ,t ,ξ + τ ζ ) c'est à dire dont l e point courant se rapproche de Γ quand ο ο ο ο ο ^ 
t croît. Cette condition est que l e s polynômes en λ, f . (χ̂ ,ξ+λη +τζ ) 

j ,0 0 0 
soient indépendants modulo l e facteur de F Q ( x , t ,ξ+λτ̂ +τζ̂ ) dont le s racines 

en λ sont dans Im λ > 0 ou égales à λ λ au point (x ,t" ,ξ +τ ζ ), ^ p+1 p 0 0 0 0 0 ο 
pour ( x , t ^ ) v o i s i n de (x ,t ,ξ ) et τ voisin de τ dans Im τ ̂  0. 

0 0 0 ο 
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REMARQUE 5.2 

I l e st c l a i r qu'on peut t r a v a i l l e r avec un opérateur <$>̂  s o u s - e l l i p 

tique. En p a r t i c u l i e r pour p = 0, on améliore l e résultat de Godin [ 5 ] . 

5.5 - FRONT D'ONDE H t AU BORD : INVARIANCE PAR CHANGEMENT DE COORDONNEES. 

La preuve du théorème 5.1 s'est effectuée dans une carte de bord 

quelconque. On va démontrer qu'en f a i t l a notion microlocale "tangentielle" 

u ^ H en un point ( X Q , Ç q ) Ξ Τ* Γ est bien définie pour une fonction 

u ^ uf ( 8 ) , s > ~ + m , a ^ p = s - m - ^ / solution de l'équation F [ U ] = 0 loc + 2 2 

sous l a seule hypothèse H^), c'est à dire qu'elle est invariante par change

ment de carte de bord: 

On considère deux cartes de bord basées en χ , de coordonnées 
ο 

y ,...,y et ζ.,.,.,ζ et on note η„,...,η et ζ l e s coordonnées ι η ι η 1 η ι n 
oo γ\ 

duales. Pour φ ̂  C q(IR ) à support assez p e t i t et égale à 1 au voisinage de x^ 

on note v + et w+ l'image de cpu dans ces deux carte s . D'après 5.1, v + et w+ 

appartiennent à H S +^' ^(ÎR^) avec μ = (s-m) - ̂ - e e t e > 0 quelconque. En 

p a r t i c u l i e r l e s traces d3 v +(o) et d3 w +(o) sont définies pour j en t i e r , 
y n Z n 

j < 2s - m - 1 et appartiennent à H S ^ 1 / / 2 ( I R N Ί ) . On suppose qu'au point 
(y rlV ) € (R, x IR image de (χ ,ξ ) , ν es t de c l a s s e H . Alors pour ο o + 13 ο ο + 
j < 2s - m + 1 l e s traces 3^ ν (ο) et donc aussi S"5 w (o) sont microloca-y + z + η n 
lement de cla s s e H S + C J 3 1 / / 2 aux points (y ,η') et (z , ζ ') images de (χ ,ξ ) . 

o o ο ο ο ο 

Soit w_ e H S +^' ^ ( I R ^ ) l e relèvement habituel dans des traces de 

w en z = 0 : 
+ n 

w = l k.(z,D ,) 3 j w (o) 
j<2s-m-1 3 Z z

n 

avec kAz, ζ') = ψ(ζη< Ί + | ς ' | 2 ) 1 / 2 ) ^ et ψ e c^(CR) égale à 1 au voisinage de 
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Ο. L'image ν de w_ dans l'autre carte appartient aussi à H S +^' ^(ÎR^), (en 
χ s*̂*k ~~k n ^ 

f a i t v_ et w_ appartiennent à H ' (IR_) pour tout k) et l a régularité micro
locale de leurs traces entraîne que ν et w sont microlocalement de clas s e 
s+0 

H aux points (y ,η') et (ζ ,r ' ) . Les fonctions ν et w égales à v, et w 
ο ο ο ο + + 

pour y^ > 0 et z^ > 0, et à v_ et w_ pour y^ < 0 et z^ < 0 appartiennent à 

H S +^ r ^ ( I R n ) . De plus ν est microlocalement de clas s e H S + a au point (YQ' 1^) 

ce qui entraîne que ν est microlocalement de classe H aux points 
(y #(Π'#Π )) pour tout η € (R. Cette dernière notion étant invariante par ο ο n n 
changement de coordonnées, on en déduit que w est microlocalement de classe 
S"iO 

H aux points (ζ , (. ζ ', ζ ) ) pour tout ζ Ξ IR. 
ο o n n 

Soit w 6 H S +^ f ^((R n) un prolongement quelconque de w+ (qui pourrait 

être w). Une paralinéarisation tangentielle comme en 5.3 donne 

(5.8) A'vz Ξ 3 m w + ϊ σ' β (x',D ,) 3 α wx = gM 

n |a|̂ m (3 G) (x,3 w) 
α m̂ 3 w' n 

au voisinage de Z q dans (R+ , avec g + ̂  H · 

D'autre part l a proposition 1.15 donne 

A' w a H 8 - m f l l ' _ y « F ) n H S + 0 - m ( z , ζ'). 
Ο ο 

Alors A'w qui prolonge A' w+ et A' w_ dans H S m + ^ ' ̂ (iR n) est microlocalement 

de c l a s s e H S + < J m au point (z , ζ'). 
ο ο 

Remplaçant l a paralinéarisation tangentielle dans A' w par une 

paralinéarisation (de Bony) en toutes variables on obtient 

A w = 3™ w + y σ { X > D ) 3 a w . 
n Ta km (9 G ) ( X , 8 B Q 1 X X 
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Les propositions 1.8 et 1.9 montrent que (A-A')w e H S m + ^ r ^"^((R 1 1), alors on 
η _ s-m+μ,-μ, n x Λ ^s+o-m, r_. a A w = g au voisinage de z dans CR avec g ̂  H ( C R ) n H (ζ ,ξ'). ^ ^ ο ο ο 

D'après Meyer [10] i l existe b Ξ (MlR ) égale à 1 près de Z Q , 

χ e c°°(|Rn) égale à 1 près de (0,..,0, + λ ) ,λ > 0, vérifiant χ(λξ) =χ(ξ) 
- ο ο 

pour |ξ| ̂  r et λ > 1 et un symbole Τ e B° t e l s que 
m m 

T(x,D)Aw = b(x) X(D)(I-A) 2w - ΓΊ(χ,0)(Ι-Δ)2ν* - r2<x,D)Aw 
-0 avec r et r e S . Alors on a I Z. I / I 

m m m 
w = (Ι-Δ) 2 ( I - b ( x ) X ( D ) ) ( I - A ) 2 w + (Ι-Δ) 2T(x fD)Aw 

m m m 
+ (Ι-Δ)2 Γ^χ,ϋΜΐ-Δ)2 w + (Ι-Δ) 2 r 2(x,D)Aw. 

S+0" Le premier terme e s t de clas s e H en (ζ , (ζ ', ζ )) pour tout ζ ^ ÎR et de ο o n ^ η 
cla s s e H*" pour tout t en (z , (0,+D). Ceci entraîne q u ' i l est microlocalement 

^s+σ 
de c l a s s e H au point (z , ζ ' ) . Le second terme est microlocalement de 

ο ο 
clas s e H S m + ° en (Z q, ζ̂ ) s i σ < p et H S ε ' ε pour tout ε > 0 p e t i t s i 

σ = p d'après l a proposition 1.16. Enfin l e s troisième et quatrième terme 

S+0 ">»3 ~rn4"Q 
sont dans H . On a donc w β H (Ζ , ζ ') s i σ < p. Pour σ = p on peut 

+ ο ο 
réinjecter l a régularité microlocale w s H S £'£(z , r ') dans l'équa-

+ ο ^ ο 
tion (5.8) à l'aide de l a proposition 1.15 et on obtient aussi 

+ Ο ο 
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APPENDICE : PROBLEME D'EVOLUTION HYPERBOLIQUE POUR DES OPERATEURS PARADIFFERENTIELS. 

On résume i c i les résultats d'Alabidi annoncés dans [1] et utilisés 

en 5.3.2 et 5.3.4. I l s sont l'adaptation du théorème de propagation de Bony [2] 

aux fronts d'ondes "tangentiels" pour des fonctions continues en x^ à valeurs 

dans des espaces de Sobolev en x'. 

Dans lR n 1 κ [0,T] on considère l'opérateur d'évolution L(x,D ) = D -A(x ) χ χ η η 
où A(x ) = σ' ( v(x',D ,) est un opérateur paradifférentiel associé à un symbole η ç a \ X ) χ 

a(x^) continu en x^ G [0,T] à valeurs dans \ , ρ > 2, et à symbole pri n c i p a l 
2 

a j ( x ^ ' ) réel et de classe C . 

Un point (χο,ξ^) étant fixé dans ]R n 1 x {θ} x lR n * on note γ l a pro

j e c t i o n sur = 0 de l a bicaractéristique de λ(χ,ξ) = - β̂ (χ,ξ?) issue de 

(x o>Ç^,aj (χ^ ,ξ^) ). On suppose T assez p e t i t pour que γ, paramétrée par x^, s o i t 

définie pour x e [0,T] . η 

Proposition A.1. Soient s et σ deux réels t e l s que s > ρ - 2 et 0 < σ < p-1 et 

soi t u Ξ H* , SQR^). On suppose que Lu est microlocalement de classe H° , S + C Î +' 

^ . *\>1 s+c *v» 1 sur γ et que u est microlocalement de classe H 5 en un point Y ( x n ) t e l que 
1 . s+o ^ 0 < x^ < T. Alors u est microlocalement de classe H 5 sur γ et pour tout 

x n
 e [0,T] l a trace u(.,x n) est microlocalement de classe H S + 0 f +* au point (χ',ξ') 

t e l que (χ ' ,χ ,ξ ') e γ. 
. η 

• 2 τ n~ 1 Preuve. On démontre d'abord des inégalités d'énergie L et H dans ]R pour 

un opérateur pseudo-différentiel tangentiel adapté à l a géométrie du problème. 

Ensuite on les appliquera à des régularisées tangentielles de l a fonction u. 

Lemme A.2. I l exi s t e Tj £ ]0,T[ t e l que pour tout x^ Ξ ] 0 , T j [ , pour tout ouvert 
η-1 · n—1 ^ 1 conique V d e l x ]0,T[ x IR voisinage de Y ( x n ) pour tout ouvert conique W 

η-1 • n-1 ^ 1 delR x [0,T[ x TR voisinage de γ([0,χη]) i l existe une fonction ο(χ,ξ') 

Ξ C QR+ x ]R ) , po s i t i v e , homogène en ξ' de degré 0, à support dans W, t e l l e 
α» 1 

que l'on a i t ο(χ,ξ?) > 0 sur γ([0,χη]) et U , c } = 3 χ c - { a } , c } > 0 dans W\V. 
η 
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Preuve. Pour Tj assez p e t i t on peut supposer que Y ( [ 0 , T j ] ) et V sont contenus 

dans ξ . > 0. Soit W un ouvert conique de IR n x lR n ^ de trace W dans x > 0 et n-I η — 
contenu dans ξ j > 0. Les images W et V de W et V par l'application χ : (χ,ξ') 

Ξ lR n x 1 -*· (x, ç 1 ,.. . n 2 ) = (χ,α) sont des ouverts de I R 2 n 2 voisinages 
V I V I " 

^ 1 ^ 1 ^ de γ= χ(Ύ[0> χ
η1) e t de Z q = χ(Ύ(χη)) respectivement. La courbe γ est courbe 

intégrale du champ de vecteurs de classe dans W : 
n-1 n-2 

Η(χ,α) « a - £ Ο- a 1 ) ( x , a , l ) 9 + \ (3 a (χ,α,Ι)-α 3 a (χ,α,Ι))! 
X · « C, . 1 X · · « X . 1 1 X <• 1 

η J=l S J J J=l j n-1 

D'après l a preuve du lemme 6.4 de Bony [2] i l existe une fonction φ(χ,α), C à 

support compact dans W, positive , strictement p o s i t i v e sur γ et t e l l e que H φ >_ 0 

sur W\V. Alors l a r e s t r i c t i o n ο(χ,ξ') de φ(λ(χ,ξ')) à > 0 a les propriétés 

voulues. 
OO 1 

Lemme A.3. I l existe Κ > 0 t e l l e que pour tout ν £ C
Q0R x [0,T[) on a i t pour 

tout x Ξ [0,T],<,> désignant le produit s c a l a i r e dans L 20R n *) : η 
2 f T f T 2 l l v ( x n ) l l o < 2 Im <Lv(t) ,v(t)>dt + Κ ||v(t) |* dt. 

x x η η 
Preuve. On intègre entre x^ et T l'égalité 

9

V " ^ V ' î = -2Im<Lv(x ),v(x)>-<(A(x ) - A ( x J * ) v ( x ) , v ( x ) > , χ η ο n n n n n n η 
et on u t i l i s e l a continuité de A(x ) - A(x ) * dans L 20R n ')» le symbole p r i n c i -

n η 
pal a j ( x ^ ? ) de A(x^) étant réel (théorème 3.3 de [ 2 ] ) . 

Soient V et W deux ouverts comme au lemme A.2, bornés en x, et 

C = C(x,D f ) l'opérateur pseudo-différentiel tangentiel de symbole φ(ξ')ο(χ,ξ'), χ 
l a fonction c étant donnée par le lemme A.2. L'application du lemme A.3 à Cv 

pour v € C^OR11"1 x [0,T[) conduit au : 

Lemme A.4. Soit Vj un ouvert conique de ]R n ' x ]0,T[ x E n * borné en x et conte

nant V. I l existe ε e ] 0,1 [, Κ > 0 et un symbole Ψ(χ,ξ') € S*? 0Rn xlR 1 1*" 1) 
ι ,o 
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00 1 
supporté dans Vj t e l s que pour tout ν G c QRn

 x x [0,T[) on a i t : 

»Cv(x )ll < K ( lCLv(t ) l^ + l v ( t ) l * + ΙΙΨ(χ,ϋ , ) v ( t ) l l 2 ) d t . 
J t. Χ Ο 

f T 2 
Preuve. Le terme l|Cv(t)H dt sera absorbé par le lemme de Gronwall. Pour 

J x n 

l'autre terme on décompose LC en CL + [L,C] ; on majore | Im < CLv(t) ,Cv(t) > | 

puis, u t i l i s a n t l e c a l c u l de [2] on écrit Im <[L,C] v ( t ) ,Cv(t)> sous l a forme 

-Re<(B-R.)v(t) ,v(t)> avec Β borné en χ G [o,T] à valeurs dans 1° et R1 p * - r é -
n-1 * P " 1 

gularisant dans ]R uniformément en χ , p € ]2,p], étant non entier. On majore 
Re <Rj v ( t ) , v ( t ) > et on introduit une fonction τ(χ,ξ') G θ°°0Κη x i R 1 1 " 1 ) , homogène 

en ξ' de degré 0, po s i t i v e , supportée dans Vj et t e l l e que r + c{A,c} s o i t posi

t i v e sur V. L'opérateur Β + R = Β + σ. f N(x',D .) est borné en x G [0,T] à 
φΓ(x ) x ! / n ' ο n n-1 · n-1 valeurs dans £ et son symbole p r i n c i p a l est p o s i t i f dans TR x [0,T] x TR ; 

p -1 
on peut donc appliquer l'inégalité de Garding (6.31) du théorème 6.8 de Bony [2] ; 

on obtient que pour un ε G ]0,1[ on a : 

- Re < ( B + R ) v ( t ) , v ( t ) > < K l l v ( t ) l l 2
£ . 

Enfin s i Ψ(χ,ξ') G S° Q0R n * lR n *) est supportée dans Vj et égale 1 sur un 

voisinage du support de φΓ, on conclut l a preuve du lemme avec : 

Re<Rv(t),v(t)> < K ( l ^ ( x , D x l ) v ( t ) l l 2 + I v ( t ) l ^ ) . 

U t i l i s a n t l e c a l c u l de [ 2 ] , [10] et du paragraphe 3, on déduit du lemme A.4 l e s 
τ 

inégalités d'énergie K . Dans leur énoncé on désigne par = Ψ^(χ,ϋχΐ) divers 

opérateurs pseudo-différentiels tangentiels de degré 0, à symbole Ψ̂ (χ,ξ') 

€ C°°QR̂  x IR n *) supporté dans un ouvert conique U de 3R̂  x lR n ̂. 

Lemme A.5. Soit τ > p-1. Pour tout M _> ρ-τ-l i l existe K > 0 et des opérateurs 

Ψγ et Ψw t e l s que pour tout ν G C^flR11""1 x [0,T[) on a i t 
1 rjt 

||Cv(xn)ll^ < Κ(0Ψ 1 ί ν(χ η ) | |^_ 1 + l l v ( x n ) » ^ M + J ( |CLv( t ) | * + ΙΙΨ^ (t) Il ^ 
x n 

+ | L v ( t ) l ^ M + |Ψ v ( t ) | * + lY w Lv( t ) l^_ 1 + » v ( t ) l l ^ _ p + 1 ) d t ) . 
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I l est c l a i r que l'inégalité du lemme 6.5 est vérifiée a u s s i , pour 
j T"~o n ^1 τ M = ρ-τ, par toute fonction ν Ξ H 9 (JR+) microlocalement de classe H ' dans W. 

On l'applique à l a famille de fonctions u = (Ι-αΔ t ) *u, où α£ ]0,1[, 
oc x 

avec τ = s+σ+Ι, puisqu'on peut supposer que x^ _< T j , (cas auquel on se ramène 
a> . . 

en coupant γ en un nombre f i n i de morceaux), et aussi que u est microlocalement 
Ύ>1 s+0"~G 

de classe H ' dans W avec ε £ ] 0,1/2] . Par c a l c u l symbolique on obtient 
que l a famille (C u (x )) est bornée dans H S + a +^QR n S uniformément en χ Ξ [0,T] 

a n d n 
et l a proposition s'en déduit. 

Suivant une démarche analogue, on obtient pour le problème de Cauchy l a : 

Proposition A.6. Soient s et σ deux réels t e l s que s > p-2 et 0 < σ < p-1 et so i t 
1 s ~~îi ^o s+O+1 ^ u Ξ H ' QR +). On suppose que Lu est microlocalement de classe H ' sur γ 

et que u(.,0) est microlocalement de classe H S + c r +^ a u point (χ',ξ'). Alors u est 
ο ο 

^1 s+o ^ 
microlocalement de clas s e H 9 sur γ et pour tout Ξ [0,T] l a trace u ( .,x n) 

s+o+1 ^ est microlocalement de classe H au point (χ',ξ') t e l que (χ',χ ,ξ') Ξ γ. η 
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