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X -1

Dans [ 2] Bony a étudié la régularité microlocale des solutions réel-
les d'une équation non linédaire générale au dela des chocs et en dessous de
l'interaction. Dans ce travail on s'intéresse au probléme analogue au voisi-
nage d'un bord pour des solutions réelles de problémes aux limites non liné-
aires non caractéristiques et dans la méme zone que Bony, ou le comportement

est lindaire et gouverné par le symbole principal.

I N ’ . o ~
Un premier résultat de régularité locale, qui remplace le C a va-
:D’ . . P s
leurs du cas linéaire, est que toute fonction réelle u de classe H solu-

. . . n c , . .
tion dans un ouvert regulier  de R d'une équation aux dérivées partielles

non lindaire non caractéristique :

(0.1) F(x,u(x),...,80%(x) o,

Malgm =

N . oo s+0, - .
ou F est reelle et C , est de classe H Pr=0 dans toute carte de bord si

n s,s P . §
P=s-m- 2 > 0. Les espaces H sont définis par Hormander [6] ; ce ré-

sultat se déduit des propriétés d'algébre de ces espaces et de leur stabili-

, . . . o
te par composition avec une fonction C .

Une étape essentielle est ensuite la paralinéarisation tangentielle

de 1l'équation (0.1) dans une carte de bord ; cette opération, p-régularisante

en direction tangentielle uniquement, permet grdce au fait que u est de

S+0, -0

classe H ; de remplacer 1l'équation (0.1) par une équation différentielle

en variable normale a coefficients paradifférentiels tangentiels dont le se-

m+0

s- . .
cond membre est de classe H jusqu'au bord et en toutes les variables,

c'est a dire de méme régularité que dans le cas "intérieur" traité par Bony

[2].

On est alors en mesure d'étudier la notion correspondant au wave-
C PR . t,—® 1N
front au bord du cas linéaire non caractéristique [3], [8] : si u € H (R+)

. -1 -1 . .
un point (xo,Eé) de R" ' x {o} x ®" ' n'est pas dans SWFtu s'il existe un

opérateur pseudodifférentiel tangentiel T d'ordre O elliptique en (xo,Eé)

——

. « Lt - h DL N . L s
tel que Tu appartienne a H (R+). Cette proprieété tout a fait attachee a la
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. . , . P s .
carte, devient invariante pour une fonction réelle de classe H solution de

1'équation non caractéristique (0.1) si s —~-m-==p > O et t < s + 0.

[N Yjal

On aborde enfin dans un ouvert du demi-espace le probléme de la ré-
gularité microlocale des solutions de (0.1) pour de bonnes conditions aux limi-
tes : un point (xo,Eé) elliptique au sens de Melrose [7] pour le lindarisé
o .
de F(x,u(x),...,0 u(x)) n'est pas dans BWFS+pu si u est de classe H avec
n e .. MW . . N .

s-m=-3 = P > 0 et verifie > conditions au bord régulieres. Ce problema

est traité par Godin [5] & l'ordre deux dans le cas de la dérivée oblique.

. . . . . . L. s+0
On etudie aussi la réflexion des singularités H dans la zone 0 £ 0 £ p-1

pour 0 > 2, dans le cas transverse. Un corollaire immédiat du théoréme prin-

cipal 5.1, analogue du résultat de Nirenberg [12], est le :

THEOREME O2

Soit u une solution réelle de classe H® de 1'équation

P n .
non caracteristique (0.1), avec s > m + 5 + 2. Soit (xo,io) €

- )
T 3Q et soient Yl""’Yp’ les arcs situes au dessus de § des

” . . a
bicaractéristiques de ﬁo(x,g) = ) o F(x,u(x),...,asu(x))(li)
al=m 37u .
passant au dessus de (xo,go) et supposes transverses a df.

S+0

Alors u € H microlocalement sur Yl""’Yp » P > O, entraline
o}
u e HS7° microlocalement sur y +1""’Yp pourvu que Ogoss-m—%—l

et que u vérifie (p'po) + m;p conditions regulieres sur 3Q.

Pour ce dernier point on utilise le calcul symbolique de Bony et
Meyer en variable tangentielle, dépendant de la variable normale X v dans

lequel on doit préciser la régularité en toutes les variables dans les es-

s PU ) . s N .
paces H S pour reduire 1'équation (0.1) a un systéme du premier ordre com-
pletement découplé. Sur les équations hyperboliques ou elliptiques obtenues

on peut propager ou gagner de la régqularité microlocale tangentielle. L'étu-

. . . s,s' n s .
de des diverses actions microlocales dans H '~ , en cdne ou en diédre, des dif-

férents paraproduits, de Bony ou tangentiel, permet le transport de la régula-
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rité de u sur certaines bicaractéristiques sur les solutions des équations hyper-
boliques correspondantes, et permet aussi de remonter la régularité microlocale
tangentielle obtenue en régularit@ en toutes variables.

Je tiens & remercier Guy Mé&tivier dont la compétence et la gentillesse

m'ont encouragée tout au long de ce travail.

v

1 - DOUBLE DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD POUR LES ESPACES H°’° DE HORMANDER.

Suivant Hormander [6] , pour s et s' réels et n entier, n > 2, on désigne

s,s' . . . L .
par H? 1l'espace des distributions u Eff'GRn) dont la transformée de Fourier
% u est une fonction qui vérifie :

il s e [asdelH® ase 1D R ? o < vo,

oli § = (g',gn) = (gl,...,gn_l,gn) est la variable duale de x = (x',xn)

(xpseex_ox ), 18] = @ v s D2 Fu - fe_ixiu(x)dx. Si s’

1]
(@]

HS,S' est 1'espace de Sobolev H® de norme (N
Comme dans Meyer [10] , on fixe une fonction radiale positive
(OIS C:GRn) valant | dans |&| i_%-et nulle pour |£&] > 1. Pour p et p' dans NN

on note S_ et Sé, les opérateurs de sommes partielles d&finis par :

C}(Spu)(i) = 02 ") Fu(E) et ‘?(SI').U) & = LD(Z—p'E;O)%—U(E),

et S , =S 08S',. On note A et A', les opérateurs de blocs dyadiques
PP P P P P
= - t = 1 - 1] ' e - ' - '
Ap Sp+1 Sp’ Ap' Sp,+l SP, pour p et p N, A_1 S, A—l SO ,
et App' = AP Aé,. La double décomposition de Littleword de u Eff'an) est
alors u = z A, u, dans laquelle les termes d'indices (p,p') tels que
P,P’z"l

P' > p+l sont nuls.

]
.. s,s P ..
Proposition l.l. L'espace de Sobolev H est caractérisé par la condition

T 1
¢ 7 PSSy a2,
p,p >=1 PP o

Ce qui résulte des deux lemmes suivants
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. ) . 2
Lemme 1.2. Soit (upp')p,p'zp une suite de fonctions de L~ dont le spectre

< . +
(support de }Lpp') est contenu dans une bicouromnne {%_2p+q f_lgl <y 2P™d ;
1 1
1 ,p'+q

' p'+q' '
Y f_[E | <y 2 } avec Yy > 1, q et q > 0, et telle que

s+p's’ 2 . . 4S,s'
z4p P lu i <+ o ; alors u = z u__, appartient 3 H’ et lul , <
o PP $,S

<c(] f(Pra)st(pi+alys’ 0 2,1/2

& d ts'.
pp' o , C ne dépendant que de v, s e

Lemme 1.3. Soit (up)p>0 une suite de fonctions de L2 dont le spectre est contenu

dans une couronne-boule {%-Zp f'lg‘ <y 2P ; IE’I f_Y'}, avec y > 1, y' > 0 et
]
telle que z 4P Hupﬂi < + o ; alors u = z up e = n g5 et Huﬂs ot S

S'em b
? .
< c(} 4P3 "up“;)l/z, C ne dépendant que de Y, Y', s et s'. De plus si s >0

on peut remplacer la couronne-boule par ume bi-boule {|El <y 2P ; ‘é'! f_Y'}.
Pour s > O ou s' > 0 on utilisera souvent les trois lemmes suivants

. . 2
' ' est une suite de fonctions de L  dont
PP "P,p 20
p .1 .,p'+ '
le spectre est contenu dans la boule-couromne {|§| < vy 2F ; Y 2 < lgt]

1 1 14 1]
<y 2Pt } avec vy > 1, q' > 0, et telle z 4PS*P S Hupp,"i < + o  alors

b

Lemme l.4. Si1 s > 0 et si (u

)

1 ] 1 ]
u = ; upp' € u'S et nuus . f.C(z Aps+(p *q')s lu “2)1/2 olt C ne dépend

>S pp' 0
que de Y, s et s'.

Lemme 1.5. Si s' > 0 et si (u__,) est une suite de fonctions de L2 dont

P>p'>0
1 +
le spectre est contenu dans la couronne-boule {?_2p 9 5,[5[ <y 2p+q ;
1] 1] 1]
le] <y 2P} avec Yy > 1, ¢ >0, et telle que X 4PSTP'S "upp.“i < + = alors

+ +p's' 2
sor < CCL 4(PrOsTRls a0

u = z upp' e g8 et, u )1/2, ol de C ne

dépend que de vy, s et s'.

Lemme 1.6. Si s > 0 et s' > 0 et si (u

)

o est une suite de fonctions

p,p'p,p'>

A
de L2 dont le spectre est contenu dans la bi-boule {|&] <y 2P, e <y 2P '}

+n'g! '
STP Sy ,H2 < + ®, alors u = Zupp' e 85°% et

avec Y > 1 et telle que z 4P op' o

1/2

+ 1] 1]
l|u||S s f_C(X 4PSTP S lua ,“2) , o0 C ne dépend que de v, s et s'.

’ PP (o]
'
est une

Proposition 1.7. Si s > %, s +s' > % et s + 2s' >-% 1'espace H°’S

algébre multiplicative.
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. - s . s,s'
Preuve. Le produit des doubles décompositions de Littlewood de u et v € H ?

se décompose en

_ " 1" ' 1 ' '
uv = Huv + Hvu +p>22p'>0 (ApSp,+3u.Sp_2Ap,v + Sp_zAp.u.ApSp,+3v)
+ ) (A__yu.AS', v+A S', _u.A__,v)+ Z A u.hA v,
q-2<p<q+2 PP 4 P72 ap'-2""Tpp q-2<p<q+2 PP 44
p'>2 q'-2<p'<q'+2

ot " désigne le paraproduit 3 deux indices défini par :
(1.1) Mv =)y S . , . ubd_,v.
u p,p'>2 P 2,p -2 pp

1
s,8 .. . e s
L'espace B’ s'injecte dans 1'espace c® des fonctions héldériennes

si p €N et qui généralise la classe de Zygmund notée Ci dans Meyer [5] pour

P €N, sous la condition
(1.2) p = min(s-1/2,s+s'-n/2) > 0 si s' # (n-1)/2, 0 < p < s=-1/2 si s' = (n-1)/2.

Cet espace c® est caractérisé par

(1.3 daal _<c.2® k>

L z

On utilisera aussi que pour u € c?

~Pp
, 0 >0, on a "App'u"Lw < C.2

et 1A S',ul < c.27PP,
PP -

L
1
Le lemme 1.2 donne w, = Ha v € g%° , et du lemme 1.4 on déduit
1
w, = Z A ,u.A S',_2 v e B%"P8 | Eq découpant
q-2<p<q+2,p'>2 PP 4P
w, = Z : A _yu.A_ ,v & l'aide des opérateurs Ai, et en esti-
q-2<p<q+2,q'-2<p'<q'+2 PP 44

- - - 1 L

mant la norme L! des morceaux obtenus on obtient Wq e g*°% *2s'-n/2 par les

lemmes 1.2 et 1.3.

-~

= ' t
w, = Z A p,+3u.Sp_2Ap,v est une somme de termes d spectre dans

S
p>2,p'>0 P

- 1
une couronne-boule {2P~2 < lgl <9. 2P 2, lg'] <5 . 2P +1} et on a, avec

2,2 2
(e,p) € 2°@"), (e)) et (e;0) € 4°(M)
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—ps—p' (s'- 3519 .
2 € ' s1 s' < -n—z—
P
. -ps+p'E . .1 _ n-l
(1.4) HAPSP,+3uHL2 (Lm ) < 42 epp' si s —5—
x‘n x'
27 PS ¢ si s' > nl
\ P 2
-p'(s+s'= L1
(1.5) s A'vll < 2 i €, , d'oll
p—z P L°° (L2 ) - P
x_ o x!
n
ps—p' (s'+p)
. ! . ' < 2 .
(1.6) UAp Sp,+3u Sp—2 Ap,vﬂo < op'
|+p

Le lemme 1.5 donne w, € e seulement si s'+p > 0. Pour s'+p < 0,

4
ce qui implique s' < 0, on découpe w, avec A&,, on estime la norme des morceaux

+2s'-n/2
dans Li (Li,) et les lemmes 1.2 et 1.3 donnent v, € g°>57<s n/ .

n
. s,s' 1 . n e .
Siu€H , 8§ > L s+s' > E-et v € on peut définir leur paraprodult
en toutes les variables et Z un seul indice {2] : Hu v = Z S U - A v
et leur paraproduit tangentiel H;v = ) S;'—Z u . Aé,v.

p'>2

En comparant les opérateurs de paramultiplication Hu et H& 3 Hg
1

e . . . t
défini en (1.2) on pré&cise leur action dans les espaces H '’

.. . s,s' _ . '
Proposition 1.8. Soit u € H°°® avec (1.2) ; 1'opérateur H& est borné dans oot

pour -s < t < s avec une norme majorée par C . Huﬂs ot De plus H&—HS applique

b

! !

*+p

. t,t t
continument H ’ dans H >t

Preuve. On décompose u et v par Ap dans H&v et on &tablit comme en (1.4) et (1.5)

1l'estimation :

L= ., 1 -1.-
1 N | (st (e=3) )=p' (e + (e ) e (s - 2517
(1.7) 18,810 pu S, 500 vl < 2 €op'

1 n-1
< — ' —_— 1
avec "(EPP')"QZQNZ) <cC "u"s,s""V"t pour t # 7 et s # 7 les signes
+ ou - désignant les parties positives ou négatives. Les lemmes 1.2 et 1.4

st'

permettent de conclure si -s+1/2 < t < g,
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pour -s < t < s, et sa norme est majorée par C.IlullS
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Pour atteindre des valeurs de t inférieures on fait un découpage 3

1'aide des Ak et on estime Ay pZo Ap Sé,_zu . Sp+3 Aé,v pour t < O dans
1 Z
Li,(LX ) ; pour t > -s on conclut par le lemme 1.2.

n
'

.. . s,s _ t,t'
Proposition 1.9. Soit u € B’ avec (1.2). L'opérateur Hu est borné dans H’

1 1 .
pour —(s+5'—§) <t' < s+s'—§- avec une norme majorée par C.[lullS y De plus

' t,t'+(s*+s"'=2) ol n-1

Hu-HS applique continfiment gt t dans H . pour —(s+s'—§) <t' < ~5—

et sa norme est majorée par Cnuus»s,.
b

Preuve. On décompose u et v par Aé, dans Huv, ce qui dégage dans Huv—H;v le

terme v, de la proposition 1.7, le reste relevant du lemme 1.3.

Généralisant Bony [2], pour m €R et p > 0, & une fonction p(x,£)

de classe C° en x au sens de (1.3), C en £, qui vérifie :

(1.8) 19dp(.,0)| < (1+|g|>m"i°‘| , pour tout £ € R",
3 cP— @
on associe l'opé&rateur paradifférentiel Gp(x,DX), ol DX = %~3X , de symbole
i i
(1.9 o,(x,€) = (2m" f e x(n,8) $(n,E)dn,

X désignant une fonction c’ dansim?n nulle pour |n| > €1|£‘, égale 3 1 pour

In| < e,l€] et |g] >R avec 0 < ¢
2n

5 < g < l et R > 0, et qui vérifie : pour

“tous (a,B) €W il existe CuB telle que :

laﬁagx(n,g)l f.CaB(1+|EI)_lul_‘B[ pour tous 1,§ eRr".

Un changement de fonction ¥ dans (1.9) modifie Gp par un symbole de la classe

- . o 2 e e
ST ? c'est-3~dire un symbole 0 € C R n) qui vérifie :
b

|85, 0| < ¢ q1+]g]) @R *lel-lEl

On notera désormais Oé(x
n

"tangentiels" c'est-a-dire les opérateurs dont le symbole, fonction de (x',£')

)(x',Dx,) les opérateurs paradifférentiels

et dépendant du paramétre X, est défini par (1.9).
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1
Proposition 1.10. Soit u € H°°°  avec (1.2). La différence de deux opérateurs

: cex . . caw < ~ t,t'
paradifférentiels tangentlels assoclés 4 u est un opérateur borné de H° dans
t,t'+(s+s'-1) .
pour -s < t < s, et sa norme est majorée par C.uuﬂs i
3

Preuve. On consid&re une fonction X'(n',£') € CmGRz(n—l)) supportée dans
In'| f'ezli'l si |€'] <R, o O< €, < l et R > 0, dans EII€'| < |n'] S_EZIE'I

si Ii'llz R avec 0 < g, < ¢

1 2’ et qui vérifie

[8080x" (07,60 < cggislery 71718

On désigne par H'(x',£') la transformée de Fourier inverse de X'(n',&').

A\
P o crex . . C o s S,S
La différence de deux opérateurs paradifférentiels tangentiels associés 3 u € H°’

a pour symbole T'(x,E') = J H' (y',8") u(x'—y',xn)dy'. Pour véi?J(C:GRn)) on

peut écrire

1 2
7'(x,D v = 2 T, (x,D DA v + z T (x,D_,)S v, oil
X K>2 kk x'"" "k K, k'>- k,k x'" "k+3
k'>:

1

-1
T (x,&") = {H'(y',E")S u(x'-y',x )dy' W(Z_k'é' 0)
k,k' b ’ k_z ] n Y . b

Ti,kv(x,i') IH'(Y',E')Aku(x'“Y',xn)dY' C w2 X e 0y,

Y(€) = ©(&/2) - 9(&E), et ¥ doit étre remplacée par ¢ pour k' = -1. Le premier

. t,t'+(s+s'~n/2 - . _
terme s'estime dans H e+ ( /2) par le lemme 1.2 3 1'aide du résultat

suivant de [4]

(1.10) Si un symbole o(x,£&) CMGRZH) est supporté& dans [E[ < R et vérifie
|8§0(x,£)] <-M pour tous (x,§) et |B| < [g} + 1, 1l'opérateur O(X,Dx)
associé est borné dans L2 avec une norme majorée par C.M oli C ne

dépend que de n et de R. (On a noté [%] la partie entié&re de %).

De méme le second terme se traite par le lemme 1.4 pour t > -s+1/2 ;

pour aller au-deld, on le découpe par Ap et on estime la norme des morceaux

dans LL (Li,), puis on conclut par le lemme 1.2.
n
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1
Proposition l.1l. Soient b € C:GRn) et u € B°’%  avec (1.2). Les opérateurs

. <A t' t,t'+
bH& - H&b et bH:—HQb appliquent continiiment 5" dans EO°F *P pour -s < t < s,

et leur norme est majorée par Cﬂuﬂs o
b

Preuve. D'aprés la proposition 1.8 il suffit d'étudier 1'opérateur bH;—H"b.
On montre d'abord que b—Hg est infiniment régularisant tangentiel ce qui raméne

1'étude 3 celle de H; H; - H; II'. On remarque

b’
> | R "__ . .
(1.11) pour tout N > 3 1l'opérateur Hu . E'>N Sp—N,p'—Nu App' applique
' ' »P 7|
continiiment Ht’t dans Ht’t " pour tous t et t' réels.
P

Enfin le lemme 1.2 montre la méme propriété pour 1'opérateur

S u A .S b.A .
q £.>3(p p2>3 p=3,0"-3" “pp' 4-3,q'-3° %4q) 5q-3,q"-3% 5q-3,47-3%+0qq ")
’ - E] —

La derniére somme &tant symétrique en u et b la proposition s'en déduit.

1 1

Propositionl.12. Soit u € B5’® avec (1.2), v € utot

» =8 < t < s, et soit
: . . ) t, T’
(XO,EO) €ER’ xR". Si v est microlocalement de classe H'’' en (xo,E ) alors

. in(t',t'+
Oé(x )(x‘,DX,)v est microlocalement de classe Ht’m n(T’,t'+p)

en (XO,SO)-

Preuve. On se raméne 3 1'étude de H;(x yVv par les propositions 1.10 et 1.8.
n

(5] '
Pour b € COGRn) telle que b(xo) # 0 on a (bHG - H:b) € Ht’t 0 par la propo-

1
sition 1.1l et M bv - J S v v ubd by € 1N TP pour tout N > 2
u p,p'>n PN.p'-N © pp -

par la remarque (l1.11). Soit ¥ € CwGRn) supportée dans un ouvert conique T,
vérifiant X(go) # 0 et X(AE) = x(&) pour A > 1 et IE]‘i r. Pour toute fonction

(oo}
ON €c ®Y égale 4 un dans un voisinage de {£ € FN’ k3 > 1 ol FN = {& e:mn’

dist (|£| rn Sn—l) 5'2—N+2} est le cdOne dispersé de T de 2-N+2, on a
X(M) § 8 o y_yu.d ,bv=x®D) I A, (0,(D )bv).
X P’P'EN p-N,p -N PP X P’P'EN p-N,p'-N pp' N x

S1 le support de b et I sont assez petits on peut choisir N et ©

‘vérifiant @N(AE) = ON(E) pour |£&] 2 ret X >1 tels que GN(DX)bv e ut"
. t,T’

Alors x(D) ) S u . App,bv est aussi dans H

— '—
p,p'>N p-N,p -N
est démontrée,

et la proposition
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Proposition 1.13. Soit a(x,£') une fonction homogéne en &' de degré m', de classe

00 ]
C en &' # 0 et dont les dérivées en £' appartiennent 2 %% avec (1.2).

Soit ¢ € CwGRn—l) €gale & 1 hors d'un compact et nulle au voisinage de O.

. t,t’ . ; t,T’ .
S1iveEH’ , -s <t < s, est microlocalement de classe H T en un point (x ,& )
— 0’0o

. vt
de R™ x R™ alors o! x',D ,)v € gt m
¢a(xn) x

Ht,min(T'-m',t'-—m'+p)

et est microlocalement de classe

au point (xo,Eo).

Cette proposition s'obtient apré&s décomposition de a(x,£') en harmo-

niques sphériques, en utilisant les mémes arguments que pour la proposition 1.12.

On introduit maintenant la version microlocale tangentielle des espaces

s,s'

H . Les opérateurs pseudodifférentiels utilisés sont dé&finis par Sjostrand [13]

n : . m
dans le cas de R ; leurs classes sont notées T , m € R.

1
Définition 1.14. Soit Q un ouvert de R" (resp.]RE) et soit u € B>’S

loc (). On dit

. g o . n *n-1
que u est microlocalement de classe H 0 en un point (xo,Eé) ER XTR

n -1 . . . s . .
(resp.imz x R ), s'il existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel pro-

prement supporté T € TOGRn) (resp. TOGRE)) elliptique en (xo,Eé) tel que

' | I—
Tue g%’ GRn) (resp. 1S GRE)).

s,s'

Proposition 1.15. Soit u € H GRE) avec (l1.2). Soit v € Ht’tAGRE) avec

|

1 . . ve,T!
. S1 v est microlocalement de classe H

=]

LR
s < t < s et soit (x_,E!) ER] xR"

. ve,min(T',t T+
v est microlocalement de classe H '’ ', o)

- o+

1 ] t
en (XO’EO) alors Ou(xn)(x ’Dx'

en (XO,EA).

Preuve. En corollaire des propositions 1.8 et 1.10 on obtient que les opérateurs

s . . P © . n
paradifférentiels tangentiels Oé(x )(x',Dx,) définis sur COGR+) se prolongent en
L . t,t'. n g
opérateurs bornés dans H’ GR+) pour -s < t < s et que la différence de deux
. . t,t! "
d'entre eux applique contindment H ’ GR?) dans Ht’t pGRE) pour -s < t < s,

I1 suffit donc d'étudier H&v microlocalement au point (xo,Eé). Soient b € C:GRE)

o0 a~
tel que b(xo) #0et x' €cC @®™ 1) supportée dans un ouvert conique I'', vérifiant
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X'(Eé) # 0 et X'"(A&) = X"(E") pour |E'| > r et A > 1. De la proposition 1.1l
]
on déduit par prolongement et restriction que X'(Dx,)(bH;v—H&bv) € Ht’t +pGR:_I).

D'autre part la proposition 1.9 élargie aux opérateurs Z S', - u A;, et

, pZ>N Sp—N,p'-N u App' pour N > 3 et la remarque (l.11) montrent par prolonge-
’ —
ment et restriction que pour N > 2 1'opérateur II' - z S'

t,t' —h t,t'+ p'>N
tinGment H GR ) dans H p(IR ) pour -s < t < s, De plus pour N > 2 on a

Nu.A’, applique con-

X"(@ D} s;. _y U- A bv) = x'(0 ) ] S0

A @D ) bv))
p >N p >N p' N X'

¢
pour toute fonction Oﬁ € C GRn—l) égale 32 | dans un voisinage de {E'GEP&,IE | > 1}
oi T'! = {&' Ejﬁn-l dist ( & I''ns._ )< 2_N'42} On voit donc que si le
N 4 Igvl H - ®n-2/ = .
support de b et T'' sont assez petits, en choisissant N assez grand et O& a& support
assez petit, vérifiant @ﬁ(lg') = e (') pour [E'I >retA>1,o0na @&(Dx,)bv
| I § —
€ BT ®Y) et ainsi x'®_,) Sty - Al Bu(D )by € BT @™, Dloa
+ X '>N P N*"x +
la proposition .
On insére encore dans ce paragraphe un résultat d’action microlocale
tangentielle pour les op&rateurs paradifférentiels généraux introduits par
Meyer dans [10] :
m ., » . ©. n__n
Pour p > 0 et m €R on note Bp l'espace des fonctions 0(x,£) € C (R XR)
telles que le spectre de x > 0(x,{) soit contenu dans une boule |n| <€ ||

avec 0 < € < | et qui vérifient :
nagc(.,g)u °of_COL(H-IEI)m_IOLl pour tout & e:mn, si p =
L
19% (. ,e)1 <¢ (1+|;g|)““|°‘l sip> o0,
€ - ©

1l'espace cP stant toujours défini par (1.3). Les symboles Gp(x,&) définis en

(1.9) sont dans la classe BE.

Proposition 1.16. Soit o € Bg, p >0 ; pour -p < s' < p 1'opérateur pseudodiffé-
. ~ - s,s' s-m,s’
rentiel 0(x,D) se prolonge en un opérateur borné de H dans H . De plus

| ]
. S,8 . Vs ,0 .
pour -p < s' < 0, si u € H? est microlocalement de classe H ’ en un point

' . g~ 1 ''s'+
(xo,E;) alors 0(x,D)u est microlocalement de classe H m,min(0’,s'+p) en (x ,&').
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Preuve. Elle est assez semblable 3 celle de la proposition 1.10. On suppose

Py
d'abord que m = O et pour u €I l(Cog(an)) on &crit

0(x,D)u = v,+v,_ = Z (s) .0.)(x,D)Au + -z (A',o ) (x,D)S!, . u,
V2 T oty k2% Kk Kk 1 Aoy K'+3

avec O_i(x,g) = 9()o(x,8), ok(x,i) = W(Z—kg) o(x,8) pour k > 0. Le lemme 1.2

. i
avec (1.10) estime \ dans H°’® et le lemme 1.5 estime v, dans H>°S e pour

1
s' > ~p. On en déduit 1l'action de o(x,D) dans 1°’® dans le cas m = 0. Le cas

général s'y raméne en considérant le symbole 0(x,£)(l+]€l2)—m/2.

A
. 5,8 .
On suppose maintenant que u € H*® | avec -p < s' < 0, est microlo-

vs,o' . . o, 1
calement de classe H '’ en (xo,Eo). Soit b € COGR ) telle que b(xo) # 0.

D'aprés Bony [2] on a (b—cb(x,D))c(x,D)d €H. D'aprés Meyer [10]

o (x,D) o(x,D) = a%<N ¢y (359) (x,D) (D30;) (x,D) + Ty (x,D),

s+s'-m+N

avec TN(X,E) € ST—T ce qui pour s+s'-m+N > 0, donne TN(x,D)u € H puisque
-y

s' < 0. Choisissant N assez grand on obtient que

o

£9) (x,D) (D3b) (x)u € g8 4P,

b(x) o(x,D)u - % c, (@
a|<N

Soit maintenant y' € deRn—l) vérifiant x'(Eé) # 0 et X'(AE') = x"(&")

pour |&'| > r et >1. Il reste 2 Etudier les termes x'(Dx,)(ag

c'est-3-dire des termes de la forme x'(DX,) 1(x,D)v avec T € Bg et v = (I-Ax) 2 au

(o}
0)(x,D)(DXb)uE:i

- ®© . n . _ . .
ot a € C_R") et j > 0. Décomposant T(x,D)v comme ci-dessus en v, + V,, pulsque

s-m+j,s"+p

v, €EH on est ramené 3 1l'étude de x'(D ,) z (S)v_oT,) (x,D)A Vv qui
2 b4 k>1,Kk'>2 k'-2'k k
se réduit 3 celle de X'(Dx,) Z (S'._N,Tk)(x,D)Ai,v, N' restant 3 choisir

>=1,k >N
puisque par (1.10) la norme dans L? de 1'opérateur (S',_sz)(x,D)—(S'._N,Tk)(X,D)

1!
est majorée par CN' 2 k P, On termine alors en introduisant la fonction Oﬁ,
définie 3 la fin de la proposition 1.15 et en choisissant N' assez grand, les

supports de b et de x' &tant supposés assez petits.
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1

2 - PARALINEARISATIONS DANS LES ESPACES H S .

T
Proposition 2.1. Soit F € CwGR) une fonction réelle nulle en O et soit u € H®’S

- vyl " 5,8"+p
réelle avec (1.2) et s+2s' > 5 Alors F(u) - HF'(u) u€H .

Preuve. Comme dans Meyer [10] on &crit F(u) comme somme d'une série téléscopique

convergente dans A F(u) = )

P>0 ,
le méme procédé 3 chaque Spu avec S; ; on obtient :

F(Sp+1u) - F(SPU) + F(S_u), puis on applique

F(u) = )

|
A _u J F'(S._,u+A_S',u+S A',u+tdA ,u) dt
p.pi>0 PP ' pp' PP PP

0

1,1
+ 2 A S',u+S A',u ’ J F"(S__,u+tA_S',u+0S_A',u)dO dt
isg PP PP PP PP PP

p’p_ OO

1
+ ) A_S'u J F'(Sp

t
oS0 Ju + tApSou)dt + F(Sou).
p>0 0

]

[+ . on
Le terme F(Sou) appartient 2 H puisque F(0) = 0 ; le deuxidme terme,
de type produit, est voisin du terme v, de la proposition 1.7 ; le premier et
le troisisme terme sont de type linéaire puisqu'en posant

1 1
. ] - _ = '
mpp,(x) —OJ F (Sp+1,p'+1u ¢! t)App,u)dt, mp(x) OJ F (Sp

ils s'écrivent ol(x,D)u =

u+ tA_ S'u) dt,
>0 P o
. 1]
; E'>o mpp|(x)App,u et GZ(X,D)H pZO mp(x)ApSou.
’ -— —

La comparaison du premier terme et de HE,(u)u introduit alors

(0] X,D u = § m X - S 2 2 F' u A u
(o] (X,D u = E m X A u.
A ) '<1 '( ) 1

]
la classe

8

2.1.1 - Etude des symboles o

m
9 O3 et 64. Pour m, m' € R on note Sl’

b

des symboles o(x,£) € CmGRnX]Rn) qui vérifient : pour tous a, B €N

[=

, 11 existe

C > 0 telle que pour tous (x,&) € R xR" on ait :

19 88 06,8 < caslg)™on i ar |yt 1]

on démontre plus loin le lemme suivant :
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Lemme 2.2. Soit O un symbole de la classe S

\
T’T . Pour s=m > 0 et s'-m' > 0

b
l'opérateur pseudodifférentiel o(x,D) se prolonge en un opérateur borné de
1

s-m,s'-m'

g%»s dans H .

Les lemmes 2 et 3 de [10] montrent que 02 et 04 sont dans S?’Im et
b

ainsi Oz(x,D)u et 04(x,D)u appartiennent i 5%°%. De plus, utilisant que F'(u)EECp,

on obtient par interpolation comme dans [10] que 04 € ST’ID et ainsi OB(X,D)U

. 3
1

e g%»s *P si s'+p > 0.

+ 1
2.1.2. Etude de 03(x,D)u pour s' < 0. Dans ce cas on a u € i , avec s+s' >

N B

. +s' . . . e
donc aussi F'(u) € B°'® si on suppose, ce qui n'est pas restrictif, que F'(0) = 0.
S'inspirant de Meyer [11] on &tudie d'abord les normes dans L: (Li,) des dérivées

de la fonction pr, =m , - F'(u). On obtient

S ,
PP p-2,p'-2
t LI S | [
o'l o p <, 2P ot |-p" (s+s'-1/2)
Lo(L )
X X

o
(2.1) “ax L
n

On décompose ensuite Qpp' 3 1'aide de la partition de 1'unité

2.2) 1= @62 Pes T owsT T Dy o5 gye T sl @4 gty
920 q'>0
en 8, = 20 o+ Z L [ , 6 restant 3 choisir.

. gt L A+ ] S
pp q>0 PP 4 q'>0 PP 'q 4,4'>0 PP qq
oz(x,D)u est alors une somme de quatre termes que 1l'on analyse successivement :

o 1
vo = Z L+ A ,u€ §s:s *P si s+2s' > 1/2 par les lemmes 1.3 et |.
1 PP pp
P>p >2
aprés découpage par Aﬂ, et estimation des morceaux dans Li (Li,)
n

'+
Vg = ) . zpp'q App' u € g%:8 *P s'obtient de méme, pour § assez
PsP

grand et (2.1) donne de plus nvqu < CN.Z‘Q(N-S)

s,s'+p ,» pour tout N. Choisissant

\J
N > s, on obtient que Z v € g%8 +p.
q

On procéde de méme pour les deux derniers termes et on obtient ainsi

1]
0y (x,D) u € 5’ e,
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1,1
2.1.3. Etude du terme produit. = F'"(S ,u+tA S',u+0S A',u)de dt
P Pour Q'P ( ppv P pvu ) pl ) s

1]
on a 00
1% & 1 < 2Pomtp'[a’]
x “pp' = T .

Décomposant zpp' 3 1'aide de la partition de l'unité (2.2), une é&tude

assez semblable 3 celle de 2.1.2 montre que le terme ) % , A S',us_ A',u
Psp’ ppP P P P P

\J
appartient 3 g%»s +p‘

Preuve du lemme 2.2. On &tablit d'abord le

Lemme 2.3. Soient s, s', t, t' des réels tels que 0 < s <t et 0<s' <t ;

soit (upp')p p'>0 une suite double de fonctions de Ht’t qui vérifie
’ —
+p'g! _ Pt
N S T LR Y ML L Cio bt A A N LD
PP O — pp’ t,0 —
pstp'(s'-t'") 2 p(s-t)+p'(s'-t") 2
14 uupp'"o,t' <M, ] 4 hu oI e <M

1
Alors u = X upp' appartient & %5 et Huﬂs S’ < C. M ot C ne dépend que de

Ensuite on décompose o(x,£) € S

- — !
Z ¥(2 pg) y(2P £ 0) o(x,E) et on estime la norme d'opérateur dans L2 des
aC!

o s,s' ona
X P,p

1 (x,D) pour p,p' > -1 i 1'aide de (1.10). On en d&duit que pour u € H
a p(ap—s) N
HBX Op,-l(x’D)"o f-ca 2 Ep’ pour p > 0

2p(ocn-s)+p'(la'l-S‘) .

pp' * POUr p,p' >0

I a
3x O’pp,(x,D)ﬂo < Ca

2 2 2 2 . . . .
avec Z ep f_c "u"s, , et X Epp' <cC nuﬂs’s, ;5 cecl permet d'estimer la norme
1]

£t pour t et t' entiers. Choisissant t > s

1
de Gpp.(x,D)u dans L2, Ht, got , H

et t' > s’ le lemme 2.3 achéve alors la preuve du lemme 2.2,

La proposition 2.1 se généralise en

N '

S,s +p

F(u ,o-.,u) - i H" u.EH
1 N izl (au.F)(ul,---,uN) i

1
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. N ~ . !
si F € CmGR ) est réelle, nulle en 0, et les us réelles appartiennent i g°’s GRn),

avec (1.2) et s+2s' > %u Le méme résultat est valable localement pour F(x,ul,...,uN)

Enfin d'aprés les propositions 1.8 et 1.9 on peut remplacer le para-

produit & deux indices II" par le paraproduit 3 un seul indice I ou le paraproduit

- . - . n
tangentiel II'. Pour ce dernier on peut &noncer une version dans]R+

Proposition 2.4. Soit F € CwGRf x]RN) une fonction réelle 3 support compact en x

1

, —
$>8 (IR_I:) avec (1.2) et s+2s' > 5

et soient Upsee sl des fonctions réelles de H

Alors N

- l+p‘-—r'1
F(X,uy5.0.5u) -~ ) I u, € 855 PR,
1 N =1 (auif)(x,ul,...,uN) i +

3 ~ QUELQUES COMPLEMENTS AU CALCUL SYMBOLIQUE DE BONY.
N

Pour m €ER et p > 0 on note ZE (resp. ZE) la classe des fonctions

p(x,£) définies dans R" x R™ (resp. r" XIRn), de la forme p = z pm-—j oll
. j<p
pm_j(x,E) est Cm en £, de classe Cp J en x au sens de (1.3), et homogéne en §

de degré m-j (resp. vérifie (1.10) avec m-j).
1 v v 1
Sip€ zm et p' € zm (resp. p € zm et p' € Xm ), on note
p o Y P
1 o o
ET'BE Pm—j Dx Ppt-k *

j+k+§al <p n
m+m’
o

p #p' =

+m '
Ce symbole est dans la classe X (resp. Z? m ). Le symbole para-

"
différentiel associé 3 p € Zg par (l1.11) est dans la classe BE ; Ap€ zg on

associe alors O¢p avec ¢ € CwGRn) nulle au voisinage de O et égale a 1 hors
m+
+

oy . . m r
d'un compact. On utilisera souvent 1'inclusion Bp - Bp . pour T et p > 0.

n N
Proposition 3.1. Si p € 22 et p' € 22 on a
o (x,D) o ,D) =0 D) + D),
p(x ) p.(x ) p#p.(x,) r(x,D)

m+m' —p+e

1 _ L .
avec r € g™ TP o4 PEN, r € ST'H;I P4 Bs pour tout € > 0 si p €N,

1,1 ,
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Preuve. (S8i p € IN cette composition est traitée dans [9]). D'aprés [10]
——— 2

o (x,D) o_,(x,D) = Z JT (Ba ag X O ) (x,D) + r(x,D),
P P jecr|al ™ T Ppog T p%
x'm'~k
1_ 1_ T
avec r € sT+T P si PEN, r € Bz+m ore | ST+T P si p €N, pour tout € > 0.
H H

On conclut avec les deux lemmes suivants dont la preuve est détailléde dans [9]

(o]
Lemme 3.2. Soit p(x,£) une fonction C en &, de classe c® en X, qui vérifie

(1.10). Alors pour tout 0. €N" on a 32 o -0, € ST“{“I‘D.
p agp ’

. 0 . - ® -
Lemme 3.3. Soient p et p' deux fonctions C en &, de classe c® en X, qui vérifient

m+m'-p

] - : -~
(1.10) avec m et m'. Alors Gp Op' opp' appartient 3 Sl,l

Proposition 3.4. Soit p(x,£) une fonction homogéne en £ de degré m, C’ en £ # 0,

—- . - . - 1S
dont les dérivées en & appartiennent 3 H .

n
m+ 5 —s

. n m+
= < = €
Alors O¢p Bo si s 7> G¢p Be

€ B sis>2 .
s—2 2

n 2

Preuve. Le cas s > %-résulte de 1'inclusion B° C C 2 . Ecrivant (1.10) sous

la forme 0¢p(-,€) = G(.,&) ® (¢p)(.,E) ; pour s <-% on utilise que :

-laj-s+ 2

1% 6(.,E)1 __ < c(1+]E]) 2
€ oS =
et pour s = §3 que pour tout € > O on a :

b

1+ HF GF 60,8 x Bom . onmi | < casfgpylol-l8lve
L

P . m . S . .
Proposition 3.5. Soit 0 € Bp’ P >0 et soit u € H. Si u est microlocalement de

o . .
classe H  dans un ouvert conique U alors o(x,D)u est microlocalement de classe

Hmln(c—m,s—m+p) dans U.

Preuve. Soient %(x,E) et k(x,£) des fonctions C dans R" X,ﬁn homog@énes
de degré O supportées dans U telles que k = 1 sur un voisinage du support de %.

On a ($42)(x,D) o(x,D)u - T 49, (x,D) 0(x,D) T (1-k) *>Du € %™, 4'aprés Bony [2]

et d'aprés Meyer [10]
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- 1 B 1 Lo a B
0¢2(X,D)U(X,D) O(b(l‘k) (X’D) = ( B%<Na! 35( a}<pm 3£O¢2 on)DdeJ(l-k))(X’D)+r(X’D)

m-p
1,1

cury B
g D" o - QO

-0
appartient 3 S1 | par les lemmes 3.2 et 3.3. On en déduit la proposition.
s

avec r € § » Si1 on choisit N > p. Enfin 9

Proposition 3.6. Soit p(x,£) une fonction homogéne en £ de degré m, de classe c’

en £ # 0, de classe Cp en x, P > 0, & support compact en x et nulle dans un ouvert

. °n . s .
conique w X T de R® x R ; si u€ H, 0¢p(x,D)u est microlocalement de classe

s dans w x T.

Preuve. (Si p § N c'est le corollaire 3.5 de Bony [2]). Un changement d'opéra-
—o=xvEe . P

-

teur paradifférentiel associé & p étant p-m régularisant il suffit d'étudier

2 S p(x,8) W(z'kg) $(&), N pouvant &tre choisi
N N
arbitrairement grand. Soit p(x,§) = X pv(x)hv(i) la décomposition de p en harmo-
Vv
niques sphériques avec P, € Cp a support compact et (R pf-l’ hv homogéne de
C

o¢p(x,D)u pour ng((x,i) =

degré m, ¢’ en £ # 0 et telle que la suite [h | est 3 décroissance

v 1

ch(s" )
rapide quelque soit m. Soit b € C: ; d'apré&s Bony ([2] théoréme 2.3) on a :

1
b } S, P, (4h)(Du= § s __ (bp) A (¢h)(D)u + v. , avec
KON k-N v "k*"v KON k-=N""Fv Tk v Y

< C il 0 Hpvﬂ pll((bhv)(D)ulls_m

"Vi“s
C C

Soit x(§) € CmGRn) supportée dans un ouvert conique Yy, vérifiant
Xx(AE) = x(&) pour IE[ >r et A > 1. Si le support de by est contenu dans w x T,
en choisissant N assez grand et @N € CmGRn) vérifiant GN(XE) = @N(E) pour
]E[ >r et A > 1, supportée dans [ et égale 3 | sur le cdne dispersé de Yy de

- + .
2 N+2 on obtient :

N
g X)) 1 s (bp) A (9h)(D)u = x(D )o

D = 0.
L ¢pb@N(x, QU

D'ol la proposition.

Proposition 3.7. Soit o(t,x,£) une fonction bornée dans t € [0,T] 3 valeurs

. _ - -N
dans Bg telle que tN o(t,x,E) soit bornée dans t € [0,T] 3 valeurs dans Bo
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pour un N > %x Alors 1l'opérateur O(t,x,Dx) applique continfiment H° dans
s+1/2
/ 3.

L2(O,T;H

Preuve. On note o, (t,x,6) = ¥(276) 0(t,x,E) et o_ (t,x,6) = O(E) 0(t,x,8).
Les opérateurs Ok(t,x,Dx) sont bornés dans L2 uniformément en t € [0,T] et k > -1
et de plus leur norme est majorée par C t_N 2—kN d'aprés (1.10). Pour u GﬁF-l(C:),

. k
Gk(t,x,Dx)u est spectre dans une couronne de tallle 2 et

k i k4 = k
0 0 2

avec 2 ei <cC Huﬂg. On en déduit la propositionm.

a
1
T 2 - T SN LN “k(s+3)
J‘ Hok(t,x,Dx)uﬂi dt f_j C4 ks £2dt + f Ct 2N4 kN ksezdt < C 4 27 2

Proposition 3.8. Soit o(s,t,x,£) une fonction bornée en s, t dans O <s<t<T
d valeurs dans Bg telle que (t—s)N o(s,t,x,£) soit bornée dans 0 < s <t < T

t
a valeurs dans BON pour un N > 1. Alors 1l'opérateur u > [ O(s,t,x,Dx)u(s)ds
est borné de L2(O,T;Hs) dans LZ(O,T;HS+1). 0

.

Preuve. On note encore Ok(s,t,x,g) = W(Z—ki) o(s,t,x,£) et c_l(s,t,x,E) =

@(g) o(s,t,x,8). Les opérateurs Ok(s,t,x,Dx) sont bornés dans L2 uniformément

.. -k
en k et dans 0 < s <t <T, et leur norme dans L2 est majorée par C(t—s)N 2 N

t
d'aprés (1.10). Pour u €75 1(C:(]O,T[ x R™ l)) la fonction J Ok(s,t,x,DX)u(s)ds

- . k
est 4 spectre dans une couronne de taille 2 et on a : 0

Tl 12
f |J O(s,t,x,Dx)u(s)ds o1 4t

°© 0 T ek t -N_~kN -
<C Z 4k f lf Ek(s)ds + J (t-s) 2 Sk(s)dsl2 dt
ol 0 0 .t_z—k

avec X HEk(S)"zz < C Huﬂ22 . La proposition s'en dé&duit en utilisant

k L ¢0,T) L°(0,T;8%)
1'inégalité de Young.

4 - PROBLEME D'EVOLUTION ELLIPTIQUE POUR DES OPERATEURS PARADIFFERENTIELS.

n-1 s is - P .
Dans R x [0,T] on considére 1l'opérateur d'évolution

t 1 = 1 1 - . - 3
an + 0¢A(Xn)(x ,DX,), ol °¢A(xn)(x ,DX.) est un opérateur paradifférentiel
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associé 3 un symbole matriciel A(xn) continu en x € {0,T] & valeurs dans 2;,
P > 0, dont la partie principale Al(x,E') 34 des valeurs propres Xj(x,g')
qui vérifient :
> ' - 1
(4.1) 3 C >0 Re }\j(x,g)i c, e

pour tous x € [0,1), x' E]Rn_l, g’ ern!.

Proposition 4.1. 8ive LZ(O,T;HS), s > 0, vérifie (9 ¢A (x )(x D U
2 +t- 7 n
e 1%(0,T;8°"7 Yy, ¢ > 0, alors U € 1L2(e,T;E%'Y) pour tout €, o Fe < T sl de
s+t-1/2 +t

plus U(O) € H alors U € L2¢0,T;u°"5).

Preuve. Pour 0 < y, < T, x' emn_l, g’ EI.Rn—l, la solution P(x,yn,i') du pro-

bléme de Cauchy :

(an - 4,(x,8") P(x,y ,E"') = 0 dans [0,T]

P(x',yn,yn,E') = Cn

vérifie : pour tout o' Eimn—l, il existe C et § > O tels que pour tous X Yoo

' n-1
0 AN f_xn <T, & Ejm
: -8(x -y )|&"|
o' -la!
agv P(-9anynyg'>“> n-1 i C l€'| |a I e non
PR
.. N ' -
Alors pour tout N > O - ' ' est borné
pour tou > 0 le symbole matriciel (xn yn) O¢P(xn’yn)(x ,6")
dans O f_yn <x <T a valeurs dans BpN. L'intégration par parties de

X
n
<[ ol (x',D_,) 3_ U(y )dy ,¢> pour @ € < ®™! ¢") donne la formule
¢U(Xn,yn) x y, ~n» °n’ ) ’
0

de représentation :

X
U(x ) = O¢P( )(x',Dx,)U(O) - Ro U(xn) + f o R(xn,yn) U(yn)dyn
0

X

n o, ' -! ' u(y )dy
+0J G¢P(Xnayn)(x ,DX,)(Byn 0¢A1(yn)(x ,Dx,)) n n
)(X',Dx!)

ol R(X ,y ) = 0¢3 P(X ’y )(X D )*'0¢P(X ,yn)(x"Dx') 0$A1(yn

n

RO ¢I(X D ') - I.
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\
Il est clair que o&P(x o)(x',Dx,)U(O) € L2(€,T;Hs ) pour tous € > 0 et s'.
n’

s+t=-1/2

De plus si U(0) € H » la proposition 3.7 montre que 0! o)(x‘,DX,)U(O)
3

d)P(xn

1
t) ; le terme Ro U(xn) appartient 3 L2(O,T;HS ) pour tous s' ; on a :

e 1%(0,1;u%"

R(x_,y ) = o} (x',D_,) o} (x',D_,) ~ o (x',D ),
n'’n ¢P(anyn) X ¢A1(yn) X ¢P(Xnayn)A1(Yn) X
et la proposiﬁion 3.1 montre que (xn-yn)N R(xn,yn) est 3 symbole borné& dans

0<y,= x < T 3 valeurs dans SINTI—m1n(1,p)+€ pour tout € > O. Faisant N < 1|
- - ’
*n
on en déduit que pour tout € > O, f R(xn,yn) U(yn)dyn appartient i
0

-e+mi . . +
s e+m1n(1,p))_ Enfin le dernier terme est dans LZ(O,T;Hs t) par la pro-

LZ(O,T;H

position 3.8. Alors U € L2(O,T;H8+mln(l—€’p-€’t)) ce qui réinjecte dans

X
J n R(x_,y ) U(y_)dy_ et on obtient finalement U € L2(O,T;HS+t).
0 n’’n n’ ’n

Corollaire 4.2. On suppose (4.1) vérifide seulement pour tout x_ € [0,T] et en un

. n-1 | . -1 .
point (xé,Eé) de R x g™ . Soit Q' un ouvert de R" contenant X et soit

2 .
U € L°(0,T;H%), s > O vérifiant o,

- 1 ' = 0 x T
. 0¢A(xn)<x ,Dx,))U G dans {0,T] avec
2 1] . .
G € L°(0,T:H° ), s' €R. S'il existe un opérateur pseudo-différentiel B d'ordre O

n- .. - .
dans R%! elliptique en (xé,gé) tel que BG € L2(O,T;HS+t 1), t > 0, alors il

existe un opérateur pseudo-différentiel B' d'ordre O dans]Rn._1 elliptique en

(Xé,gé) tel que B'U € L2(€,T;Hs+mln(t’p)) pour tout €, 0 < € < T. Si de plus

S+t“l/2 S+min(t,p))

U(0) est microlocalement de classe H en (xé,&é) alors B'UEELZ(O,Tﬂi

Cette version microlocale de la proposition 4.1 s'obtient 3 1'aide

du calcul symbolique décrit en 3.
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5 - REGULARITE MICROLOCALE PGUR DES PROBLEMES AUX LIMITES NON
LINEAIRES

Soit F(x,yo,...,ya,...), o G!Nn, |a| < m, une fonction réelle de

© n . .
classe C de ses arguments ; x parcourt un ouvert  de R, n > 2, séparé en

o o o o)
deux ouverts de Rn, Q+ et _ par une hypersurface ¢ T, Q+ restant d'un seul

cété de T', et les Y, parcourent R.

s n . o ) ,
i = > = = 1
Soit u Hloc(Q+)' s > + m, ou Q+ Q+ U I', une fonction réelle

solution de 1'équation :

Flu] = F(x,u(x),...,aau(x),..) = O dans Q+

Q Q
. 40 1 . N
ou 9 = ax ,...,an. On fait les hypotheses
1 n ‘
HT) En un point X €[, I' est non caractéristique pour -1l'opérateur dif-

férentiel linéarisé de F(x,aau)

?(x.D yv(ix) = % (3 F)(X,u(x),...,BBu(x),...)aav(x)
X Y
ajgm “a

%*

H.) Pour un covecteur Eo € Tx ', les p > o racines réelles A. du poly-
o ]

néme en A

F (x ,§ +An ) = i % (3 F){x ,ulx ),.-.,3Bu(x ). ) (8 4+ P .
o o °o o o ¢] o o o
Q{=m a
~ .* I\
e .
ou no Nxo » sont simples.

Si p = 0 1'hypothése H2) signifie que (XO,EO) est un point ellip-
tique pour‘F au sens de Melrose [7]. Si p > O, on suppose que p = s-m—% > 2
et on note Yj les bicaractéristiques de F; issues des points (xo,gO + Aj no);
1'hypothése H2) signifie gque les projections de ces courbes dans Q+ sont

transverses a I.
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On note fj = Yj n T* Qi et on suppose que u est microlocalement de
s+0 e o .
classe H , O p-1, sur Y1""’Yp avec po 2> O. Soient alors

(o]

fj(x,z1,...,za,...), a € Nn, |a| < m-1, (p—po) + E%E fonctions réelles de

o N
classe C dans 2 x R pour lesquelles on a
£ .[u] = £ (x,ulx),... aau(x) - = 0.
j I‘ j ’ 7 r I I“

Sous certaines hypotheéses sur ces conditions aux limites qui seront

discutées en 5.4, on va démontrer le

THEOREME 5.1

, . . ~S40
Au point (xO,EO) la fonction u est microlocalement de classe H'P i p =0,
_ n ~5+0 . , N
avec p=s-m-%5, et de classe H si p 21, c'est a dire que dans toute carte lo-
cale Uassez petite basée en X, de coordonnées YpreenaVp dans lesquelles X, = (y(’),o)

. sps > _ . _ S+0,~®
et Q_ s'identifie a U, = {ye U, Yn »>0},onasip=0 u EHloc (U) et

S+g,~® +0 . -
loc (U+) et Au € H‘;OC(U+) , pour tout operateur pseudo

S+p . _
Au EHlOC(U+) ,Sip>1 - -UeH
différentiel A € TO(!RZ) proprement supporté, a micro-support contenu dans un voisi-
nage conique assez petit de ((y(’),o),n(’)) , ol £, = (n(’),o) dans les coordonnées duales

des e

5.1 - LOCALISATION ET REGULARITE LOCALE

N N n-1
Par carte locale on se raméne a [ € R

n P
x {o} et Q+ CR, ; I' étant
non caractéristique pour F en X le théoréme des fonctions impicites montre

. 0 . .
que u est solution dans un ouvert Q; de R+ contenant X d'une équation

a
32 u + G(x,u(x),...,0u(x),...) =0, a en" , la| < m, o #m,
n

N, s+ . .
avec G € dw(Rn x R') a support compact. Tant que les dérivées d'ordre maximal

s N ! [ 1
de u appartiennent a une algebre HE;E(Q;) c'est a dire tant que t > 5
1 . N
t+t' > %, t+ 2t > 5 G(x,u(x),...,aau(x),...) appartiennent aussi a
t,t' ., . . [
Hloc (Q+) d'apres la proposition 2.4. Cette propriété montre que u a la régu-
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larité locale

1 1
s+(s-m)—§—€,—(s—m)+3+€
u€H (') pour tout € > O.
loc +

5.2 - PARALINEARISATION TANGENTIELLE ET REDUCTION AU BORD

S ” ~ . .
On fixe deésormais une fonction @ € CO(Q;) egale a 1 au voisinage

+0,-p, 1, s e
de xO 7 V. = @u est dans Hs P p(Ri) pour p = s - m - % et verifie
u Y . rd
32 + G(.,3 v) = O dans un ouvert w, =Yy x [o,T[ ae Ri. Pour toute paralinéa-
n

risation tangentielle on a alors (proposition 2.4)

s+p-m,_n

G(.,Bav) - % g’ (x',D ,)a“v € H (R))
x' Tx +

al¢m (3 o &) (x,35%)
0, #m o v

Pour les conditions aux limites, on peut aussi supposer que les

PP © N N
fonctions fj sont définies et C dans R x R , a support compact et d'apres

Bony [ 2 ] (ou la proposition 2.4), on a :

£.((x',0),0%(x",0)) - % G 6 (x',0_ 3% (x',D)
] alsm, (3 _Ealx',0)8 v(x',0)) X
j a ] ?
o v
1. n-1
2(s-m,-=) -2
€ H 32 2 ;3= 1,000,8.

Le probléme aux limites est ainsi paralindarisé en

~

m
m ) ' m-j
+ =
D Vv Z_ oa.(x )(x ,Dx,)Dx v = g dans w,
n j=1 j n n
(5.1) 9 n
3 m,-k
) of (x',0, D7 v(x',0) =h, dansy , j=1,...,0
_ . x' "x 3
k=0 ik n
-
n-1
—_— 2(s-m,-1/2)
+_ -—
avec g € H> P "R)) et h, €H J 2 &),
- o e . ' |g'|j
Aj designant l'opérateur pseudo-différentiel de symbole ¢(&') !
on note
i=1
vy = Di Am-—jv , ok, Edﬁ‘.(x,nx,) = -g! (x ) (XD ) A_vy ”
n J J m-j+1 "n x
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B, . =B. (x',p,)=A a’ (x',D_,) A .
- - ' -m+
jk jk p’s m mj 1 bj,m.ﬁi+1 X m+k
J
j=1,...,2 , k = 1,...,mj+1
9\\ A\‘ O.‘-"? “gll--- 31 ,m1+1 ----- °
[ N e ! 1
V= (Vv o= N NN B=]
1 m : . \\ 1
T o A :
Ao h & B 0
m 2, ‘%,m&H

+H-m+1,-p —h . R
sTommd, p(mp) et (5.1) équivaut a

On a V€ H
+

D v - dt V = G dans W
X +
n
(5.2)
JBV(X',O) = H dans Y

1
e £  s-m tp+s
s*P "®) etne I B 2 .

3=1

avec G € H

On désigne par a% la partie homogéne en £' de degré j de aj ; Cc'est

x© ~ ~
une fonction réelle de classe C en £' # O et qui en x appartient a 1l'algébre
-m+y, - N 1 .
go HY “(Ri) d'apres 5.1, avec U = s - m - 3 € et € > 0 assez petit.

D'aprés H,) pour x € W, supposé petit et &' dans un voisinage conique ['' de
2 + PP

. m . .
Eé , le "symbole principal” de (5.1) AT+ z a%(x,E')km ) se factorise en

j=1
p
II (X—Xj(x,g')) E+(X,E',K) E (x,£',A) ,
j=1

(o]
ou les Kj(x,E') sont réelles et distinctes, homogénes en &' de degré 1, C

S-m+u, -

U N ~
sont des polyndmes
loc (m+) en x, et ou E+ o poly

en £' # O et dans l'algébre H

en A de degré q = E%E
4+

Etfxri"k) =27+ e;(x,g')xq"j .

(SR e}

=1
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+
- (o S
a coefficients Ej homogénes en §' de degré j, C en ' # O , dans 1l'algébre

s-mt+u,

H
loc

u((.o+) en x, et a racines a partie imaginaire positive pour E, . néga-

tive pour E_.

Le "symbole principal” de (5.1) est aussi le déterminant de

(AT - Al(x,g' )) pour

Oz ----- lg+]----- Oc----- Q
RN S et

: \\\‘ \\\ \‘OI

' \\\ \\\

[} \\\ Mo .

A1(x,£') = O bRk IE |

m
-a (XIE')

m [
e e , —a (x,£")
g

ou encore le déterminant du "symbole principal" de (5.2). Pour chaque
(x,8£") &€ w, X T', ¢ est somme directe des noyaux ker(A1(x,€') - A (x,£"))et
ker E+(x,£',A1(x,€')) et chacun de ces noyaux est stable par A1(x,€'). Quitte
a diminuer w, x I'', on peut alors construire dans w, x I''" une matrice

- x
So(x,g') inversible, homogéne en &' de degré O, de classe C en §' # O et

s—-m+

' - H,~H
dans 1l'algebre Hloc (w+) en X telle que So A

1 8;1 soit de la forme

X1(x,E')
A (x,E")
D1(XI€') = p
E+(x,£')

E_(x,£")

E+(x,5') étant des matrices carrées d'ordre E%B qui vérifient

La réduction du symbole principal A (x,§') dans w, x ['' permet en

1

fait une réduction complete de la premiére équation de (5.2) par "change-
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ment d'inconnue". Formellement on cherche W sous la forme W = 0$§(x )(x',DX.)V

vérifiant une équation

- g’ ' =
(5.3) Dxnw 0¢B(xn)(x 'Dx')w G, dans

ou le symbole complet D est diagonal par blocs comme D1 et G1est de classe

O sTmHp , . . A . <
en (xo,go) si p € N. Afin de contrdler la régularité en xn, pour

-1 -1 Y
m' € R, - 23—-5 t' < —3— , 4+t > % on introduit les classes Z (R+) des

t,t'
symboles P(x,{') de la forme P = Z P . ou Pm'—j est homogéne en &'

jetst' =3
t-j,t' =

de degré m'-j, ¢ en E' # 0 et dans l'algébre H (mi) en x. Un symbole pa-

(x ,£') associé a p € Z (Ri) est conti-

radifférentiel. tangentiel ¢! £t

oP(x_
¥
nu et borné en x ¥ 0 a valeurs dans la classe B de Meyer [10]

n
+t ' —
t+t >

m (Ri) la proposition 3.1 donne :

plus si P € Z £ b
14

— .
t, t'(m+) et Q €

)(x',D o, (x',D ) =a) (x',D_,) + r(x,D_,) ,
X X X

“op(x_ $0(x_ & (P#Q) (x_)

ou P#Q = z m' -3
j+k+|0L'|<t+t'—-2- ‘5' x' omiok

. < tm'+m . N
appartient de plus a £ (m+) , ¥ est borné en xn > 0 a valeurs dans
14
m'Hmt -t )

. n
S, - si (t+t'—= = + 2 :
1,1 ( 2) # Netr r, r, avec r, borné en X% 0 a

m'+m"—(t+t'—%) m +m“—(t+t'-%)+e
valeurs S1 1 et r2 borné en xn > 0 a valeurs B
1
si t+t’-% € N.

————

1 n
D ' ' :
ans (5. 2)6%55 'écrit O¢A( (x D ,) avec A € ZG o m_e(m ), ou

b € ](s—m)——,(s m)+——-] L' equatlon en 5 € Ze S—m- 6((R ) et D & ze _m_e([R_i)

(5.4) SHA-DHT+ D (S -% ) =0 au voisinage de (xo,E(;) ,
ou B’= [D ] si P EN et p =p-1sip €N, peut se résoudre a l'aide de

So(x,C') et D1(x,€') précédemment construites : pour % > 1 on choisit
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S et D1_Q de fagon que

-2

S—l A] - D1 S—R
1 o' (W 1 Q' at
+ Zi79g,S_.D A - —3..D. .D.,S 4D S )
: ': - ' 1- v ] - | Rl _
j+k+|ar | =% £'"-3x k Serear|=g® E'1-37%" ok Tk T4
3#L I#L, k#R
= D1—l So

soit diagonale par blocs, ce qui est possible dans w+ x I'' puisque les valeurs

propres de deux blocs différents de D, sont disjointes. On obtient des matrices

1
S_Q(XIE') et D1_Q(X,€') homogeénes en &' # O dans I'' et dans 1'algébre

H?;g,s—m—e(w+) en x. On définit alors S et B'par §(x,g-) = x(x,5") X S_.(x,E"),
i<p
B}x,g') = x(x,E") z D1_j(x,€'), X étant une fonction C°° dans Ri X Rp_1,

i<p
homogéne en £' de degré O, a valeurs dans [0,1] égale a 1 dans un voisinage

. 1 1 1 .
conique de (xo,Eé), wl xI =y x[o,T[ x r' et supportée dans w_x T'.

. -m+1 “@W, L, . .
La fonction W = O~ (x',D ,)V € B ST NRY) wérifie 1'équation (5.3)
¢S(xn) X +
dans w, avec
, -m A, _ ~0,s-m+p, 1 1
(5.5) sip g, 6, €E” @) n HST P x T
., - Yo, s-mH 1 1
si p €N, G, = G} + r(x,D_,)V ol 6! e g°'5™ n g p(w+ x ') et
) . -1-p+€
r(x,5') est borné en X > O a valeurs dans B€ pre
. P -m+ 1 1 . L.
La régularite Ho,s m p(w x ['' ) résulte de la proposition 3.5 et
9 +
de (5. . ' ] ! ~ ',D v d
4). D'autre part G, contient le terme 0¢(Dx SJE)(XH)(X ' x') ont la
n

régularité est donnée par la proposition 3.4 & condition d'imposer

-1
8> [p] + % si p €N, ce qui est compatible avec 6 £ (s-m) + 25--

Pour transformer la condition aux limites dans (5.2) on considere

T = Z T . défini dans y x I'' par T0 = So (o), T_j homogene en £' de degré
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1 1 t
B Bg, T . D:, S_k(o) =0 pour L < p
ekt |at =2 ]
Land
On note T(x',£') = x(x',0,8') T(x',£') ; la proposition 3.1 montre
alors que
| ' ' v, - = ,
0¢T(X 'Dx')0¢s(o)(x Dx,)V(o) V(o) X avec
1 1
smto S-mt+p+— : :
XE€H (R* ') microlocalement de classe H dans vy x I sip g,
1
s-m+5 n-1 s—m+p+l 1
X=X'+R(x',DX,)V(o),X'€H (R™ ') nH (y xT ) et
-p+€ . c s L : . .
R € B€ si P €IN. La condition aux limites dans (5.2) peut ainsi s'expri-
mer par
[ ' ' -
(5.6) G¢B(X ,DX,) W(x',0) H, dans Y,
s—m+l s-m+p+l
- 1 1 .
avec B € zg et H, € H 2(Rn 1) N H (v xI') sip gwm,
1 1
' ' s-mbs s—mHpHS :
H, =H] + R1(x ,DX,) V(o) avec H; € H (R" ) nH (y xT) et
-+
R, esep ©sipemn.

5.3 - REGULARITE MICROLOCALE

On note W= (W,,...,W ,W ,W ) et
1 p + -

N -m+1 M ‘e
5.3.1 - D'aprés (5.3) W_€ gors™™ (Ri) vérifie

W =g’
Dx - o¢/5'(x )
n -"n

(x',D )W + G dans W
X - 1 +
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- MR, ~o,s-mip* 1 1 . . :
avec 6 € 8" S T@®]) nHSTPlu, x ') et ot p* = p sip £W, pr < p si

. . ~1,s-m+p* '
p €. I1 résulte alors du corollaire 4.2 que W_ € H (xo,go).

N . s s+J ,©
5.3.2 - Pour Py > 1, l'hypothese de régularité microlocale u € H (Yj) pour

j = 1,...,po se transporte sur W d'aprés la proposition 1.13 en

+0-m+1 0 A~ . e, . +
we glrstom (Yj). De méme la régularité u € H° p(x1,(0,f1)) pour tout

x, € Ri assez proche de X qui résulte de Bony [1] d'apres H1) se transporte

+ - - -1 ’ . .
en we 'SP m+1(x1,(o,j1)). Enfin W, € HO’® m”(mi) vérifie
- ] ] - :]
(DX O¢Bﬂ(x )(x ,DX,))Wj Gy dans w_
n i n
j ,S-M, T, ~0,S-mtp* 1
avec G% e x°rS m(Rz) o FO/ SR (W, x r1) donc pour ¢ # Xj(x],g;),avec

S—m+ 1+p*

1 n %1
'Y € e ' B .
(x1,£1) (w+ n m+) xI' ona Wj H (x1,(£1,c)). En effet soit

-} = ,
b & Co(mi) valant 1 au voisinage de x, et ¥ € C (R™) supportee dans un ouvert

1

conique ne contenant ni (o,+1) ni (E;,Xj(x1,€;)), vérifiant x(§{) = 1 dans un
(E;,C) n-1
voisinage de €.0) dans S et X(AL) = x(&) pour ICI >retiA 1 ;
1’
o,s-m+1, "N

puisque 5; # 0 et (I—X(Dx)b(x))wj € H (Ri) n Hm(x1,(§;,C)) la proposi-

tion 1.13 donne
. , _ o,s-m, T s-m+p .
G¢Dj(xn)(x ,Dx,) (I X(Dx)b(x))wj € H (R+) N H (x1,(£+,C))

. © n p N o
D'autre part si ¢ € CO(R ) est égale a 1 dans un voisinage de X,

© n ..
et ¥ € C (R') vaut 1 sur un voisinage du support de X. est nulle au voisina-
ge de (o,*1), vérifie Y(AE) = ¥(§) pour IEI >r et A > 1, par décomposition

en harmoniques sphériques et d'aprés les propositions 1.8 et 1.9 on a

C(X)O¢Bﬂ(xn)(x IDX.) X(Dx)b(x)wj -

3 (x,0,) X(D,)b(x)W,

g ~
o¥eD, (x )

. < .0,s-m+p ,~n .. p
appartient a H '/ p(IR+), 0 designant un symbole paradifférentiel en toutes

les variables (de Bony). Alors dans un petit voisinage de X, la fonction
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W = X(Db(x)w, € g5 ™R vérifie

- - *
(D (x,D ))w = g avec g € 5 NRY) n g

X O¢Wc3.(x ) (x],(E;,Q))
n i " n

D'aprés Bony, on déduit de 1'ellipticité du symbole au point (x1,(€;,;)) que

s-m+p*+1

x(Dx)b(x)wj et ainsi W, € H (x 481.0)).

Ces trois résultats de régularité microlocale entrainent que pour

. ~0,s+0-m+1 . o
< i - ' ' '
)€ pg (puisque 0 & p -1) wj € H (x1,€1) si (x1,€1,kj(x1,€1))6 Yj et

(xl,gi) est assez proche de (xo,Eé). I1 résulte alors d'Alabidi [1] que,

~0,s+0%*-m+1 s+0*-m+1

{(pour p > 2), wj € H (xo,EO) et wj(o) € H (xo,Eé) ou

[N

O*=0sio<p-loupgENeto*<p-lsip€E€mMetog=p-1.

5.3.3 - (5.6) peut encore s'exprimer par
) = 1 1
:BO(WPO+1(0),.",Wp(o),w+(o)) = 040X D) 0y | 1see W0 (o)
1 _ .2
=H -0! (x",D J(W ,.u W ,0,0,W )(0) = H
$B X 1 Py -
1 1
s-mts 4 S—m+p*+—
5.3.1 et 5.3.2 donnent W (o) € H (R™ ) N H (x ,8l) et
S'm+% n-1 +O*-m+ 1
W,(0) & & R ) ngvoTm (x_,E!) d'od 1'on déduit que
1 1
S—m+z S-m+7
2 - -+ * i -~
H° € H 2@ gS ™o +1(xo,€é) sip % 1et n € g 21
s—m+p*+l
H (xo,go) si p = 0.

On fait 1'hypothése que 330 est elliptique en (xo,gé) ; on déduit

alors de Bony [2] que (Wp +1(o),...,Wp(o),W+(o)) est microlocalement de

o 1
—-m+0 *+—
S—m+0*+1 STmHp

classe H au point (xo,Eé) si Py 2 1 et de classe H si P, = 0.

5.3.4 - Sip>1, pour j > Py * 1, Wj vérifie
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- .
(D, - 0)a (x',D_,))W. = GJ dans w
X ¢Dj(xn) X 3 1 +
$
s—m+3 n-1 ~m+
W.(o) €H @ 0 BT e
o'”0
M-
3j o,s n s—m+ .
avec G1 €H ™ +) n 1°’ P (w X T ). Il résulte encore d'Alabidi [1]
O,s-m+0*+ 1
uve W, € H £ .
q . (x_ €O>

D'autre part W, vérifiant

(
(D, -0~ (x',D_,))W, =G, dans w
X ¢D+( n) + 1
« S=m+p*+—
W (o) € H (x ,Eé) sip =0 et
+g*+
W (o) € g5 o* 1(x £') sip 1
.
+ o,s~m,_n ~0,s-m+ 1 .
avec G1 € H (R+) N H o* (w x I''), le corollaire 4.2 donne encore
~0,s-m+P*+1 . ~0, s—m+0*+3/2 .
W = ) = & 1
, €H (xo,Eo) sip =0OetW €H o,go) si p > 1.

5.3.5 - On a ainsi obtenu que

~0,5-m+P*+1

WEH (xo,gé) sip=0, avec p > O

~0,s-m+0* +1 .
W e Ho o'Eé) sip>» 1, avec p > 2et 0& P - 1.

On a alors la méme régularité pour V ; si 5 est entier cette régu-

larité se réinjecte dans G1 et H] par la proposition 3.3 et on obtient fina-

-1,s-m+p+1
lement qu'au point (x ,gé) v est microlocalement de classe H© 5 ™'

-m+g+1 D . s
p =0 et e 1rs-mtg si p 3 1. L'éguation (5.1), avec la proposition 1.15

permet enfin d'obtenir qu'au point (xo,gé) u est microlocalement de classe

+ s+0
" P sip=o0 et'ﬁ sip> 1.
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5.4 - EXEMPLES DE CONDITIONS AUX LIMITES ADMISSIBLES

Ce sont les conditions pour lesquelles 1l'opérateur é&o défini en
(5.7) est elliptique en (xo,Eé). Elles ne font intervenir que le symbole
principal de 33 et SO au point (xo,Eé). Dans le cas "elliptique" p = 0, est
adhissible la condition de Shapiro-Lopatinski, ou de recouvrement, usuelle

les polyndmes en A

B

m
A | oL m
£ Slx /B +An ) =i % (ay fj)(xo,u(xo),...,a ulx ). ) (E_#AN ), 3=1,..,3

’ al=m, Yo
]

.o ~4 a R ,
sont indépendants modulo le facteur F (x ,§ +An_) de F (x ,& +An_) a racines
o o'?’0 o o070 "o

dans Im A > O.

]

Dans le cas général les conditions de Dirichlet Vv r = 0,
. m-p \ N
j =0,..., 2 + (p—po) ou V est un champ de vecteurs transverse a [', con-
viennent.

Enfin si on remplace { par  x I décrit par (x,t), I étant un inter-

valle de R, avec l'hypothése supplémentaire

H)) T est raci imple d lyné T, F_( t g % +1 7))
3 o cine simple des polyndmes en T, F_(x_,t_,& jno o)

ot z, € ﬁ*(x c )(Q X {t=to}) et les A? sont les racines réelles (simples) de
o' o

~ : . .
F (x ,t ,& +An +1 C ),une version microlocale de la condition de Lopatinski
o o 0'’0 o o°0
uniforme équivaut a l'ellipticité deLB au point (xo,to,g0 + TOCO) si
o , P . .
Xo,...,kp correspondent aux bicaractéristiques qui "arrivent" en

1
o
(xo,to,Eo + TOEO) c'est a dire dont le point courant se rapproche de ' quand

R
t croit. Cette condition est que les polynémes en A, fj o(x,t,E#Ano+TCo)

r

soient indépendants modulo le facteur de ?;(x,t,€+XnO+TCO) dont les racines

3 3 . poi ) +
en A sont dans Im A > O ou égales a Apo+1, 'Xp au point (xo,to,gO Togo),

pour (x,t,E) voisin de (xo,to,Eo) et T voisin de To dans Im T £ O.
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REMARQUE 5.2

I1 est clair qu'on peut travailler avec un opérateur J%o sous-ellip-

tique. En particulier pour p = O, on améliore le résultat de Godin [5].

5.5 - FRONT D'ONDE Ht AU BORD : INVARIANCE PAR CHANGEMENT DE COORDONNEES.

La preuve du théoréme 5.1 s'est effectude dans une carte de bord

quelconque. On va démontrer qu'en fait la notion microlocale "tangentielle"

*+s+0 . ’ . e .
u €H en un point (xo,go) € T* [ est bien définie pour une fonction

s n
u €H c(Q+)' s > StmO0$P=s-m-

lo 2, solution de 1'équation F[u] = 0

2
sous la seule hypothése H1), c'est a dire qu'elle est invariante par change-

ment de carte de bord:

On considére deux cartes de bord basées en X de coordonnées

y1,...,yn et z1,...,zn et on note n1,...,nn et C1,...,C n les coordonnées

© n., . . . N -
duales. Pour ¢ € CO(R ) a support assez petit et égale a 1 au voisinage de xo

on note v, et W, l'image de @u dans ces deux cartes. D'aprés 5.1, v, et w

+ +

: .
avec 4 = (s-m) - - - € et € > 0 quelconque. En

appartiennent a H >

s+U,-u N
(R,)
+

particulier les traces 3; v (o) et 82 w+(o) sont définies pour j entier,
n n

- : . .5=3-1 -1
3 <25 -m - 1 et appartiennent a g°J /Q(Rp ). On suppose qu'au point

( n') Eﬁ X én_1 image de (x ,§ ) est de classe ES+O Al
Yorfg - g 0’550 Va . Alors pour

i <25 - m+ 1 les traces 37 v+(o) et donc aussi 32 w+(o) sont microloca-
Yn n
s+0-3-1/2

lement de classe H aux points (yo,né) et (zo, cé) images de (xo,io).

+u, - N .
StH, u(IRI_I) le relevement habituel dans -n?_i des traces de

Soit w €H

w =) k.(z,D_,) 3] W (o)
j<2s-m~1 %n

: 2.1/2 z; ®
avec kj(z, ') = W(zn(1+|g "1 )ET ety € C (R) égale a 1 au voisinage de
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. . . s SHU, U,
O. L'image v_ de w_ dans l'autre carte appartient aussi a H H u(lR_), (en
. . s Stk,-k n . I
fait v_ et w_ appartiennent a H (R_) pour tout k) et la régularité micro-
locale de leurs traces entraine que v_ et w_ sont microlocalement de classe
‘E5%9 aux points ( ') et (z '). Les fonctions v et w égales a v, et w
p yo,no o'co . ncti g + "
pour y > O et z >0, et a v_ et w_ pour y, <Oet z <0 appartiennent a
S+U,-U. n ) vS+0 .
g Hr u(IR ). De plus v est microlocalement de classe H au point (yo,né)
. - . s+0 .
ce qul entraine que v est microlocalement de classe H aux points
(yo.(né,nn)> pour tout n, € R. Cette derniére notion étant invariante par

changement de coordonnées, on en déduit que w est microlocalement de classe

s+0 . )
' v € R.
H aux points (zo,(.Co, Cn)) pour tout Cn R

-~ + - 3 3
Soit w € H° M Ll(an) un prolongement quelconque de w, (qui pourrait

étre w). Une paralinéarisation tangentielle comme en 5.3 donne

N 4
(5.8) Aw = 3" w, o+ g' (x',D_,) 3_w, =g
+ X, t %a!sm (3 ¢)(x,9%m xox o
¢ 7.9
an#m 9w

e o s-m+U, -u+p .
au voisinage de zZ dans R+ » avec g €H HooH p((R+).

D'autre part la proposition 1.15 donne

~s+0-m

STUH R 6 F (2, L2)-

A'w_€H

s-m+y,

Alors A'w qui prolonge A' w, et A' w_ dans H '”(mn) est microlocalement

~s+0- .
de classe H® au point (zo, Cé).

Remplagant la paralinéarisation tangentielle dans A' w par une

paralinéarisation (de Bony) en toutes variables on obtient

AW”:W*% o (x,0_) 3% w .
n alsm (3, gyix,afm X X
arm %
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s-m+J,-U+p, _n
Les propositions 1.8 et 1.9 montrent que (A-A')w € H Heou p((R ), alors on
s-m+y,-U, n ~As+0-m
a Aw =g au voisinage de z dans R avec g €H e u((R ) N H (ZO,EC')).

[o+)
D'aprés Meyer [10] il existe b € Co(an) égale a 1 pres de Z s
X € C°°(1Rn) égale a 1 preés de (O,..,Q,i—)\o),)\o > 0, vérifiant X(A§) =y (&)
pour |£| >retA > 1 et un symbole T € Bg tels que
m m

T(x,D)Aw = b(x) X(D)(I-8)%w - r1(x,D)(I—A)2w - r_(x,D)Aw

2

. Alors on a

g

m

w = (I-) 2(I-b(x)X(D)) (I-A) 2w + (I-d) T(x,D)Aw

m m m

+(1-0)2 r1(x,D)(I—A)2 W+ (1-0) 2 r,(%,D)2w.

. s+0

Le premier terme est de classe H en (zo,(C('), Cn)) pour tout § € R et de
t . ~ . .

classe H pour tout t en (zo,(O,-ﬂ)). Ceci entraine qu'il est microlocalement

~s+0 , .
de classe H au point (Zo' 2;(')) . Le second terme est microlocalement de

~s-m+Q ~s-m+p-€,€

classe H en (zo, gc')) si 0 < p etH pour tout € > O petit si

0 = p d'aprés la proposition 1.16. Enfin les troisiéme et quatriéme terme

o] ~s-m+0

s+ .
sont dans H On a donc w, € H (zo, L_‘,c')) s1 0 < p. Pour 0 = p on peut

~s-m+p—~€,€

réinjecter la régularité microlocale w, €H (zo, z cl>) dans 1'équa-

tion (5.8) a l'aide de la proposition 1.15 et on obtient aussi
e ?I-s—m+p (2
o

w
+

,.Z;(')).

340



X - 37

APPENDICE : PROBLEME D'EVOLUTION HYPERBOLIQUE POUR DES OPERATEURS PARADIFFERENTIELS.

On résume ici les résultats d'Alabidi annoncés dans [1] et utilisés
en 5.3.2 et 5.3.4. Ils sont 1'adaptation du th&oréme de propagation de Bony [2]
aux fronts d'ondes ‘'tangentiels" pour des fonctions continues en X 3 valeurs
dans des espaces de Sobolev en x'.
Dans]Rn_l x [0,T] on considére 1'opérateur d'é&volution L(x,Dx) = Dx -A(xn)
ol A(xn) = O$a(xn)(x"Dx') est un opérateur paradifférentiel associé i un sym:ole

a(xn) continu en X € [0,T] 3 valeurs dans zé s P> 2, et 3 symbole principal

al(x,E') réel et de classe CZ.

: " _— - ¢ n- N
Un point (xo,Eé) 8tant fixé dans]RI11 x {0} x R on note Y la pro~
jection sur En = 0 de la bicaractéristique de 2(x,§) = En - al(x,E') issue de
a, .
(xo,Eé,al(xo,Eé)). On suppose T assez petit pour que Y, paramétrée par x » soit

définie pour x € o,T].

Proposition A.l. Soient s et 0 deux réels tels que s > p ~ 2 et O <o <p-let

. l,s, n . vo,s+0+1
soit u € H ’SGRi). On suppose que Lu est microlocalement de classe HO’S'0

n ] Vvl ,s+0 . WO
sur Y et que u est microlocalement de classe H en un point Y(xn) tel que

s+0

1 . vl m
0 < X, < T. Alors u est microlocalement de classe H’ sur Y et pour tout

s+g+1

X € [0,T] 1la trace u(.,xn) est microlocalement de classe H au point (x',£'")

"]
tel que (x',x ,8') € v.

. . L. . . 2 -
Preuve. On démontre d'abord des inégalités d'émergie L” et H' dans R ! pour
un opérateur pseudo-différentiel tangentiel adapté 2 la géométrie du probléme.

Ensuite on les appliquera 3 des régularisées tangentielles de la fonction u.

1
Lemme A.2. 11 existe T, € ]10,T[ tel que pour tout x € ]O’TI[’ pour tout ouvert
. n—-1 s n—1 . . R .
conique V de R x ]10,T[ xR voisinage de Y(xn) pour tout ouvert conique W

de R™™!

o — N . . .
x [0,T] x RY ! voisinage de Y([O,x;]) 1l existe une fonction c(x,&'")
€ CmGRE xjﬁn—l), positive, homogéne en &' de degré O, 3 support dans W, telle
n |
que 1l'on ait c(x,£') > O sur Y([O,Xn]) et {&,c} = ax c - {al,c} > 0 dans W\V.

n
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. N
Preuve. Pour Tl assez petit on peut supposer que Y([O,Tl]) et V sont contenus

d LN . n n-l
ans En—l > 0. Soit W un ouvert conique de R X R de trace W dans X > 0 et

. o . A" . .
contenu dans gn—l > 0. Les images W et V de W et V par 1'application ¥ : (x,&")

n-1 3 1 En—

n —
€ R XiR+ + (%, E RNV 5 2) = (x,0) sont des ouverts deIR2n 2 voisinages
n-1 n-1 ’

- n 1 ool . N
de Y= X(Y[O,xn]) et de z = X(Y(xn)) respectivement. La courbe Y est courbe

intégrale du champ de vecteurs de classe Cl dans W :
n-1 n-2
HGx,0) = 9 - ] (Bg'al)(x,a,l)ax.+.2 (3, 3;(x,0,1)-0,3 2, (x,a,1))i
n j=l h j i=l h] n-1
D'aprés la preuve du lemme 6.4 de Bony [2] il existe une fonction ®(x,0), ¢’ a
support compact dans W, positive, strictement positive sur,? et telle que H 9 > 0

sur W\V. Alors la restriction c(x,&') de (A (x,E")) 3 x > 0 a les propriétés

voulues.

Lemme A.3. Il existe K > 0 telle que pour tout v € C‘::GRn—1 x [0,T[) on ait pour

tout X € [0,T], <,> désignant le produit scalaire dans LZGR —1)

2 T T 2
llv(xn)llo < 2 Im J <Lv(t),v(t)>dt + K J’ v (t) no dt.
x x
n n
Preuve. On intégre entre x_ et T 1'égalité
2 _
o Ivix) "o = ~2Im<Lv(x ) ,v(x )>-<(A(x ) Alx )¥)v(x ),vix )>,

n

et on utilise la continuité de A(xn) - A(xn)* dans LzaRn—l), le symbole princi-

pal al(x,E‘) de A(xn) étant réel (th&oréme 3.3 de [2]).

Soient V et W deux ouverts comme au lemme A.2, bornés en x, et
C = C(x,Dx,) l'opérateur pseudo-différentiel tangentiel de symbole ¢(£')c(x,E'),
la fonction c é&tant donnée par le lemme A.2. L'application du lemme A.3 3 Cv
o n-1 .
pour v € COGR x [0,T[) conduit au :
1

- 1 :
x 10,T[ x R®"" borné en x et conte-

Can y ]Rn—l)

Lemme A.4. Soit V1 un ouvert conique de R™

o

nant V. Il existe € € ]0,1[, K > 0 et un symbole ¥(x,£') € 8 o
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su . o n-l .
pporté dans V1 tels que pour tout v € COGR . X [0,T]) on ait :

2 T
Iov(x )12 < K J (HCLv(t)Hi +v(e)l? s 1¥(x,D_ v ()1 2)at.

Txn

Preuve. Le terme J ﬂCv(t)ﬂi dt sera absorbé par le lemme de Gronwall. Pour
1l'autre terme on décompose LC en CL + [L,C] ; on majore |Im < CLv(t),Cv(t) >
puis, utilisant le calcul de [2] on écrit Im <[L,Clv(t),Cv(t)> sous la forme
—Re<(B-R1)v(t),v(t)> avec B borné en X € [0,T] 3 valeurs dans ZO* et Rl p*_ré_
gularisant dansimp_l uniformément en X p* € 12,0] &tant non eﬁt;;r. On majore
Re <Rl v(t),v(t)> et on introduit une fonction r(x,£') € CmGRn.Xiﬁp—l), homogéne
en §' de degré 0, positive, sgpportée'dans Vl et telle que r + c{%,c} soit posi-
tive sur V. L'opérateur B+ R = B + G¢r(xn)(x"Dx') est borné en X € [o,T] a

valeurs dans zo* et son symbole principal est positif dans]an1 x [0,T] Xiﬁp_l

p -1
on peut donc appliquer 1'in&galité de Garding (6.31) du théoréme 6.8 de Bony [2]

we

H
on obtient que pour un € € ]0,1![ on a :

- Re <(B+R)V(),v(6)> < K Iv(t)l2 .

? OGRn X]Rn_l) est supportée dans V1 et 8gale | sur un
b

Enfin si ¥(x,£') € §
voisinage du support de ¢r, on conclut la preuve du lemme avec :

Re<Rv(£) ,v(£)> < KUY (x,D Iv()IZ + Iv(e)l? )

Utilisant le calcul de [2], [10] et du paragraphe 3, on déduit du lemme A.4 les
inégalités d'énergie K'. Dans leur énoncé on désigne par WU = TU(X,DX,) divers
opérateurs pseudo-différentiels tangentiels de degré O, & symbole WU(X,E')

- - - ®
ECO‘)CIRi1 x R" 1) supporté dans un ouvert conique U de ]Rj;_1 x R" 1.

Lemme A.5. Soit T > p-l. Pour tout M > p~T-1 il existe K > O et des opérateurs

WV et Ww tels que pour tout v € C:;o(IRn_1 x [0,T[) on ait
1
T
M2 v+ | e 2+ 1 vty
-1 n’ -M T W T-€

Xn

IOv(x )12 < KUY v (x_

_ 2 2 2 2
+ lILv(t)lI_M + HWV v(t)IIT +!l‘Pva(t)l|T_l + v (el

| T—p+l)dt)'
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I1 est clair que 1'inégalité du lemme 6.5 est vérifiée aussi, pour

- h a,
M = p-1T, par toute fonction v € Hl’T pClRil) microlocalement de classe Hl’T dans W.

On 1l'applique 3 la famille de fonctions-ua = (I—an.)—lu, ot @ € Jo,1[,

, . 1
avec T = s+0+1, puisqu'on peut supposer que x

N < Tl’ (cas auquel on se raméne

N . . . .
en coupant Y en un nombre finl de morceaux), et aussi que u est microlocalement

a - . .
de classe Hl’s+O € dans W avec € € 10,1/2] . Par calcul symbolique on obtient

que la famille (C ua(xn)>a est bornée dans HS+O+IGRn_1) uniformément en X € [0,T]

et la proposition s'en dé&duit.

Suivant une démarche analogue, on obtient pour le problé&me de Cauchy la :

Proposition A.6. Soient s et 0 deux réels tels que s > p-2 et 0 < 0 < p-l et soit

l,s— 1 . vo,s+0+1 N
u€ H? GR+). On suppose que Lu est microlocalement de classe H’ o sur Y
. s+g+1 . v et
et que u(.,0) est microlocalement de classe H au point (xo,io). Alors u est

. vl s+ N
microlocalement de classe H ’5'C sur Y et pour tout x € [0,T] 1la trace u(.,xn)

s+o+1

. . A\
est microlocalement de classe H au point (x',&') tel que (x',xn,g') € v.
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