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INTRODUCTION 

Soi t sur un espace mesurable ( 1]°, ]?°) donné' , une s u i t e 

c r o i s s a n t e (T. ). ̂  de v a r i a b l e s aléatoires à valeurs dans [ 0 , « ] 
k k £ IN 

vérifiant T Q = 0 et pour t o u t k \ < \ + 1

 s i \ < 0 0 ; c e t t e s u i t e 

(T^)^_ définit un processus de comptage N° de l a façon suivante : 

, k s i T < t < T 
pour t o u t t <=1R , N° =) 

^ Ù° s i t > = l i m ^ T^. 

Pour t o u t e probabilité P° sur (^,?°), l e couple (N°,. P° ) 

sera appelé processus ponctuel. 

^ 1 1 2 2 
Considérons deux processus ponctuels (N , P ) , (N ,P ) 
^ 1 2 ^ 

r e l a t i f s à deux s u i t e s (T. ) 1 ^ - ^ T , (T. _T définies sur des espaces 

1 1 2 2 
( Q , "Jî ) , ( Œ , ) respectivement. On désire évaluer l a proximité 

1 1 2 2 — 
des l o i s de (N , P ) et (N , P ) entre 0 et un i n s t a n t fixé T R+ . 

Une façon n a t u r e l l e d'aborder ce problème est de considérer 

un espace ( 0, ,70 canonique sur l e q u e l on puisse réaliser ( N \ P ' ' ) 
2 2 

et (N , P ) ; on prendra pour Q 1 Tespace de toutes l e s s u i t e s 
( t ) ™ à valeurs dans [ 0 , 0 0 ] avec t = 0, et pour t o u t n 

n n £ H o ^ 
t < t . s i t < 0 0 .On note N l e processus de comptage 
n n+1 n • * r 

associé, et l a t r i b u a {N , t >_ 0 }. 
"G 
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1 —2 ^ 1 2 
S o i t P (resp. :P ) l a probabilité sur ( ft9y) image de P (resp.: P ) 

1 2 1 2 
par l ' a p p l i c a t i o n S§ (resp.: ^ ) de Q (resp.: Q ) dans Q 

définie par ^ : ^ - ^ ( ^ k e i N (resp. : % 2 : a,2 - ( ^ ( ^ J 

On o b t i e n t sur l e même espace ( Q,^ ) deux processus 

ponctuels (N, P 1) , (N, P 2) réalisations de ( N 1 , P 1) et (N 2,P 2) : 

pour G élément de l a t r i b u ty-rp engendrée par l e s f o n c t i o n s de 

[ 0 , T] dans ]R +,(ou de [0,°°r dans B + s i T = + «), continues à 

d r o i t e et admettant des l i m i t e s à gauche, on a : 

P 1 [ N 1 e G] = P 1 [ N € G] , P 2 [ N 2 e G] = P 2[N G G] 

1 2 
A i n s i l a proximité des l o i s des processus N et N s Texprime en 

v —1 —2 >» 
terme des probabilités P et P sur ( Œ,!* ) ; l a mesure de proximité 

que nous considérons est c e l l e de l a distance en v a r i a t i o n des l o i s 3e 
1 2 

N et N entre 0 et T. Autrement d i t : 

||N1 - N 2 L = Sup^ | P 1(N 1 EG) - P 2 ( N 2 e G ) | 

= Sup |P1 (F) - P 2(F) | notée d ( P 1 , P 2 ) . , 

où pour t o u t t E l + on note = 0 s _< t } . 

La f a m i l l e ( 3*^)^ > Q définit une f i l t r a t i o n de ^ continue à d r o i t e . 

(Il,\K, (?>),) est l'espace canonique des processus ponctuels (noté (12,70). 

Dans ce q u i s u i t , t o u t processus ponctuel (N, P) que nous considé

rero n s , et défini sur 1 ? espace canonique ( Q9V) possédera l a 

propriété : P [N = • ] = o pour t o u t t < « (propriété de non 

explosion de (N,P)). 

Au processus (N,P), on associe son compensateur prévisible 

A = ^ t ^ t > 0' A e s t 1 1 1 1 P r o c e s s u s c r o i s s a n t n u l en 0 ,continu à 

d r o i t e , prévisible ( r e l a t i v e m e n t à > Q ) , défini sur ( $1,1?) 

unique à une P-indistingabilité près, t e l que (N - A ) s o i t 
t t t ^ 0 

une (P,( T*^)) martingale l o c a l e ; de p l u s , on peut c h o i s i r une v e r s i o n 
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de A qui vérifie pour t o u t t < <*> , pour t o u t eu <= ft AA (tu) £ 1, 

AÂ_ désignant l'amplitude du saut de A en t . Pour toutes l e s notions 

et n o t a t i o n s de théorie générale des processus, ou pour l e s résultats de 

théorie des processus ponctuels utilisés on peut se référer à [13 

[2] [5] [3] . 

Dans une première p a r t i e , nous obtenons (théorème 1-V) une 
—1 —2 1 2 

ma j o r a t i o n de d(P , P ) en termes des compensateurs A et A des 

processus ponctuels (N,P ) et (ïï,P ). Le résultat obtenu est appliqué 

au cas où (N,P ) est un processus ponctuel à accroissements indépendants 

(cas où A^ est déterministe). 

Dans l a seconde p a r t i e , nous considérons sur l'espace 

canonique deux s u i t e s (NjPf 1) _ et (N, p n ) - de processus 
• n ̂  JJM -̂ n ̂ —ii)J 

ponctuels et'obtenons des c o n d i t i o n s de contiguité pour l a s u i t e 

( P ^ ^ r e l a t i v e m e n t à l a s u i t e ( l"2. n) n Par définition, ( P ^ j 1 ) ^ 

est continue r e l a t i v e m e n t à ( 1~2_n)n £ s i on a l ' i m p l i c a t i o n : 

P z

n ( F n ) — > 0 P^(F n) - » 0 , où F n e y pour t o u t n. 

Cette n o t i o n i n t r o d u i t e par LE CAM en i 960 [ 7 ] , est 

très u t i l e en S t a t i s t i q u e . Le résultat obtenu i c i en u t i l i s a n t l e s 

majorations de l a distance en v a r i a t i o n de l a 1ère p a r t i e est basé sur 

un critère de contiguité adapté aux l o i s de processus q u i f i g u r e dans 

Eagleson-Memin [ V ] 



RAPPELS SUR LES PROCESSUS PONCTUELS 

ET DISTANCE EN VARIATION 

Nous avons besoin des deux résultats suivants maintenant classiques sur les 

processus ponctuels,que nous énonçons sous forme de théorèmes. 

1-1 Théorème ( [2] , [3] , [?] ) 

Soit A an pAozz&àuA zKoiAAant pAzviàiblz nul en 0, continu à dAoitz 

dz^ini ALLA ,AzlatLvçjr,znt CL ta ^tttAation ( £JJ ,tzt qaz pouA tout t<c*>,pouA 

tout oj(:&,on ait AA^.M é 1 at A ^ [ ^ ) < û ° ; O I O A A i t zxi^tz anz pAobabilitz P zt une. 

AZuJtz AUA (n,T?) tzttz qaz (M,P) boit an pAoczàAaà ponctuât non zxploAi£ dz com-

pznàatzuA A;en outAz,*i deux toJU pAoczà&uA A zt A' co^nc-cdeni jusqu'à, an tzr>pA 

d'aAAzt x ,tz6 pAobabitttZh coAAZApondantzA P zt P' zoincidznt en xzàtAiction à 

^ AUA VznàQjnbtz {t *L j pouA teR* . 

La seconde p a r t i e du théorème seule n'est pas classique ; e l l e est cependant im

médiate à p a r t i r de l a démonstration de l a première p a r t i e . 

1-2 Théorème ( [6] , [5] ) 

Soit (N,P) zt [N,Qj dzax pAoczààuA ponatuztA non zxplo&ifa dz^intà 

AUA (£i,T),de compznàatzuAA n.zi>pzoAt{£> A zt 3.On 4e iixz Té/R* zt on notz ?j zt Qj 

tzà izAtAtcttoné dz P zt 0 à JÇ; 

?j Z6t abàotumznt continuz paA KappoKt à Qy [?^«Q^) Ai et Azatzmznt Ai tz6 

pAOpAiztZA AutvantZA [i] Zt [ii] AOYlt VZAL^iZZA: 

[i] AB-7 impliquz M=î (à an znàzmbtz Pj-zvanzAcznt pAZA),zt i l zxiétz an 

pAoczAAuA pAzvi^iblz poAiti^ V tzt quz pouA tout t<T 

A^^^^dB^ (à an znàzmbtz Pj-nzgiigzablz pAZA) 

[it] Cj<°° Pj-p.A. où pouA tout t±T 

Vz pùu,Ai C-r<
ç>° ^ et G T

- , l z PAOCZAAUA dzviàitz 1 [où Von a 

- dP^/dQ^ ) pzut A'ZCAÙLZ: 

( j ) z . £ ( M J ^ auec - J* j ^ g 41 { A g , }

d ( ' W 

^ 0 A A 

( <£(L) dzAignz ,loAAquz L u t anz Azmi maAtingaJtz,la Ami maAtingatz zxponzntizltz 

dz VolzanA dz L,autAzmznt dit Uuniquz solution dz V zquation: 
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Rappelons enfin un résultat élémentaire sur l a distance en v a r i a t i o n de 

deux probabilités 

1-3 Lemme 

Soit (I,QJ un espace mesurable,SUA lequel sont définies Viols pAobabl-
1 2 1 2 

Lutta Y ,\> ,V telles que p et 0 soient absolument continue* pan n.appoAt a v • 
1 2 1 2 

notons^ ,^ les densités de Radon-hilkodym respectives dp /dv,df /dv;on a atoAà: 

(ZI c£ ( p 7, p Z} = 4u p F € a l p
? ( F ) - | > 2 ( F ) l - 1/2 E J J ^ - ^ L . 

Le résultat de base de cette première p a r t i e est l e théorème suivant: 

1-U Théorème 

t. Soit sun. l'espace canonloue (Q.,y) muni de la ^lùtnatlon [%) deux 
1 ? ' * 1 2 + 

pAocessuà ponctuels [N,P ),(N,P ) de compensateurs respectifs A ,A ;solt Te-R fi
xé; on fait Vhypothèse suivante: 

( tf j) Il existe K*R* tel que potui tout t<T,tout eu ZSL 

A ^ M £ K , A 2 M < K . • • 

A & m OKi a £'éva£ua£ûm: 

(3) d(?],P2)T ± E pî [l/aAlA'-A
2)^ A E ? 2 [ ( / O ^ A ' - A 2 ) ^ 

î 2 

où Veut [A -A ) désigne le processus " Variation totale" du pAocessus à vacation 
1 2 

finie A -A . 

SI maintenant pour tout TélR*,11 existe une constante K[T) pour la

quelle (Hj) est réalisé,on a: 
(3') d(P J,P Z) < E pJ:[t/a*(A

?- A 2 ) J A E ? 2 l i/^i(A 7-A 2) J . 

La méthode de démonstration va consister à exhiber des probabilités qui do-
1 2 

minent P et P et à u t i l i s e r l a formule ( 2 ) . 

1-5 Lemme 

Avec le* donnée* du théoAème 1-4 et souà Vhypothèse [H^),solt pour 

pdN,p>2 le processus Bp défini sur pan.: 

Bp A ^ ( p - ? ) A 2

 u t ^ J f u Bp p u t > T ^ 
Z p Z 1 

AloAS : 

a) Il existe une pAobabltlté (f SUA [sip*] telle que (W,Q.P) toit un pAocessuA 

ponctuel non explosif de compensateur bP. 
1 2 v 1 2 v 

b) ?j et ?j sont absolument continues pan. rapport à Q^,où ?j,?j,Q^ sont les 
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c) On a : 

(4) d(?], ?2) -E±-E 7 [ l / ^ ( A 7 - A Z ) T ] + t E 9 [ l / ^ i ( A J - A 2 ) r ] 
' p 77 p p 

Démonstration 

Le a) découle directement du théorème 1-1 ; l e b) est immédiat aussi : i l 
p . . 1 2 

s u f f i t de remarquer Air = 1 impliqua AA = 1 et AA = 1 ; de plus i l existe des 
1 2 , . 3 . . S S 

processus Y Y prévisibles p o s i t i f s t e l s que : 

A] = / Y1 dB P , A 2= / Y2 dB P, 0 < Ŷ  < p, 0 < Y2 < - ^ r pour tout t<T. 
t J

Q s s t J

Q s s — t — — t — p-1 — 

On a, en u t i l i s a n t les inégalités élémentaires ( 1 - Vx") O-x et 

( /l -x - /1-y ) 2 ^ | x—y | pour 0<x<J , 0 <y <J , les relation s : 

C.1 < V a r ( A 1 - B P ) m + £ | AA 1- ABP I < V a r ( A 1 - A 2 L + 7 | AA1 - AA21 
T s<T 3 T s<T 3 3 

< 2(A^ + A^) où i = 1,2 ; 

de sorte que les conditions ( i ) et ( i i ) du théorème 1-2 sont remplies ; enfin 
1 2 

l a formule (1 ) donne l'expression des densités Z et Z de Radon-Nikodyn de 
1 2 D 

P̂  et par rapport à Qp, sous l a forme 

Ẑ  = £ ( M 1 ) T , z\ = £ ( M 2 ) T . 

On a alors: (en notant A 1 , C , A 2 ' ° , B P , C les parties continues de k \ A 2, B P) 

d ( P 1 , P 2 ) T = 1 E Q [ | Z ^ - Z 2 | ] 
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On va étudier successivement les deux termes du membre de d r o i t e ; 

T 
\ E. [ 1/ ( Z 1 (Y 1-!) - Z 2 ( Y 2 - l ) ) d B P ' C | ] 
2 Q Q s- s s- s s 1 

T 

= Ï E Q [ £ T / o

T Z 3 _ d ( V a r ( A l ' C - A 2 , C ) s ) ] + E Q [ i Z3_ d,(Var(A1'C-A2'°)s] 

V ^ V a r U ^ - A 2 ' ^ * ^ E Q [ Z
2 V a r ( A 1 ' C - A 2 > C ^ ). 

= ^ ( ^ - E p l [ V a r ( A 1 ' C - A 2 ' C ) T J + l E p 2 [ V a r ( A 1 ' C - A 2 ' C ) T ] ) . 

Pour l e second terme, on commence par exprimer AM̂  ( i = 1 ; 2 ) ; 

Notons D = { t : AN^^ 0 j , J = { t : AB^ 0 \ on a : 

Y^ - 1 Y^ - 1 
A M i = (_5 M _ - S A B P 1 ) i 

t 1 - AB^ 1 - AB^ J {AB* <1} 

YJ: - i Y^ - 1 
= 1 P ! (— ( 1 - ABP) 1 - — ABP 1 „ c ) 

t 1 ~~ 

Ainsi 1 E [ | I (Z^_ AM̂  - Z 2 AM2)| ] 
^ y

 S<T
 S S 

- ï ï E Q l J T

 ( Z s - l A M s l + Z s - K ' } ] 

— s 

s 
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2 i i l « 0 8 8 3 8<T S~ C A B s < 1 } 1-ABP 3 

— s 

- / Z 1 I r . ^ P , , — ABP dB P ] 
0 S _ { A B s } 1 - ABP 3 3 

S 

i= 1 ^ 0 s- ' s ' s s ^ T s- s s 

T 
= \ E J £Z1 ( / Z 1 d Var(A 1-A 2) + \ Z 1 |AA1 - AA 2|)] 
2 Q P J

0 s- s s- s s' 

T 
+ ^ E N [-( / Z 2 d Var(A 1-A 2) +'T Z 2 |AA 1-AA 2|)] 
2 Q P Q s- s s ^ T s- s s' 

= 2 ( £ T EP1 C^ar(A 1-A 2) T ] + ^ E P 2 [ V A R ( A
1 - A 2 ) ^ 

+ E 1 [ T |AA^-AA2 [] + J E J [ I |AA^-AA2|] ) . 
P ? S < T

 p . s<T 3 S 

d'où l e résultat f i n a l . 
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Démonstration du Théorème 1-U 

La première assertion découle immédiatement du lemme précédent : en e f f e t 
compte tenu des hypothèses de bornitude 

^ 1 2 p 1 [ Var(A 1-A 2) T] converge vers E p 1[ V a r U ^ A 2 ) ^ 

1 1 2 ^ 
et ~ Ep2 [Var(A -A )^] converge vers 0 lorsque p—> *> . La possibilité 

d'échanger l e r o l e de P et P donne l e résultat. 

La seconde assertion est déduite aussitôt de (3) et de l'égalité : 

d(P 1,P 2) = sup T < o o d ( P
1 , P 2 ) T . 

1-6 Remarque : 

Avec les données du théorème 1-U et l a suite (Q^) de probabilités 

définies sur (Œ ,7?) dans l e lemme 1-5, on a : 

P 2 

d(Q ,P ) + 0 quand p + °° . 

En e f f e t , on peut appliquer l e théorème 1-U aux probabilités ? et Qx 

d(P 2,Q P) T <L £ E p 2 [ V a r ( A 1 - A 2 ) T ] 

d'où l e résultat. 

1-7 Théorème 

Soit un pKoczAAuâ ponctuel. [H°,?° ) non zxptoAlfi devint 4O A un upacz 

(2l,T?) muni de la ^IWicuUon natuAzÂZz [a9ut à doiz: S<3"{N°,4 . S C U J C 

k° Iz comp&nAatzuA de ( M ° , P 0 ) ,*olt (M,P^o) £ a tâaLUcutlon de ( N * , ? 0 ) dan* £ ' espa

ce canonique (a,3?);ow i$acC V hypotkz^z: 

(H 2 ) PouA T€R + ^ x ë , Ep°[ ArJ < 0 0 • 

5o^ t d ' a a # i e pa/t t 4uA (o/M an p;ioceô<ôa6 ponctuel (N,P) non oxploàll 

e t à acc/L0^64ejnenX6 Indépendante de campeniateaA m. 

A & m on a V évaluation: 

(5) d ( V ' P ) T - V [ ^ ( A ° - m > T ] 
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Démonstration 

Pour k€N on pose S =inf£t;A? > k} ;et on considère l e processus ponctuel 
, -, k t 

(N° ,P°) avec N° =N£ A S ,dont l a f i l t r a t i o n n a t u r e l l e est ($£ A S ) t > Q ; s o n compen

sateur en est A ° k t e l que A£ k =A° A g • Notons (N,Pk) l a réalisation de (N°k,P°) 

dans (CL,'?) ;on a évidemment: 

d(P No,P) T £ d(P No,P
k) T+ d(P k,P) T. 

Evaluons d'abord d(P^ 0 5P )rp-
s u p F e ? , [ | P N O ( F ) - P

k ( F ) | ] = sup G 6^[|P
0(N° ÊG)-P°(N

o k

éG)|] 

or | P0(N°ÊG)-P0(N°ké.G)| é P°({N°eG^{N°kéG^ ) (oùAdésigne i c i l a différence 

symétrique de deux ensembles); 

£P°(({N°6G^A(N°k G } ) n { S . < T ? ) é. P°(S.<D. 

k 
On va évaluer maintenant d(P ,P). 

k k k 
Soit A l e compensateur de (N,P );comme on a A° < k+1,on peut trouver une 

k k 
version de A qui vérifie identiquement A^(«)ék+1 pour tout t^T,et tout coeCl 

(N,P) étant à accroissements indépendants et non exp l o s i f son compensateur 

m est déterministe et pour tout t f i n i on a m̂ < 0 0 

Ainsi l'hypothèse (H^) du Théorème 1-U est s a t i s f a i t e et: 

d(P k,P) T é E p k [ V a r ( A k - i n ) T j * E p Q [var(A°'k-m)TJ 

on en déduit donc : 

d(P Ko,P) T éP°[S k<T] + Ep 0 [Var(A°'
k-m) T] 

* P° [S K<T] + E P 0 [ Var(A° '
k-m) T 1 ^ ] 

+ V [Var(A°-m)T 1 ^ ^ ] . 

Mais E p 0[A£]<©° implique que l i m k P° [Sk< T] = 0 et d'autre part que 

EP° [ V a r ( A O ~ m ) T > T ^ J converge vers E p 0 [Var(A°-m)T] alors que 

r k H 
Ep 0 [Var(A 0 5 -m ) ^ ^jj converge vers 0; l e résultat cherché en découle. 

k 
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Exactement comme pour l a seconde assertion du Théorème 1-U on déduit: 

1-8 Corollaire 

Avec l u donnez* du TkloKlmz 1-7,*l pouA tout t {±lni E p * ^ ] * * 0 

d{PNo,P) ± E p o [ V<vi[£- } 

1-9 Remarque 

Lorsque t m, est continue, c'est-à-dire lorsque 

(N,P) est un processus de Poisson de mesure associée à m, l'évaluation (5 ) 

est a rapprocher de c e l l e obtenue par Brown [ 3 ] pour (T étant fixé) 

l a . distance en v a r i a t i o n des l o i s des variables aléatoires N° sous P° et 

sous P; notons e t ^ c e s i°is de variables aléatoires réelles,Brown ob-, 

t i e n t l'inégalité: ^ ^ 

(6 ) d ( < $ ? N o , ^ ) é EpoQ^ - n^l] + Epo [ i l ( M s ) 2 . -

On peut déduire de (6 ) en passant aux l o i s des éléments multidimensionnels 

(N° , N£ ) et (N t , N ) une évaluation pour d(P N O,P) de l a forme: 
1 n 1 n 

( 6 ' ) d ( P N 0 3 P ) T ^ Ep0[var(A°-m)j + E p Q [g(AA° )
2 ] , 

moins bonne que celle.que nous obtenons en nous situant directement sur l'espace 

canonique (Q*,¥). 
s 

Cependant l'inégalité (6) est d'une autre nature que c e l l e que nous obtenons,et 

on ne peut l a déduire de ( 5 ) . 
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I I 

CONTIGUÏTE D'UNE SUITE DE LOIS DE PROCESSUS 

PONCTUELS RELATIVEMENT A UNE AUTRE 

On considère dans cette p a r t i e deux suites (N,P^) m r et (N,P^) „ de pro-
* vnéW 2 n*iN * 

cessus ponctuels non explosifs définis sur l'espace canonique muni de sa f i l 

t r a t i o n n a t u r e l l e (3^);on note A1 , n ( r e s p : A 2 , n ) l e compensateur de (N^ 1^) (resp:(N, 

P^)).On désire alors exprimer des conditions de contiguité de (P^) relativement à 

Considérons les deux hypothèses suivantes: 

(H 3) Pour tout t f i n i , t o u t nclN,il existe ln(t)<c» t e l que pour t o u t c o e ^ -

on a i t : 

A^'n(co) i i n ( t ) . 

(H, ) Pour tout a , i l existe K(n) t e l que Var(A 1 ' n-A 2' n) ^ K(n)<~> ,où 

K ( n ) / n — > 0 quand n — * oo ,pour tout co e ̂  . 

Dans toute cette p a r t i e (H^) est supposée s a t i s f a i t e (sauf pour l e Théo

rème 2-6 où (H^) est impliquée par les données de ce Théorème;1'hypothèse 

(H^) est supposée s a t i s f a i t e jusqu'au Théorème 2-U ,après quoi e l l e est remplacée 

par une hypothèse plus f a i b l e , 

1 n 2 n 
On déduit de (H ) et de (H» ) que pour tout t f i n i , A ' et A 5 sont bor-

n 1 1 n 2 n n 
nés;posons alors B^=—( A ' +(n -1)A ' n ) , o n obtient que pour tout t f i n i est 

x n x x x 

borné et comme dans l a première p a r t i e on peut associer à B n un processus ponctuel 

(N,Qn) non exp l o s i f défini sur. (Q.,70 de compensateur B n relativement à (J").De 
^ X 

plus P̂  est absolument continue par rapport à Q : en e f f e t i l est f a c i l e de v o i r 

que (H^) implique que pour chaque n , 'C^KOO 
X = fn\^\fF)2âBn +ïl(vÇ^n -V'^f avec ^ dA 1' n/dB n 

t *0 s s s±x s s 

car on a : 

C ^ V a r ( A 1 ' n - A 2 ' n ) + + Ç Z I A A 1 ' N -ûA2'n\ £ 2Var(A 1 ' n-A 2 ' n ) + . 
X/ u S — X S S X 

On a alors l e lemme: 

2-1 Lemme 

(P^) ZAt CLOYVtiQULZ KoJLcuUvWZYVt à (P*) 4>i OX t>ZulVWYlt *i (P^J QJ>£ COVVU-

gae n.oJLcutl\j2jr\ZYit à (Q.n) . 



13 

Démonstration 

Pour obtenir l e résultat i l s u f f i t de montrer que dlQ^P^)—*0,quand 

n—*oo ;pour cela on applique l e Théorème 1-U. 

On ob t i e n t : d(Q n,P^)^ E nn [ Var(B
n-A 2' n) ] E nn [var (A 1 ' n-A 2 > n) 1 

< K(n) ,, v , x ,, ^ 
^ d'où l e résultat. 

n 

On s'est a i n s i ramené à étudier l a contiguïté de (P^) relativement à 

(Qn),où pour chaque n P̂  est absolument continue par rapport à Q n;c'est dans ce 

cadre là que figure dans [i^] un critère de contiguïté que nous allons u t i l i s e r . 

Notons Z n l e processus "densité" obtenu à p a r t i r de l a densité de Radon-

Nikodym dP^/dQn;dfaprès l e Théorème 1-2 on a Z^ÊCM 1 1)^ où Mn est une Q n-martin

gale locale avec Yn-1 " ' 

t J0 w & B a ( A B s , 1 J s s 

S 

Considérons alors l e processus Cn à v a r i a t i o n Q n-localement intégrable 

défini par: 

2-2 Lemme ( [s] ,[&]) 

a) Le p/iûce44aô C n cfé^ûu. pKzczdmmzYit paA: 

e4^t Iz Q. -compeziôateuA de C . 

b) S a c t p*W ; £ e c o m p e n s a t e s du p / iocessoô 1/ di^Znl pan.: 

t V [ i ^ M 4 l > p ^ 

£e p/ iocessaô l / n dz^ûii pcui: 

T t -
 y>i\v^\>P}< * 5 K + 7 K + ( 7 - < , , 1 [ A 8 2 < i j n { l ^ - i l A B > u - < ) } 

Démonstration 

On a, en notant D={t;AN^O| et en procédant comme dans l a démonstra-

du lemme 1-5 

t 

A i n si s i f désigne une fonction de variables réelles avec f(0)=0 borè-

l i e n n e , t e l l e que X^f(AM^) s o i t à v a r i a t i o n Qn-intégrable localement,on a: 



s 
n ' Qn 

et son Q -compensateur prévisible noté Çf(AM^) est alors: 

^ = f ( A M n ) Q = r f ( Y n - l ) d B n • Z ^ - 3 — 1 n 1 }

Û B s ) 

Sit s Mo s ̂  ŝ s i t 1 - 4 B n [AB s*l] 

S 

^ _ -Y n

+1 
= P f ( Y n - l ) d B n f- 2 Z ( l - A B n ) f ( ^ l f A T 3 n 1 5AB

n). 
O s s T̂E s i-ûBn ^ s ^ S 

s 
On déduit aisément de cette dernière formule les deux assertions du lemme lorsqu 

1 /2 

on prend f(x)=x+2-2(1+x) puis f (x) = ( 1+x)X ç 

On énonce maintenant l e critère de contiguité dont nous nous servirons. 

2-3 Théorème ( [4] c o r o l l a i r e 2-12) 

Soit ^>\)Yl^m^ t w > V n ) K l c j W d e u x Aultu de pAocMALU ponctuzlà d e -

£lnl6 £ LIA (s,!*), de compznAatzuAA (UÛOCIZA c< e t & ,tzZlu que pouA t o o t n /-> 4o ^ t 
Kl 

£oca£effieKL£ ab^c^o / r i en t a o K i t i n u e pa / i AœppoAt à y [a'ut à di/iz que, pouA tout t*°° 
YL Kl Kl 

on ait « V̂ . );6o<Lt M défini comme précédemment peut: 
, u"-i 

On CL £e Aê^uttat suivant: 

SI l u deux condition* a) et b) cl-dteàouA 6ont AemptieM 

a) pouA pé4 ton ^&àteupn^
n(c£ >p) = 0 

P n <== R <*n 
b) pouA touut £>0, pouA p*N, Llm^jAjteupnY ( ( ' ^ ^ ^ j ^ ^ p ^ - £ ) * 0 

À£o>t6 ( j / 1 ) e4t contlguc Aelcutivejncnt à t / 1 ) . 

U t i l i s a n t ce Théorème et l e lemme 2-2 nous allons déduire un résul

t a t de contiguité en termes de compensateurs , n et A 'n'.On notera f n l a densité 

de Lebesgue de A 1' Q par rapport à A^'n: c Test à di r e que pour tout E borèlien de 
+ 

e on a 
A 1' n(E) = ^ ^ 3 , n + A 1 ' n ( E * [ f n = * > } ) ; 

de plus, f n est un processus prévisible qui est unique à un ensemble P^+P^ ^ v a ~ 

nescent près;il est élémentaire de calculer f n à p a r t i r de Yn,on trouve: 
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f n = ( n - l ) Y n 

n - Y n 

On obtient alors l e Théorème suivant. 

2-U Théorème 

yi n 

Soit ( W ^ P j ) ^ ^ ' W > P 2 ' K K ! N D ' E U ; C ^ ' ^ ^ ^ E P^oceA^uà ponctuclà non 

exploàifa défini* ALLA V eApacz canonique. de. compe.naate.uAA ieApe.cJU.fa A ? , K l 

2 Kl 

e£ A ' /6atlA^aÂAayit aux kypothèàeA (Hj),(H^) et à la suivante, fa') 

fa') pouA tout £>0,pouA p*N, tùn^làru>upn P^( j^°l^n>p^dA^,n >£) = 0 

où £n eAt la dznAlte. de. LcbeAgue. de. A ?' n paA xappoAt à AZ'n; 

klohA (P^) ea,t contLgue. A:e£a£â/etf!£tt£ à (P^) . 
Démonstration 
Le lemme 2-2 nous donne les expressions de C et de 

-n 1 n 2 n s s [ j A M ^ p } 
d'autre part on a vu que £2Var(A ' -A ' )^ de sorte que (H^) entraine que l a 
condition a) du Théorème 2-3 est satisfaite.Passons maintenant à b ) ; i l n'est pas 

d i f f i c i l e de v o i r que lç\.M A /* est nul dès que p>2 pour n assez 
I I Y S - 1 | ABs>p( 1-ABg ) J 

grand,car cette expression s'écrit: 

et b) est vérifié s i on a : pour tout £"?0 l i m A limsup P^( Ju Y nH r u,n , i >dBn>E) 
pT*> *n 1 0 s "1|>pj s 

est nul,ce qui s'écrit l i m ^ ^ l i m s u p ^ P^( J^°°^Y n>p-1}^s ̂  ^ = ^ 

ou encore: pour tout £ > 0 , l i m ^ ^ l i m s u p ^ P^( J ^ l ^ ^ n ^ dA^ ' n > t ) = 0 

en remplaçant Y n en fonction de f n ; a i n s i l a condition b') implique b ) . 

On a montré que (H^),(H i +) et b') assurent l a contiguité de (P^) relativement 

à (Qn),d'où l e résultat désiré d'après l e lemme 2-1. 

On va maintenant généraliser l e Théorème 2-U en remplaçant l'hypothèse (H^) 

par une condition plus f a i b l e du type de l a condition a) du Théorème 2—3. 

2-5 Théorème 

Avec leA donnée* du Tkeoième. 2-4,le.* kypothèàeA (H^) ,b' ) ,eX la sui

vante.: 

(HJ) limpiJAMupn rf\VaA[A1'n-A2'nl>p) « 0 

(P^) eAt contigue. xelativejmnJ: à (p£) . 

http://compe.naate.uAA
http://ieApe.cJU.fa
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Démonstration 

On commence par définir l a s u i t e de temps d'arrêt (<T ) „ où 

(T = i n f f t ; V a r ( A ' n-A ' n ) >Vn];de (H,1) on déduit aisément que lim P^(<T <o°) = 0 
L t J Ur n 1 n 

On considère al o r s l a s u i t e de processus ponctuels (N n , P ^ ) n 6 ^ ;on notera 

pour chaque n (N,P^) l a réalisation de (N0*1 ,P^) sur {£1^*) : cette réalisation est 

obtenue à p a r t i r de l ' a p p l i c a t i o n (j^:£L->£Loù ç^: Cji—roi* ( t r a j e c t o i r e arrêtée en 

cr ^ ) , P^ étant l a probabilité image de F1^ par i o n P e u"t a l o r s définir l e s pro

cessus A'' ' n , A ^ , n , f n t e l s que l'on a i t l e s f a c t o r i s a t i o n s : 

n n n 
A 1 n ^2 n 

On peut c h o i s i r des versions de A ' et de A ' t e l l e s que l'on a i t identiquement 

V a r U 1 ' n-A 2' n) *\/n+1 ,pour tout t <<r(w) A 2' n(w)= A 2' n(w) et pour t><r A 2' n(o;) 
2 n "*"2 n ^ 1 n n t ) 

= A '/ v 5de sorte que A ' vérifie (H^);enfin A ' est l e compensateur du procès-
^ ~n 

sus ponctuel (N,P ) . 

Montrons que (P^) est contigue relativement à ( P ^ ) . S o i t (F ) une s u i ^ 
1 A 1 n né IN 

te d'éléments de y t e l l e que ^ - | ^ n ) — * 0 ; i l existe,pour chaque n, G^£ ^ t e l que 

F n = t N < ? G

n } / ° r P 1 ( V = 

= P^([NéG n}fi{<r n=oo}) + P^({NtG n^(cr n<o^) 

é P^(N < r«èG n) + P
IJ(cT n<o 0). 

Mais P^N^èG^) = P^(N€G n),et ce terme tend vers 0 par hypothèse lorsque n — * , 

enfin < C * ) — * 0 lorsque n — r oo ,d'après l a remarque préliminaire. 

Soi t maintenant l a s u i t e (N,R n) n T de processus ponctuels,où pour chaque n 
N A2 n 

(N,R n) est l a réalisation sur (sW?) de (N^ 1 1 ,P 0) ; (N ,R ) admet pour compensateur A '. 

.11 est f a c i l e a l o r s de vérifier que l e s s u i t e s (N,P,) m T et (N,R ) m T s a -

1 né IN nélN 
t i s f o n t aux hypothèses du Théorème 2-U:en e f f e t on a d'abord par construction 

1 XI 2 XI XI ^ XI 
Var(A 5 -A ' Vn+1 d'où (H. ),ensuite f est l a densité de Lebesgue de A ' par 

A 2 n 
rapport à A ' ;enfin l'hypothèse b') implique que 

pour t o u t £ > 0 , l i m limsup^ P^(J^°l-^n .dA^ , n>£) = 0 , 

d'où l e résultat ; a i n s i (P^) est contigue relativement à (R ) . 

Pour terminer l a démonstration,considérons (F ) une s u i t e d'éléments de 3^ 
n 

t e l l e que P ^ F j •O. 
P * ( F ) = P J C F A & T °î) + p J ( p r f « ; < H ) ; 

2 n 2 n n d n ^ n 
On a P*(F (\{<T = R n ( F fi[<T = *»}) et donc P^(Fa(<r =<»}) — * 0 implique d'ap-

2 n n n L n d n v n 
rès ce qui précède: 

^ ( F n n K = ô ° î ) — ^ ° d ' 0 Ù ^ V K 8 ^ 1 * 0 ' 
D'un autre coté 

P ^ F O f ^ ^ j ) *P?((T<») ; o r P " ( r < ^ ) — * 0 d'où l e résul-
1 n i n ' I n i n 

t a t f i n a l . 
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On applique maintenant l e Théorème 2-5 au cas où (^j^^néN e s 1 : U I i e s u^* t e 

de processus ponctuels à accroissements indépendants. 

2-6 Théorème 

Soit une *ulte (N , P ) ^ de pioce**u* ponctuel* non explo*li* tel* 

que pouA chaque n (Wn,Pn) boit devint *UA un espace [st,!?1) muni de la ^HtAatlon 

naturelle H ^ ) ^ d& Nn,de compen*ateuA An. 

Soit C ^ l Y 1 ) ^ une bulle de pAoce**u* ponctuel* non explo*l£*,à accnol*-

*ment* Indépendante définie *UA Vespace canonique de compen*ateuA* xe*pec-

tl&* mn . 

On £alt le* kypotkè*e* suivante* : 

II) llm^JMn*upn Pn(VaA(An-mn)o&>p) - 0 

[ I I ) VOUA tout Z>Q, llm^fJlm*upn P ^ J l ^ n ^<M^ >£. ) = 0 

n n ^ n 
où £ e*t la den*lté de Lebe*gue de A paA AappoKl à m . 

kloK* avec [ l ] , [11], la *ulle (P n) e*t contlgue relativement 

à ( f l n ) . -

C'est en e f f e t une application t r i v i a l e du Théorème 2-5 s i on remarque 

que (H 3) est vérifiée et qu'ensuite et ( i i ) impliquent respective

ment (H£) et b') pour les suites (P n) et ( J \ N ) à l a place de (P°) et (P^) ,où (N,Pn) 

est l a réalisation de (N n,P n) sur (Hp*). 
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