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Q-INTRODUCTION 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient jj une mesure de 

probabilité sur les boréliens de G et {Y.}. , une suite de variables aléatoires 

1 i>J 

indépendantes et de loi U sur G. Nous nous proposons d'étudier le comportement 

asymptotique du produit = Y^.-Y^. 

Ce problème a été abordé par divers auteurs, citons Furstenberg,ICesten I 7,9] > 

Tutubalin ( [ 2 5 J ) , Virtr.er ( [ 2 6 ] ) ? Raugi ( [ 1 ^ ] ) . Dans ces articles, on suppose 

que u est absolument continue par rapport à la mesure de Haar de G ( ou que plus 

généralement u est étalée ([ 1 ] ) ), ou encore [ 9 ] que les Y^ sont positives. 

Notre étude , faite sans hypothèse d'étalement ni posât i vite-, préei-se 

les travaux précédemment cités. Pour illustrer les résultats obtenus, considérons, 

par exemple, le cas du groupe G = Si(d, TR) des matrices carrées réelles d'ordre d 

de déterminant 1. 

Désignons par N(resp. N) le groupe des matrices triangulaires supérieures 

(resp. inférieures) ayant des M 1 " pour éléments diagonaux ; par K le groupe SO(d) 

des matrices orthogonales (i.e = M ^) de déterminant 1. Alors nous savons que 

tout élément g de G s'écrit de façon unique : 

g = u(g) e b ( s ) ' k ( g ) avec b(g) = diag(b 1(g),...,b d(g)) 

(décomposition d'Ivasava) 

avec u(g) € N,k(g) € SO(d), i € { 1 , . . . , d } , b.(g) € ]R et £ 'b.(g) = 0 

i=1 1 

D'autre part, tout élément g de G s'écrit 

g = k 1 k^ avec c(g) = diag [c^(g),...,c^(g)] (décomposition polaire) 
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d 
avec k , k 6 SO(d) , i € { 1 , . . . , d} , c . ( g ) e M , £ c . ( g ) « 0 et 

i=1 1 

c^c) _< • • 1 c d ( g ) . 

Les réels c^(g) , Ij^i^d , sont déterminés de façon unique par g tandis que le 

couple (k ,k 9) n'est pas unique. 

Lorsque c ^ ( g ) < ...< c ^ ( g ) , alors les autres décompositions polaires de g 

s'obtiennent en remplaçant le couple (k^k^) par un couple (k^m, m 1k^) 

avec m <= M =\diag( c 1 ;... , e d ) 6S£(d, B ) : E. = î 1 } • 

Soit f^,..., f la base canonique de ]R^. Pour tout i £ {1 , . . . , d - 1 } , 

nous appelons le sous-groupe fermé de G qui laisse invariant le (d-i)-vecteur 

f. /\f. . Nous avons H. = {((a01 )) ̂  S*( d, ]R) : a 0 l = 0 , i € { i j i l t ï i } , 

k £ (i+1}...,d) \ ; et l'espace homogène s'identifie à l'espace des sous-
i 

, . v d 

espaces de dimensions (d-ij de 1 . • 

Si 9 est un sous-ensemble de % = 0,...,d-l} , nous posons P g = G 

si 8 = S et P A = H H. si 9 ; en particulier H. = r., . 

Les espaces homogènes 9^ > 9 C H > sont des espaces (Je drapeaux. Par exemple, 
•e 

lorsque ^ - 6 = {i ,...,i } avec i <. . . <i ? , l'espace homogène fy* s'identifie 

d 9 

à l'espace des l - uples de sous-espaces de IR (E. ,...,E. ) tels que 

dim E. = d-i. et E. C E . , . . , £ } . 

Après ces préliminaices algébriques, donnons nous une mesure de probabilité 

u sur les boréliens de G. Nous appelons G^ [ resp. ] le sous-groupe 

[ resp. le semi-groupe] de G engendré parïe support de y. Nous faisons sur u 

l'hypothèse (H) suivante : 
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(H) G u zt àzà àouà-gsioupzà d1ûidizz i^ini , agÂAAznt dz façon ViAzdueJxblz 6UA 

E d . kuXAzmznX. dût G p nz I&UAZ pciA inv<vU.an£ unz Kzn/iion ^ÂjvLz dz Aotu-ZApaczA 

pAopAzà dz ]Rd . 

Les résultats s'énoncent alors en deux parties : 

A- Comportement de en coordonnées d'Iwasawa et polaires 

Posons : 

9 = e u = { i € 0,...,d-1} : sup | c i + 1 ( g ) - : C l ( g ) | < + - } 
g € T 

y 

Il est clair que 9 = "i- si et seulement si • = G y est compact. 

D'autre part dès que le semi-groupe contient une matrice dont les valeurs 

propres sont réelles et distinctes , 6 - 0 ; ce qui est le cas"si "-T^ •= G. 

On a aussi 9 = 0 si contient un réseau, c'est-à-dire un sous-groupe discret 

de co-vdume fini ou.encore si Tu est d'intérieur non vide [ 6 ] . 

Nous montrons qu'il existe sur l'espace homogène X ^ = fy^ une unique 

9 

mesure de probabilité y-invariante (i.e. telle que y * v = v ) ; et la suite 

de mesures {e * v} converge vaguement ,p.s. , vers une mesure de Dirac z „ . 
A n^ l ù 
n — 

Par transposition, il s'ensuit qu'il existe sur X ^ = ̂ \ (avec P Q

 = ^ 9 ) 

une unique mesure de probabilité y-invariante v (i.e. telle que \J * y = v ) 

telle que 

lim Y ^ - . Y , = e 
n-*» Z 

De ces convergences on déduit, pour le produit X ^ , le comportement 

suivant : 

i) Les images dans X P des composantes k 1 ( X ) et U ( X q ) convergent p.s. vers Z . 

Autrement dit pour tout i 6 % - 9 , les suites de v.a. { k ^ ( X q ) ( f ^ f\ ... Af^)} 

et u ( X )(f. A.../\f,)} , à valeurs dans l'espace des sous-espaces vectoriels de 
n 1+1 d. J 

dimension (d-i) de ]R d, convergent p.s. 



ii) sup sup |b.(X ) - c . ( x )| <+«; et pour tout i € 1 - 9 , les suites 

1_<i<d n 1 u n 

{(b. - b. J ( X )} et {(c. - c )(x )} convergent p.s. vers (-«). 
1 1 + 1 n 1 1 + 1 n 

iii) Les images dans £ u des composantes v(Y . . . Y , ) et k(Y . . . Y j convergent 
H «s n i n T 

p. s. vers £ ; et par suite les images dans X^ des composantes k ( X f l ) et k(X^) 

convergent en loi vers \J . Autrement dit, les suites de v.a. , (i € 2l - 9 ) 

{e.A ...A e.) k-(X )} et {(e,A ...A e.) k(X )} , à valeurs dans l'espace des 
1 1 2 n 1 1 n J 

sous-espaces vectoriels de dimension i de = {(uj-, ,... ,u^) : u^€ ]R } , 

convergent en loi [ ( e v, •.. ,e* ) désigne la base canonique de ̂ 1 ^ ] . 
V D 

En particulier, lorsque 9 ^ = 0 , la composante u ( ^ n ) converge p.s. ; 

l'image de k,(X ) dans converge p.s. ; et les images de k 0(X ) et k(X ) 
1 n d n n 

dans M \ convergent en loi. 

Supposons, outre l1 hypothèse- (H) que / Log|| g|| u(dg)< + 0 0 . 

G 

Alors pour tout i G {1,...,d} , les suites {— ^ ( X ^ ) } e ^ ( ̂  C £ ( n ) } convergent p.s. 

vers des réels A. vérifiant : 
1 

d 

X. < X. . si i e t - 8 , X • = X- . « si i € 8 et £ A . = 0 
1 1+1 1 1 + ' ^ 1 

Lorsque G^ n'est pas compact (i.e. 9 ^ 2 on a donc nécessairement X^ < 0 et 

X, > 0. 
a 

Ces résultats contiennent les théorèmes de Furstenberg qui portent sur la 

croissance exponentielle des vecteurs lignes de X^ et sur la décroissance 

exponentielle des angles de ces vecteurs [ 7 ] . 
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En effet, on voit aisément : d'une part que les suites { ̂  Log || uX^ || } , u € t ]R d, 

et { 4 Log ||X^ || } convergent p. s. vers X^ ; d'autre part que les suites 

IM A v X II A 

{ - Log j , — — — T i / > u,ve M , u et v non colmeaires, convergent p.s. 
n n " 

vern ^ e s t strictement positif dès que G n'est pas compact et 

- ^ ) est strictement négatif si sup |cd_«j(g) - c,(g) |
 s + , £ 

g € T u 

Ces résultats peuvent s'interpréter géométriquement dans un compactifié naturel % 

étudié par C.C. Moore [ 18 ] : si 9 = 0 , l'image canonique de X^ dans 9j£ 

converge vers un point frontière d'un type particulier et on peut préciser, en 

coordonnées polaires ou horosphériques, le comportement des diverses composantes 

En fait, l'espace s'identifie à l'espace des ellipsoïdes de ]Rd , 

centrés en 0, de volume unité et les résultats précédents donnent le comportement 

asymptotique de l'image de la boule unité par X^. 

Une autre conséquence des résultats précédents concerne les exposants de 

Liapunoff du cocycle défini par 20 ] dans le cas où 9 = 0 et 

( n Log ||g|| M(dg) < +«: considérant les Y comme définies sur l'espace G des 

G K 

c . . . . a 

suites bilateres muni du shift o et de la mesure produit infini u , on peut 

trouver une application <j>(oj) de G dans G£(d, 1R) telle que Log|| soit 

integrable et que X^ s'écrive sous la forme : 
X (ai) = (fr(ai)D («) f o ^ ( u ) 
n n 

où est diagonale et vérifie 

p/_ X X X 
' 1 2 d 

lira D = diag(e , e ,.:.,e ) 
n -+ + » 

c'est-à-dire que X^ se comporte de manière analogue aux itérées d'une matrice 

diagonale à termes diagonaux distincts. 
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L'ensemble de ces résultats est obtenu en utilisant de manière essentielle 

la proximalité de.l'action de G sur l'espace des drapeaux, proximalité mise en évidence 

en [ 8 ] , et qui permet de montrer la convergence vers une mesure de Dirac de 

la suite de mesures e * v . Une hypothèse de moment permet alors de préciser, 

*n 

grâce au théorème ergodique, ce résultat qualitatif ce qui fournit le comportement 

exponentiel des normes des vecteurs lignes et des angles entre vecteurs lignes. 

B - Comportement des coefficients de X^ 

Nous avons vu que X^. v 4. e^, nous nous intéressons à présent à la 

convergence des suites X Q . U , u g 

Sous l'hypothèse (H), nous montrons que pour tout u € G/a, ]_ a s u i t e {X .u} 

^9 N 

converge en probabilité vers Z. 

Supposons, outre l'hypothèse (H) que / |[g|| u(dg) < +<» pour tout a > 0 
G 

(ou plus généraleaent pour un certain a > 0 ) . Alors pour tout u 6 , 

la suite {X^.u} converge p. s. vers Z. 

Pour prouver cette seconde affirmation, nous montrons que la mesure v > 

(dont on sait seulement qu'elle existe) , intégre certaines fonctions non bornées 

généralisant les potentiels logarithmiques. 

Appelons a. ;(n) , i,j € d,...,d} , les coefficients de la matrice X . 

Supposons que u vérifie l'hypothèse (H),que sup | C£_-j(g) " c ^ ( g ) | = + œ 

g € 

et que j ||g||au(dg) < +°° ,pour un certain a > 0 . Des résultats précédents on 

G 

déduit, pour le produit X^, le comportement log-normal suivant : 

i) V i,j , 1 L o g | a i j ( n ) | - £ ^ > d 

ii) Il existe des réels > 0, C et a , tels que 

log la. . (n ) | - n X , _ 4 + - i i l 

s u p sup|E[ U'V f e Y dul < C 

t €JR i,j ^ / 2 T T i . -
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Pour obtenir ce type de résultat on observe selon [ 16 ] que la chaine jde 

Markov définie par X 1 sur l'espace des drapeaux vérifie des propriétés de 
n 

contraction conduisant à la quasi-compacité des opérateurs correspondants dans des 

espaces de fonctions Lipchitziennes ; ceci résulte des propriétés particulières du 

comportement asymptotique de X^. Grâce aux informations obtenues sur la mesure 

stationnaire v , on peut alors contrôler les diverses composantes de X^ en 

coordonnées polaires et réduire le comportement des coefficients à celui de la 

partie diagonale de X^. 
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1. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUKS. 

Nous donnons ci-dessous une description des décompos i t. i ons d'iwasawa, 

de Bruhat et polaire, d'un groupe de Lie semi-simple. Cette description résume 

•des résultats classiques, exposés, par exemple, dans • 

Soit G un groupe de Lie ayant (<*,[.]) pour algèbre de Lie. W > u s .•ipprliiin-

ad la représentation adjointe de G (i.e. ad X(ï) = [X, v| , VX,Y G G). Nous disons 

que G [resp.G ] est semi-simple si la forme de Killing 

B(X,ï) = tr(ad X ad Y) , (X,Y e G ) , 

est non dégénérée. 

(1.1) Lorsque G e r ;t une algèbre de Lie semi-simple i .1 existe des décompositions 

G s K 0 P de G en la somme directe d'une sous-algèbre ^ et d'un fjOus-essace ? 

vérifiant : 

i) [K, Kl C K, [K , P 1 C P , [P ,P | C K 

0 * 

ii) La restriction de la forme de Ki.Llinp à K [resp. ] es, t .le finie i;é>:n-

tive (resp. définie positive). K et P sont orthogonaux pour R. 

Ces décompositions sont dites de Cartan. 

| Par exemple s. i = s£ ( d , K ) =1 matrices carrées d ' u t M t v d à .•l a-f !' i ' i et! I s 

dans, K (=1R ou (C ) de trace nulle}, ou plus général omenl. ..i G -xst nu' algèbre de 

Lie semi-simple auto-ad jointe de mat ri ces. ( i. . e. X E G > X £ G ) , alors la décom

position d'une matrice en la somme d'une matrice ant ihern; i t ienne et d'une matrice 

hermitienne est une décomposition de Cartan | . 
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4 * 

Du fait que la forme de Killing est définie négative sur K © i p , 

il résulte que l'algèbre de Lie de matrices ad( K © iP ) est la conjuguée par 

t 
un élément de GL(dim. G, C) d'une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie des ma-

trices antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifiée G 

X • 
de \j dans laquelle les matrices ad X, X € K. (resp. X € P) sont antihermitiennes 

(resp. hermitiennes). 

Choisissons une sous-algèbre abélienne maximale A de & . Il existe alors 

ê * 

une base de G dans laquelle les matrices de ad A, sont diagonales. Les éléments 

diagonaux de ad A s définissent des formes linéaires réelles sur A appelées racines. 

Appelons A l'ensemble des racines et, pour tout a € A, posons 

G = (X 6 G : ad H(X) = ct(H) X, VH 6 A} ; nous obtenons la décomposition 

G » © G 
a e A a 

Appelons a 1'automorphisme involutif de G défini par a(X) s X si 

X € P et a(X) = -X si X e K :. on vérifie facilement que : 

i) si a S A, alors (-a) € A et Ĝ -a)
 = °^ ^ * a . ^ 

ii) é 0-'M© - A ; f où M« { x e ^ : ( x ^ J = (0)}. 

Soit A'' l'ensemble des points de A 0 ù aucune racine de A - {0} ne s'an-

nule. Les composantes connexes de A» ( en nombre fini) sont les chambres de Weyl. 

Choisissons une chambre de Weyl W et notons A _ > [resp A ] l'ensemble des racines, 

non nulles, négatives [resp. positives] sur W. 

Posons N = © G. et & = © G. . = a ( N ) . 

- c t £ A _ cx<= A _ 

Des inclusions, 

• r • 

Va B G A f G G i ç G" • 

(avec la convention G

a 4 p = (0) si ct+B ? A ) , il résulte que N > et N sont des 
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sous-algèbres de Lie nilpotentes de G. A, 0 N et A 0 N sont des sous-algèbres 

de Lie résolubles de G et nous avons 

% y 
N - a [l9 N ] , N = [Â, N ] . 

On obtient alors pour G les décompositions, dites "d'Ivasava", 

G = N © A © K et - G s N © A # 0 K . L a seconde se déduisant de la première 

par l'automorphisme a. 

Ces décompositions dépendent des choix : de la décomposition de Cartan ; 

du sous-espace abélien maximal A et de la chambre de Weyl 17. On montre que deux 

décompositions d'Ivasawa se déduisent par un automorphisme intérieur. 

D'autre part, nous obtenons aussi la décomposition dite rde Bruhat" : 

G = i © A © ^ ® M . 

( 1 . 2 ) Désignons par N, N, A et K les sous-groupes de Lie connexes de G ayant 

respectivement N . N , A et K pour algèbre de Lie. N et N sont des sous-groupes 

nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe abélien simplement con

nexe de G, donc isomorphe à Û R ^ m A , +). K contient le centre discret Z(G) de G 

et le quotient K/Z(G) est un groupe compact. 

Appelons Ad la représentation adjointe de G. Soient a r- A, X C- G et 

a E A *, écrivons a = exp H avec H € A > nous avons 

Ad a(X) = Ad(exp H) (X) = Exp ad H(X) = e a ( H ) X ; 

autrement dit, 

Ad a(X) = H? a(a) X, 

où est un homomorphisme de A dans]R +. 

Appelons M-'(*resp. M') le centralisateur (resp. le normalisateur) de A 

dans K. M et IV sont des sous-groupes fermes de G ayant M pour algèbre de Lie. 

Comme M et M' contiennent le centre Z(G) de G et comme K/Z(G) est compact, !!f/M 
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est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl. Chaque clément de M' permute Les 

chambres de Weyl. Le groupe de Weyl opere de façon simplement-transitive sur 

l'ensemble des chambres de Weyl. 

Ceci dit nous avons pour G les décompositions suivantes : 

1) Décomposition d'Ivasava de G. G = NAK (ou G = KAN, ÎÏAK, KAN ) 

L'application qui au triplet (n,a,k) associe le produit nak est un iso-

morphisme de variétés analytiques de N x A x K sur G. 

?.) Décomposition polaire de G. G = K exp V/ K 

Tout élément g de G s'écrit k^ exp a k^, avec k^, k^ € K et a C- W ( fer-

meture de la chambre de Weyl W dans A ) . L'élément a est déterminé de façon unique . 

Lorsque a 6 W, les autres décompositions de g s'obtiennent en remplaçant le cou

ple (k^k^) par (k^ m, m 1 k^) avec m G M. 

. . . . a, 
3 ) Décomposition de Bruhat de G. G = U Nm NAM 

m€M'/M 

(ou G = U Nm NAM = U îfm NAM = U Nm NAM) 

m€M'/M mer/M m€M'/M 

Choisissons des représentants m^, 1 s< i ^ s, dans M' des éléments de 

M' /M. Alors G est la réunion disjointe des sous-variétés Nnu NAM, 1 ̂  i ^ s. 

NNAM est une sous-variété ouverte de G et les autres sont des sous-varietes de 

dimensions strictement plus petites. L'application qui au quadruplet (u,u,a,yj 

associe le produit u u a y est un isomorphisme de variété analytique de N x N x A x 

sur l'ouvert NNAM de G. 

Pour tout m G M*', nous avons 

(m""1 Nm) = ((m""1 Nm) H Ni [(m" 1 Nm) n N ] ; 

et par suite 

Nm ANM = m [(m~ 1 Nm) n N] ANM = (N n m N m " 1 ) m ANM. 
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Le groupe nilpotent (m 1 Nm) n N admet pour algèbre de Lie 

© G 

{a€ A :ao Adm€ A j - a 

Par suite (m" 1 Nm) O N = N <=-> a o A dm 6 A_, Va € A_ < — > m € M. 

Lorsque m envoie A_ sur A + (i.e. lorsque m correspond à l'élément du groupe de 

Weyl qui envoie W sur (-W)), nous avons (m 1 Nm) rï N = {e} et Nm ANM = m ANM. 

Dans la suite nous noterons m s un représentant dans M* de l'élément de 

groupe de Weyl qui envoie W sur (-W). 

( 1 . 3 ) Exemple. 

G»SL(dJR) N = {matrices triangulaires supérieures réelles à éléments diagonaux 

égaux à 1} 

N = {matrices triangulaires inférieures réelles à éléments diagonaux 

égaux à 1} 

A « {matrices diagonales à coefficients strictement positifs, de déter

minant 1} 

K = SO(d) = {matrices orthogonales de déterminant 1} 

/ £ ! ( 0 ) \ d 

M = { '• : e. = ±1 , n e.='i} 

1 (0) ' z j 1 1=1 1 

Décomposition d'Ivasava : G = NAK (ou KAN , îfAK , KAN ) 

r\ (o)i d 

Décomposition polaire : G = K Exp { • : \ x . = 0 , x ^ . . . < x } K 

L(o) 'xj i-i 1 1 d 

Décomposition de Bruhat : # P o u r d = 2, M» = { ± 1 , ± ( ^ ^) ) , 

d'où G = N NAM + N (^ ^ ) NAM = N îfAM + ( ^ } ) NAM 

N NAM = {(* J) e SL(2JR) : d ï 0} et (^ ^) îfAM = {(* J) G SL(2JR) : d = 0} . 
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«pour d - 3, le groupe de Weyl admet les représentants 

suivants dans M 1 : 

/1 0 0 . / 0 - 1 0 x , 0 0 1 . 

{ ,m 2 = 0 0 - 1 , m 3 = 1 0 0 ' m î 4

 = 1 0 0 ) ' 

l 0 1 0 ' \Q 0 V \ Q ] 0 ' 

0 , 0 0 0 , 

m = I 0 0 1 j » I 0 -I" 0 j > m

1

 = 1 

\ 1 0 0 / M 0 0 / 

On vérifie que : 

a22 a23 

N ANM = f(( aij)) e S L O j R ) : a 3 J 0 et A = * 0} 
a32 a33 ' 

Nm 2 AÎfM = H(a.^) £ SL(3^) : a ^ = 0 et A i 0} 

N m 3 ANM = {((a. J ) 6 SL(3JR) : ^ 0 et A = 0} 

Nm^ ANM = {((a^)) 6 SL(3JR) : a ^ = a 2 3 = 0, a ^ * 0} 

Nm 5 ANM = {((a^)) e SL(3^H) : a ^ = a 3 3 = 0, a ^ i 0} 

Nm g ANM = (((a^)) € SL(3JR) : = a 3 3 = a = 0) = m 6 ANM. 

Ces parties de G, en projection sur G/A^M sont des orbites de N et elles 

s'interprètent géométriquement comme suit. Comme AftfM est le stabilisateur du cou

ple des sous-espaces engendrés par e 3 seul et (e^e^) > l'espace homogène G/ANM 

est l'espace des drapeaux delR^, c'est-à-dire des couples formés de deux sous-

3 

espaces emboités de dimension 1 et 2. D'autre part, l'espace des droites de IR 

n'est autre que le plan projectif P^ et G/ANM s'identifie donc également à l'en-

2 

semble des éléments de contact à P , c'est-à-dire des couples (x,fx,y] ) formés par 

2 
un point x E P et une droite passant par ce point et notée [x,y] . Alors, en notant 

2 

de la même façon vecteurs et points correspondants de IP , les éléments ÏÏK du 

groupe de Weyl se projettent suivant les 6 éléments de contact 
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( e 3 > [ e 3 > e p ] }, ( e 3 , ( e ^ e ^ ) , ( e 2 > [ e 2 , e 3 ] ) / \, 

(e 2, [e^.e^ ) , (e v [ e ) ,e^] ) , ( e ^ f e ^ e ^ ) / \ 

dont les orbites sous N sont respectivement : 2 i 

- tous les éléments de contact d'origine extérieure 

à la droite (e^e^J et ne passant pas par e 1 (dim 3 ) 

- tous les éléments de contact passant par e mais d'origine non située 

sur [e 1,e 2] (dim 2) 

- tous les éléments de contact d'origine sur ( e ^ e ] mais ne passant, pas par 

e 1 (dim 2 ) 

- tous les éléments de contact passant par e mais distincts de (e ,[e ,e^] ) 

- tous les éléments de contact d'origine e mais distincts de (e ,[e,,e,J) 

- l'élément de contact (e^ , [e^ je^] ) . 

( 1 . * 0 Les groupes NAM (ou NAM = m s NAM m j 1 ) de la section (1.2) sont des sous-

groupes fermés moyennables de G : en effet NAM est une extension compacte du grou

pe résoluble NAZ(G). Comme deux décompositions d'Iwasa^a de G se déduisent par un 

automorphisme intérieur, ces groupes s'obtiennent, à partir de l'un d'eux, par 

conjugaison. En fait nous savons ( [ 6 ] théorème ( 1 . 1 0 ) ) que ces groupes sont des 

sous-groupes moyennables maximaux de G. 

( 1 . 5 ) Définition. Nous appelons sous-groupe parabolique de G, tout sous-groupe 

fermé de G contenant un des sous-groupes NAM . 

( 1 . 6 ) Donnons-nous une décomposition d'Iwasawa G = N A K de G et le sous-

groupe moyennable maximal NAM correspondant. 
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Nous savons (voir ,par exemple, [2"! § 1 1 ou [ 1 ^ §2) que les sous-croupes 

fermés .connexes de G contenant NAM, sont les sous-groupes P définis de la façon 

suivante. 

Désignons par A_ l'ensemble des racines ayant servi à définir N ; par 

£ l'ensemble des racines simples de A . (Rappelons qu'une racine de A est simple 

si elle n'est pas la somme de deux racines de A ; tout élément de A est alors, 

de façon unique, une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs de ra

cines simples] . 

Soit 0 un sous-ensemble de £ ; posons A Q = (a G A : cp^(a) = 1, Va G 0} 

et appelons Kg le centralisateur de A 0 dans K ; alors Pg est le sous-groupe pa

rabolique KQ A N = N A K Q. L'application 0 — • Pg est visiblement croissante et de 

plus P q n p 0 l - W , P 0 - M, P a _ - G. 

Notons [ 0 ] le sous-ensemble des racines de A qui sont des combinaisons 

linéaires à coefficients entiers de racines de 0 ; l'algèbre de Lie de Pg est 

alors © G 

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugué d'un des sous-

groupes paraboliques standard P Q , 0 C £. En outre, tout sous-groupe parabolique 

est son propre normalisateur. 

Nous notons Pg le sous-groupe parabolique Kg AN = NAKg. L'algèbre de 

Lie de P~ est Q> b 

U o€[0 ]UA +

 a 

Nous avons 

G = U Nm P Q (= U Nm P 0 = U Nm P 0 = U Nm P Q ) , 

m £ M' /M Q m m m 

où Mg = M'rï Kg. La sous-variété Nm Pg s'écrit aussi m N m ' ^ Pg, où N™'^ est le 

sous-groupe de Lie connexe de N ayant pour algèbre de Lie la somme des G A 

pour a e A-0 Adm n [ e ] H A . . 
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L'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un ir.omor-

e 0 % p- 0 % 
phisme de variétés analytiques de N ' X P Q s u r i ' o u v e r t N Pg de G. 

( 1 . 7 ) Considérons une décomposition de Bruhat de G, soit' 

G » U Nm NAM. 

m € M 7 M 

Pour tout m € M */M, appelons W la fermeture de la sous-variété Nm NAM 
m 

dans G . W est la réunion de Nm 1(AM et d'une réunion W de sous-variétés Nm' NAM, 
m m 

m' 6 M ' / M , de dimensions strictement plus petites que celle de Nm N A M . Nm NAM est 

un ouvert de W , pour la topologie induite, 
m 

Pour tout élément g de G et tout m S M'/M, g W n w est soit égal à W 

m m m 
soit contenu dans une réunion finie de translatés de W . 

m 

( 1 . 8 ) Exemples. 

. G = SL(2JR) 

W = G et W = nu ÎÏAM . 
e m ^ 

s 

Les sous-groupes paraboliques de SL(2JR) sont SL(2JR) et les conjugués 

de NAM (ou N A M ) . 

. G = SL(3JR) 

W = G , W = N {m n,m, ,m c,nv} îfAM 
e m 2 2' * 5 6 

W = N {m-,m, ,m c,rv} NAM , W = N {m, îfAM 
m^ J H p o m^ u b 

W = N {m c fnu} îfAM , W = m. Î / A M . 
m^ 5 o 6 

Les sous-groupes paraboliques de SL(3,1P) sont SL(3JR) et les conjugués 

des sous-groupes NAM (ou rÏAM) , {((a..)) e SL(3JR) : a = a = 0} et 

i J 2 1 3 ' 

{((a.j)) 6 Sl(2JR) : a = a = 0}. 
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2 . RESULTATS PRINCIPAUX 

A) Suites_contractantes. 

(2.1) Définition. Nous disons qu'une suite ( g n J n > 1 d'éléments de G est contractante 

si pour une décomposition polaire G = K exp W K de G, g^ s'écrit x^ a^ k^ avec 

x , k S K, a 6 exp W et q> (a ) 0, pour tout a 6 A . 
n n n T a n -

Nous allons à présent étudier de telles suites ; en particulier nous al

lons voir que lorsque {g n} est une suite contractante, alors la propriété énoncée 

est vraie pour toutes les décompositions polaires (corollaire (2.3)). 

(2.2) Lemme. Soct u [resp. u ) anz 6LLL£Z d'zlzmzntb d'un compact C dz H [>t<>4p. dz N] . 
n n 

SoiX. a une àiuXz d'zlzmznt^ dz A tzllz quz u? (a ) 0, Va £ A , AIOAA 
n n ~ a n -

% — 
u a [lZ£>p. a u ] 4 ' ZCAAX x b k avec x , k £ K, b € exp W tzl* ouv 
n n n n n n n n n ' n r M 

x - * e , k e e-t a b e. 

n n n n 

Preuve. Ecrivons u a = x' b k' avec x', k' £ K et b e exp W. 
n n n n n n n n 

1°) Supposons que la suite x^ converge vers x. 

G possède la décomposition de Bruhat G = l Nm AMN. Soit m E M' 

% M'/M 

tel que x € Nm AMN. x appartient alors à l'ouvert K n NAM Nm de K ; si bien qu'à 

partir d'un certain rang x^ s'écrit : 

x' = v v c y_ m 
n n n n ' n 

a, 'V % r\> 
avec v E N, v € N, c € A, y € M tel que v v, v v, c c , y + y et 

n n n n n n n n 

x = v v c y m. 

Nous avons alors : 

u a = x ( m b m 1 ) k 
n n n n n 

- j <\, % 

en posant k = y m k ' et x = x' (y m) = v v c v v c . 

n n n n n n n n n 



- 1 8 -

-1 % -1 O/ . ^ 
Comme a u a et a v a convergent vers e, de l fégalité 

n n n n n n 

(a 1 u a ) s (a 1 v a ) (a 1 v a ) [a 1 c (m b m 1)] k , 
n n n n n n n n n n n n J n 

il résulte (continuité de la décomposition d'Iwasawa G - NAK) que : 

1) a 1 v a e : ce qui entraîne v -> e - v 

n n n * n 

2) c a 1 (m b m 1 ) e ; ce qui entraîne que cp (m b m 1 ) 0 Va G A , 

n n n ' a n 

donc m b^ m 1 6 exp W,à partir d'un certain rang ; par suite (puisque b^ G exp W) 

m G M et m b m 1 - b . 

n n 

3) k ^ e . 

Mais alors nous avons aussi x v c G ÎÏA.rï K = {e}. Et le lemme est 
n 

ainsi prouvé, dans le cas considéré. 

2°) Cas général. 

D'après la première partie les valeurs d'adhérence de la suite x' sont 
n 

dans M ; autrement dit l'image de la suite {x^} dans K/M est une suite convergeant 

vers l'image de l'élément neutre de K. Nous pouvons donc trouver une suite 

(y 1 . de M telle que x = x' y + e. En écrivant u a = x b k avec 
'n n.̂ 1 ^ n n ' n n n n n n 

k = y 1 k', nous sommes alors ramenés à la situation envisagée au 1°). 
n n n ° 

a(log a ) 

[Ce lemme généralise le lemme U de £6 ] qui suppose qu'en outre sup -rr- r < -K» 

n 3 ( l 0 g V 
pour a, 6 £ A J . 

(2.3) Corollaire. Si {g } ut une buJAz contA.acta.ntz dz G . aZote pou/i toiu> 

x, y G G la àuUXz {xg y} v 1 Vut auAài. 
n n> i 

Preuve. Soit g = x a k avec x , k G K et a G exp W tel que cp (a ) •+ 0, 
n n n n n n n »a n 

Va G A_. 

écrivons x x „ = k' u b avec k' G K, u G N et b G A. u et b varient 
n n n n n ' n n n n 

http://contA.acta.ntz
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respectivement dans un compact de N et de A. Appliquons le lemme (2.2) à la suite 

u b a , x g y s'écrit alors x' c l y avec x', il G K et c G exp W avec 
n n n ' & n J n n n J n ' n n 

q> (c ) + 0, Va € A . 
» a n -

Le corollaire (2.3) s'obtient alors en écrivant 

l y = d u V avec d G A, u e N et i' € K 
n n n n n n n 

et en appliquant le lemme (2.2) à la suite c d u . 
*^ H n n n 

(2.h) Corollaire. Soit {g } , unz Auitz d'zlzmzntA dz G. A-£o<t6 noua avons t'zqui' 
n n^i 

vœtznzz : 

i) g^ admzt unz d é c o m p o ^ - c t t o n polalxz x^ a^ k ^ tzllz que 

x - x G NAM N et cp (a ) + 0 Va G A . 

n ^ a n 

ii) g admzt la décomposition d'iuiasawa u a' k' (u G N, a' G A , k' G K ) 
°n ' n n n n n ' n 

£ e £ £ e quz u + u, c p (a') 0 Va G A e £ k » = k " k où { k M } zst unz « s e t e t e d ' e f ë -
n n ^ a n - n n n n 

m e n t d e K c o n v e r g e a n t v e ^ u a n zlzmQ.nt dz M. 

P a n * c e c o i o n a n£ce44ax>er ïCJ t£ ç(u) = ç(x) , où ç : G
 G/ / f Aft , 

ei - t a 4 C L Û ! e { a ^ a ^ * } c o n v e r g e p . 4 . 

Preuve. i) —> i i ) . 

Ecrivons, avec des notations évidentes, 

x - u b m u G NAM N—*• x = u b m u. 
n n n n n 

Alors a 1 u a e et a 1 u a s'écrit v c k" avec v G N, c G A, 
n n n n n n n n n n n 

k " G K tels que v e, c •+ e et k " •+ e. 
n n n ' n n 

D'où g s'écrit u' a' k ' avec 
°n n n n 

u' = u (b m a v a m b ) - > » u 
n n n n n n n n n 

a' = a b c et a' a ^ — î. ̂  

n n n n n n 

k ' = m k M k . 
n n n n 
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ii) -> i ) . 

Ecrivons u = i u b avec l 6 K', b G A et u G N. Il sufrit. alorr. 
n n n n n n n 

a» 
d'appliquer le lemme (2.2) à la suite u n b^ . 

construit dans la première section 

(2.5) Définition. Soit ^ A M un sous-groupe moyennable maximal de Gi.Une mesure de 

probabilité v sur l'espace homogène B = G / î f A M est dite irréductible si 

gv( ç(Nm)) = 0 , Vg G G , ¥m G M'/M - {ê} ; 

où ç désigne l'application naturelle de G sur B. 

Si u est une mesure de probabilité sur G, nous appelons (resp. G^) 

le semi-groupe (resp. le sous-groupe) fermé engendré par le support de u. 

( 2 . 6 ) Théorème. Soiznt u unz mzsuAz dz probabilité SUA G zt ( ^ h ^ unz suitz 

dz v.a. indzpzndantzs zt dz loi u, dz^inizs SUA un zspacz probabilité JP) , 

à VOZZUAA danA G. 

Supposons quz T contiznnz unz suJjtz zonXAa.zta.ntz [dék. (2./)) zt QUZ G 
u U 

zt szs souA-groupzs d1 indice fiini nz soiznt pas contznuA dans u n souA-groupz p a A a -

botiquz pAopAz dz G. 

Soiznt G = N A K unz décomposition d'ivoasawa dz G zt G = K (exp W) K 

la décomposition polaiAZ dz G conAZA pondante, (w zst la zkambAZ dz Wzyl qui a 

szrvi à dz&iniA N ) . NOUA appzlonA M Iz czntAœtiscLtzuA dz A dans K . 

Mors i l zxistz unz uniquz mzsuAz dz probabilité \i-invaAiantz SUA 

B = G / ^ A M zt zzttz mzsuAz u t ÂAKzduztiblz [dé^. (2.5)). Poux touXz muuAz dz pAO-

babitité iAnéducXiblz X SUA B zt pouA touA y, g G G, la su.Ltz dz mzsuAz 

{y Y 1 ... Y g X} converge P-p.s. \)ZAS unz mzsuAz dz Virac z n indépendante 
i n n>1 y.Z 

dz g. 

Vz pluA, si nouA éc>xivonA y Y, ... Y g = x a k avzc x , k e K 
17 1 n Q n n n n ' n 

et a n G exp w, aloAA Vimagz dz x n dans G/NAM converge p.4. VZAA la v.a. y.z 

zt pouA tout a G A la suiXz {en (a )} converqe VZAS zéro. 
1 a n J 

http://zonXAa.zta.ntz
file:///i-invaAiantz
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En prenant B = e t marche aléatoire gauche Y^ ... on a 

évidemment un résultat analogue. Si ç désigne l'application naturelle de G 

sur B , on en déduit que les lois des v.a. ^ (k^) sont les mêmes que celles 

d'une suite de v.a. convergente. D'où le corollaire : 

( 2 . 7 ) Corollaire. A v e c Izs hypothzszs e t £e4 notations du t h é o r è m e (2.6), i l 

zxistz une uniquz mzsurz dz probabilité \i-invaAiantz v SUA. % = HAU^ V£ 
\ A M 

l'imaçz dz la stutz {k^} dans S c o n v e r g e e n loi vzrs v g . 

D'autre part d'après le corollaire ( 2 . M , nous avons aussi : 

( 2 . 8 ) Corollaire. A v e c Izs hypothzszs Zt Izs notations du théorémz ( 2 . 6 ) , écri

vons y Y. ... Y g = N A K avec N € N, A e A et K € K. 
^ 1 n ° n n n n n n 

Alors la suiXz N^ c o n v e r g e p . 4 . vzrs unz v . a . N^ a y a n t y.Z p o a / t . i m a g e 

dan4 G/NAM ; la suÂXz A a 1 convzrqz p.4. (DOUA tout a€*/\ , ̂ a Acu.te ^ (A ) 

n n - a- n 

c o n v e r g e d o n c ver4 z é r o ) ; e t Z a 4 a c t e ç(K I c o n v e r g e e n £ o t v e r * v g . 

C ) Preuve_du_theorème__£2^6 ) . 

La démonstration découle de plusieurs lemmes. 

( 2 . 9 ) Nous désignons par ç l'application naturelle de G sur B = G/NAM. 

ê 

Soient a € A et u € N ; écrivons u = exp ) X avec X G G . Pour tout élément 
> , a a a 

a£ A _ 
m de M', nous avons 

ç(a u m) = £ (a u a 1 m) = exp( £ M ' a ^ ' 
aG A _ 

puisque B = £ C (Nm), nous voyons que 1'homéomorphisme de B associé à un 

m € M'/M 

élément a de A est déterminé de façon unique par la famille des réels 

file:///i-invaAiantz
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(c^ (a), a 6 E} ; où E désigne l'ensemble des racines simples de A _ (voir (1.6)). 

Ce qui n'est pas étonnant puisque a lui-même est détermine par cette famille ; 

il suffit de noter que E engendre A • 

Réciproquement considérons une famille de réels positifs ou nuls 

{r^, a € E } . Nous définissons une transformation T ( ( r

a > et G E } ) de B, en posant, 

pour m 6 M' et u = exp ( £ X ) € N , 

a € A _ a 

t ( C ( u m ) ) = e x p ( Y r X ). ç (m) ; 

a G A_ 

où, pour a G A - E , r^ se déduit de façon évidente des réels {r^, a G E } . 

Il est clair que *r({r^, et G E } ) s'écrit a o ̂ ( { 6 ^ , a G E } ) avec 

a 6 A et 5 € {0,1}, Va G E. L'élément a de A n'étant unique que si r > 0, 
a a 

Va € E . 

Nous n o t o n s ^ l'ensemble des transformations de B associées à des 

éléments {6 , a 6 E } de {0,1} E. 
et 

Nous avons : 

(2.10) Lemme. Vz toutz Suitz {g^} d'éléments dz G. on pzut zxtrairz unz sous-

SiUte { f i \ j i ( n ) } poux laquelle i l existe des éléments x, k € K , a 6 A et T e ^ 

telle quz, pouA tout z appartenant à Vouvert c (k 1 N) de B. la suite ^ S i | / ( n ) • z ^ n ^ 1 

c-;'m>eA.ge vers x a T k.z 

La suite {g^} zst contractante si zt seulement si toutes "ses valeurs 

d'adhérence x a T k" sont tzlles que r corresponde à Vêlement nul de { 0 , 1 } '. 

Preuve. Ecrivons g = x a k avec x , k G K et a £ exp W. Nous avons » Va*A , 
n n n n n' n n r 

S ^ U ) £ lo,1] car a £ exp W. Choisissons une suite d'entiers Oi'(n)} t e l l e 
u n n n>>' 

que : 
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On vérifie aisément que pour tout z E ç (k 1 N) , 

g y ( n ) * z + x x({X a, a € £}) k.z. 

Ce qui prouve la première assertion du lemme. La deuxième assertion 

est évidente. 

(2.11) Lemme. Soit {g^} une Suitz d'élzmznts dz G zt 8 unz mzsuAZ dz pAobabt.lité 

irréduztible SUA B telle quz la suite dz mzsuAes ( g n - S } n > 1 converge ver* une me

sure dz Viraz z . Ec7u.von6 g - x a k avec x , k 6 K zt a 6 exp W. 

u °n n n n n n n r 

À & m £a 4iute ç (x ) converge VZAA u et g^ zst unz suitz zontraztantz. 

Si bizn qu-z, pouA toutz mzsuAz dz probabilité irrzduztiblz X SUA B, g^.X converge 
VZAS Z . 

u 

Preuve. On voit aisément que les seules valeurs d'adhérence x a T k de la suite 

{g^} sont telles que : 

i) T est l'élément de ̂  associé à l'élément nul de {0,1}^. 

ii) ; (x) = u. 

De i) il résulte (lemme (2.10)) que {g^} est une suite contractante. 

De ii) il résulte que la suite ^ x

n ^ n'admet que la valeur d'adhérence u ; ce 

qui montre que ç(x ) converge vers u. 
n 

(2.12) Lemme. Soit u une mzsuAz dz probabilité SUA G tzllz quz Gy zt szs souA-group<LS 

d'indicz &ini ne soiznt pas contznus dans un sous-groupz parabolique proprz dz G. 

Alors toutz mzsurz dz probabilité \x-invariante v SUA B est irrzduztiblz. 

Preuve. Identifions les sous-variétés W , m £ M'/M, de G définies en (1.7) à leurs 
m 

images dans B. 

Considérons une sous-variété fermé de dimension minimale W , m £ M ' / M , 

, m 

telle que v(g ^ W^) > 0 pour un certain g Q £ G. Puisque pour tout g 6 G, la sous-
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variété £ W n W est soit égale à W , soit contenue dans une réunion finie de 
° m m m 

translatée de W , il en résulte que, pour tout 6 > 0 , l'ensemble des sous-variétés 
m 

g 1 W , g 6 G , vérifiant v(g 1 W ) > 6 est fini. Il existe donc un élément h de 0 
m m 

tel que \j(h 1 W ) = sup \;(g 1 W ) et l'ensemble 
m r r m 

gC- G 

'S = {g^ 1 W : v(g~ 1 W ) = x>(h~] W_)} est fini, 
m m 111 

L'équation de convolution 

v ( h _ 1 w ) = l -\ / g.v ( h - 1 w ) u

k (dg), 
m ktl 2 k

 G M 

nous montre alors que , et par suite G ^ , applique ^ dans lui-même. Le conjugué 

h 1 G h de G possède alors un sous-groupe d'indice fini laissant invariant W . 
U U m 

Ce sous-groupe d'indice fini est donc contenu dans le sous-groupe parabolique 

de G laissant W invariant. Nous devons donc avoir P m = G ; ce qui implique que 
m m 

W = 3 (i.e. m = e ) . 
m 

( 2 . 1 3 ) Lemme. Soient u une mesure de probabilité SUA G et 4uc.te de 

v.a. indépendantes et de loi \ i , définies SUA ( Œ ^ T P ) , à valeurs dans G. Soit v 

une mesure de probab-llité u-invariante SUA B . NOUA appelons X^ le produit Y^.-Y^ 

et nous notons X la mesure £ ~7T y n-

n^1 2 

Alors pouriP © X-presque tout (aj,Ç) e çi x G , les suites de mesures de 

probabilité {X (OJ).V} ^ et {X ((j) Ç.v} ^ convergent vaguement venA la même li-
n n^i n n^i 

mite Q(w) . 

Preuve. Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée utilisée dans 

([22]l e mme (1.7)). 

Notons C ( B ) l'espace des fonctions continues sur B . Pour tout cp E C ( B ) , 

la fonction (g) = g v(Cf ) , g 6 G , est une fonction u-harmonique bornée sur G 

(i.e. / F (g g» ) y(dg') = F f 0 (g)). Il s'ensuit que la suite de v.a. { ? f n (X )} , 

G » ^ ' N 

est une martingale bornée ; par conséquent F^ (X^) converge P-p.s. . 
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D' autre part, pour tout cf 6 C ( B ) et pour tous entiers p et r, nour, 

avons 

p 

I E [/(F^(X k Ç) - F ( X k ) )
2

 u

r(dÇ)J -
k= 1 

P 

I [ / F ^ ( g ) U k + r (dg) - / FJ(g) uNdg) ] 
k=l G ^ G ^ 

(en utilisant le fait que F^ est u-harmonique) 

s< 2 r lq> ^ . 

On en déduit que pour P ® A-presque tout (a>'£) 6 Q x G, 

^ ( Fq>(Vw> 5) - F ^ (X k(o))))
2 < *- ; 

ce qui entraîne que pour P © À-presque 'tout (ca,Ç) S Œ x G, 

lim F<p (X (a>) Ç) - lim F (X (OJ) ) . 
n n , * n 

Le lemme ( 2 . 3 3 ) se déduit alors de ce qui précède en notant qu'une 

suite de mesures de probabilité {v^} sur B converge vaguement si et seulement si 

la suite ^ v

n ^
c f j > ^ N > T converge pour une suite dense ^ ^ ^ > 1

 D E C ( B ) . 

(2. 1*0 Lemme. Soient u une mesure de probabilité SUA G et V une mesure de proba

bilité, \i-invariante, SUA B . Supposons que contienne une suite contractante 

et que toute mesure de probabilité v-invaAiante SUA B soit irréductible. 

AlorA la suite de mesuAes (X v s Y ,,,Ï V } ̂  converqe p.s. verA une 

n 1 n n^l D r 

mesure de Virac. 

Preuve . D'après le lemme ( 2 . 1 3 ) , nous pouvons trouver une suite dense 

dans T et un sous-ensemble mesurable ft' de Q de P-mesure 1 tels que : 
V 

(*) Vw e fî' , v i ^ 1, lim X (ÙJ) Ç. .v = lim X (OJ) .v = 0(OJ) . 
n i n 

n n 
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Soient u) 6 f2' et x(a)) a(aj) T(OJ) k((u) une valeur d'adhérence de la suite 

{X (OJ)} ̂ 1 (lemme ( 2 . 1 0 ) ) ; c'est-à-dire que, pour une suite d'entiers {^(n)} 
n n>J . n> i 

X ^ ( n ) ( w ) . z + x(w) a(u>) T(U>) k(w) . z , Vz € ç([ k(o>)] " 1 N ) 

La mesure v étant irréductible, de (*) il résulte que 

Vi >, 1, X(OJ) a(ca) T ( W ) k(aj) Ç^.v = x(a>) a(w) x(u)) k(u>) .v = 0(oj). 

En particulier, nous avons 

Vi >. 1 T((D) k((u) Ç ^ v = T(U>) k((ja).v ; 

ce qui entraîne en passant à la fermeture 

(**) T(O>) k(w) Ç.v = T ( W ) k((u).v , VÇ € T . 

L'élément OJ de fi' étant toujours fixé, prenons une suite contractante 

{Ç } de T . Ecrivons Ç - x a il avec x , l € K et a 6 exp W. Quitte à 
n n£.1 u n n n n n' n n ^ ^ 

prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que x^ -+ x et il •+ £. D'autre part 

si x k \(jj) N NAM, nous pouvons trouver Ç € tel que Çx € k 1(UÏ) N NAM. En 

effet dans le cas contraire, x serait contenu dans le fermé 

U _ k""1(aj) Nm NAM = (J k~1(oj) N NAM 

m^M'/M-{e} 

de B. Il existerait alors une mesure de probabilité u-invariante portée par ce 

fermé et donc non irréductible. 

Nous avons alors 

Vz € - Ç ( J T 1
 N) , k(o>) Ç Ç .z - ç (k(o))Ç x ) e C(N) et par suite, 

n 

puisque v est irréductible et T((D) est une transformation continue de ç (N), 

T(U>) k(oj) Ç Ç v £ / w r \ r n 

n T(U>) ( ç (k(oj) £ x) ) . 

De l'égalité (**), il résulte alors que T(OJ) k(aj) v et par suite 0(w) 

sont des mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouvé. 

Nous sommes à présent en mesure de prouver le théorème ( 2 . 6 ) . 
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( 2 . 1 5 ) Preuve du théorème ( 2 . 6 ) . Sous les hypothèses du théorème ( 2 . 6 ) , toute 

mesure de probabilité y-invariante v sur B est irréductible (lemme ( 2 . 1 2 ) ) . 

D'après le lemme ( 2 . 1 U ) , X^.v converge alors p.s. vers une mesure de 

Diract e . Mais alors, pour tous y, g € G, la suite y X g contracte p.s. la me-
ù n 

sure irréductible g 1 v en la mesure de Dirac ^. D'après le lemme ( 2 . 1 1 ) , 

y X g s'écrit x a k , x , k € K et a € exp W, avec r(x ) P* 3 * > y.Z et 
J n ° n n n n n n 1 s n J 

Va e A , c p (a ) P ' S ' > 0 . 
- a n 

Pour toute mesure de probabilité irréductible A sur B nous avons alors 

(lemme ( 2 . 1 0 ) ) y X n g. A e y z < 

Enfin la seule mesure de probabilité y-invariante sur B est évidemment 

la loi de la v.a. Z. 

Notons aussi que des lemmes ( 2 . 1 0 ) et ( 2 . 1 1 ) il résulte que l'on a : 

( 2 . 1 6 ) Corollaire, l i n e suite {g } d'éléments d e G est coyitractante si e t seulement 
une [ou n 

si pour^toute) mesure de probabilité quasi-invariante A d'un espace homogène G / N A M , 

les seules valeurs d'adhérence de la suiXe de mesures {g .A} ̂  sont des mesures 
n n^l 

d e Virac. 
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D/ Généralisation du théorème principal 

Dans ce qui précède, nous avons priviligié les sous-groupes paraboliques 

minimaux de G. 

Donnons-nous à présent un sous-groupe parabolique quelconque P de G 

et considérons "la classe de conjugaison de P " ; c'est-à-dire 1 1 ensemble des sous-

groupes paraboliques de G qui sont les conjugués de P . Nous notons C ( P ) cette 

classe et nous appelons H ( P ) la classe d'espaces homogènes de G { '/ % , P' € C ( P ) } 

Posons la définition : 

( 2 . 1 7 ) Définition 

Nous disons qu'une suite- {g } _ d'éléments de G est contractante 

°n n>_1 

vis à vis de la classe d'espaces homogènes H(P) si pour une (ou toute) mesure 

. de probabilité quasi-invariante X d'un espace homogène G / P de H ( P ) , les seules 

valeurs d'adhérence de la suite (g .A} sont des mesures de Dirac. 

n n M 

( 2 . 1 8 ) Il est clair qu'une suite {g } d'éléments de G est contractante 
n 

vis-à-vis de H ( P ) si et seulement si pour une (ou pour toute) décomposition 

d'Iwasawa G = NAK de G elle vérifie la propriété suivante : 

Désignons par W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. l'ensemble des 

racines) ayant servi à définir N ; par E l'ensemble des racines simples de 

Soit 0 le sous-ensemble de T. tel que le sous-groupe parabolique P Q (voir ( 1 . 6 ) ) 

appartienne à C(P). Alors g s'écrit x a k avec x , k S K, a £ exp W et 

n n n n n n n 

4> a(
a

n) •+ 0, pour tout a € E - 0 (et par suite pour tout a € A_ O £ [ 0 ] ) . 

Nous avons alors le théorème : 

( 2 . 1 9 ) THEOREME. Soient u une mQAuAe de probabilité SUA G et {Y.}. , une suite 
/ i Ji>i 

de v.a. indépendantes et de loi u . Soit, p un sous-groupe parabolique de G. 

Supposons que contienne une suite contractante vis-à-vis de la 

clause d'etpaceA homogènes H ( P ) et que G^ et seA souA-groupes d'indice $ini ne 

soient pas contenu dans un SOUA-groupe parabolique propre de G. 
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Soit G = NAK unz quzlconquz décomposition d'iwasauoa dz G. Désignons par 

wf/ieap. A j la ckambrz dz Wzyl [rzsp. Vznsvrhlz dzs racines) ayant servi à 

définir N; pan. Z Vensemble dz* racine* simples dz A . Soit 0 Iz sous-ensmble 

dz Z tel quz Iz sous-groupz paraboliquz $Q soit un conjugué, dz P. 

Alors i l zxÀAtz unz uniquz mzsuAz dz pn.obabiU.te v-invaAiantz v SUA 

G/P et CZttZ mQAUAZ ZSt ÀJiAéductiblz [i.Z. g v(Nm P\ ) = 0, Vg G G, Vm €M'/M' -{ê} 

Soiznt {y^} zt {g^} deux suitzà d'élémzntA dz G convzrgzant vzrs 

dzs llémzntà y et g dz G. Alors pouA toutz meAurz de probabilité irréductible x 

G 
SUA , la suitz dz mzsuJizs (y Y,... Y g .X} . convzrqz p.s. vzrs unz 

P. n 1 n n n> 1 J 1 

mzàurz dz ViAac 2 indépzndantz dz (g n}« pluA, si nous écrivons 

y Y .....Y g ~ x a k avzc x , k € K et a € exp W*, alonù : VJjnaqz dz la 
n 1 n °n n n n n n n r ' 3 

suite dans G/$ Q converge p.s. VZAS y.Z ; £a. suitz * a(
a

n) converge p.4. ve^ 

zé^o, pouA £out a € z - 9 ; ̂ £ zxistz AUA \ unz uniouz mesure de probabilité 

G 
u-^va/u,an£e v e£ Vimage dz la suitz k dan4 \ converge en & K ve/u \j.g . 

n 9 

Le théorème ( 2 . 1 9 ) se démontre de la même façon que le théorème ( 2 . 6 ) 

qui correspond au cas particulier des sous-groupes paraboliques minimaux de G. 

On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants : 

( 2 . 2 0 ) COROLLAIRE : Soient u une mzsuAz de pAobabilité SUA G et t ^ } ^ . 

une suitz dz v.a. indépendantes zt dz loi u. Supposons quz G^ zt ses souA-groupzs 

d'indiez iini ne soiznt pas contzniu> dans un souA-groupz paraboliquz proprz dz G . 

Soiznt {y } zt {g } deux Suitzs convzrgzntzs d'élémznts dz G, nous notons, 
n n 

x a k la décomposition polaire du produit y Y,...Y g . 
n n n r ' n 1 n D n 

http://pn.obabiU.te
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Alors pour tout a s z , nous avons V alternative suivante : 

ou bien , <fr (a ) converge p.s. vers zéro ; 

ou- bizn , pour tous y,g e G , il existe un réel cl y, g) > û tel que 

lJ T

] 1 9 c K {a e exp B : c(y,g) < <|> (a) < 7 } K . 

( 2 . 2 1 ) COROLLAIRE : Soit T un 4e/ru.-g/ioupe ^eAmé de G engendtan* an 4ou<s-g/ioupe. 

périmé de G non contenu, ainsi que ses sotus-groupes d'indice &ini, dans un sous-

groupe, parabolique propre de G . Soient P et P' deux sous-groupes parabolique 

de G . 

Alors T contient une suite contractante vts-à-vis de H ( P ) et une 

suite contractante vis-à-vis de H(P') si et seulwent si elle contient une 

suLte contractante vis-à-vis de H ( p n p ' ) . 

Dans notre nouvelle situation, le corollaire ( 2 . 8 ) devient : 

( 2 . 2 2 ) PROPOSITION : Avec les hypothèses et notations du théorème ( 2 . 1 9 ) , 

écrivons yn Y r.. Y n g n = N Q A N K N avec N n e N, A N € A et K N e K . 

A^O/LA l'image de la suite N N dcm* converge p.4. V C A * £a 

v.a. y.z ; £a 4CLÔte { A ^ a^ 1) reste presque sûrement dans un compact de A 

(pouA tout a G £ 9 , noaà auonà donc * a ( A n )
 P-*-S'o) >' e^ l'image de la 

suite K dan4 G converge en £ 0 4 . veAA v.g. . 

v 
Preuve de la proposition ( 2 . 2 2 ) Quitte à remplacer 9 par un sous-ensemble 

de 9 , nous pouvons supposer que 

9 = {a E z : la suite { $ a ( a

n H ne converge pas vers zéro} . 
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D'après le corollaire (2.20) il existe alors un réel c > 0 tel que 

V a € 9 , inf <j> (a ) > c p.s. . 
n a n ~ 

La proposition (2.22) résulte alors du théorème (2 . 1 9 ) et du lemme suivant : 

(2.23) LEMME : Soit {g^} une SuÀJtz d'zlzmznts dz G dont Izs dz compositions 

poZai/izS x a k vziikiznt : 
r n n n u 

. i ) VijnaQZ dz la suitz {x } dans G / £ c o n v e r g e VZAA un zlzmznt x 
n 9 

appa/itznant à l'imagz dz- N dans G/^ . 

ii) * a ( a n ) + 0, V a € Z-9 zt 0 < C £ 4>a(a ) 1 , V n € |N,V a € 9 . 

S o ^ t g = N A K £ a décomposition d'IwaAauja dz g . klonjs 
n n n n n 

l'jjnagz dz N^ dans G/p converge ueA4 x ; la suitz (A a""1} izstz dans un 
9 

c o m p a c t dz A ; zt K = k' .k , o ù {k f } zst u n e 4uXte d'zlzmznts dz K dont 
' n n n 7 n 

l'imagz dans p \ G c o n v e r g e vz/is l'imagz dz Vélzmznt nzutAz* 
r 9 N 

Preuve du lemme . Nous avons PQ = NAKg , ou Kg est le centralisateur de 

A Q = {a € A : $ (à) = 1 ; V a € 0 } dans K. L'espace homogène G/ s'identifie 
« a p ' 

e 

alors à l'espace K/ . D'après l'hypothèse i),x s'écrit x' k', où {x'} est une 
' Kg n n n n 

suite d'éléments de K convergeant vers un élément de N^ Q et {k^} est une suite 

d'éléments de Kg . 

D'autre part, nous avons 

^ e.0 ̂  ^e.9 , ^ 
NPQ

 = N P Q

 = P Q N = U NmANM 
9 9 9 m G M ^ / M 

où N e ' 9 = exp( © G a), N e , ° = exp( © G J . 

a e £[ o] n A _ a eÇ[o] n A + 
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De plus l'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomorphism 

de variétés analytiques des produits cartésiens N 6 ' 9 * ̂  et P x ^ e ^ sur l 'ouvcr 

9 9 

NP a de G. 

Puisque la suite {x' } converge vers un élément de l'ouvert NI? , 

n 6 

à partir d'un certain rang, x 1 s'écrit p^ u^, où {p^} [resp. versfu^}] est une 

suite d'éléments de P Q [ resp. ^t6'9] convergeant vers p G P Q [ resp. vers u £ l$e^] . 

Considérons les deux éléments a' et a" de A définis par : 

n n 

<j>(a') = 1 v a G 9 et 4 (a f ) = <j> (a ) V et G E - 9 ; 
a n a n a n 

<j> (a" ) = $ (a ) V a G 9 et <j> (a M ) = 1 V a G E - 9 . 
a n a n a n 

a' et a" sont respectivement des éléments de A„ et A„ „ et nous avons 
n n * 9 £-9 

a = a' a" . 

n n n 

Comme P A = NAK. , P s'écrit u b k" où {u } [ resp.{b },{kM }] 
9 9 n n n n n J 1 ^ n J n J 

est une suite d'éléments de N [resp. A, K ] convergeant vers u € N (resp. b € A, 
n 

k" € K ^ . 

On en déduit que : 

x a = u b k" u k' a 1 a" 
n n n n n n n n n 

= u b a' k" (a'" 1 u a' ) k ' a M 

n n n n n n n n n 

car les éléments de An commutent avec ceux de K 

9 9 

D'après l'hypothèse ii) , la suite {a'T } reste dans un compact de A 7 _ et la suite 

n — 9 

(a 1 u a } converge vers l'élément neutre de G. Par suite, k"(a' 1 u a 1 ) k' a M 

n n n & ' n n n n n n 

s'écrit v c l où {v } [resp. fc } , {£ }] est une suite d'éléments d'un 
n n n n 1 * n n 1 

compact de N [resp. de A, de K ] . 
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Nous avons alors 

N = u (b a 1 v a»"*1 b " 1 ) 
n n n n n n n 

A = b a' c 
n n n n 

K = 1 k 
n n n 

Le lemme se déduit de ces égalités en remarquant aussi que les seules valeurs 

d'adhérence de la suite {b a' v a' 1 b ]) (resp. (i }) apDartiennent à 

n n n n n n 

N ^ P = exp ( 0 G [resp. à KJ . 

9 a€ cejnA-

 a 3 9 

Notons aussi que l'on a : 

(2.2*0 Remarque . Avec les hypothèses du lemme (2.23), soit a un élément de A 

tel que $ (a(Kg A £ - 9 ^ s' 1 > °ù> pour g e G , on note a(g) la composante de g sur A 

dans la décomposition d'Iwasawa G - NAK. Alors la suite d> (A a 1 ) converge D . S . 
a n n 
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3 . - APPLICATIONS 

A/ Cocycles u-négatifs 

Nous choisissons une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G. Nous désignons 

par A_ l'ensemble des racines ayant servi à définir N ; par Z l'ensemble des racine, 

simples de A._~ et par M le centralisateur de A dans K. 

( 3.1) Définition ([«T]). 

Soit E un espace sur lequel G opère continûment à droite. On appelle 

cocycle sur E, toute application continue p de ExG dans E vérifiant 

P(u,g 1g 2)
 s p ( u , g 1 ) + p ( u . g 1 , g g ) (u e E, g 1 , g € G ) . 

Nous disons qu'un cocycle sur E est K-invariant si, en outre, 

p(u,k) = 0 (u € E, k e K ) . 

(Nous avons alors p(u,gk) = p(u,g) (u e E, k G K, g € G)] . 

Nous avons évidemment une définition analogue pour un G-espace à gauche. 

(3.2) Si (k,g) est un élément de KxG, désignons par H(k,g) la composante sur (S 

ê 

dans la décomposition d'Ivasava N(exp A)K, de l'élément kg de G. On vérifie que : 

i) H ( k , g l g 2 ) = H ( k , g l ) + H ( k . g l , g 2 ) , (k e K, g r g 2 € G),où k. g l désigne 

la composante sur d e l'élément kg^ de G. 

ii) H(yk,g) = H(k,g) ( Y 6 M , k £ K, g £ G ) . 

^ \G 

Pour u £ B = et g G G, posons alors 

H(u , g ) = H(k,g) 

où k est un quelconque des éléments de K dont l'image dans P est u. Nous obtenons 

alors une fonction de BxG dans ^vérifiant 

'H(u, S lg 2) = H ( u , g l ) + H ( u . g l 5 g 2 ) (u € B, g l , g 2 e G) 

H(u,k) = 0 (u e B, k € K) 

On montre alors que l'on a ([T]) : 
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(3.3) LEMME : ToiU cocyctt K-inv<vUawt oui B = N A [ ^ &t>£ dz la ^onjnz, 

p(u,g) - a(H(u,g)), pour une czAtcùnz ^orme linéaire réelle a sur fi 

(3. M L'ensemble des cocycles K-invariant sur B forme un espace vectoriel réel 

dont la dimension est égale à celle de l'espace vectoriel réel A . Une base de 

l'espace des cocycles K-invariants sur B est constituée par {a o H, a G £} 

Soit u une mesure de probabilité sur G. Nous disons qu'un cocycle 

K-invariant p est u-négatif si, pour tout u £ B, la suite {p(u,Y,...Y^)} converge 

p.s. vers (-«) ; où {Y^K^ désigne une suite de v.a. indépendantes de loi u à 

valeurs dans G. 

Le théorème suivant nous dit que les cocycles {a o H, a G a } sont 

u-négatifs pour une grande classe de mesures de probabilité u. 

( 3 . 5 ) THEOREME. Soient u une mesure dz probabilité SUA G et {Y.}. unz suite 
i 1>1 

dz v.a. indépendantes zt dz loi u i valeurs dans G . 

Supposons quz T^ zontiznnz unz suitz contractante (de^- {2.1)) zt quz G^ 

zt szs sous-gAoupzA d*indizz &ini nz soiznt pas contenus dans un sous-groupe para-

boliquz pAopAz dz G . 

Alors pour tout u € £ zt tout a € A_ , 

a(H(u,Y 1...Y )) ̂ > (-«). 
i n 

Supposons zn outAZ quz, pouA un cZAtain a ^ A J sup,JaoH(u,g)| u(dg)<+°°. 

Alors, si nous appelons v Vunique mzsuAz dz probabilité \i-invariante sur B 

[corollaire[l. 7) ) tpour tout u B, la suitz {- a(H(u,Y ... Y ))'} % 1 converge p.s. 

n i n n^i 

veA4 lz réel strictement négatif fQ a(H(u , g ) ) v(du) u(dg). 
B 

Preuve. La première assertion résulte du corollaire (2.8). 

Lorsque \ r suç |ctoH(u,g)| u(dg) < +
0 0 , nous savons (( ?! ) que', 

pour tout u € B, l'écriture de a o H (u, YyY^) sous forme de somme ergodique donne : 

- aoH(u,Y 1...Y )
 £ ^ L U a°H(u,g) v(du) u(dg). 

n i n B 

Le théorème ( 3 . 5 ) résulte alors du lemme suivant, bien connu en théorie 

ergodique. 
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( 3 . 6 ) LEMME : Soit (X,T,X) un système dynamique (TX = X, x(X) =" V) et f unz fonction 

intégrable a Valeurs .rézllzs. Si l'on a p.p. lim [ f oT = - °°, alors 

/ f dX < 0. 

Preuve. Considérons le produit Y = X x E et la transformation S de Y définie par 

S(x,r) - (Tx, r+f(x)) qui préserve la mesure v = Xâp où P est la mesure de Lebesgue 

n n ~ 1 k n 
de E . Comme S n(x,r) = (T nx, r + £ foT (x)) = (T nx, s (x,r)), il suffit de voir 

0 n 

que si / f dX = 0, alors pour tout e > 0 donné, il existe, pour presque tout 
A 

(x,r) G Y £ - X x [-£,£], une infinité d'entiers n tels que S
n(x,r) G Y . 

Un sous-ensemble A de Y est dit errant pour S, si A est non négligeable 

et les S A sont disjoints relativement à la mesure X. Montrons que si / fdX = 0, 
À 

il ne peut y avoir de tels sous-ensemblés A de Y. Puisque lim s (x,0) = 0 p.p. 
r n n n . 

on peut trouver une partie B C A non négligeable, telle que, uniformément sur B, 

lim — s (x,r) = 0 ; par suite, nous avons lim — X( U S B ) = 0 . 
n n n n n . 

0<k<n 
k 

Mais si les S B étaient tous X— disjoints on aurait 

X( U S kB) = n X(B). ; 

0<k<n 

ce qui contredit la relation précédente. 

On en déduit que lorsque /fdX = 0, l'ensemble C des points (x,r) de Y^ 

tels que la suite {S n(x,r)} ne revient pas dans Y^ est négligeable ; car sinon 

un tel ensemble serait nécessairement errant. Si alors n(x,r) désigne le plus petit 

entier positif n tel que S n(x,r) G Y , une transformation S se trouve définie sur 

Y^ par la formule 

3(x,r> = S n ( x > r ) ( x , r ) . 

Cette transformation préservant la mesure induite sur Y , l'ensemble des 

e 
points de Y^ revenant indéfiniment dans Y^ est de complémentaire négligeable. 

Plus généralement nous avons 

( 3 . 7 ) THEOREME. So,lt u une me^uvte dz probabilité sur G telle que G et ses 4 o t u -

groupes d'indice &ini ne*oient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre 

de G . Soit (^iJi>1

 u n ^ butte de v.a. indépendantes et de loi p , à valeurs dans G . 
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AppzlonA 9 Iz plus pztit sous-znAzmblz dz Z tzl quz T contienne unz 

suitz zonXA.acXa.YVtz vis-à-viA dz la classz dfZApaczà homogènes [définition 2.17) 

Alors , pour touXz suitz convzngzntz {u } d'élémznts dz $ , nouA avonA : 
n 

V a G G , 4up |a(H(u , / r . .V ) ) | < +• p.ô. 
n 

Sappo40Ki4 en outAz quz pour un czrtaln a € A _ , / G sup |aoH(u,g) | u (dg) < 
^ u 

À ^ c / u £ ' exp^eà^on t^(a) = /^/^ aoH(u,g)v(du)u(dg) e<s.t indépzndantz dz la mzsuAz 
B < 

de probabilité \i-invaAiantz v 4u>t B ; lzt> 6uitzs ( - aoH(a , y t . . . M l . et 

n n / n n>/ 

{- Log (j) (a )}, où Y...Y = x a k [décomposition polaiAz) , convznqznt toutes 
n a n 1 n n n n ' ' J 

\JQAA T y ( a ) qiu. e4£ strictement négatif si a G z - 9 (e£ paA 4acte u a € Ç[ e] n A _ ) . 

Preuve. La première assertion résulte du théorème ( 2 . 1 9 ) , du corollaire ( 2 . 2 0 ) et 

de la proposition ( 2 . 2 2 ) . 

Lorsque sup | a o H ( u , g ) | u ( d g ) < +°°, désignons par TT une mesure de proba-

bilité u-invariante extrémale de B. D'après le théorème ergodique, pour TT 8 P -

presque tout (u,u>) € B x Q, la suite {— aoH(u, Y, (u>). . . Y (w)} converge vers T (a). 

n 1 n ÏÏ 
Soit k un élément de K et écrivons : 

kY.-.-Y « N (k) A (k) K (k) (décomposition d'Iwasava) 
« n n n n 

kY.-.-Y = k x a k (décomposition polaire).' 
1 n n n n 

D'après la proposition ( 2 . 2 2 ) nous savons que, pour toute suite convergente 

{k } d'éléments de IC , la suite (A (k ) a 1} reste p.s. dans un compact de A . Comme 
n n n n 

aoH(u,Y i...Y ) = Log(<£ (A (k)) pour tout k € K ayant u pour image dans B, il résulte 
i n ot n 

de ce qui précède que les suites { — a(H(u ,Y....Y ))} - et {— Log <J> (a. )} conver-

n n i n n a n 

gent vers i^(a). On en déduit que cette intégrale est indépendante de la mesure 

de probabilité u-invariante TT. D'autre part, lorsque et 6 E - 9 , le lemme (3.6) nous 

dit que cette intégrale est strictement négative. 

http://zonXA.acXa.YVtz
file:///i-invaAiantz
file:///jqaa
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(3.8) COROLLAIRE : Soit u une mesure de probabilité sur G telle que G^ 

et 404 40O4-groupe* d'indice fini ne soient pas contenus dan* un sous-groupe 

parabolique propre de G . Soient ^j}i>) une suite de v . a . indépendantes et 

de loi u , i valeurs dans G . Soit p an cocycle K-invariant sur B x G tel que 

/ G sup | P(u,g)| u(dg) <+~ • 

u 

Alors Vexpression T ( U ) = / / p(u,g) \>(du) u(dg) e4-t indépoidante 

de £a mesure de probabilité u-invariante v ; pour toute suite convergente (u^) 

d'éléments de B , la suite de v.a.r. { - p ( u

n > ^ V ' * ^ ^ converge p.4. 

vers T ( U ) ; et la suite de fonctions E [ p( • , . . . y )] } converge 

uniformément sur B ve/i4 t(u). 

Preuve . Les deux premières assertions résultent immédiatement du théorème 

( 3 . 7 ) . 

Pour prouver la dernière assertion , il suffit de prouver que pour 

toute suite {v } d'éléments de B , la suite U = E [v ] , où w •= p(v , Y . ..Y ) , 
n n n n n i n 

converge vers x(u). Soit a une valeur d'adhérence de U *, il existe alors une 
n 

suite d'entiers {n, } telle que U —* a et v —*• v. D'après ce qui précède, la 
n k n k 

suite v converge p. s. vers T ( U ) . 

D'autre part, l'inégalité jw | £ — £ sup | p(u,Y )| montre que la suite de 

n n k 

k - i u 

v.a. {v }est équi-intégrable. On en déduit que la suite de v.a. (w } converge, 
n K n 

p.s. et dans.IL1 , vers T ( U ) . x(u) est donc la seule valeur d'adhérence de la 

suite U et le corollaire est démontré, 
n 
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Signalons au passage la conséquence suivante : 

( 3 . 9 ) COROLLAIRE : Soit y u n e mzsuAz dz probabilité SUA G ayant u n momznt 

d1 oKdJiz / zt tzULz quz G^ zt szs sous-groupzs d'indicz fini nz soiznt pas contznus 

dans u n souÀ-QKowpz paAaboliquz proprz dz G. 1 

KloKS pouA tout a 6 A_ , 

/ / aoH(u,g)v(du)y(dg) = -/ / a o A d m (H(u,g))v(du)y(dg) 
G S B ^ v 

o ù y e a < £ V imagz dz y p o t ^ ' a p p & L c o t t o n g G •+ g ; v(resp \>') e * £ u n e q u e l c o n q u e 

m e à u v i e dz probabilité invariant z {rzàp. v-invariantz) SUA B . 

Preuve. Notons d'abord que si a S A alors aoAdm € A et (-aoAdm ) € A . 
- s + s -

D'autre part soit V un voisinage compact de l'élément neutre dans G, 

nous disons que y possède un moment d'ordre 1 si / <5y(g)y(dg) < où 

<5v(g) - inf {r1=]N* : g 6 V n ) . 

Cette définition est évidemment indépendante du choix de V. 

Ceci dit nous avons vu que l'expression 

T (a) = / Q / ^ aoH(u,g) v(du) y(dg) est indépendante de la mesure de probabilité 

y-invariante v et l'on a 

lim - L o g U (a )) = T (a) , 
n n a n y 

où Y,...Y = x a k (décomposition polaire). 
1 n n n n 

De même si Y, 1...Y 1 = x„ a k (décomposition polaire), alors l'expressio 
1 n 1 n n 

Tv(a) = / Q / Q aoH(u,g)v(du)y(dg) est indépendante de la mesure de probabilité 

y-invariante v et 1 on a 

lim - Log (<j> (a )) = iv(a) 
n a n y 

n 

Mais les v.a. (Y ...Y,) 1 et (Y,...Y ) 1 ont la même loi. En outre 
n i i n 

• (Y,...Y ) 1 admet la décomposition polaire (k 1m )(m 1 a 1 m )(m 1x 1). On en 
1 n n s s n s s n 

y -1 -1 V ^ 

déduit que les v.a. a et m a m ont la même loi. D'où le résultat. 
n s n s 
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B/ Cocycles négatifs (G=SL(d,B)) 

La propriété de négativité de la limite de la v.a. a (H ( U , Y .. . Y ) ) , 
1 n 

pour u € B = et a S , peut être reliée à la négativité de certaines inté

grales par rapport à la mesure K-invariante m sur 

(3.10)Définition 

Un cocycle K-invariant p sur B est dit négatif si 

p(u,g) m(du) _< 0 , Vg 6 G. 

( 3 . 1 1 ) THEOREME 

Ltà fonmzs linzcuAzs et SUA 'dtzttzs quz iz zozuzlz K-invariant ctoH 

soit négatif fonmznt un c o n e c o n v e x e dont Izs gznznatAiczA zxtAimalçA sont 

zngzndAéZrS pan. Iz* AazinzÂ s-unplzs nzQativzs [i.z* pan Z ). 

Avant de justifier cet énoncé, nous montrons deux lemmes, pour 

G = SL(d,B). Pour tout t € {1,...,d-1} et pour tout g = ((a..)) € G, nous appelons 
^* J 

A^(g) le déterminant ad-£+1 d-£+1 ad-£,+ 1 d 

a d d-A+1 ' f ' a d d 

Nous posons <5(g) » inf {|A^(g)| : l 6 {1 ,. . . ,d-1}}. Si g est un élément de G , 

nous désignons par a(g) la composante sur A, dans la décomposition d'Ivasawa 

G^NAK, de g et nous notons ||g|| = sup /̂p"" 

(3.12) LEMME : Jl zxÀMtz un zntizA p 1 1 zt unz zonAtantz C > o tzls quz, pouA 

tout zlémznt k dz K, 

sup _ ||x~1 a(kx)|| < 0 ( 6 ( k ) f P 

x^ExpW 

Preuve. Si 6(k) = 0, l'inégalité est triviale. Lorsque ô(k) > 0, k s'écrit 

k = ubu Y avec u € N, b e A, u € N, y 6 M ; et les coefficients des matrices 
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u, a et u sont des polynômes en les coefficients de k et les inverses des 

mineurs A (k), l ^ {1 , d - 1 } . Il existe donc une constante > 0 et un entier 

P i 1 tels que 

vk e K, ||b(k)|| |[u (k) || i c 1 (ô(k)"
p . 

D'autre part, pour tout élément g de G, ||a(g)|| £ ||'g||. En effet la 

décomposition d'Iwasawa de g s'obtient en procédant à 1'orthogonalisation du 

système de vecteurs colonnes {g f^,...,g f } de g ; si bien que les éléments 

de la matrice diagonale a(g) sont respectivement inférieurs aux normes de ces 

vecteurs colonnes. 

Ceci dit nous avons, pour x € Exp W et k £ K avec 6(k) > 0, 

k x s n b x ( x " u x ) y 

et 

l|x"1 a(kx)|| = ||b a(x""1 u x ) || < || b || || x""1 u x|| . 

Puisque x £ Exp W, chaque élément de la matrice triangulaire inférieure 

x u x est, en module, inférieur au module de l'élément correspondant de la 

matrice u. Il existe donc une constante C^ > 0 telle que 

sup _ ||x"1 u x|| < C || u|| . 
x€Exp W * 

On en déduit alors l'inégalité voulue avec C = C. C^ . 

( 3 . 1 3 ) LEMME : II zxtàtz une constante C > 0 tzllz quz pout tout 0<e<l , 

mJ{)£K : 6(k) < £ d ~ 1 } ) < C e 

Cette inégalité est justifiée en ( [ ^ ] , corollaire du lemme 1). 

(3 .1 M COROLLAIRE : SI a Z6t unz fonmz tinzcuAZ 6uA & jla fonction F^ dzfiniz paA 

F (u) = sup |aoH(u,Exp X) - a(X)| (u € B) , ZSt m-intZQh.ablz. 
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Preuve. Du lemme ( 3 . 1 3 ) , il résulte que la fonction u € B + Log6(u) est'm-intégrable 

[on notera que <5(ky) s ô(yk) = <5(k), Vk £ K, Vy £ M et donc 6 peut être considérée 

K \ 
comme une fonction sur .> B] . 

M 

Le corollaire ( 3 . 1 1 * ) est alors une conséquence de l'inégalité du 

lemme ( 3 . 1 2 ) . 

( 3 . 1 5 ) Preuve du théorème ( 3 - 1 1 ) 

Montrons d'abord la négativité de l'intégrale aoH(u,g) m(du) pour a £ A_. 

Comme cette intégrale est une fonction de g K-bi-invariante, elle est aussi égale à 

/ G / ^ aoH(u,y) m(du) u(dy) , 

où u est la probabilité K-bi-invariante * * m^ sur G. 

Lorsque g £ K , la mesure u vérifie les hypothèses du théorème ( 3 . 5 ) . 

D'après ce théorème , nous avons donc 

a(H(u,g)) m(du) = / f% a(H(u,g) în(du) u(dg) < 0 . 

B G ' B 

Inversement, supposons que aoH(u,g) m(du) < 0 , Vg S G, et montrons que a 
D 

est une combinaison linéaire à coefficients positifs des racines négatives. 

Pour tout X ^ W et tout entier n>J, nous avons, en posant b = Exp X : 

nct(X) < aoH(u,b n) + F (u) 
— a 

_< aoH(u,b n) m(du) + F

a (
u ) m(du) ; 

et donc, d'après l'hypothèse, 

na(X) < ta F (u) m(du) . 

D Ct 

On en déduit que ct(X) _< 0, VX € W ; c'est-à-dire ct€û_ . 

Le théorème ( 3 . 1 1 ) est ainsi prouvé. 
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C ) Compactifieatiqn de.AlggP§gg_s^gtrig tue_{cas_G_g_S&(d yF) 

On donne ici une interprétation géométrique de la convergence de X (u))V 
n 

vers une mesure de Dirac : l'image canonique de ̂ ( O J ) dans l'espace symétrique /fc 

convenablement compactifié, converge vers un point frontière de ̂  et l'ensemble de 

ces limites s'identifie à la frontière de Furstenberg B - MA • 

Désignons par A la mesure K-invariante sur B, par A - GA la 

1%. i\ 

fermeture en topologie vague de l'orbite de A.- sous G, espace qui contient 

cdmme partie dense [ 6 ] , l'identification étant réalisée par gA^. 

La structure de A comme G-espace a été étudiée par C.C. Moore (cf en parti

culier [ 18 ] ) dan s le ca s général d'un groupe semi-simple. On retrouve ici 

simplement ces résultats, dan s le ca s particulier G = S£(d,JR) , grâce à une 

réali sation particulière de A • 

«a 

Soit C la partie de la gra ssnannienne de _G formée des sous-algèbres 

de Lie R maximales pour la propriété : "les valeurs caractéri stiques de tout 

élément de R sont imaginaires pure s.11 Le groupe G opère sur C par conjugai son et 

la structure de C apparaît ci-dessous. 

( 3 . 16) Théorème 

L'application g + g* K définit un homéomorpkisme de % Sun. un 

ouvert dz A . Les G-espaces h et C s'identifient naturellement;., ils 

sont formés de 2 e 1 " " 1 orbites zt la szulz orbitz compacte de A est formée des 

mesures de Virac sur B . 

Preuve 

Elle con si ste en une de scription de s me sure s de A et de certain s sou s-

groupe s a saocié s. On désigne par (q) = (q^, q^ ,. . . 5<lr_i )
 u n e suite de formes 

quadratiques positives "emboitée" au sens suivant : .q^ est une forme quadratique 



sur Vo = de noyau CVo et-, par récurrence, q^ e st une forme quadratique sur 

de noyau V ^ + 1 C ((3<i_<r-1 ). La donnée de(q) définit donc une suite (V\) de 

sous-espaces emboîtes et des produits'; scalaires sur les x / 

i+1 

On notera par Q l'ensemble des telles suites (q). 

Soit la composante neutre du stabilisateur de (q), c'est-à-dire de l'ensemble des 

g e G avec gq^ - , g q i - q ^ (0<i<r-l). 

Afin de préciser la structure de R^ et d'identifier les algèbres de Lie corresp 

pondantes aux éléments de C, introduisons des supplémentaires de dans V\. 

Par définition de (q) et R , ilcest clair que R fixe les V. et agit orthogonalement 

V. - q Q. 1 

sur chaque l y ~. . Si alors N est le sous-groupe des g opérant trivialement 

0*i+1 q 

... V. 

sur chaque et K le.produit des groupes de rotation des W., le groupe R 
Wi+1 q 1 q 

est produit semi-direct de son sous-groupe distingué nilpotent par le groupe 

compact K^. Les valeurs caractéristiques de g € sont de module 1 et un calcul 

immédiat montre d'autre part que dim R^ = si la première de-..ces 

propriétés est vraie d'un sous-groupe connexe H elle implique d'après [U] , 

. ^ d 
l'existence d'une suite de sous-espaces emboîtes B = V - O V Z . . . D V „ D V = 0 

^ 0 1 r-1 r 

et d'un produit scalaire sur IR^ tel que H laisse invariant les V. et agisse 

V. 1 

orthogonal ement sur chaque /j * On enrdéduit l'existence de (q) ^ Q avec 

( -1) 

H C R^ et dim H <̂  q ~ . Ceci prouve qi'oin sous-groupe de la forme R^ est 

maximal pour la propriété étudiée ; par ailleurs s il: H est maximal la relation 

H C R implique bien H = R . D'où l'identification de C et de la famille des 

q. q 

algèbres de Lie des R^. L'ensemble C est compact puisque la dimension [ ici 1 \ 

est conservée par passage à la limite ainsi que la nullité de la partie réelle 

des valeurs caractéristiques. Enfin, remarquons que le normalisateur S^ de R^ 

est formé des g £ G laissant les V. invariants et opérant par similitudes dans 

V. 1 

les ; c'est un sous-groupe moyennable maximal d'après [12] et R apparaît 

i+1 q 

comme son sous-groupe distingué de type R maximum. De plus, l'orbite de R , ou 
v G 

de son algèbre de Lie, sous G, est l'espace homogène /g ; l'orbite de dimension 

G q 

maximum est l'espace symétrique et l'orbite de dimension minimum la frontière 
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Q 

de Furstenberg / . La donnée de (q) définit une sous-variété algébrique parti-

NAM 
culière L de B et une mesure de probabilité A de support L . En effet, le choix 

q v < q q 

d'une suite de drapeaux dans chaque 1 / définit un raffinement maximal de 

i+1 

la suite des sous-espaces emboitees v\ ; les drapeaux ainsi obtenus forment la 

sous-variété L qui s'identifie au produit des espaces de drapeaux associés aux 
V. q 

. Le stabilisateur de L^ est le sous-groupe "parabolique" laissant la 

suite des V. invariante et le sous-groupe laissant fixes tous les points de L 
1 V. q 

est l'ensemble H des g ^ G opérant par homothéties sur les 1 / ; ce dernier 
q i+1 S 

sous-groupe H contient N , est inclus dans S et la composante neutre de q/ T r 

q q q v H q 

est K . Sur les espaces de drapeaux associés aux / est définie une mesure 
q i+1 

naturelle, invariante par rotation ; la mesure produit A , de support L- est K -

q ^ cj 

invariante et est donc fixée par S . De plus le stabilisateur de A est égal à 

q q 
S . En effet, de g A = A on déduit g L = L , soit g € p ; écrivant g comme 

q q q q q q 
produit d'un élément de et d'éléments des groupes linéaires des , on obtient 

que ces derniers stabilisent les mesures naturelles sur les espaces de drapeaux 

de W. , et donc définissent des similitudes sur chaque W.. L'orbite de A sous G 
i ^ i . q 

Q 

s'identifie alors à / et il y a donc bijection naturelle entre l'ensemble des 

q 
A et celui des R . 

q q 

Montrons que l'ensemble des A^ est égale à A , ce qui montrera en parti

culier sa compacité en topologie vague. Etant donné (q) € Q et une suite de 

réels positifs a = (a^ ,. . . ,a^__ ̂  ) avec j£ a ̂  < ... _< a

r _ ^ > considérons 

l'élément a de H qui en restriction aux W. se réduit aux homothéties de 
a q i 

rapports ou. Si maintenant la suite cJ1 = ( ,. . . ,a^_.j ) est *t elle que 

eu = o(a? ,) (0<i<r-2) on a bien A = lim a' A„ puisque cette limite est portée 
1 i+1 q n K 

n a 

par L et est K invariante comme chaque a A„ . 
q q"" n K 

Donc l'ensemble des A est contenu dans A . Inversement, considérons 
q 

n ^ x ... n , n n 1 f n v n . 

une suite g de G décomposée sous forme polaire g = k a k ou a est dia

gonale et k n, k' n orthogonales. On peut supposer, par extraction de sous-suite 

que k n converge vers k 6 K et que a.n s'écrit u1 a n où u 1 1 converge vers u et a ^ 

CL CL 
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est du type précédemment envisagé pour un certain (q) £ Q défini à partir de 

la base canonique. La limite de la suite de mesures g QX s'écrire donc k u X 

& q 

et sera encore de la forme A , avec q' - ku(q). 

Pour vérifier que la bijection canonique A^ entre les espaces 

compacts C et A est un homéomorphisme il suffit de vérifier sa continuité : si 

la suite R converge vers R et si A est valeur d'adhérence de la suite des 
n ° q **q' 

q 

A ^ on peut affirmer que A , est R -invariante et ceci implique bien R - R . , 

q

n q q q q' 
soit A = A . . 

q q 

G * 
Il est clair que la frontière de Furstenberg /~ est plongée avec 

Q 

sa topologie naturelle dans A. Pour vérifier la même propriété de , il suffit 

de voir que l'orbite correspondante dans A est ouverte, ou encore que l'ensemble 

des A pour L r1 B est fermé. Si la suite A converge vers A , la suite de 

q q g

n q 
compacts L a pour valeurs d'adhérence des compacts contenant le support L 

q 1 1 q 

de A , en particulier dim L < lim sup (dim L ) , ce qui justifie que l'ensemble 
q q ~" n ^ n 

des L avec L î B est fermé, 
q q 

Pour conclure» la convergence de la suite X (̂ )AT_ vers une mesure de 
n K 

Q 

Dirac s'interprète donc dans A ou C comme une convergence de la suite de /„ 

associée à X (w) vers un point frontière appartenant à la G-orbite de dimension 

minimum, c'est-à-dire à B. 
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U.- EXEMPLE : Application au groupe SL(dJR) 

(U. 1 ) Prenons pour SL(dJR) les décompositions d'Iwasawa et polaire considérées 

en ( 1 . 3 ) . Nous avons 

fa = (matrices diagonales réelles de trace nulle) 

Z - {a^ ,. . . } ' °ù P o u r t o u t i € {1,...,d-1} eu est 1 1 homomorphisme 

" X 1 (o)] 
d'algèbre de Lie qui à X = *. 6 A associe a . ( X ) = x . - x . 

L ( 0 ) * X d J 
| x i (o) . 

W = { • . S A : x < . . . < x J } . 
(0) 'x, 1 d 

d 

Pour g £ G, nous écrivons : 

b(g) = diagfb 1(g) 5...,b d(g)] 
, _ (décomposition d'Iwasawa) 

g = u(g) e b(g) k(g) 

d 

où u(g) € N, k(g) € S0(d) et b.(g) € ]R avec £ b.(g) = 0 ; 
1 i=1 1 

c(g) = diag [ c ^ g ) . • ,c^(g)] 

(décomposition polaire) 

g = k 1 e c(g) k 2 

d 

où k 1 ,k 2 € S0(d) et c^(g) € E avec £ c ^ g ) = 0, c 1 (g) £ ... < c d ( g ) . Les réels 
i= 1 

c^(g), ^^JL^, s o n t déterminés de façon unique par g tandis que le couple (k 1 fk^) 

n'est pas unique. Lorsque c^(g) < ... <c^(g), alors les autres décompositions polaires 

de g s'obtiennent en remplaçant le couple (k^,k^) par un couple (k^m, m 1k,_>) 

avec m £ M. 

Soit u une mesure de probabilité sur G telle que G^ et ses sous-groupes 

d'indice fini ne soient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G. 

Nous désignons par ( X ^ } ^ une suite de v.a. indépendantes, dè loi u, à valeurs dans G: 

nous posons X^ = ^ V ' - ^ n 5 p o u r d e u x s u i t e s convergentes (y^et {g n)d'éléments 

de G . 



- U 8 -

(h.2) Comportement des suites de v.a. b.(X ) et c.(X ) , 1<i<d 
i n i n 

Nous écrivons b.(n) et c.(n) au lieu de b.(X ) et c.(X ). Pour tout 
i i i n i n 

i € {1,...,d}, nous avons (proposition (2.22)) 

(*) sup|b.(n) - c.(n)| < +<» p.s. 

n 

D'autre part, pour tout i € {1,...,d-1}, nous avons l'alternative 

suivante (corollaire (2.20)) : 

ou bien les suites réelles {b.(n) - b. An)} et (c.(n) - c. (n)} 
i 1+1 i î+l 

convergent p.s. vers (-»). 

ou bien, pour tous g 1 ,g 2

 6 G > il existe un réel y ( g 1 , g 2 ) > 0, tel que 

en posant X 3 diag (x ] . . ,x d) avec <. x 2 <. <. x d 

S 1 T p g 2 C K { e
X : 0 < x. + 1 < yig^g^) K 

par suite sup|c^(n) - c ^ + 1 ( n ) | < + • • p.s. 

et suplb.(n) - b. (n^l <+« p.s. 

n i i+1 ' 1 r 

Lorsque est compact (ce qui entraine que = est compact), 

nous nous trouvons dans la deuxième alternative pour tout i G {!,...,d-1}. 

Lorsque n'est pas compact, on se trouve dans la première alternative 

pour au moins un entier de {1,...,d~1}. De l'égalité 

c d(n) = d [ l k ( c k + 1 ( n ) - c k(n))] , 

K-* T 

il résulte alors que les suites (c d(n)} et (b d(n)} convergent p.s. vers (+«) ; 

et les suites c

1 ( n ) et b^(n) convergent p.s. vers (-°°). 

Lorsque T contient une suite contractante, on se trouve dans la première 

alternative pour tout i; 'c'est en particulier le cas si est d'intérieur non 

vide d'après une conséquence non triviale de [ 6 ] . 
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Supposons que j ^ Log || g ||u (dg) < +«. Alors (théorème ( 3 . ? ) ) , pour tout 

i € £ 1 d } , les suites ( b ^ r O - b . ^ (n ) )} et {- (c.(n) - c

i + 1 ( n ) ) } convergent 

p.s. vers un réel . T ^ strictement négatif ou nul selon que les suites ( (b^(n) ~ 

et { (c^(n) - c^^(n))} convergent vers (-°°) ou sont bornées p. s. 

On en déduit que les suites {--b.(n)}et {—c-(n)}, 1 <i <d, convergent 

n i n i 

vers des réels A^ vérifiant A^ . ._<A^. De plus A^ < A ^ + 1 excepté si pour tous 

s 1 ' S 2 ^ °' ^ e x i s t e u n r ^ e l ^ ( g . , ^ ) > 0 t e l q u e 

g 1 T u g 2 C M e * ; 0 £ « ^ ( g ^ g g ) > K 

circonstance exclue si T u contient une suite contractante. 

Lorsque n'est pas compact, A^ > 0 et A^ < 0 . 

Notons enfin que d'après le corollaire - ( 3 - 9 ) ,,lorsqu'on change u en y les 

V 

réels A^ sont remplacés par les réels A^ = * d + 1 _ £ • De la même façon si on change 

u en les réels A^ sont inchangés. 

(H.3) Comportement des suites de v.a. k.(X ) et u(X ) 
i n n 

Supposons que c^(n) - c^ + 1(n) P , 5*> (-*») pour un certain i€ {1,...,d-1}. 

Alors la suite de sous-espaces vectoriels de dimension (d-i) de ]Rd engendrés par 

( k ^ X ^ ) f^, . . . ,k 1 (X^) > où '{ f 1 ,. . . ,f^} désigne la base canonique de E
d , 

I resp. par {u(X )f ,...,u(X )f } L converge vers un sous-espace vectoriel de 
L» n e n J c + i j 

dimension (d-i) de IRd. [ On notera que l'espace F^_^ des sous-espaces vectoriels 

d G 
de dimension (d-i) de B s'identifie à l'un quelconque des espaces homogènes 

où P est un conjugué du groupe parabolique standard } 

qui est 1 * stabilisateur dans G de l'élément de F d_£ engendré par 

{ f d , . . . , f l + 1 } ] . 

Les résultats précédents nous permettent d ràméliorer les théorèmes ( 8 . 6 ) 

et ( 8 . 3 ) de [7] . 

Nous appelons P d \ resp. V d 1] l'espace projectif associé à 

E d = { ! 1 : u. e B , 1±ij<d} [ resp. à t R d = {(u ,. . . ,u d) : u. 6 B , 1<_i<d}] . 

Ù d 
-
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d-1 ^ 
P s'identifie à la classe d'espaces homogènes H(P r ,) ; 

- d ~ 2 d-1 

P r ! étant le stabilisateur dans G de l'élément f, de P 
( a 1 fld-2} - d 

d 2 1 /2 

Pour u = (u 1 ,. , • , u d ) , nous posons || u|| = ( l ; et pour 
g € SL(d^R), nous notons ||g||- . sup "^fr- Nous désignons par p le cocycle 

u € V - { 0 } U | > 
sur T x G défini par 

p(iï,g) - ( û e V " 1 , G) , 

où u désigne un représentant de u dans^lR^. 

Nous avons alors : 

(k.k) THEOREME : Soiznt u une mesure dz probabilité Sur SL(dJR) zt ( Y i ) i > 1 

unz Suitz dz v.a. indépendantes zt dz loi u. Supposons quz G^ nz soit ni compact 

ni contenu, ainsi quz ses sous-groupes d'indice fini, dans un sous-groupe 

paAaboliquz propre dz G . kppzlons X ^ Iz produit ^ j - - » ^ n Qn > pour deux 

suites convergentes iu }' et (g } d'éléments de G . 
• n n 

Alors, pouA toute suite convergente {u^} d'éléments de tiR d - { 0 } , 

ne conveAgeajtt pa4 veAà zéro, 

ll»B x n | | ^ » (+-) 
^ ||u X || ||u X || 

0 -nf irirlsup"Pirll|un11 p,s-
n 11 n M n 11 n M 

Lorsque / G Log | |g | |Uclg) < +*, l'expression fQft p(u,g)v(du)p(dg) 

p 

est strictement positive et indépendante de la mesure de probabilité u-invariante 
% t_d-1 
v sur T P ; e-t noa6 avorta 

lim(-; Log ||u X ||) - lim(~ Log||X J | ) — f J. . .p(u , g ) v(du) u(dg) > 0 
n n n n n n n G ty i-1 

Supposons en outre que T contienne une suite contractante vis-à-vis 

" Hu x II 
de l'espace projectifT . Alors la suite { — ^ " j ? c o n v e r g e p.s. vers une v.a. 

t d— 1 ^ 

4̂ ucctemextt positive et i l existe surT une unique mesure de probabilité 

M-invariante v. 



- 5 1 -

Preuve du théorème. Nous pouvons supposer que les vecteurs u sont normes ; nous 
n 

écrivons alors u = e, k , où {k } est une suite convergente d'éléments de SO(d). 
n a n n 

c,(X ) b (k X ) 

Nous avons alors ||x || = e d n et llu X j|= e d n n . 

I I n n " n u " 

Soit 9 « (a,€ Z : la suite{c.(X ) - c. ,(X )} ne converge pas p.s. vers 
i i n î+i n 

(-«)}. Puisque T n'est pas compact, 9 n'est pas égal à E et la suite c.(X ) con-
U d n 

converge p. s. vers (+°°). 

D'autre part d'après la proposition (?.22) nous avons : 

(•) sup | C,(X ) - b fk X ) | < +• p.s. 
1 d n d n n 1 ^ 

n 

Les deux premières assertions du théorème résultent alors , via le théo

rème ergodique, de ce qui a été dit en (U.2). 

Lorsque T contient une suite contractante vis-à-vis de P d 1 nous savons 
u 

(théorème ( 2 . 1 9 ) ) qu'il existe une unique mesure de probabilité U-invariante v 

t d- 1 
s u r T et que : 

i) la suite {c„ ,(n) - c j n ) } converge vers (-«) 
d -1 d 

ii) la suite {k k.(X ).f,} converge n.s. (voir ( h . 3 ) ) . Ceci signifie, en 
n i n ci * / . N 

x (i ,d) 
posant x = k k (X ) € SO(d), que les suites de v . a . ( — / . 1<i<d - 1 , converge 
e n n 1 n x (d,d) 

n 

p.s..vers des v.a. x(i,d) ; par suite, puisque x^ë SO(d) , 

l * n ( d , d ) | ^ — j 

/ 1 + 1 (x ( i , d ) r 
i=l 

Le calcul montre que 

||u X j | c. ,(n)-c.(n) 

- f 5 T T T - | x n ( d , d ) | d + o ( e d " 1 d )) ; 

d'où le résultat. 

(U.5) Tour deux éléments u = (u^,..,u^) et v = (v^,...,^) de t]R d , nous posons 

2 1 / 2 d 

llu A vil =( V (u. v. - u. v.) ] et <u,v> = Y u. v. . 

1<i<j<d 1=1 

2 2 2 2 
Nous avons || u A v || + ( <u,v> ) =||u||"||v||" 
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Nous appelons 6 la distance sur V d 1 définie par 

*f \ Il u A vil 
5 ( U ' V ) = Il u|| Il "|| ' 

où u et v sont des représentanta de u et v dans \ ^ . 

Si (u,v) désigne l'angle des vecteurs u et v , nous avonn 

6(û\v) .= | sin 9(u,v) ( . 

Pour tout g € G, nous posons 

Ikrll = SUD (ll.v« A v g l -
u^v 

Considérons l'espace P d ^ des drapeaux de dimension 2 ; c'est-à-dire 

l'espace des couples (E^E^) de sous-espaces vectoriels de E d tels que E 1 C E^ 

et dim E. s i , i — 1 , 2 . L'espace P d ^ s'identifie à la classe d'espaces homogènes 

1 1 , c. 

H(P, ,) ; P, , étant le stabilisateur dans G de l'élément 
t V - - - . ° ' d _ 3 } V - - - ' a d - 3 } 

Appelons M l'espace constitué par l'espace produit P d 1 x P^ 1 auquel 

on a retiré sa diagonale: Nous compact ifions M en lui adjoignant l'espace des 

drapeaux P d 1 de dimension 2 ; nous disons qu'une suite {(u ,v )} d'éléments de M 
i ,<c n n 

converge vers l'élément (u,[ u,v] ) de 1 si la suite {(u ,[ u ,v ] )} de P^ \ 

i , 2 n n n i , 2 
associée à la suite {(u ,v )} converge vers (u,[u,v]). Nous notons M ce compac-

n n 

tifié de M. 

Posons alors : 

o((û,v),g) = Log Cg e G , (û,v) 6 ^ M ) , O Ù u(resp, v) est un représentant 

dans ^ I R ^ , de norme 1, de u(resp.-v) ; et 

a((u\[û,v] ),g) = Log i V ^ (g>€ G,(û, [Û,V] ) € V ~ V où u(resp. v) est un 

l|ug|n|uAv|| _ _ ^ 

représentant dans ^ I R ^ , de norme 1 , de u(resp. v ) . 

t— 
L'application a est alors un cocycle sur M x G . 
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( U . 6 ) THEOREME : Soient u une mesure de probabilité sur SL(d^?) et f ^ h ^ 

une suite de v.a. Indépendantes et de loi v- Supposons que G^ et ses sous-groupes 

d'Indice- fini ne soient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de 

SL(djR) et que contienne une suite contractante vis-à-vis de l'espace projectif 

P d ~ 1 . Nous posons X * u V....V q pouA deux suites conveAgentes Uj ) et {g } de G 
n n J n n J Jn n 

Alors pouA toute suite (u >v ) d'éléments de t M , convergeait dans l M , 
n n 

6(n) = 6(û .X ,7 .X ) 2^-> 0 
n n n n 

et 

«<n)||x J 2 6(n) | |X II2 

0 < inf | i Y M < sup u ;i < +« p. s . 
n l | Xnll(2) " n l | Xnil(2) 

Lorsque f Log ||g||Udg) < +«, V expression 

a(u , g )v ( d u)u ( d g ) , e^£ strictement négative et indépendante de la mesure 

de probabilité M-invariante v sur ^P^Tl ; et nous avons p.s. 

Il II 
lim (~ Log6(n)) * lim Log — n ^ ) • '= / / a(u,g)v(du)u(dg) < 0. 

iixjr c \ 2 

Suppo^onà en ouX îe que contienne une suite contractante vis-à-vis 

de l'espace des drapeaux p d ~ ^ de dimension 2. A&vu £a 4acte ( 6 ^ | ̂  | X n ^ j 

converge p .4. ve>>i4 une v .a . 4£u.c£eme*tt positive ; e£ -c£ ex^i^e 4U A N ^ 

un<à unique mesure de pAobabllité u-invariante ^. 

Preuve. D'après le théorème (U.U) , on peut remplacer (6(n)} par la suite 

llu X A v X II 
M / \ " n n n n" 
< 5'(n) = 5 

l l x j 2 

Nous pouvons supposer que les vecteurs u^ et v^ sont normes et orthogo

naux ; nous écrivons alors u = e, k et v = e, « k où {k } une suite conver-

n d n n d - 1 n n 
gente d'éléments de S 0 ( d ) . 
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Nous avons alors 

b. , ( k X ) - b (k X ) 
\ d-1 n n d n n 

6'(n) = e 

et • c. ,(X ) - c.(X ) 
ii v f &-1 n a n 

• V ( 2 ) = e 

L a démonstration du théorème (h.6) est alors analogue à celle du 

théorème ( H . k ) . La dernière assertion est à rapprocher de la remarque (2.2M . 

( U . 7 ) C O R O L L A I R E . Soit u u n e mesure d e probabilité SUA S L ( d , R f e £ f i M 

u n e 4uXte d e v . a . Indépendantes zt dz loi P . Supposons:que Gu zt ses sous-

groupes d'indice fini ne soiznt pas contenus dans un s OLUS-groupe parabolique 

propre dz SL(d,R) ; quz zontiznnz unz suitz zontAactantz vis-à-vis dz Vespace 

Vespace projectif 1 zt quz u possède un momznt d'ordre 1 . Nous appz-

lons X Iz pAodult 

n r
 1 n 

Alors la suitz dz fonctions { ̂ E [ o ( . , X ) ] } , définies sur * M , 

c o n v e r g e a j i ^ ^ o A m g m e y U : v e ^ 6 T ( U ) * 77 a ( a , g ) v ( r f a ) u ( d g ) < 0 . 

Preuve . Soit (u, v) . € " . Nous désignons par u et v des représentants normes 

de u et v ; et nous posons 

w » ( v - < u,v > u) / i v - < u,v > u I 

Soit k et k 1 des éléments de SO(d) tel-que : 

u = e, k, w = e, „ k et v = e, k 1, Nous avons : 
d d- « a 

//- -\ \ d-1 d 
a((u,v), g) = e 

r -, b d - 1 (kg)-b (kg) 

a ( ( u , [u,vj), g) = e 

D'après le corollaire (3-8), la suite de fonctions {— E [a(-, X )] } 
n n 

converge alors uniformément sur M vers X. „ - À, . 
d - 1 d 



- 5 5 -

(U.8) Exposants de Liapunoff 

Considérons ici une suite Y , (w), indexée par Z, de variables aléatoires 
K 

indépendantes et de même loi, réalisée canoniquement par la suite des fonctions 

coordonnées sur l'espace produit G muni de la probabilité produit. Considérons 

le produit de matrices aléatoires S (w) défini par 

S Q ( ( U ) « Y ^ _ ^ ( w ) . . . Y Q ( U J ) (n>0) 

S (w) =* Y~ 1(u>) Y ~ 1 U ) (n<0) 
n n -1 

Ce produit vérifie la relation de cocycle vis-à-vis du shift & sur G^ : 

m+n m n 

D'après [ 2 0 ] , appliqué au cas particulier ici envisagé, il existe des 

sous-espaces E ^ ( O J ) (l<i<r) en somme directe définis presque partout de manière 

unique, et des scalaires c;. (c < c_ <...< c ) tels que l'on ait presque partout : 

i l 2 r 

Vx e E. lim -IlLôg S (ai)xll = c. 
i ^ n n 11 i 

Les c_̂  sont appelés exposants de Liapunoff du cocycle ^ ( w ) et les E^ 

jouent le rôle des sous-espaces caractéristiques dans le cas des itérées d'une 

matrice. Si les sous-espaces V\ et V\ sont définis par : 

V.(w) = { x € ]Rd

 ; u n - Log IIS (w) x|| < c. } 

i , n " n 11 — i 

V . (w) = {x € ]Rd -, TLn - Log ||S (OJ) X | | < - C . } 
-i -n n i 

Il est clair que les V. forment une suite croissante avec V et que 

E = V. n y . . 
i i -i 

Il en découle aussi [.21 ] que la suite de matrices définies positives 

(S S ) converge, lorsque n -H», vers une matrice positive de valeurs 

n C 1 ° 

propres e ,...,e et que V\ est égal à la somme des sous-espaces propres 

correspondant à c^,...,c^ . On va montrer ici que les c^ sont en nombre égal à 

la dimension et que les V\ forment un drapeau dès que la condition de densité 

suivante est vérifiée : contient une suite contractante et ne laisse invariante 

aucune réunion finie de sous-espaces. 
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Ecrivons comme en • 1 ) 

S _ 1 ( o 3 ) = k.(S ) e C ' ( S n ) k (S ) et k (S ) = K 
n 1 n 2 n i n n 

l/2n -7^r'(S n) _ ̂  
donc (S S ) - k (S ) e k, (S ) 

n n 1 n 1 n 

On sait d'après (U.2) que lim — c'(S ) = diag (c £ • ,. . . ,c ) 

„ ^ , n n i 2 d 

avec c ' < c ' < ... < c* . Par comparaison avec [ 21 ] > on a donc r = d et 
i 2 ' d 

•c^ s ~ c ^ + 1 _ ^ • 0 n sait aussi d'après (U.3) que l'image par du drapeau " 

canonique D converge ; on en déduit aussi, par comparaison, que la suite des 

V. est égale à lim K (D). 

Considérant le cas n < 0, on obtient que E^ est une droite égale à 

l'intersection des sous-espaces lim K (D) et lim K (D). Soit alors e.(u>) un 

n n i 
vecteur unitaire colinéaire à cette droite : d-'après l'unicité de E. , on a : 

S (w) e.(w) = S 1 ( U J ) e.(àncu) 
n i n i 

avec S 1 ( O J ) = ± .: ;j| S (eu) e. (w) Il . 

Soit alors M(w) la matrice de vecteurs colonnes e^(w) décomposés dans 

la base canonique . La relation précédente s'écrit alors : 

S (w) = M(Snaj) diag [s 1 , s 2 ,. . . ,s d] M \ t o ) . 
n ° n n n 

En d'autres termes, le cocycle S (o>) est cohomologue à un cocycle s ( U i ^ 
n n v 

à valeurs dans les matrices diagonales. D'après [20] on sait que Log|̂ 4(«*))(( 

est intégrable. Des informations plus précises sont contenues dans le paragraphe 5 , 

ce qui permet d'échanger les théorèmes limites pour S^ et s^. 
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5 . - COMPORTEMENT DES SUITES ï ...Y .u, u € . Applications 

i n 1 e 

Soit u une mesure de probabilité sur G telle que G^ et ses sous-groupes 

d'indice fini ne soient pas contenus dans un sous-groupe parabolique propre de G. 

Nous désignons par ^ ^ } ^ > J J une suite de v.a. indépendantes, de loi u, définies sur 

un espace probabilisé (fl, JP). Nous appelons X le produit Y ...Y et nous 

n 1 n 
écrivons X = x a k (décomposition polaire) . 

n n n n c 

(5.0) Nous choisissons une décomposition d'Ivasawa G = NAK de G. Nous désignons 

par A_ l'ensemble des racines ayant servi à définir N , par Z l'ensemble des 

racines simples de A_ et par M le centralisateur de A dans K. Nous appelons 

G a K(exp W)K la décomposition polaire correspondante de G. 

D'après le corollaire (2.20), pour tout a £ E, nous avons l'alternative : 

ou bien <t> (a ) ^* S * >Q 
a n 

ou bien pour tous y,g £ G il existe un réel y ( y , g ) > 0 tel que 

yT^g C K(a e A : y(y,g) 1 * a(a) 1 1ÎK. 

Appelons 9 l'ensemble des a € Z satisfaisant à la deuxième alternative. 

Lorsque T^ n'est pas compact (i.e. G^ n'est pas compact), 9 n'est pas égal à Z ; 

le sous-groupe parabolique standard P correspondant a 9 est donc différent de G 

et T^ contient une suite contractante vis-à-vis de la classe d'espaces homogènes 

H(P Q) = {
G / p : P conjugué de P Q ) . 

Q 

D'après le théorème ( 2 . 1 9 ) » nous savons alors qu'il existe sur 

8 
une unique mesure de probabilité u-invariante v; v est irréductible et la suite 

de mesure {X . v} converge p.s. vers une mesure de Dirac e_. 

n u 

Nous nous intéressons dans cette section au comportement des suites 

G G 
{X .u}, u S . Nous montrons d'abord que Vu £ , la suite {X u} con-

n *0 P 9 

verge en probabilité vers Z . Nous étudions ensuite la convergence p.s. de ces 

suites dans le cas de SL(dJR) et nous en déduisons le comportement asymTjtotique des 

coefficients d'un produit de matricen M . o n t m V p ^ 
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A / Convergence en probabilités 

( 5 - 1 ) PROPOSITION 

G 

Reprenons les notations dz ( 5 . 0 ) zt désignons pan. 6 une distance San 

o 
K-invariante à gauchz. 

Alors pouA toutes suites convzngzntzs {u } zt {v } d'éléments de "/^ , 
P Q 

-ta 4uX£e {6(Y . . . Y . . U , Y ..,Y,.v )} converge vers zéro. La suite 
n 1 n n 1 n J 

{ sup^ E(6 ( x .u, x .v)] } décroit vers zéro. 
^ u n n 

9 

Preuve. Posons X s Y ...Y, et écrivons X - x a k . L'analogue du théorème 
n n 1 n n n n 

( 2 . 1 9 ) pour la marche aléatoire gauche, nous dit qu'il existe sur ̂ \ une unique 

. . . . . * ^ . . . . 0 

mesure de probabilité u-invariante v; v est irréductible et la suite de mesures 

v . X converge p. s. vers une mesure de Dirac z^. De plus <|> (a ) -»• 0, V a E E - 9 ; 
n -o a n 

^ V G ^ ^ G 
l'image de k dans A converge p.s. vers Z et l'image de x dans converge 

n 0 n G 
en loi vers v. 

Soit {l } une suite convergente d'éléments de K. L'image de k i dans 
n n n 

p \ converge alors p.s. vers une v.a. à valeurs presque sûrement dans l'ouvert 
F 9 

P. N 3 N P. de G. On en déduit (voir preuve du lemme ( 2 . 2 3 ) ) qu'à partir d'un 

'V» *\, 'V, 
certain rang k l s'écrit u P où {u } (resp. {p }) est une suite d'éléments 

n n n n n n 

d'un compact de N 6 ' (resp. de P N K Comme a u a ^ > e , on en déduit que pour 
R Q n n n p . s . 

toute suite convergente {u } d'éléments de , la suite {a k . u } converge 

n T ' n n n 
G 

p.s. vers l'image de l'élément neutre de G dans . D'où la première assertion 
9 

de la proposition. 

Posons 6(n) = sup r E [ ô ( X .u , X .v)] . Il est clair que la suite 6(n) 
u,v€ & 

est décroissante et que pour tout entier naturel n, 

6(n) = E | " Ô ( X .u .v )] , 
L n n n n J 

Q 

pour un certain couple (u ,v ) d'éléments de /Oj 

n n P Q 
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Du théorème de convergence dominée, via la première assertion r l o la 

proposition ( 5 . 0 , il résulte alors que la seule valeur d 1 adhérence de La suite 

(ô(n)} est zéro. 

( 5 - 2 ) COROLLAIRE : Avec Izà notations dz {5.0), pouA tout u 6 °/£ , la suitz dz 

v.a. {X^ . u} ZOYWZAQZ zn probabilité vzrs la v.a. Z ; zt pour, toutz fonction f 

zontinuz SUA G/£ , 

9 

lim sup |/f(g.u) u n(dg) - /f(v) v(dv)| = 0 . 
n u€ G/£ 

9 

Preuve. Nous avons 

supE[$(X .u,Z)] < " s u p H 6 ( X .u,X .v)] +E[/â(X .v,Z) v(dv)] . 
n — n n n 

u u,v 

D'après la proposition ( 5 . 1 ) , le premier terme du second membre décroit 

vers zéro. Quant au second terme, il converge aussi vers zéro d'après le théorème 

de convergence dominée et le fait que X^ • v P * ° ' > On en déduit donc que : 

supE(5(X .u,Z)] + 0. D'où le corollaire, 
n 

u 

B/ Convergence presque sure (G = SL(d.JR)) 

( 5 - 3 ) Définitions. 

Nous disons que u est étalée s ' il existe un entier p>_1 tel que la convolée 

P . • V V 

u de u ne soit pas singulière par rapport a la mesure de Haar de G. 
a V g ) 

Nous disons que u possède des moments exponentiels si / e u(dg) < +« 

pour tout a > 0 ; où V est un voisinage compact de l'élément neutre de G et 

6 y(g) = inf{n € U * : g e vn} 

n 
Q 

Si u ̂  B = / M Av# » nous posons | A (u)| = | A (k)| , où k est un élément 

de K ayant u pour image dans B. (voir ( 3.10)) . 

Nous avons alors le théorème suivant si y est étalée . 
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( 5 - ^ ) THEOREME : Soient G = SL(d,2R) et u une mesure de probabilité sur G étalée 

et vérifiant / G Log ||g|| u(dg) < +«. Mous désignons par ( Y ^ h ^ suite de v.a. 

indépendantes et de loi u ; nous notons x ^ le produit Y j . . . Y . Nous appelons m 

£a mesure de probabilité K-invariante sur V espace homogène B = . 

Alors, pour m-presque tout u € B, £a 4uX£e de v.a. {X .u} com/e/Ltje p. 4 . 
n 

vers une v.a. Z dont la loi est Vunique mesure de probabilité u-invariante M 

sur B. 

Si en outre u possède des moments exponentiels [définition ( 5 . 3 ) ) , 

alors 

I Log | A £(u)|v(du) < +« , v i e {r,...,d-i} 

et pour tout u € B , X n-u ̂
, s , > z. 

Avant de prouver ce théorème (section (5•^é)) , nous allons établir un 

certain nombre de résultats importants par eux-mêmes. dans le cas général. 

Ensuite, pour montrer le théorème, on développera des arguments de compacité basés 

sur l'étalement de y . En l'absence d'étalement, l'essentiel de ces arguments 

restera valable, grâce aux propriétés de contraction en remplaçant les fonctions 

continues par des fonctions Lipchitziennes, [ 16 ] 

Le théorème 5 - ^ et ses conséquences s'étendront alors essentiellement au cas général. 
o 

Notons aussi que si T^A ï 0 les. hypothèses du théorème 2 . 6 sont satisfaites : 

l'existence d'une suite contractante dans Tjj, est un résultat de [ 6 ] et on a ici 

G ^ = G car G ^ est ouvert donc fermé. 

( 5 - 5 ) Nous prenons pour SL(d.JR) la décomposition d'Iwasawa considérée dans la 

section k. 

Si g = (( a^j)) 6 S L ( d J R ) , pour i e { 1,...,d - 1 } , nous appelons A^(g) 

le déterminant 

a d - * + 1 d - *+1 ''* ad - £ + 1 d 

a d d-£ + 1 a d d 
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Un élément g de G s'écrit sous la forme g = up avec u £ N et p c p 

si et seulement si A (g) # 0, pour £ appartenant à un sous-ensemble J Q de 

{l,...,d-lh (Par exemple si 8 = { ^ , . . . , 0 . } avec k e {!,...,d-2} , alors 

J Q = {1,...,d-k-1}).Les éléments u et p sont alors des polynômes 

en les coefficients a ^ de g et les inverses des mineures A^(g) , l S . 

G G 
Pour tout élément x de (resp. _\ ) , posons, 

P 9 P 9 

6 £(x) = Log | A A ( k ) | , ^ ̂  J 9 , 

G / G 
où k est un élément de K dont l'image dans / ̂  (resp. p \ ) est x. 

0 8 

Comme, pour tout k Q € K Q = K Ç\ P Q » K p P Q , 

V k V 3 V k o k ) = A t ( k ) W V k € K 

et 

| A , ( k 0 ) | = 1 , 

les applications <S , l € J g, sont bien définies. 

Nous avons alors : 

( 5 . 6 ) LEMME : A v e c les notations de ( 5 . 0 ) zt ( 5 . 5 ) , ë c / U v o n ^ X = N A K 
n n n n 

[décomposition d'IwascuM). Supposons que / Log ||g|(Udg) < +«. Soit k un 

G 

élément de K £ e £ q u e lim sup \^^K

n

ki"]/n
 " i: 1> V j l G J

9 -
n 

Alors si u désigne l'imaqc de k dans GA , X .u J?'6'* i 
Po n 

Preuve. D'après le théorème (3.6) et la proposition (2.22), nous avons : 

i) Va S E-9 , ~ Log (f) (A ) E ^ L L > T (a) < 0 . 
n a n U 

Q 

ii) l'image de N dans converge p.s. vers Z . 

n PQ 

Nous appelons P.' le sous-ensemble de Q, constitué des éléments OJ pour 

lesquels i ) , ii) et lim sud A (K k ) | ~ 1 / / n < 1 , Vil € J sont vérifiés. Pour tout 

Je n ~ t> 
n 

u> € Q', il existe un entier n (eu) tel que pour n>_nQ(oi) , K^(oj)k s'écrit 
u (w-) P (OJ) avec u (w) € M 6' 9, P ( w) € p ; et les racines enPmc-s d e s modules 
n n n n o 

des éléments de la matrice u (ID) ont une Mlim sup" inférieure à 1 . Mais alors 
n 
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d'après i ) , la suite { A ^ O J ) u

n ( w )
 A

n

1 ( ^ ) } converge vers e et par suite d'après 

ii), X (w) . u - Z(w). 
n 

e G * 

( 5 - 7 ) Appelons H l'espace des cocycles K-invariants sur \ . K s'identifie 

9 ^ 

de façon évidente à un sous-espace de cocycles K-invariants sur B s * 

Pour tout p 6 K , nous appelons S p la représentation de G dans l'espace 

G G 
C ( _ \ ) des fonctions continues sur \ définie par 

9 *8 

S p(g) *(u) = e

P ( U j g ) *(u.g) (u 6 p N j ) . 
9 

* G 
Le dual S (g) de S (g) opère sur l'espace M( \ ) des mesures bornées 

G ^ 
sur \ de la façon suivante : 

! 9 

S*(g) (v) (du) =* / r e

p ( u ' g )

 e v(du) . 
P P \

G u.g 9 . 
Nous notons S (u) et S (u) les opérateurs 

P P 

/ G S p(g) y(dg) et / G S*(g) u(dg) . 

Dans ce qui suit nous établissons certaines propriétés de ces opérateurs. 

Ces opérateurs ont déjà été utilisés par divers auteurs ; citons par exemple 

( [ 25 ] et (3'1). 

Si \> est une mesure de probabilité sur p \ et i|/ une fonction positive 
F 9 

sur K telle que t|/(k,, k k ) » ifi(k) , Vk € K, Vk ,k € K , nous définissons une 

i c 1 2 9 

\C 

fonction if; * v sur \ en posant : 
9 

* * v(u) = / v G *(k x" 1) v(d v) (u ^ \ G ) ; 

P 9\ 9 

où k(resp. x) est un quelconque élément de K ayant u(resp. v) pour image dans 

p e \ U K \ 

D'autre part, pour Z € J^, appelons 8^ la forme linéaire sur A qui à 

la matrice X = | 1•. ^ | associe x „ , . Nous désignons par p„ le 

l ( 0 ) ' - x d J d d " * + 1 1 

ê * 

cocycle B 0 H. On voit facilement que p € H, pour £ £ J et que ces cocycles 

forment une base de H. 
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Nous avons alors : 

( 5 . 8 ) LEMME. Avec Izs notations pKzzzdzntzs nous avons les izlations d'zntxz-

laczmznt 

l A J r * S r f ^ = S r p ' ^ J * " * v l ' p 0 u r t 0 u t s e G ' t o u t r 6 E 

tout' ^€^0 et toute mesure positive v sur \ . 

9 

Preuve. Ecrivons A ^ au lieu de |A | 

On vérifie aisément les relations suivantes, pour tout t 6 fl,...,d-l}. 

A £(u g u) = A £ ( g ) , Vg € G, Vu e N, vS 6 ft. 

A z(ga) » A ^ a g ) = (À

d.ur
,ad!(a)- Ai ( g ) )

 V g 6 G > v ^ = âiag . I ̂  ( a ) < ? . .,Ad (a)] € A 

Si (k,g) est un élément de K x G, nous notons 

kg =* n(kg) a(kg) (k.g) 

la décomposition d'Iwasawa de l'élément kg de G. 

Nous avons, pour tous k,kç ̂ K et tout g € G : d'une part, 

A t ( k t g k" 1) = A j ( a ( k t g ) ( k . t g ) l C Q 1 ) . 

= î( Xd-* +r--V
( a ( k t^ r < O 1 

Q 

où u est 1'image de k dans p \ ; 
9 

et d'autre part, 

A^(k t

s k"
1) = àr

t (k g)) 

= A£ (k ( k Q . g ) ~
1 a ( k Q g)

 t [ n ( k Q g)] ) 

• « W r - V ( a ( k o s))lr A[(k(k 0. g)-') 

D'où le résultat. 
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On en déduit le corollaire : 

(5.9) COROLLAIRE ; Soit p un élément de H ; p s'écrit £ r p p o u A du réels r , 

l e J A - IT IA | 
9 p £jSJ * 

Alors9 nous avons 

* * t 
A » S ( g ) M a S ( g) [A * v] , pOUA tout g € G Zt tout mesure 

P P p P 

positive v 4UA , 
9 

(5.10) LEMME : Avec les notations zt hypothèszs dz (5.0) zt (5.7), soiznt ^ 

• \ G 
un élément, dz K zt f u n e ( J o n c t u m c o * t t o i u e p04xXtve 4 U A P \ . 

9 

Mo AS, nous avons V alternative suivante : 

ou blzn, f est nutiz sur Iz support E dz l'unique mesure dz probabilité. u-invariante 

v v G 

R 9 

au bizn, il zxistz un entier p > 1 tzl quz inf_ [ S ( u

P)fl (u) > 0. 

- • - P N ? ' 

P r e u v e ^ Le lemme est une conséquence du corollaire (5.2) appliqué à la marche 

aléatoire gauche . 

( 5 - 1 1 ) Proposition 

A v e c Izs notations e t hypothèses dz [5.0), (5.5) zt (5.7), 4uppo4an4 

< j u e u possède dzs momznts exponentiels. Soit p a n élémznt dz qui s'écrit 

P = I r p a v e c r > 0. 

Alors, zn tant qu'opérâtzur dz C ( p \ ) , S (y), note p£a<6 simplement s 

0 p 

po<S4ède, à un rézl > 0 près, unz uniquz fonction propre stAtctwent positive <J> 

associez à unz valzur proprz positivz 8 égalz au rayon spzctral dz s et stricte-

ment supèrizurz au modulz dz toutz autre valzur propre de S.l' opénate.ur S s'éenit: 
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G * 
où Q<j> * o et v ê st une me<suAe de probabilité SUA \ M initiant G \» = pv. Pc même 

' G 

Vopérateur s = s

p(jl^ 4fecvu,t (avec de* notations évidentes), 

0 ( . ) ~ ~ 

r ? 

E-t nou<s avon4 <j> = A * 0 et $ - A * v , o ù A = n U | 

I S J 9 

Q 

Preuve. Nous notons X l'espace homogène p \ et nous appelons E le support de 

. . . . . 9 * VG 
l'unique mesure de probabilité u-invariante v sur p \ . 

9 

Pour s > 0, nous appelons H g le cone des mesures de Radon X sur X 

telles que S À <̂  sÀ. Puisque X est compact, est un cone a base compacte pour 

la topologie de la convergence étroite. 

Soit 8 = inf {s>0 : H ^ <j>}. L'intersection des cônes H non vides est 

s . s 
donc non vide et égale à H 0 . L'opérateur S opère continûment sur le cone H ; 

P P 

d'après le théorème du point fixe de Schauder-Tychonoff, il existe une mesure v 

de H Q et un réel y > 0 tel que S v = yv , Puisque y < 8, on a nécessairement 
P — 

y » 8. 

un élément 

La fonction $ = A * v est alorsTpositif de C(X) vérifiant S<i> - B <|> 

(corollaire ( 5 - 9 ) ) . L'irréductibilité de la probabilité u-invariante v , nous 

assure que $ n'est pas nulle sur E. D'après le lemme ( 5 . 1 0 ) , la fonction $ 

est donc strictement positive sur X. 

Appelons a et d les rayons spectraux des opérateurs S et S. o et a 

_ k k 

sont les inverses des rayons de convergence des séries entières £ z S et 

r k .. . . _ k>0 
J, z S . De l'égalité S<fr = 8<f> , avec <fr strictement positive, il résulte que a 8 

k>0 

D'autre part soient z un réel > 0 et ^ une mesure de probabilité sur E ; la 

mesure positive A définie par 

U f ) - M F — ^ sk f) (f 6 c(x)) , 
2 1 k>0 (a+e) K 

vérifie 

S* * 2 = (a+e)(X 2 - < (o+e)(X 2) ; 
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par suite 8 £ a. 

En échangeant les rôles des mesures u et on obtient de la même 

façon l'existence d'une fonction <fr strictement positive de C(X) vérifiant S<J> - 8<t> 

avec a 8 £ a . -

On en déduit alors que a = a » 8 s 8. 

Soit ij; une fonction propre de S associée à une valeur propre de module 8 

nous avons donc S^ s 8 e 1 C t if> avec a €]R. Soit fn^} une suite strictement crois

sante d'entiers telle que e 1 C t n ^ 1. La partie réelle, ou la partie imaginaire, 

h de est alors un élément réel non nul de C(X) vérifiant 

lim 8 S h = h . 

^ K / N i |h(u^)| 

Posons y = sup ~i—r*- s ""71 T > 0 > pour un certain u. £ E. 

h ( u o ) 

La fonction <)>1 - Y<t> * e h , où e = T—, rr , est un élément positif 
0 -n n" 1 V 1 

de C(X) vérifiant *'(u ) = 0 et lim 8 S <|> ' = • ' . Du lemme (5-10), il résulte 
0 k 

alors que <f>' est nulle sur E. 

On en déduit donc que \|> = t <j> sur E avec t € (C . Mais alors l'égalité 

Si/; - 8 e 1 C t \p entraîne que et = 0 ; si bien» que l'élément £ s i|/ - t<fr de C(X) est 

nul sur E et vérifie SÇ = 8Ç . 

Posons Ç f = , nous avons 

<P 

/ e P < U , g ) l i u ^ I ç 1 ( u < g ) y P ( d g ) > ç l ( u ) 

6 P +(u ) 
et 

j e p ( u , g ) i i u ^ v P ( d g ) = , ( u € x , p € E * ) . 

6 P*(u) 

Soit u Q un élément de X tel que : 

Ç'(u ) • sup Ç'(u) . 

De la stricte positivité de <j> et de la relation (») , il résulte que : 

ç ' ( ^ T T - ) - { ç - ( u 0 î } . 
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Or le sous-ensemble compact u^ . de X porte nécessairement la mesure 

de probabilité u-invariante v. Comme V est nulle sur le support E de v , il 

s'ensuit que Ç'(ug) = 0 ; autrement dit V est nulle sur X et ̂  = t(j> . 

La proposition ( 5 - 1 1 ) est ainsi prouvée. 

( 5 . 1 2 ) LÈMME : Supposons quz u possède dzs moments zx.ponzntlels zt quz u possèdz 

unz dznsité <j> paA rapport Si la mzsurz dz Hcuar m^ dz G. dans ce cas nous avons 

« G zt contient unz suitz contractante [i.e. 9 = 0 , P Q = NAM). Appelons 

respace des fonctions boreliennzs bornées sur B . 

Alors, pour tout cocycle p sur B = , s (u) est un opzratzur compact 

dz&U.z. qu'il znvolz la boulz unité dz^> dans un sous-ensemble relativement 

compact de C(B)). 

Preuve. Appelons F la fonction définie par 

supjp(u,g)| 

F ( g ) = e ^ B * ( g ) (g € G ) . 

Puisque u possède des moments exponentiels, F est un élément de!L 1(G,nu). 

La compacité de l'opérateur S = S^(u) résulte alors du théorème d'Ascoli et des 

inégalités 

sup |S+(u.k) - S*(u)| ||F(k~\) - F(.)|( 

u ^ 

(k e K , * e ' ) . 

Le lemme ( 5 - 1 2 ) admet les corollaires suivants : 

( 5 . 1 3 ) COROLLAIRE : Supposons que u soit étalée. Appelons v l'unique mesure de 

probabilité u-Invariante sur B = N A { ^ \ et^ V espace des fonctions boréliennes 

bornées sur B . 

Alors l'opérateur (S (u) - v) de% est de rayon spectral strictement 

inférieur à 1. 
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Preuve. Lorsque u s <f>-ni_ « il résulte de la preuve du lemme ( 5 . 1 2 ) que S.(u) est 
— — — U 0 

un opérateur compact de ̂ > (on n'a pas besoin pour Sg(p) de moments exponentiels !) 

Compte tenu des propriétés de ces opérateurs et du corollaire ( 5 - 2 ) (pour 

la marche aléatoire gauche), il résulte que (Sg(y) - \>) est un opérateur 

de rayon spectral strictement inférieur à 1. 

. Le cas étalé se ramène aisément au cas précédent. 

( 5 . 1 I 1 ) THEOREME. Supposons quz u = 4 m G possède dzs moments exponentiels. Alors, pour tout 

cocycle p SUA S , zn tant qu'opérateur dz C(B), S (u ) [resp. ( t p )] possède une 

unique fonction propre strictement positive <f>(p) [ resp.<t>(p)] associée à une valeuA 

propre B ( p ) > 0 telle que : 

S (u) = 8(P) < v ( p ) , • > <J>(p) + Qrt 

P P 

Zt 

S (\) = 6(p) < 0(p) , > <j>(p) + Qrt ; 
P P 

où v(p) ĵ resp. o(p)j eô£ une me^uAe de probabilité proprz dz s * ( u ) £resp G^C^u) J 
a440cx.ee à £a va£euA p̂ op/ie 6(p) ; < v(p) , 4>(P)> = <v (p ) t <f>(p)> = 1 ; 

Q „ ( * ( p ) ) = Q „ ( < K P ) ) = 0 zt Iz rayon spectral des opérateur Q et Q eô£ strictement 

Q Q J p p 
inférieur cl B ( P ) . 

d -1 d -1 r 

Ecrivons p = £ r p e t po^ona A = n I A [ . 5 ^ ' £a fonction 

a» 

* 0(p) [resp. A p * v(p)] est finie en un point de B , alors elle est finie partout 

et constitue un élément non nul de C(B) colinéaire à <f>(p) [resp. à 4>(p)l . C'est 

le cas si les Aéels r sont tels que l (-r ) < —r . 
1 U:r^<0} 1 d ~ 1 

d-1 

Preuve. Lorsque p s'écrit J r p avec r >_ 0, le théorème (excepté la dernière 

i=1 1 1 

assertion) résulte de la proposition ( 5 « 1 1 ) > du lemme ( 5 - 1 2 ) et des propriétés des 

opérateurs compacts. Dans la suite nous n'utiliserons le théorème (5. 1 h) que pour 

ces cocycles. 

Lorsque p est quelconque, reprenons la preuve de la proposition ( 5 - 1 1 ) . 

Tout reste valable excepte l'existence d'une fonction positive <j> de C(B) vérifiant 

S (j) = 8 <fr i en effet l'expression A^ * v ne définit pas nécessairement un élément 

http://a440cx.ee
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de C ( B ) . On surmonte la difficulté en utilisant la compacité.( voir Qlj] ) • 

Posons ifr(p) = A * v(p) et omettons dans la suite les indices p et u , 
P 

pour simplifier l'écriture. 

i|i est une fonction positive semi-continue inférieurement vérifiant 

S * = S * . La fonction h » ̂  vérifie alors les relations 

<P 

(,.)/ e

p ( u ' g ) 4 ^ h ( u . g ) du P( S) = h (u ) (p 6 W * , u 6 S) , 

a v e c / e p ( u ' g ) d u P ( g ) = 1. 
G 6 P » ( u ) 

Puisque h est comme semi-continue inférieurement, elle atteint sa 

borne inférieure en un point u Q de B et "(u^) est fini, car est finie en un 

point au moins de B. De (*), il resuite alors que, pour tout p > 1. 

h(ug.g) s n ( u Q ) , pour u
P-presque tout g £ G. 

Par semi-continuité, on obtient alors h(u) £ h(u Q) , Vu € . ; 

c'est-à-dire h(u) = h ( u j , Vu € n . T 

0 O y 

Puisque E C . , il s'ensuit que i> = h(u^)(j) sur E. En considérant 

* - h ( u Q ) * 

la fonction Ç = , on démontre alors que Ç = 0 sur X ; c'est-à-dire 

* * h ( u Q ) * . 

La fonction t|/ ne peut pas être nulle sur E. En effet : si les réels r^ 

sont tous négatifs, A est minoré par un réel > 0 ; si un des réels r^ est > 0 , 

alors la nullité de ij; contredirait l'irréductibilité de v. 

Lorsque £ (~r

0)
 < TT7 » H résulte du lemme ( 3 . 1 3 ) et de l'inégalité 

U : V ° * \ 

de Hôlder que la fonction A est rr.-intégrable. Comme v * m Y = v(E)m , on en déduit 

que la fonction i|/ est finie m-presque partout. D'où le résultat. 

( 5 . 1 5 ) COROLLAIRE : Supposons que u soit étalée et possède des moments exponentiels. 

Soit p un cocycle SUA B. 

Alors i l existe un réel positif n t e l que, pouA tout \ € E , \ \ \ < n : 
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S X p ( u ) = S ( A ) < V ( A ) , . > <j>(À) + Q X , 

tt 

où $(\) resp. ? ( A ) | e4t u n e f o n c t i o n propre strictement positive de f>, (w) 
U J Ap 

£resp. de S ^ ^ u ) ^ associée à la valeur propre B ( A ) > o -, v(A) e t 0(A) sont 

des mesures de probabilité sur & vérifiant <v(A) ,<j>(A)> = < v ( A ) T $ ( A ) > = 1 ; 

Q A * U ) « Q (j)(A) = o ; les rayons spectraux des opérateurs Q X et Q 4 ont 

4 t / U c t e t f i e n t x ^ & t t e u / L i à B ( A ) ; e t £ e * applications A -> B(A) ' 

[resp. <f>(A), $ ( A ) T v ( A ) , 0 ( A ) ] sont de classe C°°. 

En outre les fonctions A * v(A) e t A^ * v(A) sont non nulles et 

colinéaines respectivement aux. foncti.ons <}>(A) e t ?( A). 

Preuve. Puisque u est étalée, il existe un entier p 1 tel que 

u P = <f> . m + v 
p G p 

où la mesure v est singulière par rapport à m. et Hv || = T < 1 
P G p 

L'application A -»• S (u ) est de classe C pour la topologie de la norme 

Ap 

D'après le corollaire ( 5 . 1 3 ) et la théorie des perturbations (voir [Q , [l *t] ) , le 

rayon spectral de l'opérateur S ^ ( u P ) tend vers 1 quand A tend vers zéro. 

D'autre part, nous avons 

||SA (v )|| < f e * C $ * v (dg) avec ô(g) = SUJD p ( u , g ) 
Ap p — / G p U € B 

qui tend vers t < 1 lorsque A tend vers zéro. 

Toutes les assertions du corollaire, exceptée l'avant dernière, s'obtien

nent alors en appliquant le théorème ( 5 . 1 * 0 à la mesure <j> . m n . 

P G 

Enfin l'avant dernière affirmation résulte de la théorie des pertur

bations. 

( 5 . 1 6 ) Preuve du théorème (5-^0 » Ecrivons X = N A K (décomposition d'Iwasawa). 
n n n n 

L'image de K dans ^ s'identifie à une chaine de Markov sur B = d'opérateur 
n M NAM y 

de transition S Q ( u ) . 
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D'après le lemme de Borel-Cantelli, la condition 

lim sup |A (K k ) | " 1 / / n 1 du lemme ( 5 - 6 ) est impliquée par 

n
 1 n P-s-

Va > 0 , T P U 0 ( K
 k ) < * n a ^ < + c o i 

'* Je n 

D'après le corollaire ( 5 . 1 3 ) cette dernière condition est équivalente à 

Va > 0 , l v[ {u 6 B : 5.(u.k) < -na}] < +~ 
n>J 1 

c'est-à-dire à 

( 1 ) |6^(u.k)|v(du) < +- . 

Or la convolee de v par m est égale à m et d'après le lemme ( 3 . 1 3 ) 

K. 

les fonctions |6^| sont m-intégrables. On en déduit donc que ( 1 ) a lieu pour 

m^-presque tout k € K. D'où la première assertion du théorème (5.h). 

Quant à la dernière assertion elle résulte du lemme : 

( 5 - 1 7 ) LEMME : Supposons quz u soit ztalzz zt posszdz dzs moments zxponzntizls . 

Soit v Vuniquz mesure dz probabilité \i-invariante SUA B. Alors pour tout 

i e { 1,...,d-i} zt pour tout k e K , 

/ £ |<5.(u.k)| v(du) < +- . 

1-x X 

Preuve. Observons que, pour tout x > 0 , — — croit vers (-Log x) lorsque A décroit 

vers zéro. 

Pour i ̂  { I , . . . , d - 1 } , nous avons, en appliquant le corollaire ( 5 - 1 5 ) 

au cocycle et en faisant un abus de notations, 

* ( A ) ( u ) = ( |A.f(uv" 1)v(A)(dv) = [/ if,(A)(v) m(dv)] $(A)(u), 

B 1 B 
00 

pour A voisin de zéro, où A <j>(A) est de classe C . 

Or nous avons 

ï ( A ) = lj(\)(u) m(du) = / J A . | X ( U ) m(du). . 

B B 

et la fonction y est dérivable à droite en zéro ; en effet 

, • Y ( A ) - I , . r

1 ^ I Aj l X ^ 
lim — - — = lim j m(du) 

A+0 A A+0 

= ! [-Log | A , | ( U ) ] în(du). 
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Comme \ J ( A ) converge vaguement vers v lorsque A •+ 0, on en déduit, 

par un raisonnement classique, que 

% 1-|A.| A(u V " 1 ) 

/ ( -Log | A. t (uv )] v(dv) _ç lim inf / 1—r v(A) (dv) 
B 1 A+0 B 

A+0 A 

1 Y^(0) .+ <f>'(0) (u) . 

D'où le résultat. 

Les résultats précédents, nous permettent aussi de compléter les 

résultats de la section h. 

( 5 . 18) PROPOSITION 

Soit u unz mzsurz dz probabilité à un. SL(dJR) étalé z zt ayant dzs 

momznts zxponzntizls ; nous désignons pa/L { Y ^ } ^ > 1 unz suitz dz v.a. indépzn-

dantzs zt dz loi u. VOUA dzux élémznts y zt s dz SL(d,B), nous posons 

X n " y Y r " Y „ S » ( ( a . .(n)),i et j € {1,...,d} . 
n 1 n I J 

Alors pour tout i, j € {1,...,d} i 

lim ̂  Log | a i . ( n ) | ' = 'lim ̂  Log ||x || = '/ / d - < | p(u , g ) v(du) u(dg) > 0. 
n n 1 J n n n

 G J P 

Pour tout i { 2 , . . . , d - 1 } , la suitz — Log( ^ — ) converge p .4 . vzrs un 

\\\\f 
rézl T < o . 

Preuve. Il suffit de prouver la première assertion pour a ^ ( n ) s A ^ X ). Les 

autres s'obtiennent alors par un changement du couple (y,g). 

Ecrivons X s N diag [g (n),...,8,(n) ] K (décomposition d'Iwasawa) 
n n 1 .d n 

Nous avons alors 

I a (n)| S 

-TTV - * 0 ( - ^ ( n ) ) . 
d d 
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Nous savons que la .suite { ~ log / 8 ^ (n) } converge p . r .. verc vin roel < 0 

B d(n) 

et que (jj1^ y } converge p.s. vers un réel > 0. 

D'autre part en ( 5 . 1 6 ) , nous avons prouvé que 

lim sup | K ( d , d ) r 1 / n = lim sup | A . ( K ) | " 1 / N < 1 
n i n — 

n n 

Comme | K n ( d , d ) | £ 1 , on en déduit que lim|K^(d,d)| 1^ n = 1 ; et par suite 

| a d d ( n ) l 1 / n 

lim(—1| ̂  |j—) 3 5 1 . D'où la première assertion de la proposition. 

La deuxième assertion se prouve de façon analogue. 

Montrons maintenant comment, grâce aux tecniques de [ 16 ] on peut 

étendre ces résultats : 

( 5 - 1 9 ) : THEOREME. Soit u unz mzsurz dz probabilité sur G = SL(djR) possédant 

dzs momznts zxponzntizls. Supposons quz G , zt szs sous-groupzs d1indicz fini, 

nz soiznt pas zontznus dans un sous-groupz paraboliquz proprz dz G zt quz T ^ 

zontiznnz unz suitz contractantz vis-à-vis dz l'zspacz projzctlf p d ~ 1 . Soit 

{Y.}. unz suitz dz v.a. indépzndantzs zt dz loi w ; nous notons X lz produit 
1 IJM n 

Y^.-Y . Nous désignons par v Vuïiiquz mzsurz dz probabilité u-invariantz sur 

d-i 
P 

Alors, 

/ d - ! Log lA^ûîlvCdïï) = / Log |<|r^|| , e d>|v(dû) < +~ 

zt pour tout Z € p d 1 , la suitz dz v.a. ( x .u} convzrgz p.s. vvis une v.a. Z. 

n 

Si, pour dzux élémznts y zt g dz SL(d,P), nous notons ((a. .(n))) 

la matrice y g, alors pour tout i,j e fi,...,d] i 
1 1 ^ 

lim - Log|a. .(n) | = lim - Log|| X j | ' = / Q / 1 p (û,g) v(dû) u (dg) > 0 
n n T 
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Le théorème ( 5 - 1 9 ) se démontre de la même façon que le théorème ( 5 - M , 

en utilisant la proposition ( 5 . 2 0 ) ci-dessous qui permet de se passer de l'hypo

thèse d'étalement. 

Si f £ C ( P d 1 ) , on définit pour A > 0 , 

« x ( f ) - s u p d _ 1 ' f < u \ - f ( v ) < (voir (U.5)>. 
u,v^P 6 (u,v) 

ufV 

Nous appelons l'espace des fonctions f de C(F d 1 ) telles que 

|fL = \\t\\m + m (f) < +«. 
A A 

t d -1 

L'espace des cocycles K-invariants sur JP x G est engendre par le 

cocycle , noté plus simplement p, défini par 

p(û , g ) = LOS y ( Û S V" 1 , g 6 G ) , 

où u est un représentant de u dans ̂ lRd. 

Nous avons : 

( 5 . 2 0 ) PROPOSITION : 

Plaçons-nous sous Izs kypotkzszs du thzoAzmz ( S . / 9 ) . Alons poun tout 

Azzl S, S f l (u) zst un oplAoJtzuA boAnl dz L pour 0<A<1 , zt l'application 

pp A — 
8 S f l (u) dz E dans V zspacz dz Banach dzs opzAcutzuns boKnis dz L. est analij-

pp A 

tiquz. Il zxistz un Aizl 0 < ^ o l 1 t&l quz pout tout 0<A<A Q , (S Q(u) - v ) 

soit un opzAatzuA dz Aatjon spzctAaJL stAictzmznt InfzAlzuA à 1 SUA L ^ . 

Nous résumons ci-dessous la preuve de la proposition ( 5 - 2 0 ) . Pour les 

détails nous renvoyons le lecteur à P^] . 

On prouve les deux lemmes suivants : 

( 5 - 2 1 ) LEMME : PouA tout Azzl A > 0 , posons 

Xa(Ç,X ) 

Y, (n) = su£ E( e n ] . 
A Ç6 t M 

AloAS i l zxistz 0<A <1 tzl quz pouA tout A < À , lim(y. (n) ) 1 / / n < 1 . 
U U A 

n 
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Preuve. Pour tout A > 0, (Y^(n)} est une suite sous-multiplicative ai bien que 

l i m ( Y x ( n ) )
1 / n * inf ( ï x ( n ) )

1 / n . 
n 

Le lemme ( 5 - 2 1 ) résulte alors du corollaire (U.7) et du fait que, pour 
Aa . 

tout réel a, — - — décroit vers a lorsque A décroit vers zéro. 

( 5 . 2 2 ) LEMME : NouS avons les InZQalitZS : 

f C(8) [a(g)] B si 8 > 0 
i 6p(u,g) 8p(v , g ) i \ 

sup J 1 1 < { 
(u , v ) € M 6(u,v) , , 

VC(8) [ a ( g ) ] J | 6 1 si 8 < 0 

|p(u tg) - P(v,g)| { 

sup : £ C (a(g)) 
(u,v)€ M <5(u,v) 

o ù a(g) = sup{||g||,j|g zt C ( p > ) n e d é p e n d q u e d e 8 . 

La première assertion de la proposition (5.20) résulte alors du 

lemme (5-22). 

La deuxième assertion résulte de l'inégalité 

|sj(u) f|x < yx(n). |f|x +||f|L 

du lemme (5.21), du théorème de Ionescu-Tulcea-Marinescu ([191) et du corollaire(5.2). 

Le théorème (5-1 Q) se généralise du la façon suivante : 

(5.23) THEOREME. A v e c Izs notations zt hypothèses dz (5.0) zt (5.5), appelons " v 

Q 
Vunique mesure de probabilité u-invariante sur . Supposons en outre que u 

8 
possède des moments exponentiels. 
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/ Q Loglû^ tu) ! v(du) < +~ , Vi e j Q 

P 6 

Q 

zt poux tout, u € , la suitz dz v.a. {X . u} zonvzxgz p.s. vzns unz v.a. Z . 

8 n 

Le théorème ( 5 * 1 9 ) correspond au cas 8 = {ct^,, . . ̂ ^ ^ J . Pour traiter 

G 

le cas général on considère la distance K-invariante sur p \ définie par 
9 

5 ( u , v ) » [ (1 - a 2(k k»" 1)) ( u , v e \G) f 

8 

où k et k' sont des éléments quelconques de K ayant respectivement u et v pour 

G K 
images dans \ % \ . 

*8 *8 

Nous terminons cette section en donnant une autre conséquence des 

résultats précédents. 

(5".2U) THEOREME. Avec Izs hypothUzs zt Izs notations du thzoxzmz ( 5 . 1 9 ) , 

appelons Y IZ xizl stxlctzmznt positif 

G t d-1 0 ( ^ ' s ) ^ ( d ^ ) w ( d « ) 

Alors nous avons V altzxnativz suivantz : 

ou blzn i l zxistz dzs rzzls stxiclzmznt positi.fs c zt o tels quz 

2 
t- — 

l o g ^ U X - ny 2 ç 

sup sup- |pl ^ t ] - 7 5 - / « du| <_TÇ 

t € ]R k,k'eno(d) n ïï ~~ 
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ou b<lzn nous avons 

(•) sup sup sup |p(u,g) - k y| < +<» 

kQï* g^Supp u€Supp v 

Avant de prouver le théorème, remarquons que la première alternative 

est satisfaite dans les divers cas suivants : 

1) Le semi-groupe est d'intérieur non vide. (C'est le cas si u 

est étalée). 

2) Il existe des entiers p et q>1 tels que 

supp u P n supp u P + ( * 7* 0 . 

3) Supp v = F d ~ 1 . 

Preuve du théorème (5-2*0. Nous notons A au lieu de I A J . 
1 1 

Posons 

Z n(k,k') = Log A^k X n k') ; 

et écrivons 

Z (k,k f) = U (k) + V (k,k') 
n n n 

avec 

U n(k) = Log ||e d k X n|| 

|t'j k X k'f | 

V n ( k ' k ' ) " to« ||e, k X [I " L ° S A 1 ( k - X n *' > 
M d n" 

(où k.X k' désigne la composante sur K, dans la décomposition d'Iwasawa 
n 

G=NAK, du produit k X n k ' ) . 

Pour tous réels <j et ct>0 nous avons 

Z (k,k')- ny U (k)-ny |V n(k,k')| 

\H— Z i - P t - ^ < t] | < 2 F( > a] 

a/n a/n a/n 

U (k)-nY 

+ P[ t - a ^ <t + aj . 
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D'après théorème 2 ) , nous savons que : 

1 2 2 
i) la suite {—E{ (U (k) - ny) ]} converge vers une constante a 

n n 

indépendante de k € GO(d). Le réel a est >0 excepté si la condition (*) 

du théorème ( 5 - 2 M est vérifiée. 

ii) lorsque a > 0, il existe une constante c' > 0 telle que : 

2 

U (k)-ny 1 . 

l„ n ^ , 1 et 2 , 1 c' 

sup sup IP <_ t j _ e du( <_ — 

t3R k€S0(d) a^xî ^ /n" 

Pour prouver le théorème ( 5 « 2 M , il nous reste alors à montrer que 

pour tout réel 8>0, la suite sup {/nTMV (k,k')| Bv̂ n } est bornée. 

k,k'€S0(d) L n 

Nous avons 

P( | V n(k,k' ) | i S^] = [S Q(u)f S Q(k') [*n o A^] (k) , 

où * (x) » 1 a j - (x) (x e E*) . 

Lorsque u est étalée, du lemme ( 5 - 1 2 ) , il résulte que : 

sup P[|v (k,k" )| 6/n] < sup v(S n(k
f )[ <> o A 1 ]) + C p 

k,k»eK n k'GK 0 n 

avec 0j^p< 1. 

Or 

v(S 0(k' )[ (j)n o A.] ) = v.k
? [ -Log A 1 > g/n ] 

< -7: v.k' [ |Log A j ] 

< — (ï'(0) + + ' ( 0 ) [k»" 1] ) 

6»̂ n 

(d'après la preuve du lemme ( 5 . 1 7 ) ) ; 

d'où le résultat. 

Lorsque y n'est pas étalée, considérons la suite de fonction réelle 

définie par : 
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1 pour 0 _< x <_ e 

• vx) = J 2 e (x - 2 e ) pour - e _< x £ 2 e 

0 2B»^n , -B»^n .2 -s/n 3 -B/n 
k 1 - 2 e ( e - x) pour e 1 x £ " | 

1 ^ ^ v . 

a . e ^ i / a J \ 
n 1 \ 

n - a 2 a 
2 n n 

Nous avons = 2 e^*^ . De la proposition (5-20) il résulte alors 

que : 

P( |V (k,k')| > B/n*] < v.k'(* o A J + C p n(2 e B / " + 1) . 
n ' — *~ n i 

Or, pour n assez grand, 

" * v . k'U o A,) < v . kf({u : A,(u) < 2 e " 6 ^ } ) 

<v . k'({u : - L o g A ^ u ) £ | v£} ) 

1 — v . k'[ |Log A | ] ; 

d'où le résultat. • 

(5.25) COROLLAIRE. 

A v e c Izs kypotkzszs zt notations dzs thzoïzmcs (-5 . 1 9 ) e t ( 5 - 2 ^ ) 

4appo40Kt6 que la condition (*) cfu -tfiéo^&nc \ ( 5 ^ : C L > i £ po6 vzrifizz. Mors 

Il zxistz dzs izzls strictzmznt positifs o zt C tzls quz 2 

rLogja (n)]- n T j - U -

sup sup |P ^ <_ t - J_ e du| _< — 

tQR i,j€{1,...,d} L oy'n • 757 °° /n 
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