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THEOREMES LIMITES POUR LES SOMMES PARTIELLES 

DE V.A. INDEPENDANTES OU NON 

Pierre CREPEL 

LTobjet de cet exposé est de faire en gros le point des 

résultats connus et des méthodes employées pour l'étude du comportement 

asymptotique des sommes partielles S de variables aléatoires X R 

sous des conditions diverses (indépendance, indépendance asymptotique, 

orthogonalité, presque orthogonalité, martingales ...)> la suite (X ) 

étant stationnaire dans des sens à préciser, ou non, et admettant ou non 

des moments d'ordres divers. 

Plan de 1 1 exposé : 

I - Introduction : variables indépendantes et de même loi 

II - Cas des variables indépendantes et non de même loi 

III - Que faire dans le cas non indépendant ? Comparaison des conditions 

de dépendance et de stationnai*ité 

IV - Cas des variables orthogonales 

V - Cas des systèmes multiplicatifs 

VI - Cas des accroissements de martingales 

VII - A quoi sert la stationnarité ? 

VIII - Cas des mélangales 

IX - Propriétés de mélange 

X - Remarques sur les méthodes 
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Nous ne chercherons pas à donner systématiquement les résul

tats les plus généraux, ni les démonstrations complètes lorsqu'elles se 

trouvent dans des références accessibles. Nous essaierons plutôt d fin

diquer les résultats qui nous semblent les plus centraux et les plus 

parlants et de dégager les méthodes qui permettent d'y arriver. 

Des questions sont posées, certaines sont probablement faciles 

à résoudre. Cet exposé a un goût d'inachevé et ne prétend en aucun 

cas être exhaustif, son but est plutôt une invitation à 1a lecture des 

articles et ouvrages cités en bibliographie. 
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I Introduction : Cas de v.a. indépendantes et de même loi (iml) 

Rappelons les trois théorèmes classiques relatifs aux sommes 

partielles S R = + ...+ X^ de v.a.r. (X n) iml : (notons y la 

loi commune). 

* Loi forte des grands nombres ( L F GM) 

S 
(^ •* 0 p.s.) <^> (E|X1 | < « et EX 1 = 0) 

* Théorème de la limite centrale (TLC) 

S loi 
(— - N(0,1)) < « = > ( E x f < - et rFX, = 0 \ 

( « ? - . ) 

* Loi du logarithme itère (LLI) 

S 
Uim — Z Z Z Z Z I Z i r z z Z = 1 P- sO < = = > (E*i < « et (EX., = o \ 
n /2n log log n 1 i ? ) 

|_On trouvera dans [P] les références nécessaires] 

Remarques : 

1°) On peut s'intéresser au problème de la loi faible des 

grands nombres (LfGNJ peur laquelle on a le résultat suivant : 

S loi 

(_B - o) <=> / n P(|X1 | > n) - 0\ 

et 

/ X 1 dP -»• 0 

\|X 1|<n ; 
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Comme E|X-j| <• 00 s'écrire aussi £ P ( | X ̂  | > n) < *> , il est 
n 

facile de voir que la LfGN est valable sous des conditions plus larges 

que la LFGN. 

- Lorsque les v-a. sont dans L" , on a, clairement, la loi des grands 
S L 2 

nombres en moyenne quadratique (LIÏ^GN) i.e. — -> 0 . Nous étudie

rons plus loin ce genre de condition dans un autre cadre. 

2 

2°) - Si les v.a. ne sont pas dans L , lTextension naturel

le du problème de la limite centrale c'est-à-dire la question de la nor

malisation de S n pour obtenir une convergence en loi, donne lieu à 

la théorie des lois stables. Nous ne regarderons pas ces questions •" ici. 

- Une autre extension possible du TLC consiste à norma

liser par une quantité aléatoire, par exemple par 

A 2 2 / y X v . Il est alors facile de voir que, sous l'hypothèse L , puisaue 

1 n 2 Sn l o i 

- y X v 1 en probabilité, on a aussi — — — z z r N(0,1) 
n k=i k / 5 ~ ? 

k=i k 

Cette remarque très simple peut donner lieu dans des cadres 

plus généraux à des problèmes intéressants. 

(cf D.A. DARLING, Ann Proba vol 3 n°5 ( 1 975) p. 876-8 , et les références 

qui s'y trouvent, pour des problèmes de ce genre dans le cas iml) . 

2 
3°) - Si les v.a. sont dans L , il est évident que la LLI 

améliore beaucoup la LFGN, mais la démonstration de la LLI demande un 

certain travail ; on peut remarquer par contre que, toujours pour des 

2 

v.a. L , il est possible d'obtenir une précision (moins bonne) pour 

la LFGN de manière assez simple : 
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2 

Plaçons-nous toujours dans le cas EX^ = 0 , EX^ = I . Alors 
v 1 

si <J> est une fonction croissante t.q. /. < 00 , on a : 
ni|> (n) 

X 9 

l E( ^ - ) 2 < -
n= 1 Anfr (n) 

(lemme classique dans le cas (Z ) indépendant, 
Il (non de même loi): n 

£E Z^ < 00 ^ 1 Zn converge p. s.) 

X 

v n 

/. ~— ~~ converge p. s. 
n=1 ^n\i> (n) 

4 (lemme de Xronecker) 

S 
0 p. s. 

Alù (n) 

1 + E 

Un cas particulier typique est (n) = (log n) , mais ni 

*(n) = log n ni à plus forte raison ^(n) = log log n ne vérifient 

la condition de cette remarque ! 

2 

Si maintenant les v.a, ne sont pas dans L , la LLI, comme 

on a dit. plus haut n Test jamais vérifiée ; mais il est également clair 

que, dans le cas général, lTestimation de la convergence vers 0 dans 

la LFGN ne peut être beaucoup améliorée : il suffit pour s'en convaincre 

de prendre pour y une loi stable centrée d'indice a e ] 1 ,2 [[ proche 
S 

de 1, donc telle que E | X^ | < 00 , alors - -jV , ayant pour loi y , ne 
n 

peut converger vers 0 p.s. . Bien entendu, avec des hypothèses inter

médiaires on peut donner diverses précisions. 

Pour tous ces problèmes de normalisation de S^ sans conditions 

de moments voir : H. Kesten "The 1971 Rietz lecture : Sums of independent 

random variables - without moment conditions". Pnn. Math. Stat, vol.43, 

n°3 (1972) p. 701-732. 



6) 

Vois aussi K.B. ERICKSON TAMS 1§_5 (1973), p.371-81 et 

Ain. Prob. 5 (1 976) p.645-57 etc. 

Ce ne sont pas ces questions que nous étudierons ici, nous 

2 

nous appesantirons au contraire sur le cas où les v.a. sont dans L 

et nous nous attacherons à nous débarrasser soit de l'hypothèse "de 

même loi M, soit de l'hypothèse d'"indépendance". 
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II - Cas des y.a. indépendantes, mais non nécessairement de même  

loir : (inml) 

Là encore, sauf mention du contraire, la référence est (JPJ. 

les numéros des énoncés sont ceux de [P] . 

Contrairement à ce qu Ton croit souvent, le cas inml, même 

sous des conditions raisonnables sur les v.a. (X ) n ?est pas une simple 

variante du cas iml. Des phénomènes nouveaux apparaissent que nous al

lons essayer de décrire. 

Comme nous l'avons dit plus haut, nous nous limiterons au cas 

r 2 
de v.a. L centrées, et nous poserons 

7 n ? n 
B = ES~ = l EXf = y b 

(EXn = 0) 

a) Convergence des séries 

Le théorème suivant est très célèbre (théorème des 3 séries) 

Th 8 
oo 

y X converge p.s. (ou en loi : dans ce cas ces deux 
n= 1 

convergences sont équivalentes) 

y EX ( C ) < -
SSl i n 

n=1 

les trois 
oo 

r f C ) 

/ l var X v J < oo convergent simultanément 
séries n=1 n 

pour un c > 0 

numériques J P(|XJ > c) < ~ ( o u p o u r t o u t c > 0 ) 

Ici si X est une v.a., on note pour c > 0 , X^C-* la v.a. 
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X^ c ) = rX pour |X| < c 

< 

t0 pour | X | > c 

Ce théorème s'appuie entre autres sur le lemme suivant, intéres

sant en soi : 

Lemme 7.8 

- Si les (Xn) sont indépendantes et centrées, on a : 

°° 2 °° 

y EX < 0 0 =*> y X- converge p. s. 
I n «• Tl 

n=1 

- Si les X^ sont bornées p.s. par une même constante C, 

alors la réciproque est vraie. 

b) LGN ici B -> 00 

—— n 

2 

Les résultats du type LFGN sous les hypothèses L se dédui

sent en général des théorèmes de convergence des séries par application 

du lemme de Kronecker : il n'y a donc pas là de différence de méthode 

sensible par rapport au cas des v.a. iml. 
On a, en particulier : 

Notons H /

C (resp. H 7 ^) l'ensemble des fonctions positives 

croissantes t.q. 

00 

y — - — < 0 0 (resp. = 00 ) 
n=1 n^(n) 

Th 2 4 

_ 
C ! 

Avec les notations précédentes : — -> 0 p.s. 

pour toute I(J c "y 

En particulier, on en déduit le critère de validité suivant 

de la LFGN : 
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Th 26 
B n 1 S 

Si —£ = 0 r O pour une * c ¥ £ , on a 0 p.s. 
n ^ ̂  

Il est in ressant de noter que ces résultats sont précis 

au sens suivant : 

Th 25-26 -Si ^ e Y, , il existe une suite (X ) de v.a. inml 

2
 S n 1 1 

centrées L t.q. /•> 0 p.s. 

n r v nJ 

-Si avec T T ^ Y f , alors il existe une suite 
d *(n) ' . 2 g 

(X ) de v.a. inml centrées L t.q. = 0 ( X T ^ T ) 

S n ^ ̂  
et ~ -+> 0 p.s. 

Remarques : 

1) La démonstration du th. 24 est très simple et s'inspire de la 

même idée que la remarque 3. dans le cas iml : 
co b 

Si 4> e VQ : £ ^ — . y < «> (élémentaire), ce qui s'écrit 
n=1 n ^ n^ 

aussi 
X 9 

n=1 /B„ *CB ) 
n n n (lemme 7.8) 

^ X 
£ n converge p. s. 

n=1 /B fTB~T n n 7 

n (Kronecker) 
\!> 

S n 

n -> 0 p. s. 
/ B n * < V 

2) On a le schéma suivant : 
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ES 2

 1 - EX.2 <*> x, 

— 2 ~ = 0 ( ¥ T n T ) 7"2 00 = = = > 2. ~T converge p.s. 
n n n J k=1 k z k=1 K 

|̂ (Kronecker) jĵ  (Kronecker) 

ES 2 S 
— 7 - 0 = ^ > - £ -> 0 p.s. 
n 

2 2 
E S " S i/ 

Par contre la condition — y •> 0 signifie que — 0 

s n 

donc -~ -> 0 en probabilité. On retrouve bien que la LfGN est valable 

sous des conditions plus larges que la LFGN (toujours sous 1'hypothèse 

3) Notons que dans le th. 25.26, pour toute e , on peut trou-

^ 2 
ver une suite (̂ n) ^e v- a- inml centrées t.q. EX^ = 1 pour 

tout n (donc B = n) et t.q. 
n J 

s n 

— — — 0 p . s . 
/n^(n) 

S 

Il existe donc des suites X^ de variances 1 tq — H + Q 

~ Sn(log n) 1 + e 

, n , n Ve>0 et — -y1^ 0 p.s. 
/n log n 

TLa situation est donc très différente du cas imi où on a la loi 

du logarithme itéré f[ Démonstration : 

- ìp e VA étant donnée, il existe une suite e > 0 tendant d 9

 0 n 
en 

vers 0 assez lentement pour que l / ̂  = 00 (très facile) . 
n v ̂  J 

Vérifions alors que la suite de v.a. 
2 { ± '̂nip (n) avec probabilité -̂ „ , , chacun 

en 2 n * ( n i 
E 2 

0 avec probabilité 1 - ^ ç n ) 
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(supposées indépendantes) donne bien le contre-exemple cherché : 

* Elles sont symétriques et de variance 1. 

* D'un côté, par définition de la suite (X ), on a : 

l P ( X = 2^ 4 1 * 1 ) = oo . 
n n en 

X n 1 
Le lemme de Borel-Cantelli nous dit donc que = — 

x /ni|> (n) n 
infiniment souvent, donc lim — = 00 p.s. 

n /ru(7(nj 

s n 

* D'un autre côté, si l'on avait lim < °° p.s. , 
n /ni/; (n) 

on aurait aussi, grâce à la symétrie, 

lim — n > -°° p.s. , soit lim - n ~ > -°° p.s., 
n /n*(n) n /(n-1)^(n-1) 

d'où par la condition de croissance sur : 

S n 

lim - > -00 p.s. 
n /ni); (n) 

s s x n 

* Mais alors l'égalité évidente — - = _ + — •-
/mj;(n) /ni(>(n) /n^(n) 

ne pourrait être vérifiée. J H | 

c) T L C 

2 

Toujours sous les mêmes hypothèses ((^ ) centrées, L ) 

on sait que le TLC est équivalent à la condition de Lindeberg. Plus 

précisément : 
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max b, 
1<k<n K 

B n < — > W X dP > 0 
Bn k-1|Xk|>e/B-

 k 

S loi 
e t ^ n(°' 1) V, > 0 

n 

Nous ne nous appesantirons pas sur ces questions qui sont 

très classique. 

Notons seulement que, sous la condition de Lindeberg, il 

1 n 2 
est facile de montrer que -g— £ X̂ . 1 en probabilité et que, par 

n k=1 
suite : 

S n loi 
— N(0,1). 

k=1 K 

d) L L I 

Nous avons vu plus haut au b ) , que les estimations données 

pour le comportement asymptotique p.s. de ne pouvaient être amé

liorées en général pour des (*n) inml. 

On peut se demander quelles conditions supplémentaires 

imposer à (X ) pour avoir de meilleures estimations et en particulier 

la LLI. 

- D'abord, certains résultats expriment que, si (contrai

rement à ce qui se passe dans le contre-exemple cité au b) la proba

bilité que |X | soit grand ne croît pas trop vite quand n 00 , 

alors la LLI est vérifiée. 

Citons un énoncé (qui n'est pas le plus général) 
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Thl Supposons |XnJ < (cosntantes) p.s. où 

B S 
A = 0(h—2-T5-) 1 / 2) alors Tîm - - = 1 p.s. 

B n 1/2 
(la conclusion n'est pas vraie pour = 0 ( ( — g — ) ) 

La démonstration est très longue. 

Donnons maintenant quelques liens entre le TLC et la 

LLI. 

Dans le cas des v.a. iml, on a vu que ces deux théorèmes 

étaient réalisés dans les mêmes conditions ; il n'en est pas de même 

dans le cas inîhl : le th. 5 ci-dessous donne un cas où le TLC est 

vérifié (car on a visiblement la condition de Lindeberg) et où la 

LLI ne l'est pas. D'autre part, il est possible de donner un contre-
B 

exemple (avec : -2- •> c constante > 0) où au contraire on a la LLI 

mais pas le TLC (cf [P] , complément 16, p. 317) 

Th. 5 - s i ^ I / â x£ d p = (-. ? r r s ) 
Bn k=1 / Y " logB n(log 3B n)

1 

! ' x k ^ g / i o g 7 B 
1 n (ô > 0) 

s n 

alors lim -— z z z z z z z z n = 1 P's-
n /2B log 9 B~ 

n a2 n 

2 
- Il existe une suite (X ) centrée t.q. 0<c<EXn<C<«> , 

V ê r H i a n t \ j , |x[|>2 ^ ' ° ( ^ ™ ' 

et t.q. (*) ne soit pas vrai . 

On peut donner un autre théorème lié à la vitesse de 



14) 

convergence dans le TLC : 

S 
Notons R = sup |P( < x) - <i>(x)| <(> fonction de rêpar-

^ x >̂B 

n tion gaussienne 

réduite. 

Th3. 7 
B 4.1 1 

- Si - B U •> 1 et R = 0( ^ (ô > 0) 
B n n (log B n )

1 + 6 

alors on a (*) 

2 
- Il existe une suite centrée (X ) t.q. 0<c<EXn<C<«° 

vérifiant R = 0 (-, 1 p ) ' mais pas (*) 
n 8 n 
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III - Que faire dans le cas de v.a. non indépendantes ? 

a) Quels problèmes ? 

La question est la suivante : quel est l'ordre de grandeur 

2 

de ? (pour la convergence p.s., ou en loi, ou L . . . ) . En particu

lier, comment normaliser S n (par une suite a R à préciser) pour 
S 2 

que — converge Y L 
an J loi 

| p.s. 

On est donc amené, plus précisément, à formuler des questions 

du type suivant : 

Pour une suite (̂ n) donnée, ou pour une classe donnée de suites 

de v.a., trouver pour chaque convergence la meilleure normalisation. 

Pour une normalisation donnée (ex : a =n ou /n) trouver toutes 
n S 

les suites (X ) d'une certaine classe telles que —• 

( n 
p.s. 
loi ... En d'autres termes, il s'agit de trouver des 

critères par exemple pour la LFGN (— 0 p. s.) ou pour le TLC 

S . . 
( i ^ > ) ... 
/n 

Elucider les relations qui existent entre les différentes sortes 

de convergence : par exemple, à partir d'une convergence en loi 

(TLC) peut-on déduire (directement ou non) une convergence p.s. 

(LLI) ? 

Remarque : 

On peut remarquer, à cet effet, que les théorèmes vus pré

cédemment dans le cas où la suite (X ) est indépendante répondent 

à ce genre de questions. On voit d'ailleurs immédiatement, avec les 

2 
notations précédentes (B n = ES n ) , que 
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S I 2 a 
-2- — > 0 dès que — - -> - . 
a n /B~ 

n 

Dans le cas imi = n ; dans le cas inml , ce n'est pas 

le cas en général. On pourra se poser la question de la normalisation 

soit par une suite a R = f(n), soit par une suite a n = f(B ) • La 

suite normalisante a^ pourrait aussi être aléatoire. 

b) A quelles classes étendre les théorèmes limites ? 

Il est évident qu'il faut faire des hypothèses sur la suite 

(X ) si l'on veut espérer des résultats, car si dans la somme 

X.J + ...+X certains termes rendent les autres négligeables, il est 

clair qu'on pourra obtenir n'importe quoi pour le comportement asymp-

totique ! 

Une idée naturelle pour resteindre le problème consiste à 

prendre certaines des propriétés des v.a. indépendantes, centrées, 

éventuellement de même loi et à voir ce qui se passe si l'on retient 

seulement telle ou telle propriété. Par exemple : 

Si les (X ) sont indépendantes et centrées, il est évident que 

(S ) est une martingale, ou que X n = S n - SR_.j est un accrois

sent de martingale", c'est-à-dire : E (X | X.. , . . . , X )=EXn=0 . 

On peut donc étudier les théorèmes limites pour les martin

gales . 

- Dire que les (X ) sont indépendantes signifie que, pour m et 

n entiers 

P(X1 £ A1,... ,X e A ; X A eA . . . , ) • P ( X i e A1,...,Xm e AJP(X _ e A , . . .)=0 i 1 * 'm m m+n m+n 1 1 m m m+n m+n 

On peut affaiblir cette hypothèse en supposant simplement que cette 
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différence tend vers 0, en un certain sens, quand n tend vers l f infini 

On dit alors que (X^) vérifie certaines propriétés de mélange 

Si les (X ) sont indépendantes, il est bien connu que (S n) est 

une chaîne de Markov... 

Si les (X^) sont iml, alors il est clair que la suite (Xn) est 

stationnaire (voir définitions plus loin...) 

2 

Si les C^n) sont indépendantes, centrées et dans L , elles for

ment une suite orthogonale : E(X X ^ ) = EX^ .EX = 0 . 
« v m . m+n^ m m+n 

On pourra donc étudier des théorèmes limites pour des suites orthogo

nales, ou pour des suites presque orthogonales dans un sens à préciser. 

c) Relations entre les différentes conditions de stationnarité 

Rappelons d'abord un certain nombre de définitions plus ou 

moins classiques : 

Définitions : 

Une suite (X ) de v.a. est dite stationnaire au sens strict n 

si la loi jointe des v.a. (X^ +h ,"' # , Xn e s t indépendante de 

h, quelle que soit la suite finie n^,...,n d'entiers. 

2 
Une suite (X ) de v.a. L est dite stationnaire au sens n — 

large si EX m et E ( x

m ̂ m + n ) sont indépendants de m . On sup

posera ici EX m = 0 Ì Vm , et on posera E(X m ^ m + n ) =
 R-] (n) . 

EX 2 = 1 I 
m J 

2 

Une suite (X ) de v.a. est dite quasi-stationnaire si 

EX m = 0 , E|X m|
2 < c 2 (constante), E ( X m X m + n ) < • 1(n) où ^ 
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est une certaine fonction positive décroissante tendant vers 0 à 

1 1 infini. 

1 2 
[il est facile de voir que la condition Etn^ x

m+i
 +--- + x

m + n ) I - * 2(
n) 

avec *2^n-^ * ^ e s t P* u s ^ aible que la précédente}. 

Remarque : On voit plus facilement qu'on a les liens suivants entre 

2 
ces définitions (pour des v.a. L ) : 

stationnaire _ > stationnaire _ > statlonnaire] _ > stationnaire 

strict < = ^ large large <^ = = large 
L <^= U J 

+ m loi + Lindeberg 

==> quasi-

<f= stationnaire 

Liens entre les différentes conditions de dépendance 

Définitions : 

1°- Conditions df indépendance asymptotique 

Il y a de nombreuses définitions exprimant qu'une suite de 

v.a. est asymptotiquement indépendante : elles disent en général que 
oo 

les tribus y s o(X.;£ < m) et IF = a (X , ...) sont de moins 
w\ x, ntm n+m 

en moins dépendantes quand m -> » 

Donnons en quelques-unes : 

Supposons qu'il existe une suite I ct 
m 
<|> -^0 (pour m -> °°) 
m 1 J 

^m 

oo 

t.q. pour A e ? , B e y _̂  
1 ^ n ' m+n 

(i) |P(A.B) - P(A) P(B)| < a m ou 

(ii) |P(A.B) - P(A) P(B) I < <}>m P(A) ou 

(iii) |P(A.B) - P(A) P(B)| < ^ m P(A) P(B) 
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Nous dirons dans le cas (i) que (X ) est fortement mélangeant 

(ii) que (̂ n) est uniformément mélangeant 
(ou <[;-mélangeant) 

(iii) que (X ) est super-uniformément mélan
geant 

(iv) Si la suite est nulle pour tout m > m^ fixé, alors (X ) 
est dite mg-dépendante. 

Il est clair que (iv) ==> (iii) — > (ii) — > (i) . 

[il serait intéressant de faire le lien entre ces conditions de mélange 
et celles qu'on rencontre couramment en théorie ergodique, nous ne 
le ferons pas]. 

Remarques : Si {Ъ et & sont deux tribus, on peut définir les deux 

coefficients de mélange suivants : 
a{P>9à) = sup |P(B.A) - P(B) P(A)| et 

Веб,Ad 
ф(Ё,4) = sup P(B.A) - P(B) P(A) 

Betè,A€$ P(A) 

Les conditions (i) et (ii) s'écrivent alors : 

(i) sup «(3F , ? ; + m ) < « m + 0 
n n 

(ii) sup Ф(? ) < Ф * 0 J n n+nr - Ym 

2°~ Martingales (asymptоtiques) 

Soit (X n) une suite de v.a. adaptée aune suite de tribus 

F n (par exemple 'F^ = a(Xn;m < n) ) 

On dit que (X ) est une suite d'accroissements de martingales si 
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i-;(x Iy ,) = o v n . 

[Remarquons qu'on a alors 'HX nlF n_ k) = 0 Vn.Vk > 0] 

On dit que (X ) est une mélangale s'il existe une suite <l<k 4- 0 

telle que 

l|i ;(x n|:F n_ k)M 2 < Ф к ||x nii 2 

Remarques : a) Il est clair qu'une suite d'accroissements de martin
gales est une mélangale. 
3) Ce qui est plus intéressant est de voir les liens entre 

les diverses conditions de mélange et la condition de mé

langale : on a d'abord le lemme suivant : 

Lemme Si X est une v.a. ^-mesurable et si 2 < r < 00 , alors 

pour toute tribu -, 

| |E(X|£) - EX I I 2 < 2 0(6 r| |X| | r 

et K 1 

||E(X|È>) - EX|| ? < 2(1+-i) a(3,,i)7 r||X|l 

démonstration facile cf [ML ] p. 162 et 176. 

En particulier, si ( x

n)
 e s t c e n t r e e e t e n posant ^ = .̂.ĵ » 

on obtient 
^1 

I I^Xj^n-k 3 H 2 - 2 ^n r l|X n|| r : si (X n) est ^-mélangeante 

I _ l 
I l H ( X

n l ' r n _ k ) | l 2 < 2(1+_1) a 2 r | | X n M r : si (X ) est fortement 
/7 mélangeante 
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2 
On en déduit immédiatement que si EX^ est borné, alors 

[(X ) ^-mélangeante de coefficient <j> J 

L(X ) mélangale de coefficient <t>n ] 

Si de plus M x

n M r
 e s t borné pour un r > 2 , on a mieux : 

1 -1 /r 

(X ) est une mélangale de coefficient <j>n (par exemple de 

coefficient $ dans le cas où les (X̂ J sont bornées par une 

même constante) 
2 

Dans le cas du mélange fort (toujours avec EX n = 1) il faut 

supposer ||X n|| r borné pour un r > 2 si l'on veut conclure : 

[(X ) fortement mélangeante de coefficient a ] 

i u 
[(.Xn) mélangale de coefficient ] 

.1 / 2 
Le coefficient est a^' si r = 00 . 

y) L'intérêt de la notion de mélangale est qu'elle est beau

coup plus facile à vérifier que les propriétés de mélange 

parce qu'elle revient à étudier E(X I F ^ ^ ) a u ü e u  

E(f ( X N ) IFjj.Ĵ ) pour toute f mesurable. On a donc une uni

formité en moins. 

ô) Dans la définition d'une mélangale on pourrait supposer 

que (X^) est seulement "asymptotiquement" adaptée en un 

certain sens. 

e) Il serait sûrement intéressant de comparer ces notions 

aux autres notions de martingales approchées connues (asymp-

tomartingales, amarts...) . 
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3 9 - Condition s dfortbQgonalitê et de multiplicativité 

Supposons la suite C^n) centrée et ayant des moments de 

tous ordres. 

On dit que (X^) est orthogonale si EXj Xj = 0 dès que i î j 

On dit que (X n) est multiplicative si B(X^ X i ... Xj ) = 0 

pour toute suite finie strictement croissante d'indices 

i 1 < i 2 < ... < i r 

On dit que (X ) est un MS si (X R) est multiplicative et 

vérifie 

EX 2 X 2 = EX 2 EX 2 Vi f j 

On dit que (̂ n)
 e s t fortement multiplicative si, en plus, 

? 2 2 2 2 
E(X:' X . . . X ) = EXT ... EXT 

Et on peut encore donner d'autres définitions si l'on veut 

(cf [ s ], p ). Ces définitions sont strictement emboitées les unes 

dans les autres (évident) (Par exemple, X^ = sin nx sur [0,2TT] est 

orthogonale et non multiplicative) ; mais on peut aussi les comparer 

aux accroissements de martingales : 

Remarque très simple : 

* Si (X ) est une suite d'accroissements de martingale (admettant, 

des moments de tous ordres), alors (X ) est multiplicative : 

En effet E(X. ... X. ) = E[E(X. ... X. l'y . J ] 

- *i\ ••• X

V 1

 E ( x i r

| : V ' ) ] = 0 

* Mais on peut trouver des accroissements de martingales qui ne sont 

pas des MS : le contre-exemple suivant nous sera utile par la suite : 

Si (U i,V i) est une suite de vecteurs aléatoires (eR^) 
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centrées ayant des moments de tous ordres, alors la suite 

X = (IL +...+ U .)V est une suite d'accroissements de martingale, 
n 1 n-r n * 

mais n'est pas un MS. 

[démonstration : calcul très simple ¡§¡¡1 . 

4°- Conditions de presque-orthogonalité -

Liens avec la (quasi)stationnarité 

On étudie ici le cas où E(X^ ^ m + n ) devient petit quand 

n devient grand. 

Indiquons les trois lemmes suivants : (EX^ = 0) 

a) Si (X ) est une mélangale de coefficient $ , alors : 

| E(X X ) | < <f> | |X | L | |X A | L 
v m m+n^1 - n 1' m 1 1 2 1 1 m+n 1 12 ! 

3) Si (X n) est ^-mélangeante de coefficient <f>n , alors : 

|E(X X A ) I < 2<f>1/2 I |X J | 9 I I X ^ | L 1 v m m+n^1 ^ Yn 1 1 m 1 1 2 1 1 m+n 1 12 

y) Si (X ) est fortement mélangeant (borné) de coefficient 

, alors : 

|E(Xm X m + n ) | < 4a n I I X J L | | V „ M -

Tout cela est facile à montrer (cf [ILJ p.306-309...) 

On peut exprimer cela dans le cadre de la quasi-station-

narité. Exprimons plutôt ce que ça signifie lorsque (X ) est station-

2 
naire au sens large : (EXn

 = 1 > ̂ n) • 

a) R^n) < * n 
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6) R ^ n ) < 2 4>y 2 

Y) R 1 ( n ) < 4 C 2 a n (si | | X 0 | L < C). 

On en déduira facilement des estimations pour le calcul de 

la variance de S 
n 

Il est clair qu'il ne peut être question d'avoir dans le cas 

général des inégalités dans l'autre sens. 
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IV - Cas des v.a. orthogonales 

Rappelons seulement quelques résultats classiques qu'on peut 

trouver par exemple dans [A] 

Convergence des séries : (X ) suite orthogonale. 

Contrairement à ce qui se passe dans le cas des v.a. indépendantes, 

la convergence de la série J EX n n'entraîne pas que Y, X n 

n=1 n=1 
converge p.s. . Par contre : 

°° _ f 00 
\ EX < <*> — > Y X converge dans L 

n=1 n n=1 n 

00 
Y ± X converge p.s. pour "presque 

n_I j n 

tout choix des signes ± (distri

bués selon le jeu de pile ou face). 

On pressent donc qu'une petite condition supplémentaire devrait per-
00 

mettre la convergence p. s. de Y, X^ . On a en effet les deux ré-
n=1 

sultats suivants : 

Théorème de Rademacher-Menchoff : [a] , p.80 

2 2 
Y, EX log n < «> ==> J X converge p. s. 

n=1 n=1 

Théorème de Tandori : [A} , p.88 

00 
2 2 

Si c. est une suite décroissante t.q. \ c R log n

 = 00 

n= 1 
alors il existe une suite orthogonale (X ) t.q. 

2 2 00 

E X n = c n e t ^ X n d i v e r S e P-s-
n= 1 
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Loi forte des grands nombres 

Il est clair alors que le lemme de Kronecker nous donne, par 

la même démonstration que dans le cas indépendant : 

Si B = ES 2 = l EX? : (B = n si EX? = 1 Vk) 
n n .j K n K 

S 
— -> 0 p.s. pour * e y (cf. th.24) 
^ n*(B nJ' log B n 

Il est clair qu'on ne pourra guère obtenir de résultats plus 

précis sans hypothèses supplémentaires : 

Par exemple, si les (X ) sont im£ , on a la TLC et la 

LLI ; 

si X sin nx , la somme S^ est p.s. bornée n n r 

et on a donc des estimations très différentes. 

Il est donc naturel de regarder des cas plus particuliers 

que le cas orthogonal (cas multiplicatif, accroissements de martin

gales . . . ) . 
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V - Cas des systèmes multiplicatifs 

Nous insisterons assez peu sur ce cas (cf (sj , p.243 sqq 

et p.305-6)(cf aussi [K] et les références qui y sont). 

Les résultats valables pour les v.a. orthogonales sont bien 

sûr valables. Mais a-t-on beaucoup mieux ? Oui . Voici quelques exem

ples : 

a) Convergence des séries (cf |K] p.68, note en bas de 

page) 

Si E(X. X. X. X. ) = 0 pour i 1 < i 7 < ix < i, i 1 i 2 i 3 i 4 I L s 4 

e t N ^ N 4 borné, (ce qui est vérifié dans le cas 

multiplicatif borné ) 
oo _ oo 

alors F EX < °° = > F X„ converge p. s. 
n=1 n n=1 n 

On en tire évidemment des conséquences sur la loi des grands nombres. 

b) Loi du logarithme itéré 

Voici deux résultats : 

Si (X R) est multiplicatif et vérifie |X n| </K p.s. 

I s n | 
(A constante ?» 0) alors lim •• < 1 

/2~~An log log n 
P j ^ 

Si (X n) vérifie EX 2 = 1 et .| X n | < C
t e p.s., ainsi 

r r r r 
que ECXi^-.X^) - (EX. 1) ... ( E X i

P ) Vi-,<...<ip 

1 p 1 p 
Vr t = 1 ou 2 
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— I S J 
alors : lim - — Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z I i ^ 

/2n log log n 

Il a été remarqué que ces résultats ne pouvaient pas être 

tellement améliorés (cf [K] p.68 et [s] p.305-6) 

c) TLC 

La condition de multiplicativité simple associée à la condi

tion de Lindeberg n'est pas suffisante pour avoir un TLC (cf [K] 

p.68). Par contre on peut démontrer le théorème suivant ( [KJ) : 

Si (X ) est un MS t.q. E(X 2 ...X2 ) < C P EX 2 ...EX2 

(*) pour une certaine constante C , Vi^ ... i p quel

conque, alors la condition de Lindeberg : 

(1 1 ! *l dP - 0 (où B = l Exh 
B k=1 |X V|> £/B~-

 K n k=1 k 

k : n 
S loi 

entraîne le TLC i.e. -û- -* N(0 , 1 ) 

^ ! 

La démonstration repose sur des idées qu'on voit dans bien 

d'autres démonstrations : il s'agit 

1 n 2 
^ de voir que g- £ X, 1 en probabilité 

n k= 1 
2 

ix - V r W 

^ d'appliquer la formule élémentaire : e = (1+ix) e 

[où |r(x)| < |x| 3 Vx e R ] , 

tx k s n 

aux variables -3=- afin de calculer E(e — ) = ... (expliciter) 
/n j/n 

^ de remarquer que la condition (*) donne une certaine équi-
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intégrabilité. 

^ et d'utiliser la multiplicativité pour obtenir 
'" n X " 

E n (1 + it — ) = 1 
k-1 /R 

m 
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VI - Cas des accroissements de martingale 

a) Rappels et définitions 

Sauf mention des contraires (X^,'^) désigne dans cette par-

2 

tie une suite d'accroissements de martingale L . On suppose donc : 

E(Xn\fn_^) = 0 Vn . Ce qui revient à dire que S n est une martinga-

le : E(S nfcF n_ 1) = Sn,j , Vn . 

On a vu que (sous des hypothèses de moments évidentes) : 

(X ) indépendantes et centrées = > (Xn) accr. de mart. = ï> 

~ > (X ) multiplicatif — > (X ) orthogonale 

On peut donc s'attendre à se rapprocher des théorème limites 

pour les v.a. indépendantes, centrées. 

2 

Nous nous limiterons essentiellement au cas L , ce qui bien 

sûr simplifie les choses. 

Nous trouverons les précisions utiles (démonstrations, cas 

L^(p^2), etc.) par exemple dans [S] sections 2.8 et 3.3 ou dans [N J 

chapitre VII . 

b) Convergence des séries 

On a, comme dans le cas des v.a. indépendantes, centrées : 

v 2 
) EX < °° — > S converge p. s. 

n=1 n n 

(ce qui n'était pas le cas pour les v.a. orthogonales ! ) , mais on a 

mieux : 

2 

l E(X If -) < «> = > converge p.s. 
n=1 n n~' n 
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2 2 
(Remarquons qu'on a évidemment : l E X n < °° — > Jt E (X i ) < 00 

n n n n n " 

n 2 
Remarque : Notons A n = l R (X k |;rk^1 ) , alors A n est le processus 

k=1 

croissant associé à la sous-martingale . En effet la 

2 
decomposition de Doob de s'écrit : 

S 2 = M + A 
n n n 

où ( n̂)
 e s t u n e martingale définie par 

M „ = S2

Q = 0 M n - = S2

n - E ( s 2 | ? n H ) 

et où (A^) est un processus croissant défini par 

A 0 = 0 A n - V l " E ( S n l V l ) " S n - 1 

" E < X n'*n-1> • 

Remarque sur les moments : On peut supposer simplement l'existence 

des quantités telles que EfX^lj^^) sans supposer celle des moments 

d'ordre 2 pour X^ . 

D'autre part, si l'on suppose X^ e , on a aussi des 

théorèmes exprimés en termes de convergence de )! 0 U 

n 

de conditions du même type. Dans le cas où p < 1 , alors le résultat 

suivant : 
] E ( l x J P l ^ - l ) < 00 = = > S n converge p.s. 

est valable sans aucune hypothèse de type martingale ou autre sur 

X n(e L
P) . 

c) LFGN et estimations pour la convergence p.s. 

Au moyen du lemme de Kronecker, on obtient à partir de ce 

qui précède des résultats sur l'ordre de grandeur de au sens p.s., 



32) 

la normalisation pouvant être faite soit au moyen de 

n ? ? n 2 
B = Y EXr = ES„ , soit au moyen de A = ji F, (X, | F v 

n k=1 k n k=1 K k _ l 

On a donc : 

Si 0 < a est une suite !T" ., - mesurable + » alors 
n n-1 

. E(X2|> ,) 

n=1 a n 
n 

Bn particulier, si * e ^ c (ensemble des fonctions positives crois-
oo 

santés t.q. ) < °°) , on peut appliquer ce théorème à 
n = 1 n *(n) 

a n = /A n *(A ) qui est rr

n_j-mesurable : en effet si l'on note 
2 

a = A - A 1 = E(X |F .) , la condition de l'énoncé s'écrit 
n n n-1 n n-1 
« a 

/• Â—¥7A~7 < °° ' c e c'u^ e s t toujours vérifié comme on l'a déjà 
n=1 n 1 n J 

remarqué. Donc : 

S 
n ~ -> 0 p.s. si e ^ 

n n 7 

On a aussi, par la même occasion, un critère pour la LFGN 

00 EX « EfX "y , ) S 
/. ? — > /. 7 < 00 ~> —- 0 O . S . 

n=1 n ¿ n-1 n Z n 

(il suffit de poser a n = n) 
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Ceci est vrai en particulier si (X ) est s+ationnaire, au-
S n 

quel cas on a même 2 — -> 0 p. s. lorsque i|* e y 
/n H n ) c 

On verrait aussi que ces résultats ne s'étendent pas au cas 

où ^ G j 

N»B. on pourrait faire ici des remarques analogues à celles du b) . 

d) Théorème de la limite centrale 

La première question qu'on peut se poser est la suivante : 

par quoi normaliser ? : 

n ? ? 

par B n = l EX 2 = ES n 

par A n = ! ECxJtF ,̂) 
n 2 

ou par C n = l X k : 
1 S S S 

On pourrait alors espérer que — ~ , — - , — - convergent tous 
y/JT /S""" / c T n n n 

en loi vers N(0,1) sous une condition raisonnable (style Lindeberg). 

On va voir que le problème est plus compliqué que ça. 

Cas stationnaire 

Traitons d'abord le cas particulier classique où ^ n ^ n e Z 

est une suite d'accroissements de martingale stationnaire au sens strict 

et ergodique : 

Remarque préliminaire : 

2 
Posons EX = 1 pour simplifier les notations, alors le 

théorème de Birkhoff appliqué à la suite stationnaire au sens strict 

X 2 ou E(X 2|f J donne — 1 p.s. -£ + 1 p.s. ( B N = n) . n v n ^ n - 1 n n n 

Donc les trois normalisations donneront le TLC ensemble. 
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On a le théorème suivant : 

Si (X^) est une suite d'accroissements de martingale, 

stationnaire au sens strict et ergodique, on a, en posant 

EX 2 = 1 : 
n 

^ ^ N(0,1) 

Il existe de nombreuses démonstrations de ce fait (cf par 

exemple [B] p.206, et [i]). On peut aussi, au moins dans le cas où 

|X I < C p.s. où C est une constante en faire une démonstration 1 n 1 -

très simple analogue au cas multiplicatif vu précédemment (le fait que 

1 n 2 
- y X v -* 1 p. s. grâce au théorème de Birkhoff simplifie même les 
n k=1 K 

choses) ; si les X R ne sont pas bornées, on peut tronquer. (cf le 

théorème (2.3) de -[MLi] p.621, par exemple). 

Cas non stationnaire 

- Contre-exemple : 

Reprenons un exemple voisin du système multiplicatif non 

MS vu plus haut : 

2 

Soit (tL,V\) une suite de vecteurs aléatoires (eR ) indé

pendants, de même loi et centrés ; supposons pour simplifier que leur 

matrice de covariance est l'identité. Posons 

X n = ]{(U 1 +... + U n. 1)V n - (V, V n ^ ) U n } et 

\ - °< u i ' v r•• • '"„ .V • 

Il est facile de voir que E( x

nlî^-i)
 = 0 V n • 

D'autre part, on montre aisément que 
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1 n 4 1 -Uy Y EX, = Of—) -> 0 : en d'autres termes, on a la condition de 
D 2

 L k ynJ 

B n k=1 

Lyapounov, donc celle de Lindeberg. 

S 

Et pourtant ne converge pas en loi vers N(0,1). 

n 

En effet, des calculs élémentaires (non immédiats) ou d'au-
S 

très méthodes nous permettent de démontrer que — ^ converge vers une 
^ n 

loi cosinus hyperbolique (cf [GKR]p.151). [il s'agit en fait du théo

rème de la limite centrale pour des marches aléatoires sur le groupe 

de Heisenberg.] 
On voit donc que pour obtenir le TLC pour les martingales, 

il faut des conditions plus fortes qu'avec les suites de v.a. indépen

dantes . 

Qu'est que la condition de Lindeberg ? 

Au lieu d'employer la condition de Lindeberg classique, on 

peut employer diverses variantes, par exemple : 

1 n 2 

I X v 1 •+ 0 en probabilité 
Bn k=1 k (|xk|>e/r) 
O U 

1 N 2 

i— l Efxf 1 i E -1 -* 0 en probabilité 
B n k-1 k ( | x

k | > ^ \ ) ' 

ou 9 

xk 
max ^— + 0 en probabilité 
1<k<n b

n 

etc. 

Des liens entre ces diverses hypothèses sont donnés en par

ticulier dans L S c l P«120-4 et [ML 1] p. 621-2. Nous ne nous attarderons 



36) 

pas sur ces questions. 

1 n 2 
Lien avec la condition ^— £ X v -> 1 en probabilité 

n k=1 K 

Dans le contre-exemple précédent, on peut voir que cette con

dition n'est pas réalisée. 

Ainsi donc, pour les accroissements de martingales (contrai

rement au cas des v.a. indépendantes centrées) la condition de Linde-

1 n 2

 c 

berg n'entraîne pas que g— £ X, (= ™ ) -> 1 en probabilité. 
n k=1 n 

Précisons un peu un résultat qui est vrai par contre : 

Lemme : 

Sans hypothèse de dépendance sur C n̂) 

si ïts -4 i1 e x 2 x 2 < 1 (*) 

alors la condition de Lindeberg (classique) entraîne que 

ip- X? -> 1 dans L̂  
n k=1 

Démonstration : [Kj lemme p.69 et 72 ou [MLl] p.624 lemme 2.15 

sous des formes très peu différentes. ||| 

Remarques : La condition (*) est évidemment vérifiée pour les v.a. 

2 

indépendantes centrées L ; elle ne l'est pas dans le contre-exemple 

précédent, bien qu'il soit facile de voir que la lim est bornée. 

On voit donc que cette hypothèse (*") n'est pas grossièrement superflue. 
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- Un énoncé 

Il existe de nombreux énoncés assez voisins de TLC pour les 

martingales. 

Nous citerons celui de [ML 4] théorème 2.3 p.621 sous une for

me un peu affaiblie : 

Si (X ) est une suite d'accroissements de martingale 

L 2 vérifiant 

^ Lindeberg 

1 n 2 
^ rp— £ X-i 1 en probabilité 

*n k=1 K 

s n l o i 

' alors - ~ - -> N(0,1) 
/ S n 

Démonstration : proche de celle du cas multiplicatif vu précédemment 

(ceci englobe le cas stationnaire ergodique vu plus 

haut) . fjpj 

S loi 
Remarques : - il est évident qu'on a alors -»• N(0,1) a-t~on 

/ £ 
S loi n 

— N(0,1) ? 

- il n'y a pas à ma connaissance de condition nécessaire 
S n loi 

et suffisante pour que — - (ou les autres) •* N(0,1) 

- pour des discussions sur les différentes normalisations 

voir aussi [R] 
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e) Loi du logarithme itéré 

Des questions naturelles analogues se posent : par quoi faut-

il normaliser : A ,B .... ? Ouel rôle jc ue une condition telle que 
n n v 

k Ji x* * 1 p , s- ? 

n k=1 
Donnons pour commencer un résultat qui s!énonce simplement [N],pJ53 
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Si | X | < c p. s. où c est une constante, alors 

S 

lim n = 1 p. s- sur {A œ = 00} 
n /2A log log A 

n & 6 n 

Toujours avec des normalisations aléatoires, on peut donner 

des résultats plus raffinés, par exemple : 

* J , ' < | x k | : E ^ , l y

k - , j < - P -

* J , B I . ^ 4 1 <lx n l : ^, l^- , ] < " P - v,>o 
n 

s 
¿.lors : lim n = 1 p.s. sur {A M =

 0 0} 
n /2К log log A n n 

ou le corollaire suivant : 

X 2 -, 
Si l E (—5) 1 x |F 1 < - p.s., 

/og An(log log A n ) 2 

S 
alors lim — n = 1 p. s. sur {A œ =

 0 0} 
n /?A" log log A 

n & 6 n 

Ces résultats se trouvent dans [JJS] sous des formes plus générales. 
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Les résultats précédents étaient exprimés pour des normalisations 
aléatoires. On trouve dans [HSjp.429 sqq des résultats avec nor
malisations déterministes (par B ) : 

Si* i E[l>TFl'<ixni:./V ' " 
u n J 

L n -1 

et * - L l X? - 1 p . s . (B - -) 
B n k=1 K n 

S 
alors lim — n — = 1 p . s . 

n /2B^T^g T5g B n 

En particulier 

Si (X^) est stationnaire au sens strict et ergodique 
2 

L on a la LLI 

cf [HS] cor 2,p.430. 

On renvoie à [HS] et [JJS] pour les démonstrations et dis
cussions . 

Y a-t-il des résultats indiquant le lien entre TLC et LLI ? 
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VII - A quoi sert la stationnarité ? 

Nous insisterons assez peu sur cette question (voir l'expo

sé [RE] dans ce même volume). Nous donnerons simplement les résultats 

nécessaires à l'unité de cet article d'exposition. 

Les définitions (stationnaire strict, stationnaire large, 

quasi-stationnaire) ont été donné e sau chapitre III. 

a) Rappels minimaux de théorie spectrale (cf [iLJ,chap.16) 

2 
Supposons (X ) stationnaire large (L ). Posons EXQ = 0 , 

2 

EX Q = 1 . Alors il est facile de voir que R^(n) = E ( X M

 X

M + N )
 E S T 

une fonction définie positive (avec R^(0) = 1) : c'est donc la trans

formée de Fourier d'une probabilité y sur le cercle. R^(n) = y(n) . 

Réciproquement, si y est une probabilité quelconque sur le cercle, 

0(n) peut être interprétée comme la fonction de covariance d'une 

suite stationnaire large. 

Or on sait que le comportement à l'infini de R-j = y dépend 

de la régularité de la probabilité y (discrète, diffuse, absolument 

continue...). Donnons simplement deux résultats connus. En notant 
2 

L Q O(X) le sous-espace hilbertien de L engendré par les combinai

sons linéaires des ( x

n) n e£
 , o n r H P P e H e Que ( x

n) sera dit ergodi-

que si l'opérateur de décalage (shift) U défini sur L O O(X) par 

UX^ = X^ +^ Vn e l n'a pas d'éléments invariants. 
2 2 

On a alors, en notant comme toujours ES n = B n = n
 R 2 ^ n ^ 

U l EX 2) : 
k=1 K 

2 
* (X ) ergodique < — > y n'a pas de < = > B n=0(n ) 

masse en 0 [ou R2(n)->0] 
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* Y a une densité => (R-j (n) + 0) c'est le lemme de 
Riemann-Lebesgue 

b) Etude de la variance de S n (cf |l] , p. 321 ...) 

(X ) est toujours ici stationnaire large. EXQ = 0 . 

2 2 
Donnons d'abord l'expression de = ES n = n R 2(n) 

2 
En développant ES n , on a : 

n-1 n-1 
B = l (n-|j|) R^j) = n R^O) + 2 l C n - j ) R^j) 

n j=<n-1) 1 j=0 

. 2 nÀ 
TT s m —j 

= / — - y - j ! dy(X) . 
- T T s m 2 

On peut en déduire quelques remarques simples : par exemple 

si les (X ) sont orthogonales, alors B n = n ; la réciproque étant 

fausse. D'autre part, si £|R-j(n)| < 00 , alors B

n ^ c n où c est 
oo 

la constante : R 1 (0) + 2 Y IMj) • 
1 j = 1 1 

2 
Enfin, on a toujours B R = 0(n ) 

Quelques résultats sur l'ordre de grandeur de B n 

Si R̂  (n) -> 0 , alors B^ converge vers une limite éven

tuellement infinie. La limite vaut j 2—~ dy(x) . 
sin 7 

Elle est finie ssi X R = Y R + 1 - Y R avec Y N = U
N Y 

(Y e L^X)) 

Si \i a une densité continue p en 0 , alors B n ^ 2iTp(0)n 
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Si (X ) est uniformément mélangeant et si •> » , 

alors B ^ n L(n) où L est une fonction à varia-
n J 

tion lente 

On peut remarquer en outre que (n) et R2^ n-' s o n t e n 

gros de même ordre > lorsque la série z|R^(n)| ne converge pas. 

Le théorème de von Neumann 

Le célèbre théorème de von Neumann dit que 

S L 2

 2 

— projection de X Q sur l'ensemble {X e L /UX = X} . 

Cette limite est en particulier 0 si (X^) est ergodique. 

Ces quelques résultats donnent des réponses à la question: 
S L 2 

comment normaliser S (par une suite a ) pour que — -> 0 ? n ^ n r ^ a n 

c) Etude de la convergence p.s. [Gctl] 

Nous exprimerons les résultats en termes de R 1(n) et de 
B 1 

R ?(n) = , plutôt qu'en termes de mesures spectrales. 

critères de validité de la LFGN 

* On sait aue si (X ) est stationnaire au sens strict L̂  , 
n S 

on a le théorème de Birkhoff : -~ P + S # EfX^lii) ( !\ tribu des inva-
S 

riants). En particulier, si (X n) est ergodique — -> 0 p.s. (et 

ceci d'ailleurs seulement sous l'hypothèse L ). Ce théorème n'est 

pas améliorable en général même si l'on suppose 
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X n e L 2 ou L°° cf [Kr] 

* Dans le cas (X n) stationnaire au sens large, on a le 

théorème suivant : (i=1ou2) 

R^n) log log n S n 

a) Si Y < oo alors — + 0 p. s. 
L n log n 9 n r 

b) et ce résultat est le meilleur au sens suivant : 

quand la série diverge, on peut trouver une suite 

(X n) t.q. E(X m X m + n ) = R^n) (idemavec R 2) 
S 

t.q. --S -f> 0 p. s. 

(Bien entendu, quand la série diverge, il existe aussi des 
S 

suites t.q. R 1 (n) = EfX^
 x

m + n )
 e t pour lesquelles -> 0 p.s.) 

Un exemple typique pour a) est R^ (n) = -
2

 1 (log log n ) * 

(c > 0) (ou B N = - 2 - ~ ) 

(log log n) 

et pour b) : R^n) = j 
(log log n) 

On notera donc que la LFGN n'est pas toujours vérifiée même 

2 L 2 

quand R_j (n) -> 0 , même quand B ^ = °(n ) i.e. 0 . 

Remarquons aussi aue pour l'exemple type du a) , on peut 
S 

écrire cette LFGN sous la forme — 0 p.s. 

/ B (log log B ) 2 + E 

n ^ * n 

Qu'obtient-on sans hypothèse sur la suite stationnaire ? [G .-.>. i \ 

On a le résultat suivant : 
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S 

— i Q-ï -* 0 p.s. 

n log log n v 

.. 

2 
Par exemple, si B ^ £ , alors ceci s'écrit 

n (log log n) 

S 
aussi — n •*• 0 p. s. 

•Bn(log log n ) 2 + £ 

- Estimat ions précises 

Dans tous les cas, que ( x

n) satisfasse la LFGN ou non, on 

peut se demander quelle est la meilleure (= la plus "petite") su^e 
S 

( a ) t.a. —£ -> 0 p.s. lorsque (n) ou R 2(n) est donné. Le 
n 

théorème suivant répond en partie à cette question: 

Si pour un aé]0,l[ et pour une fonction à croissante lente L, 

on a : 

« R i ( n )

 T f , , alors : E —^ L(n) < 00 ' 
n= I n 

S 
— L(n) 1 / 2 — 0 P.s. , 

1 -2" 

n 
cette estimation ne pouvant être améliorée en général 

(c'est le corollaire du théorème 5C dans [Ga Ij) 

On trouvera d'autres résultats dans^Ga l\ 

* Cas des suites quasi-stationnaires 

Si (X ) est quasi-stationnaire , EX n = 0, EX^=1 et E (X I T 1X m + n) < ^ (n) \ 0 

ou E (1 k E n X v)
2< * 7(n)\, 0, 

n k+1 K Z 

alors on a des résultats un peu plus faibles en général que dans le 

cas stationnaire large (cf [Ga 1] , théorème 7). 
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a ) si ï - 1 — < - , alors -£ -> 0 P • s • 
n 

Si = 00 , alors il existe une suite quasi-stationnaire 
S 

(X ) telle que — diverge p.s. 

(il suffit de comparer au cas stationnaire large ci-dessus 

pour voir la différence) 

On remarque que plus on se rapproche du cas orthogonal (c'est-

à-dire plus la suite *^(n) décroît rapidement), plus la différence 

entre le cas stationnaire large et le cas quasi-stationnaire s'amenui

se . 

On peut résumer grossièrement ces estimations par le tableau 

suivant: voir aussi [RE?] 

oôordres de grandeur de: c a s s t a t i o n n a i r e l a r g e | quasi-stationnaire 

R^n) ou ^(n) ! V n ) S n= o( ) S n= o( )' 

0 1 - • I \+z 
n /n (logn)2, (loglogn) — idem 

— a>1 ~ idem a n n 
1 l + e 3 1 

- a a<1 1 n1""^(logn)2(loglogn)2 n 2(logn) 2(lln) 1 £ 

n n 
1 

t t t n 
logn(loglogn) 

1  

(loglogn) 2 + e n 

non née. o(n) 
1 

non nécessairement o(n) 
2 

(loglogn) 
3 1

 + 

sans condition n loglog n n(logn) (lin) 
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d) Convergence en loi 

Dans le même esprit que pour la remarque précédente, on peut 

dire très peu de choses pour la convergence en loi sans faire d'hypo

thèses de dépendance plus fines , 

C'est pourquoi pour les théorèmes, nous renvoyons aux chapi

tres précédents et suivants. 

Disons simplement que même dans le cas ( x

n) stationnaire 

strict, civec 3--oo triviale et -> 00 , le TLC peut ne pas être 

vérifié (cf. [IL] section 19.5, p.384-9). 
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VIII - Cas des mélangales 

Comme il s'agit d'une généralisation des accroissements d e 

martingales il ne faut pas évidemment s'attendre ici à des résultats 

meilleurs que dans le chapitre VI. Par contre si <|> décroît à une 

vitesse adéquate aux problèmes à traiter peut-être peut-on espérer 

aussi bien ? 

(X >V ) désigne donc une mélangale : 

M E ( x n | î - n _ k ) | | 2 < • k | | x n | t 2 

2 

a) Quelques mots sur la variance ES n 

On a vu au chapitre III que si (X^) est stationnaire large, 

on a R (n) < <|>n ; ceci nous donne évidemment, par exemple, que si 

E S n 2 

A * n < 00 alors -> a = (0) + 2 £ R^(j) convergent . 

Mais cette remarque est grossière. Peut-on l'affiner ? 

b) Convergence des séries, LFGN 

En démontrant (assez facilement) un analogue de l'inégalité 

de Doob pour les mélangales, on peut obtenir : [ML 2J 

Si ( x

n>* n)
 e s t u n e mélangale de coefficient 

4>n = 0 (— ~^) avec e y

c (cf chap.II) [condition 
/n ^(n) 

2 

proche de £ $ ̂  < °°] , alors : £ EX^ < « => s n 

converge p.s. 
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Grâce au lemme de Kronecker, on a, sous la même condition, 

que : ? 

» EX^ S 

n=1 n Z n 

NB. Il est clair que ces résultats sont intéressants dans le cas non 

stationnaire ; car si (X ) est quasi-stationnaire, on a vu au 
y V n 

chapitre VII précédent que, sous des conditions beaucoup plus 

faibles sur <j>n , on obtient la LFGN . 

c) TLC 

On pourrait dire qu'en gros dès que $ n = Q( — — ^ ) où 
/n <Kn) 

* e ^ c , on a les mêmes résultats pour les mélangales que pour les 

martingales. 

Donnons un résultat cf |~MLi*Jth. 2.5,2.6 ; p. 167 

Si (X ) est une mélangale stationnaire large fEXn = 0), 

de coefficients <|>n = 0( ~) où • e y c

 e t vérifie 

fi x

n} uniformément integrable 

\ 2 

— ± - a > 0 
n 

S 
alors - converge en loi. 

a /ñ 
r ̂  g ^ ) 2 1 

Si de plus E —Î£±H_lk—|J a 2 dans L 1 , 
^ n ] k-m 

alors la limite est N(0,1) 

i 
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Il y a d'autres énoncés cf [_ML5jth.2.4, p.617 

2 
Remarquons que la condition sur <|> est proche de )] <fr < 00 

E S n 2 

et que la condition suffisante classique pour que g > 0 

est plus forte : J cj>n <
 00 . 

Il serait certainement intéressant de discuter un peu la 

nécessité des hypothèses. 

d) Il n'y a pas de résultat écrit sur la LLI pour les 

mélangales à notre connaissance, mais ça ne saurait probablement 

tarder. 
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IX - Propriétés de mélange 

Les propriétés de mélange définies au chapitre III donnent 

des conditions d'indépendance asymptotique assez fortes sur la suite 

(X n) , on peut donc espérer avoir des résultats proches de ceux 

qu'on obtient pour les v.a. indépdendantes. 

2 
a) Estimations de ES 

_n_ 

On peut faire la même remarque que dans le cas des mélanga-

les : si ( x

n) est, disons, stationnaire au sens large, on a vu au 

chapitre III 4°) que 

1/2 
(n) < 2 $ ' si (X ) est ^-mélangeante de coef

ficient d) 
yn 

2 
(n) < 4 C a si (X ) est a.-mélangeante de coef-

n n ficient a n 

et t.q. IX I < C p.s. 
1 n 1 x r 

1/7 

On en tire donc que si ^ * < 00 , ou }; a n < °° 

|X n| < c p.s. alors 
ES 2 

V + R 1 ( 0 ) + R(j) (fini). 

Problème : discuter la précision de ces résultats. 
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b) Convergence p.s. 

Un problème intéressant est le suivant :. peut-on faire mieux 

que l'application de la remarque précédente qui exige que ou <|>n 

décroisse suffisamment rapidement ? On a le résultat suivant : 

Soit (̂  ) u n e suite super-mélangeante (sans condition 

de vitesse sur ). 

Supposons qu'il existe 6 > 0 t.q. E X n < c (cons
tante) ; EX = 0 alors 

n 
EX^ S 

I — < - - > - g -0 p.s. 
n 2 

EXii 
En particulier, les conditions E|X | < c et j < » 

2 ~ n ~ dès que EX n £ c 1 . 

Il existe une démonstration assez simple de ce résultat : 

exceptionnellement, nous allons la reproduire car elle met l'accent 

sur le lien entre les accroissements de martingales et les suites 

mélangeantes (cf [ s j, p.I39,th.3.3.2) : 

Démonstration : 

Elle s'appuie sur l'idée suivante : par un récentrage condi

tionnel de X^ , on se ramène au cas des accroissements de martingales. 

* un calcul très simple nous donne que pour tout 

n Q e N et tout p e [0,n Q[ on a : en posant 

^ m " a^ Xmn 0+p
, X(m-1)n 0+p, . . . ,

X n Q + p^
 c '*mn0+p 

EfX l$ 1 ) < * E X < c * 0 1 mn 0+p'^m-V - ^n Q

 c' mn 0+p - v n Q 
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Soit e > 0 fixé, alors pour tout n 0 assez grand on a 

v mnQ + p'^m-r 

S 
* Fixons n n. Pour avoir que -> 0 p. s., il suffit de 

1 ? 
démontrer que pour tout 0 < p < n n , on a « /, X * -* 0 p. s. 

u m=1 m n 0 1 

0 r X m n Q + p
 = X m n Q + p " E f Xmn 0 +pl^m-P

 +
 E ( X m n 0 V ^ 

-v ' v v 

Y™ m 

Le second terme est petit, et le premier est un accroissement 

de martingale (c'est étudié pour) : donc pour avoir la convergence 

p.s. cherchée, il suffit de démontrer que la suite d'accroissements 

de martingale CY m,^ vérifie la LFGN. 

* Or ceci n'est pas difficile, car 

2 2 EX » EX 00 "'mnQ + p 
donc si £ — 2 : < 00 9 on a aussi ][ 2 < 00 , et 

n=l n m=1 m 
2 

- ̂ nuyp'Vl 3 - E C Y ^ ) 
^ —̂  < 00 p. s. , soit } 2 < 00 p. s. 

m=1 m=1 m 

La suite Y vérifie donc le critère de la LFGN donné au m 

chapitre VI pour les martingales L 2 . HH 

F Remarquons toutefois qu'une telle méthode ne semble pas 

donner un critère de convergence des séries super-mélangeantes du 

type : 
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2 
I EX^ < 00 — > S converge p.s. 

sans imposer des conditions supplémentaires sur i|> ou E | | 

On pourrait aussi chercher à voir si on peut améliorer 

le théorème précédent (car a ou (^-mélangeant, affaiblissement de la 

la condition E|X | < c . ..) 

c) Convergence en loi 

Pour la plupart des problèmes on peut citer |IL] 

- Ce n'est pas si simple ! 

Plaçons nous d'abord dans le cas où (X ) e s t stationnaire 

strict, pour simplifier : on a vu plus haut que même si \X„œ est tri-
S 

viale et si B + <» , —^— peut ne pas converger vers Nf0,1). On 
/ÏT" n 

peut alors se demander ce qui se passe si l'on impose en plus à (X ) 

une condition de mélange. Voici deux résultats qui montrent une dif

férence et une ressemblance avec le cas iml : (cf [IL*}, th. 12.1.1., 

p.316-9) . 

Si (X ) est stationnaire strict fortement mélangeante 

de coefficient c* ; s'il existe deux suites a + « et q n n 

b n t.q. — - b converge en loi, alors la limite est 
an n 

une loi stable. 

Si a est l'exposant de cette loi stable, alors 

1 /a 
an % n L ( n ) » °û L est a variation lente. En 

S 
particulier si — ~ -> N(0,1), alors B ^ n L(n) avec 

/TT~ n 

n 
L à variation lente. 
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2 

Mais, même si les ( x

n) sont dans L , la convergence, 

s'il y a, ne se fait pas nécessairement vers la loi normale : 

(cf [IL] p.421) 

Soit 0 < a < 1 

Il existe des suites (X ) stationnaire strict, forte-
nJ 9 

ment mélangeantes (de coefficient ^ -L- ) , t.q. 
n 

| X n | < 1 p.s. et -* « $ pour lesquelles 

J!n 1 ^ 1 loi stable d'indice a + 1 
IB' " 

2 

Par contre si (̂ n)
 e s t $-mélangeante L , il n'existe 

pas à notre connaissance (mais il en existe peut-être...) de contre-

s n 

exemple à la convergence de vers la loi gaussienne. 

Dans le cas non stationnaire, il est certainement possible 

d'obtenir des résultats ressemblant aux précédents, mais nous n'en 

connaissons pas. 

- Une CNS (cf [IL] , p.333-340 , section 18.4) 

La CNS indiquée dans cette référence porte non pas sur 

des coefficients tels que R^ (n) , a^, (f)̂ , . . . , mais sur les v.a. S n 

elles-mêmes : elle semble donc avoir un rôle plutôt technique : citons 

un cas particulier : 

B 2 

Si X^ est a-mélangeant et si -> a •> 0 , alors 

S , . S 2 
(—S i $ 1 N(0,1)1 < = > ((—-) uniformément inté-
/B ' / B " grable) 
n n 6 J 



56) 

Conditions suffisantes 

La plupart des conditions suffisantes connues peuvent être 

obtenues comme corollaires immédiats des résultats sur les mélangales : 

Contentons nous d'en d'indiquer quelques-uns sous des for

mes qui ne sont pas les plus fines : 

Soit (̂ n) stationnaire large, EX^ = 0 et supposons 

? 
ES 9 

que - — -> a > 0 

Si 1'on a en plus 

- soit (XR) ^-mélangeante t.q. I l ^ l ^ + g borné 

(X2 uniformément integrable) 

2+Ó 

n yn ^(n) 

- soit (X n) a-mélangeante t.q. I l^n^2+ô ^ o r n ^ 

- 2™ 
a n = OC ! ) G 6 > 0 

i/ñ \¡)(r\) 

OÙ i|; e y c 

S^ loi 
alors — i •> N(0,1) 

ó'/n 

Remarques : 1°) les conditions de décroissance des coefficients $ 

2 1 + 6 2Tfi 
et a n sont proches de £ <|> " 2 + 6 < « et I a

n

 < 00 î o r 

les conditions suffisantes classiques pour avoir 

2 JLî̂  6 
E S n 2 r 2 + ô" ^ v 2 + 6 
_._JÎ -> a > 0 sont, on l'a vu : l <f>n < 00 et \ c*n < « : 

elles coïncident donc à peu près dans le cas a-mélangeant. 
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(cf [ILJ section 18.5, [MLV]..) 

- Notons encore que sous 1'hypothèses (X ) stationnaire 

1 + 6 
"? + <s 

strict, la condition \ a n < 00 suffit pour avoir le TLC (cf [Gb j 

[ S c J ) 

2°) Les méthodes en général employées sont de deux sortes : 

-approcher une suite mélangeante par une suite d'accroissements de 

martingales [G o] , [Se] , (_ML| ... 

~sommer les X n par paquets astucieux de manière à approcher l'in

dépendance pour des v.a. d'indices éloignées. 

3°) Pour des résultats plus précis sans hypothèses de 

stationnarité voir en particulier JJML53, p.618, 2.11... 

d) Loi du logarithme itéré 

Il serait fastidieux d'allonger la liste des énoncés. Ren

voyons simplement à pJSj section 8 et [HS] section 4 et aux réfé

rences qui y sont indiquées. 

Remarques : Il y a bien d'autres résultats de convergence p.s. 

ou de convergence en loi, sous des hypothèses de dépendances plus ou 

moins diversifiées (voir par exemple dans [s] pour des résultats de 

convergence p.s.) 
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- le cas des "fonctions de mélange" : 

Définitions : Soit (£n) une suite stationnaire strict. Rappelons 

2 

que H œ ( 0 est le sous^espace de L des v.a. mesu

rables par rapport à la tribu o(Xn;neZ) et que sur 

H (ç) est défini un opérateur unitaire U t.q. 
oo 

Si XQ e H^Cç), alors on s'intéresse à la suite 

X n = U n X Q : 

Si (ç^) est une suite ^-mélangeante, on dit que 

(X R) est fonction de ^-mélangeante [(^n) peut 

être mélangeante ou ne pas l'être]. 

+ Des résultats sont donnés pour de telles suites par exem

ple dans [IL] section 18.6, jjGd] , [ML L\ ] . - . U s peuvent 

souvent s'obtenir comme corollaires des résultats sur les 

mélangales. 

le cas des chaînes de Markov 

Soit C^n)
 u n e chaîne de Markov sur un espace E y f une 

fonction de E dans R , on pose X R = f(ç ) , i.e. on étudie 

Sn =h fd 
hfd 

Citons comme exemples de références : 

£lL] section 19.1 et les renvois C D o o b.-.) , [C] , [Ma] 

|' JJS] . . . 
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+ en général les résultats obtenus sont liés aux théorèmes 

et méthodes décrits dans le présent exposé. 

L!hypothèse faite sur la chaîne de Markov est en général 

quelque chose de voisin de la condition de Doeblin. 

le cas des processus sous --additifs 

cf [Ki], [De], ; j s ; 

Au lieu de supposer ( x

n) stationnaire strict, on suppose 

une condition plus large. 



6 0 ) 

X - Remarques sur les méthodes 

Les quelques lignes qui suivent ont un caractère un peu 

arbitraire et vague: il s'agit seulement de donner quelques remar

ques simples de caractère limité. 

Nous allons pour cela distinguer entre les "hypothèses 

larges" et les "hypothèses strictes" de dépendance (notions tout à 

fait approximatives) 

1 °) ''Hypothèses larges" 

2 

Ce sont des hypothèses de type L (stationnarité Large, 

quasi-stationnarité, orthogonalité...) } cf [RE] . 

- Sous ces seules conditions, on ne peut espérer de résultats 

très précis (TLC,LLI...) pour le comportement de S^ : on peut atten

dre seulement des "garde-fous" pour l'ordre de grandeur de S n. 
2 

En général on estime pour cela la valeur de ES ; 

Pour avoir des renseignements sur le comportement p.s., on 

regarde les n de la forme 2 P, et on utilise des lemmes de majorations 

adaptés à ces subdivisions, selon des idées dues en particulier à 

Gai, Koksma... 

Dans le cas stationnaire large, une utilisation astucieuse 

de la décomposition spectrale permet de dire plus: c'est en parti

culier la contribution de Gapochkine. 

2°) - "Hypothèses strictes" 

Ce sont des hypothèses portant davantage sur l'ensemble 

de la suite (X ) et non pas seulement sur les propriétés de cova-

riance. 

a) Stat ionnarité _s trie te ̂ sous-a^ 

Ces hypothèses de type stationnarité permettent d'obtenir 

des résultats assez précis sur la LFGN, mais sont insuffisantes à 

elles seules pour le TLC ou la LLI. 
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Elles permettent d'établir des lemmes maximaux à partir desquels on 

peut obtenir des théorèmes analogues au théorème de Birkhoff. 

b) yZS95!}£5Ë§-^ê_.^ÉBÉIîdance-assez-f or tes 

= Pour obtenir le TLC, il faut des hypothèses plus fortes (indé

pendance asymptotique...). 

On peut alors utiliser toutes les méthodes habituelles (trans

formées de Fourier, méthode des moments, théorème de Trotter...)» 

mais en général, on peut dse restreindre à l'étude des transformées 

de Fourier; un développement à l'ordre 2 de la fonction caractéris

tique de S normalisé suffit la plupart du temps. 

La démonstration du TLC dans le cas multiplicatif (inspirée 

de Salem et Zygmund) semble jouer un rôle assez central. 

Si on a des conditions de mélange, il y a deux méthodes clas

siques pour étudier SR normalisé: 

- la méthode de Bernstein qui consiste, dans le calcul de 

S , à sommer par paquets de manière à obtenir, après 

normalisation, d'une part des paquets négligeables, d'au-

treppart des paquets dont les indices sont suffisamment espacés pour 

•être considérés comme presque indépendants, 

- la méthode de Gordine, qui consiste à approcher une suite 

mélangeante par une suite d'accroissements de martingale. 

Les travaux de Me Leish introduisent une notion (mélangale) 

qui comporte comme cas particulier à la fois les suites mélangeantes 

et les accroissements de martingale. 

= Pour la LLJ, il faut combiner des idées "du style LFGN" (lemmes 

maximaux, étude de S n pour des n de la forme c^ avec c 1...) et des 

idées "du style TLC" (remplacer les X^ par des v.a. gaussiennes avec 

une approximation suffisante: vitesse de convergence, plongement de 

Skorokhod...) , mais en raffinant! 
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3°) - Le caractère arbitraire et vague de la distinction entre "hy

pothèses larges" et "hypothèses strictes" tient par exemple au 

fait que certaines hypothèses sont un peu intermédiaires (par 

exemple la multiplicativité...), que les structures de dépendance 

ont des liens avec les conditions de moments, etc. (cf en particulier 

S , p. 23-30, p.234-254) 
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