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INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A DES PROCESSUS 

A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH REFLEXIF 

par Michel METIVIER * 

Dans cet article, nous exposons une extension de la 

théorie de 1*intégrale stochastique en définissant l'intégrale 

par rapport à une classe de processus, incluant les martingales 

à valeurs dans un espace de Hilbert, continues à droite, de car

ré intégrable. 

Les résultats exposés (y compris la " formule de Ito ") 

généralisent immédiatement les résultats principaux du cas réel. 

Ils généralisent également les extensions récentes de l'inté

grale stochastique par rapport à un mouvement brownien à valeur 

dans un espace de Hilbert. (cf. [2j ). Grâce à la notion de pro

cessus naturel associé à la martingale vectorielle (M^ 2), la 

théorie ici exposée montre également que l'intégrale déjà défi

nie par S. KUNITA (cf. [9]) se prête à un 11 calcul différentiel 

stochastique " qui est formellement le même que dans le cas 

réel, en remplaçant le produit tensoriel ordinaire par le pro

duit tensoriel. 

La méthode utilisée ici pour définir l'intégrale sto

chastique reprend celle utilisée par J. Pellaumail (JL7J (cf. 

également [12] ) dans le cas des processus réels» Cette méthode 

consiste d'abord à associer une mesure m, à valeurs vectorielles, 
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définie sur une tribu convenable de parties de (IR* x fl ) 

(suivant le cas : tribu des prévisibles ou tribu des ensembles 

bien mesurables), à chaque processus par rapport auquel on in

tègre. Si X est un processus prévisible (ou dans certains cas 

bien mesurable) à valeur dans j£(H;G) on peut définir l'inté

grale vectorielle J X dm . Le processus à trajectoires conti

nues à droite V t£(R* * X dm p.s* est appelé 
x J0,t] x 0 

le processus intégral de X par rapport à Z. C'est une martin

gale continue à droite (resp. continue) si Z est une martin

gale continue à droite (resp. continue). 

Après avoir précisé nos notations et rappelé quelques 

propriétés indispensables des mesures vectorielles, et dé lfin

tégrale par rapport à celles-ci, dans le cas très simple des 

mesures de puissance p majorée par une mesure positive, nous 

abordona au S 3 l'étude de la correspondance entre mesures sto 

chastiques définies sur la tribu des ensembles prévisibles et 

processus générateurs. On montre essentiellement qu'à toute 

mesure stochastique est associé de façon unique (à l'indistin-

gabilité près) un processus générateur à trajectoires faiblement 

continues à droite (théorème 2). On montre ensuite (théorème 3 ) 

que, si E o m est une mesure vectorielle à variation bornée, 

X est nécessairement la somme d'une martingale et d'un processus 

continu à droite dont les trajectoires sont les " fonctions de 

répartition 11 de mesures vectorielles à valeurs dans JH). 

Ce théorème utilise la notion de processus naturel 

d'une mesure à variation bornée, dû, dans le cas vectoriel, à 

J'. Pellaumail. Le théorème de J. Pellaumail, (cf. [l7j ), modi

fié pour nos besoins est le théorème 1. 
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Après avoir prouvé quelques résultats techniques à 

la fin du S 3, nous étudions dans le § 4 la réciproque du 

théorème 2 : étant donné un processus dont les trajectoires 

engendrent des mesures vectorielles (non nécessairement à va

riation finie), ou étant donné une martingale, ces processus 

engendrent-ils des mesures stochastiques sur la tribu des pré

visibles éventuellement des ensembles bien mesurables) ? 

Dans le premier cas, la réponse est très facile. Dans le second, 

la réponse est donnée par le théorème 5 qui généralise bien le 

cas réel. 

Le § 5 donne les propriétés de l'intégrale stochas

tique dans les deux cas précédents. 

Le S 6 donne l'extension de la théorie précédente au 

cas où l'on intègre par rapport à une martingale locale. La gé

néralisation correspondante dans notre cadre est celle de mesure 

stochastique locale. 

Enfin, le § 17' étend la formule sans aucune difficulté 

dans le cas des martingales locales à trajectoires continues. 
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1 - Cadre de l ' é t u d e - No ta t i ons . 

Nous nous p l a c e r o n s t o u j o u r s su r un e space p r o b a b i l i s é complet 

( f i / J \ P ) muni d 'une f a m i l l e c r o i s s a n t e ( ' j ? ) , de t r i b u c c o n t i -
' ' t t € D\ 

nues à d r o i t e ( i e : ^s = 'JÀ

Q) complètes pour P. On no té 

l a t r i b u engendrée par ^ S^. 

1.1 Processus s t o c h a s t i q u e s . 

Un p roces sus s t a c h a s t i q u e à v a l e u r s d a n s l ' e s p a c e de Banach E, 

s e r a t o u j o u r s une a p p l i c a t i o n X de fR x fi dans E, adap tée à ( J ' ) 

( i . e t e l l e que V tfeIR , l ' a p p l i c a t i o n a> ^ X ( t ,o)) s o i t fortement 

mesurab le de (fi, *̂ , P) dans (E) • 

Deux p roces sus X e t X' sont d i t s i n d i s t i n g a b l e s s i ; îvec une 

p r o b a b i l i t é 1 , l e s a p p l i c a t i o n s t_£X ( t , w ) e t t * * X L f t 5 w ) surIR* 

sont i d e n t i q u e s . 

Un p roces sus s e r a d i t 5 e n a b r é g é , c o n t i n u à d r o i t e ( r e s p . à 

g a u c h e , r e s p . à v a r i a t i o n bornée , r e s p . r é e l c r o i s s a n t . . . ) s i à 

l ' e x c e p t i o n d 'un ensemble de p r o b a b i l i t é n u l l e , 3es t r a j e c t o i r e s 

sont c o n t i n u e s à d r o i t e ( r e s p . à gauche , r e s p . à v a r i a t i o n bornée , 

r e s p . des fonc t ions r é e l l e s c r o i s s a n t e s . . . ) . 

1.2 A l g è b r e s de P a r t i e s de 1R* x fi. 

No1 i n< t e r o n s l ' e n s e m b l e d e s r e c t a n g l e s é l é m e n t a i r e s de 

l a fonr^ " ] s , t ] x F où s <t e t F 6 ' j * 

$ > e s t un semi-anneau e t nous noterons ^fe ( rebp. CC ) 

l ' a n n e a u ( r e s p . l e 5-armeau : i . e anneau s t a b l e pour i n t e r s e c t i o n 

dénombrable) engendré pa r . 



- 1 0 3 -

D'une façon générale £ ( ( P ) dirigera la tribu ou r-algèbre de 

parties engendrées par l'ensemble de parties de tR+ x fi. 

est connu pour être la tribu des ensembles prévisibles 

(Cf [31 et [14-] . Cette tribu est également engendrée par la famille 

des intervalles stochastiques ]S,T] = 

{(t,u>) : S (u>) 4£t j jT ( 0 3 ) } où S et T sont deux temps d'arrêt quel

conques de la famille (^)^ ç ;R+- Cette tribu est également engendrée 

par la famille des processus réels, adaptés à (^,)^ro+ et dont les 

trajectoires sont continues à gauche. 

La tribu engendrée par les intervalles stochastiques TS,TT = 

{ (t, ) : S (a)) < t ̂  T (u0 } est d'ordinaire appelée la tribu des 

ensembles bien mesurables. Les processus adaptés à trajectoires con

tinues à droite sont mesurables pour cette tribu. 

1.3. Remarque. 

Notons que si X est continu à droite, X est égal, à l'indistin-

gabilité près à un processus prenant ses valeurs dans une partie sépa-

rable de E. 

2 - Rappels sur les mesures vectorielles et l'intégration. 

Nous envisagerons sur les 6-anneaux ou ®> des mesures à valeurs 

dans un espace de Banach E (i.e. des fonctions d'ensembles à valeurs 

dans E, c-additives). On rappelle qu'un théorème de Pettis (cf. et 

[6] chap. IV) exprime que, pour une fonction additive sur LAJ, la pro

priété de'a-additivffepour la topologie faible de E, et la propriété de 

a-additivité forte sont équivalentes. 
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2 . 1 . V a r i a t i o n S~mi-var iâ t ion Masure dominante. 

On r a p p e l l e également qu 'on d é f i n i t l a v a r i a t i o n |m| e t l a 

s e m i - v a r i â t ion | |m | | de m p a r 

n 
|m | ( A ) = sup { Z | | m ( A . ) | | : ( A ) . ( ^ p a r t i t i o n de A} 

-ĵ  — ^ X L 1 - 1 » • « K 

| |m( | (A ) = sup{ | |E <x. m (A-) : (A,- ) , •_- , $ p a r t i t i o n de A, 

La s e m i - v a r i a t i o n e s t t o u j o u r s f i n i e , a l o r s q u ' i l n ' e n e s t pas 

de même de l a v a r i a t i o n . S i l a v a r i a t i o n e s t f i n i e , c ' e s t une mesure 

r é e l l e p o s i t i v e . On r a p p e l l e , que , s u i v a n t un r é s u l t a t de JY| b i s 

Cf. également QQ chap. IV) i l e x i s t e une mesure p o s i t i v e , t e l l e que 

A < | |m| | e t c e l l e que pour t ou t 6 e x i s t e e t e l que A ( / 0 < e r ^ | |m| | (A) < 6 

On d é d u i t a i sément de l à en p a r t i c u l i e r , que pour l a mét r ique ( A ^ ^ j 7 

| |m| | (A^A A 2 ) , i/fc est dense dans ( J j 

îeme 

2 . 2 . Mesures de p u i s s a n c e p maj o r é e . I n t é g r â t i on . 

Nous e n v i s a g e r o n s dans 1 s u i t e un ensemble p a r t i c u l i e r de 

mesures v e c t o r i e l l e s , pa r r appor t a u x q u e l l e s l a t h é o r i e de l ' i n t é g r a t i o n 

e s t t r é v i a l e , e t ne n é c e s s i t e pas l a t h é o r i e développée pa r B a r t l e dans [ l ] 

D é f i n i t i o n 1. 

S o i t m ( r e s p . a ) une mesure d é f i n i e s u r l e 6-anneau ÔL à v a l e u r s 

dans l ' e s p a c e de Banach ( r e s p . dans | R + ) . 

S o i t Q3 ̂  un e space de Bar acha t un sous -e space de l ' e s p a c e de 

Banach od (B^JBg) des a p p l i c a t i o n s l i n é a i r e s con t inues d e l B ^ , dans B^. 
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On dira que m est de puissance p i e m e majorée par g, relativement à (Bg, 

s' il existe un anneau engendrant tel que pour tout A £ c<4 toute 

partition finie (A.). A de A, extraite de ^é", et toute suite (u.). A 

* 1 i=l...n ' o 5 î i=l...n 

extraite de [B2 on ait : 

n n 
(i) || Z u. (m(A.)) ||P < Z ||u. ||P a (A.) 

i=l 1 1 ^ i=l 1 1 

Il est évident que toute mesure à variation bornée est de puis

sance 1 dominée par sa variation relativement à tout IB . 

2 

Les. mesures stochastiques que nous envisagerons seront toutes 

de puissance p l e w e dominée, pour les espaces de Banach envisagés. 

Il est alor" ijrmédiat que, si m est de puissance positive majorée 

par a , relativement à B ^ , l'application f f dm définie sur l'en

semble ^ (A) des fonctions étagées surw^, à valeur dans Œ̂ * P31" 

n n 
f f Z 1. * a. ) dm = Z a. (m (A.)) 
J (i=l A i 1 i=l 1 1 

se prolonge dp façon unique en une application linéaire continue de 

L^Cfty % (00 x) dans $ 3 . Ce prolongement sera appelé l'intégrale en 

moyenne l'ordre p de f par rapport à m. (Intégrale forte classique[4 ]sip=l) 

Il est immédiat également que pour une telle intégrale on a 

le théorème de la convergence dominée. 

Notation -

L'application bllinéaire (f,u)^u (f) de IB^jf^ dans E 3 sera 

au § 5 souvent noté^ (f |u) 
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2.3. Rappel s u r l e s p r o d u i t s t e n s o r i e l s d ' e s p a c e s de Banach. ( c f . (20J) 

Nous r appe lons que l e p rodu i t t e n s o r i e l p r o j e c t i f , que nous 

noterons E^ ftp 5 de deux e s p a c e s de Banach e s t l e complété de l ' e s 

pace E^ ® Eg muni de l a norme " t r a c e " c a r a c t é r i s é e pa r l a p r o p r i é t é 

s u i v a n t e : L ' a p p l i c a t i o n b i l i n é a i r e canonique TT : 

(E^Eg) *(E^ # E 2 ) e s t con t inue e t t o u t e a p p l i c a t i o n b i l i n é a i r e 

con t inue b de <Ê  x E^ dans un espace de Banach S se f a c t o r i s e 

E x E ïï * L l X L 2 ^ E « (E 
b 1 1 

" G 

au moyen d 'une a p p l i c a t i o n l i n é a i r e u , c o n t i n u e , l a correspondance 

b A - > U é t a n t d ' a i l l e u r s une i s o m é t r i e de l ' e s p a c e des a p p l i c a t i o n s 

b i l i n é a i r e s con t inues muni de l a norme u s u e l l e , su r Jj (ŒL ® n E 0 ; G). 

1 i z 

Lorsque 1H\ e s t un e space de H i l b e r t r é e l , l a forme b i l i n é a i r e 

canonique ( x , y ) ^ ( x | y ) du p rodu i t s c a l a i r e , s e f a c t o r i s e , en p a r -

t i c u l i e r , au moyen d 'une forme l i n é a i r e s u r IHI B JHl a p p e l é e 

forme t r a c e e t que nous noterons T r . 

2 
Rappelons également q u e | | x 8 x | | ^ = ( | | x | | =T (x®x) 

VHI ® T IB B R 
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3 - Mesures s t o c h a s t i q u e s e t p roces sus a s s o c i é s . 

3 . 1 . D é f i n i t i o n 2. 

Une mesure s t c c h a s t i n u e s u r R x tt, adap tée aux ^r)^^*, de 

XPTTIP * s fat 

p u i s s a n c e p intearable» e s t une mesure m s u r l e ô - a n n e a u ^ 

à v a l e u r s dans Lj| (tt, J 1

 ; P ) , où IT e s t un e space de Banach, t e l l e que 

(S ) V ( ] s , t ] x F)ejR+ x tt m ( ] s , t j ) x F)=l-jn ( ] S , - J x tt 6 L P ( t t , ^ , P ) 

E t 

Dans t o u t e l a s u i t e nous supposerons E r é f l e x i f s é p a r a b l e , 

( c f . remarque 1 .3) de t e l l e s o r t e que l e s m a r t i n g a l e s f o r t e s à v a l e u r s 

dans E possèdent l e s mêmes p r o p r i é t é s de convergence e t r é g u l a r i t é 

que l e s m a r t i n g a l e s à v a l e u r s r é e l l e s . 

3 . 2 . Exemples : 1° Mesure a l é a t o i r e v e c t o r i e l l e . 

Supposons que V s o i t un p roces sus à v a l e u r s dans E, adap té 

aux con t inu à d r o i t e , t e l que pour t o u t ojètt , l a fonc t ion 

1 f i n t e r v a l l e s | s , t j ^ > V (t,u>) - V ( s , u ) s e pro longe en une mesure 

v(w) s u r l e ô-anneau des b o r é l i e n s bornés de (R + , à v a l e u r s dans lE. 

( Remarquons, que l e s t r a j e c t o i r e s t ^ V ( t , a > ) n f o n t aucune r a i s o n 

d ' ê t r e à v a r i a t i o n bornée ! ) . Supposons en o u t r e quo pour t c u t t , 

||v|| (l;,a>) s o i t dans l | ( t t ^ P ) • 

On v é r i f i e immédiatement q u e , s i on pose : 

V A é (% m (A) (u0 = J°° 1 A ( . ,o)) d v (<D) 

^ • îème • x 
o n d é f i n i t une mesure s t o c h a s t i q u e de p u i s s a n c e p i n t e g r a b l e . 
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2° - Nous donnons un deuxième exemple de nature un 

peu plus complexe. 

Soit (Tn) une suite quelconque de temps dfarrêt 

et (Z ) une suite de variables aléatoires, à valeurs dans Œ, n 

fortement 5 * r - mesurables et telles que la série 

l Z 1 converge absolument dans li!(ft*3*)P)-

Considérons les mesures stochastiques m̂  asso

ciées» comme dans l'exemple précédent, au processus Z nl, T < t j 
n— 

On a, pour tout A C £o,t] x fl , en notant Ilm

nlI l e s semi-

variations, (cf. 2.1) ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
MmJI (A) < 2 sup P j j |l B(T nU),«)| ||Zn(io)||P P (do>) 

HOA 

& n<t]
 n P 

Comme lfespace des mesures vectorielles sur 

(à valeurs ici dans l^(Q,5%P)) est complet pour les semi -

normes de la semi-variâtion, la série Z m n est, d'après 

l'inégalité précédente, normalement convergente pour ces semi-

normes. Il existe donc une mesure stochastique m telèe que, 

pour tout ]s,tj x F f (R,, on ait : 

m (]s,tl x F) = 1 I I Z p.s. 
* n £S<T <t]

 n 

la série de droite convergeant absolument dans l^(ft,T,P). 

Par contre, si pour tout A € <£ , la suite £ m

n *
A * converge 

simplement dans , d'après le théorème classique de NiBodym. 

sa somme est une mesure m. On a encore : 

m (]s,tj x F) s 1_ I 1 Z „ p.s. 
E n [s<Tnit]

 n 

la série de droite convergeant dans ^(fl^P). 

(Non nécessairement presque sûrement). 
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3.3. P rocessus n a t u r e l d 'une mesure à v a r i a t i o n bornée . 

La p remiè re p a r t i e du théorème s u i v a n t q u i e s t e s s e n t i e l l e m e n t 

un Lhéor^frie de décomposi t ion du t y p e "Doob-Meyer", s e t rouve démontré 

dans ( [ l 7 ^ c f . a u s s i [ i s ] .Nous y apportons une p r é c i s i o n supp lémen ta i r e 

en montrant que l e p roces sus " n a t u r e l 1 1 de l a mesure a engendre s u r 

chaque t r a j e c t o i r e une mesure v e c t o r i e l l e . Pour l a commodité du 

l e c t e u r nous donnons une démonst ra t ion autonome du théorème, e t 

adap tée à n o t r e o b j e t . 

Théorème 1 . 

S o i t 'E un e space de Banach r é f l e x i f s é p a r a b l e . S o i t a une 

mesura su r (%>} à v a l e u r s dans E, à v a r i a t i o n f i n i e t e l l e que : 

(A edCo i A i n d i s t i n g a b l e de z é r o ^ A a (A) = 0 

A l o r s : 

1° ) i l e x i s t e un p roces sus V, con t inu à d r o i t e , n u l en 0 , à v a l e u r s 

dans E, un ique à l f i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s , t e l que pour t ou t t 

V ^ L 1 ( n , $ ? , P) e t t e l en o u t r e que : 
E 1 

( i ) Pour tou t a) ç ft l a fonc t ion d ' i n t e r v a l l e ] s , t ] - V g 

s e pro longe en une mesure à v a l e u r s dans E, d é f i n i e s u r l e 6-anneau 

des b o r é l i e n s bornés de IR+ 

( i . i ) S i on note E ( l p une v e r s i o n con t inue à gauche , donc p r é v i s i b l e 

de l a m a r t i n g a l e (E ( l f | 0 ^ ) < t 

V s <t V F £ 3? 
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E f l F . ( V t - V ) ) = f E ( l j lX-) d a 
k t S | s , t ] x Q î U 

1 
2°) On d é f i n i t une mesure s t o c h a s t i q u e m, à valeur- dans L (fi,CT,P) 

E 

en posant m (A) = 1^ ( s , . H V ( . ) , et c e t t e mesure a pour v a r i a t i o n 

| a | . 

3 ° ) Pour t o u t p roces sus p r é v i s i b l e Y r é e l borné 

E ( Y dm) = | Y ota 

Remarques s u r l ' é n o n c é du théorème. 
p a r rapport à m et * 

Les i n t é g r a l e s q u i i n t e r v i e n n e n t dans l ' énon£é e x i s t e n t 

au sens de l ' i n t é g r a l e f o r t e (Cf. § 2 c i - d e s s u s ) pu i sque l e s mesures 

c o n s i d é r é e s sont à v a r i a t i o n bornée . 

Démonstrat i on . 

1°) L ' u n i c i t é du p roces sus V, à l ' i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s e s t t r i v i a l e , 

pu i sque V e s t supposé cont inu à d r o i t e ( f o r t e m e n t ) , e t que pour t o u t 

t , e s t en t i è rement d é f i n i , à une é q u i v a l e n c e p r è s , p a r : 

( 3 . 3 . 1 ) V F E ( l r . V ) = f E ( l p d a 

Pour prouver l ' e x i s t e n c e , c o n s t r u i s o n s d ' abord un p roces sus 

(Vç) adap té que lconque , à v a l e u r s dans E, v é r i f i a n t ( 3 . 3 . 1 ) . Mon

t r o n s e n s u i t e q u ' i l admet une m o d i f i c a t i o n W - t^telR 4 ' ' 

( i . e . V t £ [R , V t = V_j_ p . s . ) con t inue à d r o i t e . 

Pour chaque t cons idé rons l ' a p p l i c a t i o n d é f i n i e surCF^ p a r : 

O L : F , J ^ E ( l r ) da 
t J ] o , t ] X Q U 
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Pour toute suite (g^) de fonctions réelles bornées décroissant 

vers zéro, en appliquant 1'inégalité des martingales aux martingales 

(E (g I ^ )) .̂ et le lemme de Borel Cantelli, on voit immédiatement 
D n ur u < t 

que, pour une sous suite convenable extraite 

lim sup |E (gn | = 0 
k 

L'hypothèse sur a implique donc immédiatement la a-additivité des 

mesures oĉ . 

De l'inégalité : 

I | a t (F) ||< f E (1 F \$J J ] 0| 
J ]o,t] x fi 

résulte immédiatement le fait que soit à variation bornée. Conme 

nous sommes dans le cas où E est réflexif et où a^st à variation 

bornée nous pouvons appliquer le théorème de Radon Nikodym ^ e ^ a 

même façon que dans le cas r é é l u existe donc un processus (V^) 

tel que 

V s <t V f &L° ( fi, S ? , P) 

(3.3.2,) E (f. (V -V )) = f E (f | ^ ) d a 

* 5 q s,t] xfi 

En considérant d'abord les fonctions étagées à valeurs 

dans E' et en passant par continuité à celles de L (fi, & , P) 

on obtient, V f €l£, ( $î,3? , P) 

( 3 . 3 . 3 . ) E (<f, V. - î >) = | E (f $ J d a 

t 3 JJs,t] xfi U 
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De c e t t e d e r n i è r e formule on d é d u i t : 

( 3 .3 .H . ) ? F t ^ E ( l p l l V ^ J I >< l o | G s . t ] x F) 

S S 

e t l a a - a d d i t i v i t é de a imp l ique a l o r s l a c o n t i n u i t é à d r o i t e en 

moyenne de t — ) . 

Supposons d f a b o r d que E = IR, e t a p o s i t i v e , e t montrons dans ce c a s 

p a r t i c u l i e r l ' e x i s t e n c e d 'une m o d i f i c a t i o n con t inue à d r o i t e 

(V ) de ( V ^ ) . De ( 3 . 3 . 2 . ) on d é d u i t immédiatement que : 

s < t —=*) V < V. p . s . 
—/ s - t r 

Cec i montre q u e , s i l ' o n e x c l u t un ensemble n é g l i g e a b l e de 

t r a j e c t o i r e s t ~ > e s t , en r e s t r i c t i o n aux r a t i o n n e l s , c r o i s s a n t e . 

•\* 

En v e r t u de l a c o n t i n u i t é à d r o i t e de t ^ V su r IR, l ' e x i s t e n c e 

de Vi ) e s " t immédiate . 

S i maintenant a e s t r é e l l e quelconque l ' e x i s t e n c e de (V ) s a 

d é d u i t immédiatement de c e q u i p récède pa r l a c o n s i d é r a t i o n de 

ot+ e t a . 

Pu isqu 'on a supposé E s é p a r a b l e , s o i t p une p a r t i e dénombrable 

dense de l a bou le u n i t é de E ' , e t s o i t E ^ l ' e s p a c e v e c t o r i e l engendré 

p a r (P. Appliquons ce q u i p récède à l a mesure r é e l l e <a,x'> e t au p ro -

c e s s u s a s s o c i é <V .̂, x ' > . On o b t i e n t une m o d i f i c a t i o n con t inue à d r o i t e 

e t à v a r i a t i o n bornée du p roces sus ( <V^, x î > ^ t é J R + 6 1 1 P ° s a r ï t P o u r 

t o u t a £ fi . , avec P ( fi , ) = 0 
X X 

f 1x1 

V* = l i m <V i x '> 
* s * t s 

s 
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Soit iî : P,( U " X ' ) . 

V u) é fi V x f e ï D V t 6 R + 

o 

l±m < V ( s . o)) x 1 > e x i s t e , 
s \!/ t 

s fc, <$ 

S i nous prouvons maintenant l ' e x i s t e n c e d 'un ensemble 

fi^ c fi , de p r o b a b i l i t é 1, t e l que pour t o u t w ^ n e t t o u t 

u ê(R t^>V t ( 0> e s t bornée s u r Q n I p j u J , nous dédui rons a i sément 

l e s c o n c l u s i o n s au 1° du théorème. En e f f e t , nous aurons a l o r s : 

V u)£f i_ftf i V x ' feE1 V t é IR + l i m < V ( s , u > ) t f c f > e x i s t e -

s ht 

s 

La r é f l é x i v i t é de E e n t r a î n e a l o r s l ' e x i s t e n c e de V ( s , o i ) fcE t e l que : 

€ f i ^ fi, V x ' ê E ' V t £ R + l i m <V ( s , ^ ) , x f > = <V ( t , « ) . x f > 

S Ù t 
s fcÇ 

s u r 

Qu i t t e à m o d i f i e r V un ensemble de p r o b a b i l i t é n u l l e , nous avons donc 

f i na l emen t c o n s t r u i t un p roces sus V à v a l e u r s dans E, t e l que pour 

tou t x ' f c E ' , 

< r , x '> s o i t une m o d i f i c a t i o n du p roces sus r é e l <V ,x '> ayan t 

t o u t e s s e s t r a j e c t o i r e s c o n t i n u e s à d r o i t e , e t à v a r i a t i o n bornée . 

Il n ' e s t pas d i f f i c i l e de d é d u i r e a l o r s de l a r é f l é x i v i t é de E 

(cf. flOJ pa r exemple chap . III) l ' e x i s t e n c e d 'une mesure s u r l e s 

b o r é l i e n s bornés de R + , à v a l e u r s dans E , f a ib l emen t a - a d d i t i v e donc 

fortement a - a d d i t i v e d ' a p r è s l e théorèmede P e t t i s ( c f . 2 c i - d e s s u s ) , 
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pro longeant l a fonc t ion d ' ensembles J s , t ] ~ > V (t,uO - V (s,u>). 

La c o n t i n u i t é f o r t e à d r o i t e , de t -~>V (t,co) en r é s u l t e e t l e 

1° ) s e t r o u v e en t i è rement démontré moyennant l e 

Lemme 1. 

I l e x i s t e un ensemble fi^ c fi, de p r o b a b i l i t é 1 , t e l que 

pour tou t o) £ çi^ e t t ou t u é {R 5 t —^V^ (w) e s t bornée s u r 

(Ç) A [ o , u ] . 

Démonstration du lemme. 

Nous montrons d 'abord une i n é g a l i t é . S i a e s t un temps 

d ' a r r ê t étage, borné pa r t^ 
n 

a = Z ( t . - t . A ) l r . -i o <t < t . . . .< t < t , 
1=1 1 1 - 1 L a > t i - i l ° 1 n ; 

On a : 
( 3 . 3 . 5 . ) E ( | |V a | | ) < | ex | ( [ o , t ] x fi) 

c a r , en v e r t u de l a formule ( 3 . 3 . 4 . ) , on a 

E ( | | v ; | | ) = E | | î 1 L j < % - \ > \ \ 
n 

<. Z I a I ( Jt-.-i 5 t O | x [ ( a > t . . ) ] < | o t | ( ] o , t ] x fi) 
i= l 1 ' i i -

Considérons a l o r s une s u i t e c r o i s s a n t e ^ de p a r t i e s 

f i n i e s de Q+ t e l l e que VJ ^ = ($)+ e t 

c£ = in f ( t : | | V t | | >K, t £ ^ > 

De ( 3 . 3 . 5 . ) on d é d u i t : 

K ( P [ a J < . u ) < E H " a

k A u l l ± i a l < ] o . H l x O ) . 
n 
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On a donc : 

p T S U P ! | V J | > K <1 | a | ( M x û ) 
- s O [ o , u ] b K 

D'où l e lemme 1 , e t p a r s u i t e l e théorème 1 - 1 ° . 

Preuve de 2 ° . 

S o i t ( A J = ( ] s i , t i ] x F i ) une f a m i l l e d i s j o i n t e e x t r a i t e de 

On a , d 1 a p r è s ( 3 . 3 . 4 . ) 

Z | | m ( A . ) | \ ± = I f) g C l ^ . ( V t ^ V 8 i ) 3 | l E < ï |a| ( A . ) 

D'une p a r t l a a - a d d i t i v i t é de m e t l a p o s s i b i l i t é de p ro longer m en une 

mesure s u r e n r é s u l t e n t . 

D ' a u t r e p a r t , s i pour é v a l u e r l a s e m i - v a r i a t i o n de m on c o n s i d è r e des 

p a r t i t i o n s au moyen d ' é l é m e n t s d e ^ , l a r e l a t i o n p récéden te montre que 

|m| < | a | 

Enf in , pour une f a m i l l e ( A J du t y p e c i - d e s s u s , l ' i n é g a l i t é : 

I: | lm ( A . ) | | > Z ||E |l (V -V ) | | l E = S | | « ( A . | | E 

i ^ i i i i 

montre que |m| > a . 

Preuve de 3 ° . 

as 
La v é r i f i c a t i o n de 3° ) e s t i i rmédia te pour Y = 1 A , A £ * 

On p a s s e à un Y p r é v i s i b l e quelconque p a r a p p l i c a t i o n du théorème de 

la convergence dominée. 
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D é f i n i t i o n 3. 

Un p roces sus V à v a l e u r s dans (E, v é r i f i a n t V =o, s e r a 

1 rr-

d i t n a t u r e l s i pour t ou t t £ R ; V £ L (n,3L,P) e t s i en o u t r e 
Z |E Z 

a ) Pour t o u t o> : t ~> V ( t , engendre une mesure a l é a t o i r e v (u0 

à v a l e u r s dans E, d é f i n i e sur l e s b o r é l i e n s bornés de [R + , e t s i en 

o u t r e 1 a p p l i c a t i o n A .-^>E[ j l ^ ( s >w) v ( d s » - ) J d é f i n i t une mesure 

v e c t o r i e l l e a s u r à v a l e u r s dans E, e t à v a r i a t i o n f i n i e . 

b ) Pour t ou t F 6 ^ t 

E ( W
 = L t l

 E ( 1 F ^ D ° 

Jj°»tJx fi 

Propos i t i on e t d é f i n i t i o n 4 . 

Le p roces sus V du théorème 1 e s t n a t u r e l e t s e r a appe l é 

l e p roces sus n a t u r e l de l a mesure a• 

Démonstrat i o n . 

I l s u f f i t évidemment de prouver que l a mesure a du théorème 

v é r i f i e 

( 3 . 3 . 6 . ) a (A) = E | f±A ( s , O v ( d s , • )J 

Or, c e t t e r e l a t i o n e s t v r a i e p a r l ' h y p o t h è s e pour A =[s,1îj x F* 

donc pour t o u t e fonc t ion é t a g é e . La preuve du 2° du théorème 1 montre 

f a c i l e m e n t que s i f e t g sont deux fonc t i ons é t â g é e s s u r on a : 

Il J ( f - g ) d v 1 ^ < J | | f-g || d j 0 | 

Ceci permet dans l ' é g a l i t é ( 3 . 3 . 6 . ) de p a s s e r des f onc t i ons 

é t a g é e s su rv î^ à t o u t e s l e s fonc t ions b o r é l i e n n e s b o r n é e s , n u l l e s en -

dehors d 'un ensemble J o , t ] x fi. • 
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3.4. Remarques s u r l a c o n d i t i o n de " n a t u r a l i t é " . 

I l e s t f a c i l e de v o i r que l a d é f i n i t i o n 3 , dans l e c a s d f u n 

p roces sus r é e l c r o i s s a n t , redonne l a d é f i n i t i o n d f un processus c r o i s 

san t n a t u r e l au sens de P.A, Meyer ( c f . QmJ chap. V I I ) . C e t t e r e 

marque a é t é f a i t e p a r J . P e l l a u m a i l (cf. [17] ) . En e f fet de l a 

cond i t i on a ) e t de l a ma jo ra t i on | | [ f dv| | < sup | f | * | | v | | CK> 

v a l a b l e pour t o u t e fonc t ion b o r é l i e n n e bornée à support bornent 
t o u t e mesure v e c t o r i e l l e v , o n . d é d u i t que pour tout p rocessus p r é v i 

s i b l e Y r é e l 

Y d ot = E ( f Y ( s , • ) v (ds, • ) ) 

. 1P,U x fi J [0 j 
S i Y e s t a l o r s une m a r t i n g a l e p o s i t i v e bornée con t inue à 

d r o i t e on a , d f a p r è s c e t t e é g a l i t é , e t d ' a p r è s b) 

E ( f Y s _ dv ) = ( f Y s _ d x = E ( Y . #V. ) 
W S j [ û j t ] x fi t * 

Comme d ' a p r è s Meyer ( [ i ^ c h a p . V I I I ) , pour t o u t p rocessus 

c r o i s s a n t V e t t o u t e m a r t i n g a l e p o s i t i v e bornée con t inue à d r o i t e 

on a : 

E ( Y - V. ) = E [ Y ( s , . ) v (ds, • ) 

l a n a t u r a l i t é , i . e l a condition 

E ( f Yg v (ds) ) = E ( f Yg. v (ds) ) ) / } [o,t] ' [o,t] 
en r é s u l t e . • 
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Nous aurons à u t i l i s e r l e théorème d ' a r r ê t important s u i v a n t : 

Théorème 1 b i s . 

S i V e s t l e p roces sus n a t u r e l de l a mesure à v a r i a t i o n f i n i e a 

s u r pour t o u t temps d ' a r r ê t borné a , e t t ou t F 6;3** , on a 

E ( 1 _ V ) = f E ( l J \ ? ) d a 
r a r u -

Démonstration. 

Considérons un temps d ' a r r ê t étage : 

E (1 v o ) = r E [1 (V - V ) ] 
1 1 1 1 - 1 

= 2 f E ( l J 5* ) d a 

F 1 u -

= f E ( l F | £ u _ ) J « 

J]°>aJ 

On p a s s e évidemment au c a s d 'un temps d ' a r r ê t quelconque en u t i l i s a n t 

une s u i t e d é c r o i s s a n t e de temps d ' a r r ê t s étages convergeant v e r s a , 

l a a - a d d i t i v i t é de a , e t ém l a a - a d d i t i v i t é de l a mesure s t o c h a s t i q u e 

a s s o c i é e à V (théorème 1 - 2 ° ) . • 
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3.5 Processus associé à une mesure stochastique.-

L'objet principal du présent paragraphe est d Tétudier 

la correspondance m - — > X m entre l e s mesures stochastiques 

à valeurs dans L|! (fi/3*,P) et une certaine classe de processus à 

valeurs dans E , définie par 

(3.5.1) V ]s,t] x F fe <R m(Js,t] x F) = l p . ( X t - X s ) 

Si m est donnée , le processus X est clairement défini, 

de façon unique à une constante et une modification près par 

X t = m (] 0,t] x fi) . 

Si nous prouvons (théorème 2 ci après) que ce processus 

a certaines propriétés de régularité, il sera défini de façon 

unique à 1 1indistingabilité près. 

D*es propriétés du processus (X^) seront données au 

théorème 3. En 3.2, nous avons donné un exemple de processus et 

mesure stochastique associés. Nous prouverons au théorème 4 que 

toute martingale de carré intégrable est associée à une mesure 

stochastique. Nous définissons : 

Définition 4. -

Un processus X et une mesure m reliés par la relation 

(3.5.1) seront dits associés. On dira aussi que X engendre m. 

Théorème 2.-

Soit (E un espace de Banach réflexif séparable. Toute 

mesure stochastique m , à valeurs dans (fijîF^P) est engendrée 

par un processus stochastique X ^ à valeurs dans (E, continu à 

droite pour la topologie faible de E, nul en 0, unique à l'indis-

tingabilité près. 

Le processus X m â  presque sûrement des limites à gauche 

faibles. 
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D é m o n s t r a t i o n : 

L ' u n i c i t é à 1 1 i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s e s t t r i v i a l e e n 

r a i s o n d e l a c o n t i n u i t é f a i b l e à d r o i t e d e s t r a j e c t o i r e s e t d e 

l a s é p a r a b i l i t é de E T . 

C h o i s i s s o n s a l o r s u n e v e r s i o n X du p r o c e s s u s d é f i n i 

p a r 

X t = m ( ] 0 , t ] x n ) p . s . 

La or- a d d i t i v i t é d e m i m p l i q u e l a c o n t i n u i t é à 

d r o i t e d e t X.t d a n s h? (fl,ÎSP). 

Pour . E r é e l , i l e s t m o n t r é d a n s [ 3 7 Q q u e , p r e s q u e 

s û r e m e n t , l e s t r a j e c t o i r e s d e X e n r e s t r i c t i o n à Q a d m e t t e n t 

d e s l i m i t e s à g a u c h e e t à d r o i t e e n t o u t p o i n t . 

R a p p e l o n s s e u l e m e n t q u e l a d é m o n s t r a t i o n en e s t o b t e n u e 

e n c o n s i d é r a n t u n e f a m i l l e c r o i s s a n t e d e p a r t i e s f i n i e s Q n d e 

l ' e n s e m b l e d e s r a t i o n n e l s p o s i t i f s , t e l l e q u e $ R = Q +o[s,t} . 

P o u r t o u t a < b , a e t b r a t i o n n e l s , e t t o u t $ n = ' {t^ < . . . } 

on i n t r o d u i t l e s t e m p s d ' a r r ê t s 

a j = t j a £ k + 1 = i n f {t : t € Q R , t > a î } k , X ( t ) > fc} 

a £ k = i n f { t : t t Q n t > a ï } ^ X ( t ) < a } . 

En u t i l i s a n t l e f a i t q u e t o u t e m e s u r e m e s t b o r n é e 

s u r CÊ o x 0 o n o b t i e n t q u e p o u r u n e c o n s t a n t e K e t 

t o u t n 

K > f ^ | X ( 0; k + 1) - X ( a ; k ) | dP . 
J k = l 

D 'où l ' o n d é d u i t f a c i l e m e n t q u e l ' e n s e m b l e d e s t r a 

j e c t o i r e s a y a n t u n e i n f i n i t é d e p a s s a g e s m o n t a n t e sur [ a , b ] , 



- 1 2 1 -

s u r l ' e n s e m b l e d e s r a t i o n n e l s , e s t d e p r o b a b i l i t é n u l l e . A p a r 

t i r d e l à , p a r d e s a r g u m e n t s s t a n d a r d s , on o b t i e n t l ' e x i s t e n c e 

d ' u n e m o d i f i c a t i o n d e X , q u i s o i t c o n t i n u e à d r o i t e . 

R e v e n o n s m a i n t e n a n t a u c a s où E e s t r é f l e x i f s é p a r a -

b l e . S i D e s t un e n s e m b l e d é n o m b r a b l e p a r t o u t d e n s e d a n s E ' , 

i l r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t du r é s u l t a t q u ' o n v i e n t d e r a p p e l e r q u e , 

s a u f s u r un s o u s - e n s e m b l e d e fi d e p r o b a b i l i t é n u l l e : 

V x ' é D , V t fc R + l i m < X ( s s a > ) , x ' > e t l i m < X ( s f a > ) , x f > 

s f t s i t 
s W séQ 

e x i s t e n t . 

Nous p r o u v o n s a l o r s un lemme : 

Lemme 2 . -

I l e x i s t e un e n s e m b l e n n , d e p r o b a b i l i t é 1 , 

t e l q u e p o u r t o u t a> £ n 1 , e t t o u t u £ (R , t X t ( O J ) e s t 

b o r n é e s u r $n£o ,u][ . 

D é m o n s t r a t i o n du l e m m e . -

C e t t e d é m o n s t r a t i o n r e s s e m b l e à c e l l e du lemme 1 : 

n o u s i n t r o d u i s o n s l a même s u i t e d e p a r t i e s d e Ç + e t 

p o s o n s p o u r t o u t K > 0 : 

a * = i n f { t : | | X t | | > K , t e Qn> 

On a : 
K P 

a A u = E ( t . - t . n ) 1 . , 0 < t < t , < . . . < t <u. 
n . -, i î - l r k W — o 1 p— 

i = l L V U ^ i - J 
D'où : 



- 1 2 2 -

K.P r % £ u ] < E ( | | X | | ) < 

^ n 
P ^ -

< E | l . ï 1 K . (X. - X, ) 

u n i - l J 

i E | IL m ( J t . ^ . t J x £,£ A u > t . _ 1 D | | p 

I M£m O ^ i - i ^ J * O n A u > V l - ^ M p 

S i on s e r e p o r t e à l a d é f i n i t i o n d e | | m | | en 2 . 1 c i d e s s u s , on 

a , p o u r t o u t K , 

K P C a n I U J 1 | | m | | ( ] 0 , u ] x n) . 

Le lemme e n r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t . 

I l r é s u l t e a l o r s du lemme 2 e t d e c e q u i p r é c è d e e t 

d e l a r é f l é x i v i t é d e E q u e , s a u f s u r un e n s e m b l e d e p r o b a b i l i t é 

n u l l e 

V x 1 e (E1 V ttR* , 3 * ( t f ( o ) € E e t X _ ( t t w ) e 1E 

t e l s q u e 

X ( t , o ) ) = l i m . f a i b l e X ( s ^ c o ) 

se<Q 

X ( t . a O = l i m . f a i b l e X ( t , u O 
s t t 
stQ 

Comme t -s-r>X^ e s t c o n t i n u e à d r o i t e en m o y e n n e d f o r d r e p , 

X e s t u n e . m o d i f i c a t i o n d e X. D 'où l e t h é o r è m e , m 

T h é o r è m e 3 . - ( T h é o r è m e d e d é c o m p o s i t i o n ) 

S o i t E un e s p a c e d e B a n a c h r é f l e x i f s é p a r a b l e . S i m 

e s t u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e s u r C£>, à v a l e u r s d a n s L | ! ( f t ,T ,P ) , 

p > 1 , t e l l e q u e A -^_^E ( m ( A ) ) s o i t n n e m e s u r e v e c t o r i e l l e à 
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v a l e u r s d a n s (E , à v a r i a t i o n b o r n é e , e t s i X e s t l e p r o c e s s u s 

f a i b l e m e n t c o n t i n u à d r o i t e e n g e n d r a n t m , on a 

X = M + V 

où V e s t l e p r o c e s s u s n a t u r e l d e l a m e s u r e v> : A ( ) E ( m ( A ) ) , 

e t M u n e m a r t i n g a l e a v a l e u r s d a n s (E , a d a p t é e a u x 

1 % , f a i 

b l e m e n t c o n t i n u e à d r o i t e . 

D é m o n s t r a t i o n . -

V é t a n t l e p r o c e s s u s n a t u r e l d e v , i l r é s u l t e 

i m m é d i a t e m e n t d e l a d é f i n i t i o n d e V q u e , s i on p o s e M = X - V, : 

V s < t , V F ^ c î r 

' s 
» 

E U F . ( M t - M s ) ) = E ( l F . ( X t - X s ) ) - 1 d v 

\S,tJ X Q 

= 0 

c e q u i e x p r i m e l a p r o p r i é t é d e m a r t i n g a l e p o u r M. * 

P r o p o s i t i o n 1 . -

S i l e p r o c e s s u s X , f a i b l e m e n t c o n t i n u à d r o i t e , 

e n g e n d r e l a m e s u r e s t o c h a s t i q u e m, p o u r t o u t i n t e r v a l l e s t o c h a s 

t i q u e ] S , T ] , S e t T b o r n é s , on a 

m (]S,T] ) = X T - Xg . 

D é m o n s t r a t i o n . -

La p r o p r i é t é e s t f a c i l e p o u r l e s t e m p s d ' a r r ê t étages. 
On p a s s e a u c a s d e t e m p s d ' a r r ê t q u e l c o n q u e s e n l e s a p p r o c h a n t 

p a r d e s s u i t e s d é c r o i s s a n t e s d e t e m p s d ' a r r ê t étages e t en u t i l i s a n t 

l a a - a d d i t i v i t é d e m e t l a c o n t i n u i t é f a i b l e à d r o i t e d e s t r a -

j e c t o i r e s . * 



- 1 2 4 -

3.6 C o n v e r g e n c e d e m e s u r e s s t o c h a s t i q u e s . 

C o n v e r g e n c e d e s t r a j e c t o i r e s d e s p r o c e s s u s a s s o c i é s . 

Le t h é o r è m e s u i v a n t n o u s s e r a u t i l e . 

T h é o r è m e 4 . -

S o i t (m ) u n e s u i t e d e m e s u r e s s t o c h a s t i q u e s s u r Û& , 

à v a l e u r s d a n s L^ ( f i , 3 % P ) , c o n v e r g e a n t v e r s m, p o u r l e s s e m i -

n o r m e s d é f i n i e s p a r l a s e m i - v a r i a t i o n . 

A l o r s m e s t u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e e t i l e x i s t e 

u n e s o u s - s u i t e (m ) t e l l e q u e l a s o u s - s u i t e c o r r e s p o n d a n t e 

(X^ ^ e s p r o c e s s u s a s s o c i é s p o s s è d e l a p r o p r i é t é s u i v a n t e : 

p . s . l e s t r a j e c t o i r e s (X (où) c o n v e r g e n t u n i f o r m e -

m e n t s u r t o u t i n t e r v a l l e c o m p a c t d e (R , v e r s l e s t r a j e c t o i r e s 

du p r o c e s s u s X e n g e n d r a n t m. 

D é m o n s t r a t i o n . -

Le f a i t q u e m s o i t u n e m e s u r e e s t un r é s u l t a t t r è s 

s i m p l e d e t h é o r i e d e l a m e s u r e . 

Comme, p a r h y p o t h è s e , p o u r ] ] s , t j x F e vi\U 

m ( ] s , t ] x F ) = l p l i m m R ( ] s , t j x Q) d a n s L| Î 

= l p m (J s , t ] x a) 

m e s t u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e . 

S o i t n^ t e l q u e 

n -> n k > V B c ] 0 , t ] x 'B , B 6 (g 

| | (m - m ) <B)| | < - l y -
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S o i t Y l e p r o c e s s u s f a i b l e m e n t c o n t i n u à d r o i t e 

a s s o c i é à m - m n . S c i t o ^ l e t e m p s d e s o r t i e d e Y d e 

l a b o u l e o u v e r t e d e r a y o n . Comme 

k 

a v ( o ) ) = i n f { t : s u p | < Y , x ! > | > ~ } 
K x f é IDf k^ 

|Df d é s i g n a n t un e n s e m b l e d é n o m b r a b l e d e n s e c o n v e n a b l e d e 

l a b o u l e u n i t é d e E ! , e s t un t e m p s d f a r r ê t . S o i t 

« k = [<fc< ^ s u p \YB\>KI • 
0<_s_<t k 

P o u r B = J 0 , a k A t ] f e û S , on a , d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n 1 , 

(m - m ) ( B ) = Y ' 

d f où 

nîp i j II Y a , A t H P d p >- h $ p ( V ' 

k * J
 K k F 

Donc 

P ( n k ) < , 
k ^ 

F i n a l e m e n t , V k 

P (" s u p | | X ( s ) - X ( s ) | L > ^75-1 < K- . 
L 0<s<t m n k " k 2 J " k 2 ? 

On a p p l i q u e B o r e l C a n t e l l i p o u r o b t e n i r l e t h é o r è m e , m 
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3*7 Mesures stochastiques sur la tribu des ensembles 

bien mesurables. -

Théorème S. -

Si le processus X, associé à la mesure stochastique 

m est continu, la mesure m se prolonge de façon unique en une 

mesure sur le 6 - anneau & des ensembles bien mesurables, ne 

chargeant aucun graphe de temps d'arrêt. 

Démonstration.-

La proposition 1 montre que» si X est continu, le 

graphe de tout temps dvarrêt prévisible est de mesure nulle. 

On voit également que la variation de m sur tout graphe de 

temps d'arrêt prévisible est nulle : prendre un intervalle prévi

sible ]S,T] ; si T est le graphe de o prévisible borné et 

(on> une suite croissante annonçant a (i.e. a n < a (eu) 

pour tout a> et lim on(a>) s aCai)), on a 

m (]S,T] O T) = lim m (]S,T] f\ ]o n>Vj) 

n 
= lim m (] tS v an> A T A a , o A } . 

n 

La continuité à gauche montre que : 

m (]S,T] A r ) s 0 

On prolonge donc m de façon a - additive à 19anneau des inter

valles stochastiques [s>T[ , engendrant & en posant 

m [ S , T £ S m J s , T] (i.e. : en donnant une masse nulle à tout 

graphe de temps d'arrêt prévisible ou non ; ce qui est possible 

(cf. £3j chap. II § 3)). Si X est une mesure positive associée 
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à m sur 06 (cf. 2.1), avec X < \| m ||, cette mesure admet 

ur. prolongement sur ( B , ne chargeant aucun graphe de temps 

d'arrêt. En effet, soit CS

N*
T

N[ suite décroissant vers 0. 

On a lim X [S . T [ = lim X ] S n , T n l = X ( O ]S - T j ) . *• n n J n n a n J n n - 1 

n n 
0 r n -^Sn,Tn^ e s t u n prévisible inclus dans l'intersection 

d'une famille dénombrable de graphes C T « 3 • Si ces graphes 
nk 

[T ] sont prévisibles, on a X ( [T ] ) s 0. Sinon, un ensemble 
nk nk 

prévisible inclus dans un graphe de totalement inaccessible 

est vide. On prolonge alors la mesure m de ÛC à <B par 

continuité, en mettant sur ( B la métrique ( B ^ , B 2 > -^w>X ( B ^ A B 2 Î . « 
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4 . M e s u r e s s t o c h a s t i q u e s e n g e n d r é e s p a r l e s m a r t i n g a l e s . -

Le t h é o r è m e p r i n c i p a l d e c e § 4 e s t u n e r é c i p r o q u e 

p a r t i e l l e a u t h é o r è m e 3 , On a d é j à v u a u § 3 , 2 q u e l l e é t a i t 

l a m e s u r e s t o c h a s t i q u e e n g e n d r é e p a r un p r o c e s s u s d o n t l e s t r a 

j e c t o i r e s d é f i n i s s e n t u n e m e s u r e a l é a t o i r e s u r ((R + , $ ) , à 

v a l e u r s v e c t o r i e l l e s . 

Le t h é o r è m e 5 m o n t r e e n p a r t i c u l i e r l ' e x i s t e n c e d ' u n e 

m e s u r e s t o c h a s t i q u e a s s o c i é e à u n e m a r t i n g a l e M f o r t e m e n t c o n 

t i n u e à d r o i t e e t à v a l e u r s d a n s un e s p a c e d e H i l b e r t H 

( Q u ' o n p e u t s u p p o s e r s é p a r a b l e , p u i s q u e l e s v a r i a b l e s a l é a t o i r e s 

, t € <Q s o n t f o r t e m e n t m e s u r a b l e s p a r h y p o t h è s e e t p r e n n e n t 

d o n c l e u r s v a l e u r s d a n s u n e p a r t i e s é p a r a b l e d e H ) . 

4 . 1 Lemme p r é l i m i n a i r e ( J . P e l l a u m a i l ) 

S o i t X u n e f o n c t i o n p o s i t i v e , s i m p l e m e n t a d d i t i v e 

s u r Jk , p o s s é d a n t l e s p r o p r i é t é s : 

( j ) V F e 5%, , s < t 

l i m X ( ] s , t f ] x F ) = X (Js , t J x F ) 
t V|rt 

<j j> V F É ? , s i F i 0 on a 
J J n oo n 

l i m s u p {X ( A ) : A t i , A c ] o , t [ x F R } = 0 

A l o r s X s e p r o l o n g e e n u n e m e s u r e a - a d d i t i v e s u r (è . 

Nous r e n v o y o n s p o u r l a d é m o n s t r a t i o n à £ l 7 j ou £ l 8 j • 

4 . 2 T h é o r è m e 5 . -

S o i t M u n e m a r t i n g a l e à v a l e u r s d a n s un H i l b e r t 

s é p a r a b l e (Hl , c o n t i n u a d r o i t e , t e l l e que^ p o u r t o u t t , | | | | 

s o i t i n t é g r a b l e . 

2 
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S o i t H ® T (H] l ' e s p a c e d e B a n a c h c o m p l è t e d e (H ® (H) 

p o u r l a norme t r a c e , n o t é e | | | | ^ . P o s o n s 

V F f e ? s , s < t m ( ] s , t ] x F) = l p . (M t - \)et>^ ( n ^ P ) 

2 

a ( ] s , t ] x F) = J (M t - M s)® d P k M â p H 

A = T r • a 

1 ° - A l o r s m s e p r o l o n g e en u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e 

t e l l e q u e V A é & m ( A ) ® m ( A ) € L 1

 / ( Q,%P) ; 
HJ ® T (Hl A 

a s e p r o l o n g e e n u n e m e s u r e s u r (b , à v a l e u r s d a n s IH1 ®,p ffîf 

à v a r i a t i o n b o r n é e |ot[ j< X , e t X s e p r o l o n g e en u n e 
m e s u r e p o s i t i v e s u r <X . 

2 

2° - T o u t p r o c e s s u s X d e L (fi ,Qf,X ) e s t i n t é g r a b l e 

p a r r a p p o r t à m e t X *x^r> X d m e s t u n e i s o m é t r i e d e 

L 2 ( ( R + x f t $ ( ( £ ) ,X ) d a n s L ^ ( f t , î « £ ) , P ) . 

3° - Le p r o c e s s u s n a t u r e l V d e l a m e s u r e a p o s s è d e 

l a p r o p r i é t é : 

<S> 2 
(M^ - V^)_(_^^+ e s t u n e m a r t i n g a l e 

D é m o n s t r a t i o n . -

1° e t 2° -

D ' a p r è s l a p r o p r i é t é d e m a r t i n g a l e 

( 4 . 2 . 1 ) a ( ] s , t ] x F ) = E [ l . (M® 2 - M® 2 )] 

2 0 2 

Comme | | M^| | = | | f| T , l ' h y p o t h è s e d ' i n t é g r a b i l i t é s u r 

11 | i m p l i q u e a (J s , t ] x F ) e H ftp (H , c e t é l é m e n t d e 

(H) â T (H) é t a n t en o u t r e d e t y p e p o s i t i f . 
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La continuité à droite de M entraîne immédiatement 

la propriété (j) du lemme 4.1. 

De (4.2.1) résulte facilement l fadditivité de X . 

Montrons que X possède la propriété (jj) du lemme . 

Soit 

k<_p ' 
avec 

F' e F 
n,k n 

5 k 

On peut, dans l'expression de A n comme réunion finie 

de rectangles de , supposer que les intervalles J s £ , u£j 

sont disjoints avec u£ _< s £ + 1 pour tout k <_ p. 

Posons 

F . = O F' «r 5* fc 

n ' k r<k n ' r s£ 
® 2 

On a, d'après la propriété de sous martingale de (Tr . ̂ - t^- t èp
+ » 

X (A ) = Tr. a(A ) < E Tr { E 1_ . (M® 2 - M® 2 )} . 
n n — T n F , n n 

l_<k<p n,k u^ s^ 

En posant 

n,k n,k n,k-l n,0 

on a 

® 2 © 2 
X ( A ) < E E Tr . {1- (M " M )} 

n — , . G , n n 
l<k<_p n,k u p s k 

< f <2> 2 

- J Tr . M t d P. 
F 
n 

<_ E E Tr . (1 . M® 2 ) * 
l<k<p b n , k T 
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D 'où l a p r o p r i é t é ( j j ) p o u r X . 

S i A = E 1s . u . ] x F, 
, J k , "k J k 
k - P i i . . . 

en s u p p o s a n t e n c o r e l e s J s ^ j u j d i s j o i n t s e t <_ s ^ + ^ on a , 

en u t i l i s a n t l a p r o p r i é t é d e m a r t i n g a l e , 
9 2 

( | | m ( A ) | | 2 ) Z = E E ( 1 | | M - M | | ) 
z k<p r k u k s k *W 

= E E ( l Tr (M - M )® 2 ) 
k<p *k u k s k 

z , ® 2 <S> 2 
= Tr T E ( l (M - M ) 

k<p F

k

 U k \ 

=X ( A ) . 

C e t t e é g a l i t é m o n t r e q u e l ' a p p l i c a t i o n a d d i t i v e 

A —-j m(A) s e p r o l o n g e l i n é a i r e m e n t e n u n e i s o m é t r i e de 

L . 2 ( n , K 0 6 ) , X ) d a n s T

 2 ( n , £ ( ( £ ) , P ) . Que l e p r o l o n g e m e n t à CE 

(H) 
s o i t u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e ( i . e v é r i f i e l a c o n d i t i o n ( S ) ) 

•..et. é v i d e n t . 

3 ° ) P o u r t o u t ] s , t ] x F fe- ûê , on a , p a r d é f i n i t i o n 

d e V , 

0 = a ( ] s , t ] x F ) - E ( l p . ( V t - V ) ) 

= E u F . [<M* 2 - ï Ç 2 ) - ( v t - v s)]>, 

= E { 1 F . [(M® 2 - V t ) - (M® 2 - V s ) J } , 

ce qui e x p r i m e l a p r o p r i é t é d e m a r t i n g a l e p o u r (M^ 2 - V ^ ) ^ ^ + * 
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**.3 Remarque et notation»-

Par analogie avec le cas réel, on notera < M,M > le pro

cessus naturel de la mesure a du théorème. 

On définit également de mette le processus naturel <N,K> 

de la mesure B prolongeant la fonction additive définie sur 

par A <]s,t] x F) = E [lp. (M t»N t-N sa^ 6) l = E(Xr (Mt-Ms)®(Nt-Ns)l . 

Il suffit de remarquer que la symétrie de la forme linéaire 

(x,y) ̂ Tr(xa) y) permet d'écrire : 

Tr .B <]0,t] x F) = i Tr [(M t+N t)
<* 2 - (Mt-Nt)®

2J , et de raisonner 

comme dans le théorème S. 

Définition 5.-

La mesure a du théorème 5 sera appelée variation 

quadratique de m. 

On notera < m,n > la mesure stochastique dans 

« (H}*0*^1^ associée au processus < M,N > et << m,n» = Eo <m,n> 

On a évidemment pour tout 3s,tQ x F 

E [< m fn > (]s,tl x F)J = j <Mt-M8> «> C^-N g) dP 

(M.0 N. - N & N ) dP. Jp t t s s 

Pour abréger, on notera souvent < M > au lieu de <M,M> , <m> 

au lieu de <m,m> etc.. 

Définition 6.-

La mesure X s Tr a du théorème 5 sera >appelée 

mesure trace de M(ou de m). 

On vérifie facilement que 

Tr o « m 1 $ m 2 » < i [Tr .<< mx>> + Tr o « m2>>] 
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5• I n t é g r a t i o n p a r r a p p o r t à une m e s u r e s t o c h a s t i q u e . -

m é t a n t une m e s u r e s t o c h a s t i q u e à v a l e u r s d a n s 

^ 1 = *1H) ^ ' ^ ^ , p = 1 ou 2 , a s s o c i é e à un p r o c e s s u s 

Z = 'V + M, f o r t e m e n t c o n t i n u à d r o i t e , où T e s t l e p r o c e s s u s 

(supposée à v a r i a t i o n f i n i e ) 

n a t u r e l de l a m e s u r e E o m * e t où M e s t une m a r t i n g a l e f o r 

t e m e n t c o n t i n u e à d r o i t e , de c a r r é i n t é g r a b l e , nous a l l o n s d é 

f i n i r 1 T i n t é g r a l e p a r r a p p o r t à m d ' u n e c l a s s e de p r o c e s s u s 

à v a l e u r s d a n s (B2 = à£ (1H1 ; (G) , où <Ë e s t un a u t r e e s p a c e de 

H i l b e r t . L ' e s p a c e B 3 ( c f . § 2 . 2 ) e s t i c i 1L| ( f t , Y , P ) , (p = 1 ou 2) 

e t l ' a p p l i c a t i o n b i l i n é a i r e ( . | . ) de (B̂  x (Bj d a n s (B 3 e s t 

( f , u ) -^_-> u o f. 

5 . 1 Cas où X = V. 

I l r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t du t h é o r è m e 1 , 2 ° ) e t de l a 

r e m a r q u e s u i v a n t l a d é f i n i t i o n 1 du § 3 - 2 - q u e ^ l o r s q u e 

3 = V, tB-, = ( ^ , ^ * , P ) , l a m e s u r e m e s t de p u i s s a n c e 1 m a j o -

r é e p a r | m |= |E o m| . O n s a i t donc i n t é g r e r t o u s l e s p r o 

c e s s u s X p r é v i s i b l e s à v a l e u r s d a n s (&2 t e l s que 

| I |X| |JJ d |m| < -

S o i t donc un p r o c e s s u s X p r é v i s i b l e t e l que p o u r 

t o u t t € { R + X t il ( [ 0 , t ] x n , [ 0 , t j x n o CE , |m| ) . A l a 

1 [ 

m e s u r e s t o c h a s t i q u e à v a r i a t i o n .finie- > A -*w> j X d m c o r r e s -
' A 

pond un p r o c e s s u s c o n t i n u à d r o i t e Y, u n i q u e à 1 T i n d i s t i n g a b i -
» r 

l i t é p r è s , que nous n o t e r o n s ( X d m) ou ( X d V ) , a p p e l é 

p r o c e s s u s i n t é g r a l de X p a r r a p p o r t à m. 
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5 , 2 Cas où X = M 

Soit M une martingale à valeurs dans H, continue à 

droite, de carré intégrable, et soit m la mesure stochastique 

a v a l e u r s dans = ( 0 ,5£P) associés , a et A les mesures 

du théorème 5. Alors : 

1 ° ) Pour tout hilbert G et tout © 2 = ^& < H; G ) , m 

est de puissance 2 majorée par X 

2 ° ) Tout processus :3u€ 1 ^ CE* x 0 ,%(ÛÛ,X) $s±tirrtéçrable 

en moyenne quadratique par rapport à m. Si, pour tout t 6{R , 

2 + 
1 X t Un (R x &,*£«£),X), le processus Y, unique à l'indis-

[b,t] X Q ^ 2 f 
tingabilité près, associé à la mesure stochastique Â -=> X d m 

JA 

est une martingale fortement continue à droite, de carré intégrable, 

3 ° ) Si et M 2 sont deux martingales de carré inté 

grable, m^ et m 2 les mesures stochastiques associées, 

A 3 - Tr << m 1 > > , X 2 = Tr << m 2 » 

o i t X± e ; X x + X 2 ) i s 1 , 2 . 

On a X x ® X 2€ l£ ^ (^(ÛD, X ^ X 2 > . 

i Y^, i = 1 , 2 , est la martingale associée i la mesure stochas
t i q u e A n• (A) = X. dm. on a les formules : 

x JA x 1 

( 5 , 2 . 1 ) < n x,n 2 > (A) =J X1 A X 2 d < m 1,m 2 > 
* A 

C 5 . 2 - 2 ) << n 1,n 2 » (A) =| X x « X 2 d « m 1 , m 2 » 
A 

En particulier, la variation quadratique de J X dm est 
A~—?[ X « X d o 

JA 

< Y 1,Y 2 > (t) =f , X, ® X, d < nu,m9 > 
j j 0 , t ] x 0 A 2 

4 ° ) La mesure trace y du processus Y est majorée 
' 1 ) A ^ f Tr ( X ® X ) d A 

J A 
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5 ° ) S i M e s t f o r t e m e n t c o n t i n u e , e t s i m e s t 

1 T e x t e n s i o n u n i q u e a u x e n s e m b l e s b i e n m e s u r a b l e s , ne c h a n g e a n t 

p a s l e s g r a p h e s de t e m p s d f a r r ê t , de l a m e s u r e s t o c h a s t i q u e 

a s s o c i é e , c e q u i p r é c è d e p e u t ê t r e é t e n d u au c a s où 1 X 6 

2 + + Lo,t>*v 

L çg (IR x ft,%(fl),A) p o u r t o u t t É P . L e p r o c e s s u s Y e s t 

a l o r s en o u t r e f o r t e m e n t c o n t i n u . 

D é m o n s t r a t i o n . -

1 ° ) S o i t A k = ] s k , t k ] * 9 F k e *F , l e s A R é t a n t d i s j o i n t s 
k 

e t l e s i n t e r v a l l e s J ^ ' " ^ ! é t a n t é g a l e m e n t s u p p o s é s d i s j o i n t s . 

Pour t o u t e f o n c t i o n é t a g é e à v a l e u r s d a n s £B2 o n p e u t t r o u v e r 

une r e p r é s e n t a t i o n E 1 A . CL, , a v £ B a v e c une f a m i l l e (A, ) 
k A k k k 2 * 

du t y p e c o n s i d é r é , k = 1 . . . p . E v a l u o n s 

M E ( a k | m ( A k ) ) | | 2 = E ( | | Z 1 ( a k | M - M ) | | | ) . 

k_<p k<jp k k k 

S o i t k < j 

E {1 . 1 < ( a , | M - M ) , ( a |M - M )>} = 

^k ] K T k s k J T k s j 

= E {<(a | E ( 1 (M - M >|9* ) ) , 1 ( a |M - M )>} 
3 S j i r k K r R s k 

= 0. 

D'où 

M E ( a k | m ( A k ) ) | | 2 = E { E l F | | ( a k | M - M ) | | 2 } 

k_<p k<j) k k k 
< E E {1 . | | a | | 2 | | M t - M M 2 

k<p r k B 2

 x k k |H) 

. 1 | | a k | | 2

E { l T r < 2 - ^ 2 » 
k<p k k k 

2 
< E | | a H X CA k ) 
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2-M Mous u t i l i s o n s l e s d é f i n i t i o n s e t p r o p r i é t é s é l é m e n t a i r e s 

; :: 1 - 2 , d T o ù r é s u l t e 1 f i n t é g r a b i l i t é e n m o y e n n e q u a d r a t i q u e 

v 

I l e s t i m m é d i a t q u e l o r s q u e X = 1 . a , 
Js,t] x F 

c. ^ E 2 , F c y s , s < t , l e p r o c e s s u s Y e s t à t r a j e c t o i r e s 

c o n t i n u e s à d r o i t e . Nous p a s s o n s a u c a s d ' u n X g é n é r a l âe l a 

t a ç o n s u i v a n t e : 

On a é v i d e m m e n t l a p r o p r i é t é d e c o n t i n u i t é à d r o i t e 

p o u r Y l o r s q u e X e s t étage. S o i t a l o r s un X r é p o n d a n t a u x 

h y p o t h è s e s g é n é r a l e s du t h é o r è m e , e t s o i t ( X ^ ) u n e s u i t e d e 

p r o c e s s u s é t a g e s à v a l e u r s d a n s {&2 » t e l s q u e p o u r t o u t t , 

1 . X c o n v e r g e v e r s J „ . . X d a n s 
[ o , t J x n n LQrtlx fi 

1» r^ ((R x f t , ^ ( û Ê ) , A ) . L e s m e s u r e s s t o c h a s t i q u e s A"">-*> X d m 

c o r r e s p o n d a n t e s c o n v e r g e n t p o u r l a n o r m e d e l a s e m i - v a r i a t i o n 

v e r s A X d m , p u i s q u e 
i A 

r r 2 f 2 

: Ù J j I ' X d m * X d m | | é s u p | | X-X | | d x v 

B C À J B
 J B B C A Je n

 B L n w 

On p e u t u t i l i s e r l e t h é o r è m e 4 d u § 3 , m o n t r a n t q u ' o n p e u t 

e x t r a i r e u n e s o u s s u i t e (X ) t e l l e q u e ï e s t r a j e c t o i r e s d e s 

p r o c e s s u s i n t é g r a u x Y c o n v e r g e n t p r e s q u e s û r e m e n t u n i f o r m e -

m e n t s u r t o u t i n t e r v a l l e c o m p a c t d e [R v e r s l e s t r a j e c t o i r e s 

de Y. D 'où l a c o n t i n u i t é à d r o i t e d e c e l l e s c i . 

D ' a p r è s l a d é f i n i t i o n d e Y. 

V F t > , s < t E(1_(Y. - Y )) = E ( X d m). 
5 F t s i]s , t]x F 

n 
i X = E 1-, . n „ . a . , l a p r o p r i é t é 

i = l J s i ' T i i x M 1 

j X d m = 0 
] s , t ] x F 
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r é s u l t e de l a p r o p r i é t é de m a r t i n g a l e de M. P a r l i n é a r i t é 

e t d e n s i t é , on o b t i e n t i m m é d i a t e m e n t E( X d m)= 0 
2 + n «> j ] s , t j x F 

p o u r t o u t XfcL-jg ((R x fi , A) . D f où l a p r o p r i é t é de m a r 

t i n g a l e p o u r Y . 

Comme p a r d é f i n i t i o n 

Y = X d m p . s . 
] 0 , t ] x i L 

on a b i e n 

Y t * L E 2

 ( Î R + x 

3 ° ) Nous a v o n s à m o n t r e r que p o u r t o u t X t L ^ (tR x fi r/V j 

i = 1 , 2 , on a en n o t a n t Y ^ = X 1 d m - , 
r J j O , t ] x fi 1 

E [ l P ( Y j : ® Y 2 - Y] ® Y 2 ) | = f X 1 ® X 2 d « m , , m 0 ?> 
* T T S S J J s , t ] x F 1 1 

ou e n c o r e , p o u r t o u t X 1 ^ L ^ x fi ,£ ( (© 5 * + < ^ ) 5 on a , en 

p o s a n t : A i = | X 1 d m^, 

1 9 T 2 
E (A ® A z ) = x 1 ® x d

 < < m

1 5 ni2>> 

Or, s i X 1 = l ] s . , t i 2 x F . - a . , F. e ^ s , a.fe IH3 , i = 1,2 

] s } t ] t ls 1 , t 1]n ] s 2 , t 2 " ] _ 

E ( A 1 ® A 2 ) = E { l ( ( a n | M | - M 1 ) ® ( a . | M 2 - M2 ) ) | 

F 1 0 F 2

 1 T l s l 1 X 2 S 2 

= ( a , O a | E [ l (ni - nh ® (M 2 - M 2 ) ] ) 
1 F 1 OF 2

 X s t s a 

= ( a 1 © a 2 ) < m 1 , m 2 > ( J s - p t - J x C\ ] s 2 , t J x F 2> 

f 1 2 = X <g> X d « ,m2>> 
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1 2 1 2 Les applications bilinéaires continues (X ,X ) -~w>E(A <fc A ) 

et (XX,X2) ~ ^ > J X 1 <S) X 2 d <<m1,m2>> de 

(l^ (JR+ ® fl,X>(flû, \± • X 2 ) ) 2 dans <G $ T (G, qui coïncident sur 

un ensemble total sont donc égales. Il faut prouver que 

< Y^Y 2 =f X. ® X0 d < m, ,m9 > 
C j0,tj x fl x ' 1 1 

La définition du processus naturel de << m^m^^ montre faci

lement que pour tout h e l ^ £ X ^ * > £ ^ ! > * l + X 2 * e t t c u t 

f « L°° (0 , 1^ ,P), on a 

E (f.J h d< m 1 2 m 2 > ) »j E (f| h d << m 1,m 2>> 

Appliquant ceci à h = 1 Xn <g> X 9 , et, 
]0,t] x Q 1 

d'après (5.2.2), on obtient : 

E (f. I Xn <$ X 0 d nu ,m 0^ = 
J ] o,t] x n 1 2 1 2 

[ E (f|?".) d « I f , , » , » 
J]0,t] x ft u x 

U°) La formule donne lieu également à vérification simple 

pour les processus X étages sur <ft. 

5°) L'extension est immédiate.» 
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6 . E x t e n s i o n de l a n o t i o n de m e s u r e s t o c h a s t i q u e . 

M e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e . 

S i <p = ( a n ) e s _ t u n e s u i t e de t emps d f a r r ê t f i n i s , s t r i c 

t e m e n t c r o i s s a n t e , t e l l e que l i m a n = + « P * s . , nous n o t e -

n 
r o n s Ot^ l e ô - a n n e a u 

0 0 = M [ 0 , a n ] n ( £ . 

C> n 

6 . 1 M e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e . -

D é f i n i t i o n 7 . -

On a p p e l l e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e , t o u t e a p p l i c a 

t i o n a - a d d i t i v e m de (£> d a n s l ' e s p a c e L p C ^ j ^ P ) d e s 

c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e d e s v a r i a b l e s a l é a t o i r e s à v a l e u r s d a n s E 

( s o u s e n t e n d u : f o r t e m e n t m e s u r a b l e s ) muni de l a c o n v e r g e n c e 

en p r o b a b i l i t é , p o u r l a q u e l l e e x i s t e une s u i t e a = ( Q

n ) t e l l e 

que 

1 ° ) m r e s t r e i n t e à 06 e s t une m e s u r e a v a l e u r s d a n s 
& E 1 

2 ° ) ( S f ) V s < t , V F é T s , V n eiNJ 

m(J s , t ] x F o ] 0 , a n ] ) = l p . m q s , t ] x Q n ] O . c J ) 6 L 2 ( n , ^ t , P ) 

La s u i t e 6" e s t d i t e l o c a l i s e r m. 

R e m a r q u e s 

1 ° ) On p e u t é v i d e m m e n t f o r m u l e r l a d é f i n i t i o n 7 de 

l a f a ç o n s u i v a n t e : 1 T a p p l i c a t i o n m de C£ d a n s ( f i , T , P ) 

e s t une m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e s i i l e x i s t e une s u i t e 

" l o c a l i s a n t e " Qf = ( <j ^ ) t e l l e que V n l a r e s t r i c t i o n de m a 

( X o ] ° j a n ] e s t une m e s u r e s t o c h a s t i q u e . 

2 ° ) Une m e s u r e s t o c h a s t i q u e e s t t r i v i a l e m e n t Une 

m e s u r e l o c a l e , l o c a l i s a b l e p a r l a s u i t e (n ^ ^ ^ ^ d e "temps 

d ' a r r ê t s c o n s t a n t s . 
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Théorème 7 . -

S o i t (E un e s p a c e d e B a n a c h r é f l e x i f s é p a r a b l e . S o i t 

a u n e m e s u r e s u r 0£^, à v a l e u r s d a n s E , à v a r i a t i o n f i n i e , 

t e l l e q u e : 

(A € < ^ ) 5 i A i n d i s t i n g a b l e d e z é r o a ( A ) = ° -

A l o r s i l e x i s t e un p r o c e s s u s V , c o n t i n u à d r o i t e , n u l e n 0 , 

à v a l e u r s d a n s E, u n i q u e à 1 T i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s , t e l q u e 

V n A a ^ n t M s o ^ ^ e P r o c e s s u s n a t u r e l d e l a m e s u r e 

a n d é f i n i e s u r Ût> p a r 

a R ( A ) = a ( A n ] 0 , a j ) . 

D é m o n s t r a t i o n . -

P o u r p r o u v e r l e t h é o r è m e , i l n o u s s u f f i t é v i d e m m e n t 

d e p r o u v e r q u e s i Vn + ^ e s t l e p r o c e s s u s n a t u r e l d e a n + " ^ 9 on 

a 

( 6 . 1 . 1 ) V ^ * 1 = V* P . s . s u r [ a < t l . 

t A a t n 
n 

E t a n t d o n n é l f u n i c i t é à 1 ' i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s d e s p r o c e s s u s 

Vn, on a u r a : V n 3 n P ( f i R ) = 1 a v e c 

V a) e fi n V t e [ 0 , a n f t^ v£ + 1 (a>) = V* <a>) 

On d é f i n i t a l o r s V , d e f a ç o n u n i q u e , à 1 1 i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s 

e n p o s a n t 

V GO <c C\ fi t t Jaf tVJ n + <f5 V t (o) ) = v£ + 1 (u> ) . 
^ n 

Or, d ' a p r è s l e t h é o r è m e 1 b i s , on a , p o u r t o u t F 5^ y 

E ( V V - n ' = i w n J
E ( 1 ^ - , d

 « n + 1 = 

E ( l p pT u-) d a - n , 

c e q u i p r o u v e ( 6 . 1 . 1 ) . » 

D é f i n i t i o n 8 . -

Le p r o c e s s u s V du t h é o r è m e 7 sera appelé processus 

n a t u r e l d e a . 
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6 . 2 M e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e e t p r o c e s s u s a s s o c i é . 

D é f i n i t i o n 9 . -

Une m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e m e t un p r o c e s s u s 

X s e r o n t d i t s a s s o c i é s (ou que X e n g e n d r e m) s i 

€ 6 . 2 . 1 ) V ] s , t ] x F e ( f t m ( ] s , t ] x F) = l p . ( X t - X s ) p . s . 

Théorème 8 . -

S o i t £ un e s p a c e de Banach r é f l e x i f s é p a r a b l e . 

c— 

T o u t e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e m, à v a l e u r s d a n s L^( f l , , i%P) 

e s t e n g e n d r é e p a r un p r o c e s s u s s t o c h a s t i q u e Xm à v a l e u r s 

d a n s (E, c o n t i n u à d r o i t e p o u r l a t o p o l o g i e f a i b l e de E , n u l 

en 0 , u n i q u e à 1 T i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s . 

Le p r o c e s s u s Xm a p r e s q u e s û r e m e n t d e s l i m i t e s à 

g a u c h e f a i b l e s . 

S i , pou r une s u i t e G? = (cr ) l o c a l i s a n t m, E o m 

en r e s t r i c t i o n à Cê^. e s t une m e s u r e à v a r i a t i o n f i n i e , on a 
X = M + V m 

où (M , ) , ^+ e s t une m a r t i n g a l e ( i . e . : où M e s t une 
a R A t t t R 

m a r t i n g a l e l o c a l e ) e t (V^ ^ t ^ t £ ( R + e S ^ " n a ' t u r e ^ ' P D u r tout n. 

D é m o n s t r a t i o n . -

Ce t h é o r è m e r é s u l t e à peu p r è s i m m é d i a t e m e n t d e s 

t h é o r è m e s 2 e t 3 . En e f f e t , p o u r t o u t e s u i t e ( a ) l o c a l i s a n t 

m, s o i t xjjj l e p r o c e s s u s e n g e n d r a n t l a m e s u r e s t o c h a s t i q u e 

A-x -^m (A 0 l o 5 a n ] ) , e t X |̂ = M n + V n l a d é c o m p o s i t i o n c o r r e s 

p o n d a n t e . S i pour t o u t n e x i s t e ïïn (- CF~ t e l que 

P ( n n ) = 1 e t 

V a) e ftn V t e (R + x m + 1 ( t A a n 5 a j ) = Xm ( * A a n , a , ) 
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on construit X m , M et V e n posant 

V a) £ fi a R (OJ) < u <̂  a n + 1 (a> ) 
n 

(u,a>) = Xn"*'1(u,a)) m ' m 

M (u,w) = M n + (U,OJ) 

V (u,(o) = V n + 1(u,a)) 

Le théorème résulte donc complètement du 2°) du théorème 

général de "localisation" que nous énonçons maintenant. 

Théorème 9 . - (De "localisation") 

Soit m une mesure stochastique sur ûg , à valeurs 

dans L| (fl/5*.P). Alors 

l p - pour tout B e la mesure 

m g : A m (B A A) 

est une mesure stochastique et si B { R + x G, B £ *JF 

(6.2.1) V A € ûg A C ] 0,tj x n ^ m B (A) = lg.iïigCA) p.s. 

2°- si m est engendrée par le processus X, et []S,T] est un 

intervalle stochastique borné, alors la mesure stochastique 

mJS,T] e s t e n ê e n d r é e P a r l e processus ( X T A t "
 x

S A t > t ç (R
+ 

Démonstration.-

1°) Prouvons d'abord le 1°) dans le cas où 

B = ]u,v] x G e R , 

Soit d'abord A = ]s,t] x F £ GL Par définition 

m B ( A ) = m ( ] u v s , t A V J x (FflG)) 

= 1 m (]uvs , t A v ] x (FOG)) 
F H G 

On en déduit d'abord 

(6, 2. 2) m B(A) = lp m ( J u v s, t A V ] X (FA G) ) = 1? m (Bo A) 

ce qui prouve que mg est une mesure stochastique. 
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On en d é d u i t e n s u i t e 

( 6 . 2 . 3 ) m B(A) = ? g . m ( ] u v s, t A v ] x FA G) = l g m B<A) 

c e q u i p r o u v e ^ ( 6 . 2 . 1 ) d a n s l e cas p a r t i c u l i e r e n v i s a g é . 

On d é d u i t i m m é d i a t e m e n t de ( 6 . 2 . 2 ) , en p r o l o n g e a n t p a r mesu-

r a b i l i t é , que p o u r t o u t B t Oê» m B e s t une m e s u r e s t o c h a s 

t i q u e . 

En c o n s i d é r a n t l e s é l é m e n t s de ÛÊ> i n c l u s d a n s (R+ x G, 

en r e m a r q u a n t que c e u x de c e s é l é m e n t s i n c l u s d a n s J O , t ] x fi 

f o r m e n t un a - a n n e a u , on d é d u i t a i s é m e n t de ( 6 . 2 . 3 ) en a p p l i 

q u a n t t o u j o u r s l e même p r i n c i p e de p r o l o n g e m e n t p a r m e s u r a b i l i t é 

q u e , p o u r t o u t ] s , t ] x F e t t o u t B C ] 0 ) t ] x G, on a 

m B ( ] s , t ] x F) = 1 Q m B ( ] s , t ] x F) 

On p a s s e é v i d e m m e n t i m m é d i a t e m e n t au c a s g é n é r a l de ( 6 . 2 . 1 ) . 

2 ° ) i l r é s u l t e de l a p r o p o s i t i o n 1 en 3 . 5 c i d e s s u s 

que s i T e s t un t emps d ' a r r ê t b o r n é 

m ( ] 0 , t ] x Q H [ 0 , T p = X ( t A T ) 

D'où l e t h é o r è m e , m 

6 . 3 M e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e e n g e n d r é e p a r une m a r t i n 

g a l e l o c a l e . -

Une m a r t i n g a l e l o c a l e é t a n t p a r d é f i n i t i o n un p r o 

c e s s u s M p o u r l e q u e l e x i s t e une s u i t e & = (<^ n) de t emps 

d ' a r r ê t s f i n i s s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e , t e l l e que l i m a

n

 = + 0 0 

n 
p . s . e t t e l l e que V (M, ) , _ + s o i t une m a r t i n g a l e p a r 
^ n n t A a n t 6(R 

r a p p o r t a u x (tF^^-t ^ (R+ -'- e t h é o r è m e s u i v a n t e s t une c o n s é q u e n c e 

t r i v i a l e du t h é o r è m e 5 . 
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Théorème 1 0 . -

S o i t M une m a r t i n g a l e locale, à v a l e u r s dans un 

H i l b e r t s é p a r a b l e |B , c o n t i n u e à droite; s i on pose 

V ] s , t ] x T k (k m (]s , t ] x F) = l p (M t- M g> 

1 ° ) m s e p r o l o n g e en une mesure s t o c h a s t i q u e l o c a l e u n i q u e 

2°)C3 = ( a n ) é t a n t une s u i t e l o c a l i s a n t m , l a r e s t r i c t i o n à ^ de 

£ o m e s t une mesure a s u r (3̂ * â v a l e u r s dans H Â T M , à v a r i a t i o n f i n i e 

t e l l e que 

| a | < A = Tr . a . 

3 ° ) l e p r o c e s s u s n a t u r e l V de l a mesure a p o s s è d e l a p r o p r i é t é 

(M® t

2 - V t ) t p+ e s t une m a r t i n g a l e l o c a l e . 

D é m o n s t r a t i o n . -

Excep té l a p o s s i b i l i t é de p r o l o n g e r m s u r Ûfi ( e t non 

s e u l e m e n t s u r OÊ^) l e théorème e s t une c o n s é q u e n c e t r i v i a l e d e s 

t h é o r è m e s 5 e t 7 . 

Or c e d e r n i e r p o i n t e s t une c o n s é q u e n c e du lemme 

s u i v a n t : 

Lemme 3 . - t e l l e que V jl4 . . m s o i t une mesure s t o c h a s t i q u e 

S i m e s t une mesure sW? , * à v a l e u r s dans L ^ ( f i / î % I ) 

(p = 1 ou 2 ) , m se p r o l o n g e de f a ç o n u n i q u e en une a p p l i c a t i o n 

de Cê dans L^ (ft,T fP) t a - additive pour la m é t r i q u e de l a 

c o n v e r g e n c e én p r o b a b i l i t é . 

D é m o n s t r a t i o n . -

S i on pose 

m n (A) = m ( A f Q O j a ^ ) on a 

m n ( A ) = m n + p ( A n J O.aJ). 
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Si donc AC~]0>ul * 9, , d'après le théorème 9, 

m n ( A ) " m n + l
 ( A ) = m n + p

 ( A ^ u * ° n ' U A ° n + J > 

= 1 [ o + 1 A U > 0 A u j . [ m n (A) - m n + 1 ( A ) ] . 
u n + 1 n -1 

La condition lim a R = + • p. s. implique donc immédiatement 
n 

l'existence d'un m(A) £ L^ (fi^^P) défini presque sûrement 

par 

( 6 . 3 . 1 ) a) £ fa > u| m ( A > (w) = m ^ ( A > (w) p.s. 
L n J n 

Si (A ) est une suite décroissante avec f\ A = 0 
P P € M p; P 

et A Q C ]0,u] x fi 5 on a 

lim prcb m (A n ] ° 3 a

n l ) = i i m prob m R (A ) = 0 

P P P P 

Comme m (A p0] a R , a n + 1 l ) = m n + 1 (A p A > n , a n + 1 ] > 

= 1 r n

m n + l
 ( Ap / ^J an» an + l 3

) 

la ± 1 A U >a A U F 

u n+1 n -J 

on a P[m(A n ] 0 f a n ] ) * m (A ) | < P [a R < u] . 

D'où l'on déduit immédiatement la convergence ën probabilité 

vers zéro de m(A ) , et la a - additivité de m, pour la métrique 

de la convergence en probabilité. 

L'unicité de m résulte évidemment de l'unicité de sa restric

tion à et de sa a - additivité.» 

Il est évident qu'on peut généraliser les notations 

<M,N> et < m,n > du paragraphe 5 au cas des martingales 

locales. 
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6 . 4 M e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e e n g e n d r é e p a r u n e m e s u r e 

a l é a t o i r e . -

I l e s t c l a i r q u e , s i V e s t un p r o c e s s u s à v a l e u r s 

d a n s lE, t e l q u e , p o u r t o u t co 1 f a p p l i c a t i o n ] s , t ] - W ) V t (co ) - V g ( C J ) 

s e p r o l o n g e en u n e m e s u r e v(ou) s u r l e s b o r é l i e n s b o r n é s d e IR + , 

à v a l e u r s d a n s E , e n p o s a n t p o u r t o u t A fc Q£ 

f 
m ( A ) = 1 ( u , . ) v ( d u , . ) 

i A 

on d é f i n i t u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e ^ l o c a l i s é e p a r l a s u i t e 

( a ) d e t e m p s d ' a r r ê t s : 

a R (a ) ) = i n f { t : | | v | | 2 ( ] 0 , t ] , w) > n } 

6 • 5 ' I n t é g r a t i o n p a r r a p p o r t à u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e 

l o c a l e . -

Nous c o n s i d é r o n s l e s mêmes e s p a c e s B , Ê , (B^ , iB^ 

e t CBg q u ' a u § 5 , 

S o i t é g a l e m e n t m u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e e n 

g e n d r é e p a r un p r o c e s s u s Z = V + M o à X e s t s u p p o s é f o r t e m e n t 

c o n t i n u à d r o i t e , où V e s t l e p r o c e s s u s n a t u r e l d e E o m , d é f i 

n i e s u r Céç . e t à v a r i a t i o n f i n i e , M é t a n t u n e m a r t i n g a l e l o c a l e . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d M = 0 , S i X e s t un p r o c e s s u s p r é v i 

s i b l e , t e l q u e , p o u r t o u t t S e t t o u t t': 

1 X fc L B ( ^ ° ' t A*"J J O i t A a J x ÛÊ, | E o m | ) 
[ 0 , a n A t ] 2 

l ' i n t é g r a l e X d m e s t d é f i n i e p o u r t o u t A £ Ûfi^ e t l a m e s u r e 
t

 } A 1 9 

A ^ 5 X d m s e p r o l o n g e e n u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e 
J A 

à l a q u e l l e c o r r e s p o n d un p r o c e s s u s c o n t i n u à d r o i t e Y u n i q u e 

f ' 

à 1 ' i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s , q u e n o u s n o t e r o n s ( X d m) ou ( X d V ) , 

a p p e l é p r o c e s s u s i n t é g r a l d e X p a r r a p p o r t à m . 
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Dans l e cas où V = 0 on g é n é r a l i s e i m m é d i a t e m e n t l e 

t h é o r è m e 6 en c o n s i d é r a n t l ' i n t é g r a l e d e s p r o c e s s u s X p r é v i s i 

b l e s à v a l e u r s d a n s iH) t e l s q u e p o u r u n e s u i t e l o c a l i s a n t e c o n 

v e n a b l e = ( a ) de t e m p s d ' a r r ê t , p o u r t o u t t e t n on a i t 

' [ o ^ t ] x * Ll2

 ( I R + * ^ « B . T r • a) . 

L ' a p p l i c a t i o n . A X d m d é f i n i t , p o u r un t e l 

J A 2 

p r o c e s s u s , u n e m e s u r e à v a l e u r s d a n s L^ ( Q 5 Ï * , P ) , s e p r o l o n g e a n t 

en u n e m e s u r e s t o c h a s t i q u e l o c a l e à l a q u e l l e e s t a s s o c i é un p r o 

c e s s u s Y c o n t i n u à d r o i t e , u n i q u e à 1 ' i n d i s t i n g a b i l i t é p r è s , e t 

q u i e s t u n e m a r t i n g a l e l o c a l e . 

I l e s t é v i d e n t q u e t o u t p r o c e s s u s X t e l q u e 

( 6 . 5 . 1 ) p . s . X ( . ,u>) è il ( I R + , i 5 . , d <M,M> ( o , ) ) 

p o s s è d e l a p r o p r i é t é d ' i n t é g r a b i l i t é p r é c é d e n t e . I l s u f f i t en 

e f f e t d e d é f i n i r l a f a m i l l e d e t e m p s d ' a r r ê t p a r 
f t ? 

a _ ( a j ) = i n f { t : | | X ( . , u ) ) | L p d< M,M > (OJ) > n} 
J 0 ^ 2 

La f a m i l l e d e s p r o c e s s u s p r é v i s i b l e s v é r i f i a n t ( 6 . 5 . 1 ) 

s e r a d a n s l a s u i t e d é s i g n é e p a r -A.^ (M) . 

E n f i n , i l est c l a i r q u e s i M e s t à t r a j e c t o i r e s c o n 

t i n u e s on é t e n d c e q u i p r é c è d e a u x p r o c e s s u s X B i e n m e s u r a b l e s . 

Les p r o c e s s u s i n t é g r a u x s o n t a l o r s e n o u t r e c o n t i n u s . 
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7 # Formule de Ito. -

Dans ce paragraphe, nous étendons aux processus à 

valeurs dans un espace de Hilbert la formule de 11 composi

tion des différentielles 11 due dans le cas du mouvement 

brownien réel à K. Ito. 

IF H et C désignent des Hilbert séparables. 

7.1 Théorème 11. _ 

2 

Soit m la mesure stochastique dans (a,^,?) 

engendrée par la martingale M , à valeurs dans H , fortement 

continue, de carré intégrable. 

Soit v une mesure stochastique dans (ftj^P) 

à variation finie engendrée par un processus V dont les 

trajectoires sont continues et engendrent des mesures aléa

toires à valeurs dans IF. 

Soit $ une application de IF x (H > <E, 

continue, une fois différentiable par rapport à la première 

variable et deux fois différentiables par rapport à la deuxième 
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variable, les dérivées partielles Q^'® • 4>^ > 2 , étant 

supposées uniformément continues sur V(}0,tjxft) x MQO,t]xft) 

pour tout t. 

Alors, les deux processus ($(V.,M.)) + et 

"C "C t € l\ 
Y = (*(V .M ) + \ (V,M) dv + f $ 0 , 1 (V,M) dm + \ / * 0 , 2(V,M)d<m>) , 

30,tjxfi ] 0,t]x Q 1 ]0,t]xn t6/R 

sont indistingables. 

Démonstration.-

Nous montrons d'abord un lemme : 

Lemme 1 . -

Pour t o u t neU existe une suite croissante (TP), 
k ktffl 

de temps d'arrêts telle que 

(i) lim T k = + 0 ° p-s. 
k+°° 

/ • • \ n n r n - i 

T k+l > T k S U r L T k < 

2 1 

( i i i ) sup sup N | | M G ( ( D ) - M n ( o i ) | | <_ -

k ^ i " < ^ k + i
 T

k 

sup sup n ||V (»)-V n(».)|| < i 
k T ^ < s < x k + 1 ' x k 

sup sup I I <M> e(w.) - <M> (a)0|| < ~ 

k T k i s < t k + i T k 

D e mohstration.-

Posons T N = 0 
o 

et par récurrence définissons 

T £ + 1 <O>> = inf'{t : t > T £ (u>) , max (| JV^-V n | | , | l ^ - M n | | 2 ) , | | <M>t-<M> J | , > ±} 

T k T k T k 

(avec la convention inf 0 = 0 0 ) . 
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En raison de la continuité des trajectoires (la con

tinuité à droite suffit) de M et V , les r £ forment une 

suite strictement croissante de temps aléatoires qui sont des 

temps d'arrêt (en vertu de la continuité à droite toujours 

supposée de la famille (5^) ^ ^ + ) . D foù la propriété (ii). 

En outre, par définition, 

E( XL ! IM - M | | 2 ^ + I | V - V IL +||<M> - <M> I I M Ô I L I 
n . 1 1 n n 1 ' M A 1 1 n n M F : 1 1 n n 1 1 H < & 0 

= E E||M - M ||2 + S E ||V - V || + E E | | < M > 

* A t A t IH k t " t k T ^ A t 
k+1 k k+1 k k+1 

- < M > | | 
n . ' A 

<_ 2 X (]0 , t] x fi) + |v | (]0 , t ] x fi ) . 

Donc, pour tout k 

^ P C T k + i I t ] i 2 x 0°»^ x n ) + l v l Q0>xl x" > 

et par suite 

P [sup T J 1 t] = 0. 
k 

Ce qui signifie 

lim x n = + 0 0 p.s. 

k-*» k 

La propriété (i) du lemme est donc démontrée . Quant à la 

propriété (iii), elle résulte de la définition. 

Nous poursuivons la démonstration du théorème en 

écrivant, pour toute famille (cr£) vérifiant les propriétés du 

lemme, 
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• (V t,M t) ( V c , M o ) = z [.(V n ,M „ > - #(V ,M n > 
k L 0 a k + 1At o k + 1At akAt a k + 1At 

+ E [• (V , M ) - *(V M )] 
k>0 okAt o k + ]At dkAt akAt 

et en montrant que le second membre de cette égalité converge 

dans LQ (Çi,%P) vers Y ± . Les processus Y et (* (Vt , M t ) ) t R + 

étant continus, ceci prouvera leur égalité à 1'indistingabilité 

près. 

Pour simplifier les notations, t étant fixé dans la 

démonstration, nous noterons o £A t = a k . 

Nous décomposons .alors la démonstration en une succes

sion de lemmes : 

Lemme H. -

E [»(V n ,M n ) - • (V n,M n )] -4j£_2 > | * 1» 0(V,M) dv 

k^O °k+l °k+l a k °k+l L c(Q,^,P)]0,t]x il 

Démonstration du lemme %.-

Soit 

e,(n> = sup , Il * 1 > 0 (x) - • 1»°(y) Il 
1 M x - y | | < è 

En vertu de la formule des accroissements finis 

M E*(V n ,M n )-.(V n,M n ) " * l j ° ( V n , M n ) . (V n - V n ) | | 
k °k+l ak+l 0 k °k+l ak ak+l °k+l °k G 

< * E l ( n ) "V - v j l 

_ k °k+l ° K H 

On a 

(7.1.2)limE | | z « ( V n ,M n ) - *(V n,M n ) - * 1 , 0<V n,M n ).(Vn -V n>|| 
k ak+l ak+l °k °k+l °k °k+l °k+l °k 

< lim e^n) |v| Q0,t] x il) - 0 . 

n 
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Or, si on pose : 

* (u,w) = E $ 1 , 0 (V(*>) ,M(d>) ) 1 „ (u,<a) 
n v

x n 7 n 1 n n' 
k a k a k + l J a k ' a k + l i 

$ n converge simplement vers (V,M) sur } 0,t^ x n , 

avec 11$ M n < constante. Or <*> est elle même limite 

simple de fonction* étagées bornées par une constante. Donc $ n 

converge vers (V,M) dans DLç (ft,1%|a| ) et, par suite, 

dans (çi ,3%P) on a 

f • d v = E t 1 * 0 (V ,M ).(V - V > 
n , n n n n 

J ] o , t ] x a k °k °k+i ak+i °k 

e t 

lim j $ d v ={ I 1 » 0
 (V,M) d v. 

n ]0,t]x Q ] ° ' t J X 0 

Ce qui prouve le lemme 4 , 

Lemme 5 » -• 

Si i|; est un processus à valeurs dans 

i ( H . ® IHI i G ) , continu à droite, borné, on a 

1 T 

dans L^ ( , P ) , 

f <S> 2 
* L d < m > = lim z il; . (M - M ) 

* , r n n n 

]0,t]x Q 1 1 k C k a k + l a k 

D é m o n s t r a t i o n du l emme 5, -

Considérant la suite 

^ n = Z * - * n 

k -, n n 7 ov 

J a k ' ak+lJ k 

on a, en appliquant le théorème de la convergence dominée, 
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(7 .1.3) [ * d < M > = lim | « d < M > 
J n J]0,t]x Q n 

]o,t]x « 

= lim Z i|) . (<M> - <M> ) 
n k <jv an 

K k+1 K 

la limite étant dans L 1^ (fi,f,P). 

Il nous suffit de montrer maintenant que 

2 2 

(7.1.4) lim E ||E * n - [ ( M

n " M

 n

} ( < M > n " < M n" } 3 ' 1 = °* 
n k o k o k + 1 o k o k + 1 a k 

En utilisant la propriété de martingale de M, 

l'expression du 1er membre de {7,1.4) s'écrit : 

2 

E E | U . [(M n - M )® - (<M> n - <M> )]|| 2 < 
, l | y n u n n n n J 1 1 — 
k °k °k+l a k °k+l ck 

2 2 
< 2% Z [Eli (M - M )® M + EI I <M> i• <M> ||] 
— 2 , L M n n 1 1 1 1 n n , I J 

n k °k+l ak °k+l °k 

2 

< | ex f <]0,t] x fi), 
n 

D'où la formule (7 .1.4) et, compte tenu de (70.. 3 ) , le lemme 5. 

Lemme 6. -

I * (V ,M ) - * (V ,M n ) -2—^—=> * 0 , 1 (V,M) dm + 
k °k °k+l °k °k V " ' ? . P ) j0,t]x fi 

1 f °>2 

+ i j * (V,M) d < m >. 
]0,t]x fi 
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Démonstration du lenme 6..-

En appliquant la formule des accroissements finis à 

la fonction h —:> $ (x,y+h) - $ (x,y) - $ 0 , 1 ( x , y ) h 
2 

- 2 * ' ( x>y) • n ^ > o n obtient immédiatement, en posant 

e ( lO = sup (||*0'1(x,y)-$0'1(x',yI)||+||$0'2(x,y)-$0'2(x».,y')|| 
2 l l x - x ' H + l l y ' - y l l ^ 

||, * (V n,M n ) - .(V n,M n ) - l .^(V n,M n) (M n - M n ) 
k a k 0k+l °k °k °k 0 k °k+l ffk 

2 

- — E * °' 2 (V ,M ) (M - M )® || < 
-2» . . n n n n 1 ' — 

k °k a k °k+l °k 

<- 1 « 2 « k M M n - M n | |
2 

CTk+l °k 

Comme 

E ( z | |M - M | | 2 ) < X (l0,t] x a) 

k+1 k 

et, en vertu du lemme 5, on voit que le lemme 6 sera prouvé si 

0,1 ; 0,1 
(7.1.5) z $ (V ,M ) (M - M ) *V °° > $ (V ,M ) dm. 

k °k 4 °k+i '^gi6û»W]o.t]xn 

Or ceci résulte de ce que 

E 1 . * U > 1 (V ,M ) n °° > 1 $ (V ,M , ) . 

k j ^ k + j « î o ; ^ w ) j o . t i x 0 ^ 

Le lemme 6 est donc prouvé. 

Le théorème 11 résulte donc maintenant, compte tenu 

des remarques du début de démonstration, complètement des 

lemmes ^ et 6 . & 
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7 . 2 E x t e n s i o n a u c a s d T u n e m a r t i n g a l e l o c a l e M. 

S i l ' o n s u p p o s e q u e l e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s 

<!>^'^ , $ e t 0 ^ ' ^ s o n t u n i f o r m é m e n t c o n t i n u e s s u r 

l e s p a r t i e s b o r n é e s d e {F x (Hl , on é t e n d f a c i l e m e n t l e 

t h é o r è m e 1 1 a u c a s où m e t v s o n t d e s m e s u r e s s t o c h a s 

t i q u e s l o c a l e s . 

On s e r a m è n e a u c a s du t h é o r è m e 1 1 en c o n s i d é r a n t 

t, f 

u n e s u i t e l o c a l i s a n t e d e t e m p s <3T = ( c r ) d ' a r r ê t s d é f i n i e 

d e l a f a ç o n s u i v a n t e : s i ( a

n r ) e s t u n e s u i t e l o c a l i s a n t e 

p o u r v e t m , on p o s e 

< = a n A i n f { t : N M t M H + l|V t|| G > n} . 
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