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II - 1 

P R O B A B I L I T E S C O N D I T I O N N E L L E S R E G U L I E R E S 

I - E s p é r a n c e cond i t i onne l l e - N o t a t i o n s 0 

Soient ( 11 , [r ) e t (X, ) deux e s p a c e s p r o b a b i l i s a b l e s , *£ 

une a p p l i c a t i o n m e s u r a b l e de SL s u r X, P une p r o b a b i l i t é s u r & et 

V la p r o b a b i l i t é i m a g e de P p a r *f . 

Nous n o t e r o n s £> (Cl , (F ) le cône pos i t i f d e s fonc t ions 

m e s u r a b l e s à v a l e u r s d a n s ÎV**, p a r L° (p) l e cône quo t i en t de 

JÊ ( Q y ^ ) c o n s t i t u é p a r l e s c l a s s e s de fonc t ions P ~ é q u i v a l e n t e s . 

On déf ini t de m ê m e (X,® ) et L ° + ( V ) t 

Nous r a p p e l o n s que l ' e s p é r a n c e cond i t i onne l l e p a r r a p p o r t à )f 

(ou à 53 ) d ' une fonc t ion f G + ( X L ,9^) e s t l ' é l é m e n t de L,\ f v ) 

no té E f ou E ^ f, t e l que : 

P o u r tou t B € 33 | f d P = / E ^ f dV 

I (B) 

L ' a p p l i c a t i o n f <-v_5> E f p o s s è d e l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s , a n a l o 

g u e s à c e l l e s d 'une i n t é g r a l e s u r ( CL f & ) : 

1° - Il s ' a g i t d ' une a p p l i c a t i o n l i n é a i r e c r o i s s a n t e du c ô n e - ^ ^ ) 

d a n s le cône L + ( V ) 

2° - P o u r t ou t e su i te c r o i s s a n t e ( ^ e x t r a i t e de (£l,(F), c o n v e r -

géan t s i m p l e m e n t v e r s f, la su i t e (E f ) c o n v e r g e p r e s q u e s û r e m e n t v e r s 

E » f. 
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2 - P r o b l è m e s 

C h o i s i s s o n s d a n s chaque c l a s s e E f un é l é m e n t q u e n o u s n o t e r o n s e n 

c o r e E ^ f p a r c o m m o d i t é . L e s p r o p r i é t é s 1° e t 2° c i - d e s s u s donnent : 

( 1«) a) P o u r f t , f2 ç, &&{.a.,&) , , *x£ (R + : 

E ^ f j ) (x) + E ^ (cf2 f 2 ) (x) = E A ( ^ fj +o( 2 f 2 ) ( X ) V - p - s . 

b) £j < f 2 = ? > E 1 * ^ (x) £ E ^ f 2 (x) V - p - s . 

(2 1 ) P o u r t o u t e s u i t e c r o i s s a n t e ( f n ) e x t r a i t e de ) ; c o n v e r g e a n t 

p r e s q u e s û r e m e n t v e r s f on a : 

1m.. E (x) = E 5 3 f V - p - s . 
u n 

Le p r o b l è m e qu i s e p o s e a l o r s e s t l e su ivan t ; p e u t - o n c h o i s i r d a n s 

c h a q u e c l a s s e E v f un r e p r é s e n t a n t t e l que l e s r e l a t i o n s ( l 1 ) et (2 f ) p u i s s e n t 

ê t r e v r a i e s p o u r tou t x ? 

$> 

S' i l eh e s t a i n s i e n p o s a n t P (x, F) = E l p on obt ien t p o u r chaque 

x une m e s u r e F ~ > P (x, F ) , n o t é e P (x, . ) t e l l e que l ' e s p é r a n c e cond i t i onne l l e 

E f (x) so i t une e s p é r a n c e au s e n s o r d i n a i r e ; 

(2 - 1) 

E ^ f (x) = ff (y) P ( x , dy) 

On dédu i t d ' a i l l e u r s d e s p r o p r i é t é s 1° e t 2° c i - d e s s u s et d e s p r o p r i é t é s 

de l ' i n t é g r a l e q u e , s i l ' on a pu c h o i s i r d a n s chaque c l a s s e E 1 un r e p r é s e n -
F 

t a n t P ( i F) t e l que P (x, . ) so i t p o u r chaque x une p r o b a b i l i t é s u r 3* , l a 

fonc t ion de x déf in ie p a r l e s e c o n d m e m b r e de (2 . l ) e s t un é l é m e n t de la c l a s s e 
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Le p r o b l è m e p o s é e s t donc le su ivan t : e s t - i l p o s s i b l e de t r o u v e r une 

fonc t ion P , déf in ie s u r X x ? , t e l l e que : 

(P . C. R ) P o u r tout F Ê ( f P ( . , F) ë E l 
1 F 

(P . C. R ) P o u r tou t x £ X P ( x, . ) e s t un-e m e s u r e s u r fJZ*! 

C o m m e E 1 = 1 V- p - s , on voit que P (x, . ) a V- p r e s q u e 

s û r e m e n t p o u r n o r m e 1. E n r e m p l a ç a n t P (x, . ) p a r la m e s u r e nu l l e s u r un 

e n s e m b l e de m e s u r e V- n u l l e , on voit qu ' on peu t s ' i m p o s e r , s a n s s e r e s t r e i n 

d r e , de s u p p o s e r que l e s m e s u r e s P (x, . ) sont d e s p r o b a b i l i t é s ou sont n u l l e s . 

La fonc t ion P (. , . ) l o r s q u ' e l l e e x i s t e e s t a p p e l é e une p r o b a b i l i t é c o n 

d i t i onne l l e r é g u l i è r e . 

On s a i t qu 'Une t e l l e p r o b a b i l i t é cond i t i onne l l e r é g u l i è r e n ' e x i s t e p a s 

t o u j o u r s , cf. j 1^ et [ 3 ] 

La s u i t e de ce t e x p o s é e s t c o n s a c r é e à d o n n e r deux c a s i m p o r t a n t s d ' e x i s 

t e n c e . 

3 - Déf in i t ions e t l e m m e s r e l a t i f s a u x C l a s s e s c o m p a c t e s et aux m e s u r e s . 

3 - 1 - C l a s se_ £ o m £ a c t e ^ (cf. ) 

Un e n s e m b l e G de p a r t i e s d ' un e n s e m b l e E e s t a p p e l é c l a s s e c o m p a c t e 

s ' i l p o s s è d e l a p r o p r i é t é : 

P o u r t ou t e s u i t e (C ) e x t r a i t e de G l ' i m p l i c a t i o n s u i v a n t e e s t v r a i e : 

V 11=1 <*-~\ 
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3 - 2 - Déf in i t ion , 

Soitv^: un a n n e a u b o o l é e n de p a r t i e s de E , et so i t ê une c l a s s e c o m p a c t e 

a v e c e t so i t Ji un a n n e a u b o o l é e n a v e c j£ a j/b . • Une fonc t ion r é e l l e 

p o s i t i v e o{ , déf in ie s u r dt e s t d i te r é g u l i è r e s u r r e l a t i v e m e n t a S , s i p o u r 

tout A 1 £ cTt on a o( (A f ) = sup \ << ( c ) : c e ê , C C A 1 } . 

3 - 3 - L e m m e 1. 

Si o( e s t une fonc t ion a d d i t i v e r é e l l e p o s i t i v e déf inie s u r et r é g u l i è r e , 

s u r cÂ r e l a t i v e m e n t à l a c l a s s e c o m p a c t e 8 c ^ , a l o r s e s t 0". a d d i t i v e s u r 

3 - 4 - L e m m e 2. ( cf. [ 11 j p . 228 et 229) 

Soient T un e s p a c e t opo log ique s é p a r é , X> l a t r i b u de s e s B o r é l i e n s , 

% l ! e n s e m b l e de s e s c o m p a c t s . Soit X une a p p l i c a t i o n de OC d a n s fî^ +, p o s s é 

dant l e s p r o p r i é t é s : 

a) X e s t c r o i s s a n t e 

b) P o u r tou t coup le ( K j , K^Ç. îf( Y $t on a : 

A ( K X o K 2 ) < : A (Kj) + A ( K 2 ) 

c) P o u r tou t coup le (K , K ) é *K x # t e l que K n K = $ on a 

A (KjU K 2 ) = X ( K 2 ) + A (K 2 ) 

A l o r s i l e x i s t e s u r une m e s u r e yuc t e l l e que : 

( 3 - 4 - 1 ) P o u r tou t o u v e r t O : 

jMO) = sup - |A(K) : K e K , K e u ] = sup.Jj^(K) : K e f t , K c o ] 
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( 3 - 4 - 2 ) P o u r tou t B o r é l i e n : 

jO^(M) = inf jj^(O) : O o u v e r t , O 3 m} . 

4 - T h é o r è m e s de r e l è v e m e n t -

4 - 1 - ThJ jo rème_^ -

Supposons que l a t r i b u ÏF sur-O. a d m e t t e un s y s t è m e d é n o m b r a b l e ^ 

de g é n é r a t e u r s et q u ' i l e x i s t e une c l a s s e c o m p a c t e t e l l e que p o u r 

tou t F € & , P (F) = s u p j P (C) : C € 6 , C c F J . 

Soit F $> h une a p p l i c a t i o n c r o i s s a n t e add i t i ve de d a n s 

L+ (X, (h, V ), t e l l e que p ( F \ F f \ F^) = 0 p . = h j , (dans L 1 ) . 

A l o r s i l e x i s t e une a p p l i c a t i o n h : x -—> h (x, . ) de X d a n s le cône 

d e s m e s u r e s p o s i t i v e s s u r ^ t e l l e que p o u r tout x, h (x, # ) so i t 

r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à ê , et t e l l e en o u t r e que pou r tou t Fe. 3^ on a i t 

h ( . , F) € h p . 

D é m o n s t r a t i o n -

D é s i g n o n s p a r <£> 1 l ' a l g è b r e b o o l é e n n e e n g e n d r é e p a r ^ s u r XL . 

C o m m e X) 1 e s t d é n o m b r a b l e , p o s o n s £ 1 = •j D : neiKtt} P o u r chaque n, 
n 

so i t (C ) une su i t e e x t r a i t e de 6 t e l l e que P (D ) = syip P ( C x ) . D é s i -
n i n i . n 

gnons p a r S> l ' a l g è b r e b o o l é e n n e e n g e n d r é e p a r ^ e t p a r ^ C n î n j » e t 

c h o i s i s s o n s un r e p r é s e n t a n t h de chaque c l a s s e h , D é: 5 ) . P o u r tou t 

couple ( D j , D 2 ) t e l que D ^ D 2 = j£ on a h D (x) + h D (x) = h j ) u t) ^ ^" P # P # 

L ' e n s e m b l e d e s c o u p l e s (D , D ) é t an t d é n o m b r a b l e , il e x i s t e un e n s e m b l e 

N de m e s u r e J (N) = O t e l que p o u r tou t x G. X \ N et tou t couple (D^, D2) G 

£ S x g a v e c DjH D 2 = 0 on a i t : 

h (x) + li (x) = li t ^ (x). 
Dj V ' D

2

 D l U D 2 

L e fai t que P (D J = P (U C 1 ) e n t r a i n e , un v e r t u d e s h y p o t h è s e s 

du l e m m e , que Zlytt h C x = li • 
H i n D 

* n 
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On a donc : 

t i /mh iôd , , , 
i C = h .(x) V - p - p . 

n D 
n 

Il e x i s t e donc un e n s e m b l e V - n é g l i g e a b l e M t e l que : 

x à M h i , x _ , x r i C (x) = h (x) p o u r tou t n, 
n D 

n 
p o u r tou t x ê X \ ( M U N ) l ' a p p l i c a t i o n D <^~-2> (x) e s t donc 

une fonc t ion r é e l l e s i m p l e m e n t a d d i t i v e sur<5) , et r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t 

à l a c l a s s e c o m p a c t e -je 1 \ . s u r . L a r e s t r i c t i o n de D <̂ -̂ > h (x) 
^ n ù n. 1 D 

à © e s t donc ^ a d d i t i v e d ' a p r è s l e l e m m e 1. E l l e a d m e t donc un p r o l o n 

g e m e n t en une m e s u r e s u r (fi . P o u r tout x £ X \ M U N nous d é s i g n o n s 

p a r h (x , . ) l a m e s u r e p r é c é d e n t e . Enf in p o u r x £ M u N nous pouvons 

p r e n d r e l a m e s u r e h (x , . ) = P . 

P o u r tou t D e ® l a fonc t ion x h (x, D) e s t un é l é m e n t de h , 

3 - m e s u r a b l e . Si nous d é s i g n o n s p a r <M> l ' e n s e m b l e d e s F € (F t e l s que 

x h (x, F) so i t un é l é m e n t de h , # 3 - . m e s u r a b l e , nous voyons i m m é d i a -
F 

t e m e n t que JUf e s t une c l a s s e mono tone ( é g a l e m e n t vin A - s y s t è m e ) con tenan t 

«8 , donc con t enan t (F . D ' où h ( . , F ) e h p o u r tout F g & 
F 

Enf in , le. fai t que p o u r tou t x l a m e s u r e h (x, . ) so i t r é g u l i è r e 

r e l a t i v e m e n t à € s u r <§) 1 e n g e n d r a n t ffi, e n t r a i n e , c o m m e il e s t b i e n connu 

(voir [ 9 i ) que h (x, . ) e s t r é g u l i è r e p a r r a p p o r t à 6 s u r (fi . 

4 - 2 - T y _ o r è m e _ 2 0 

Soient £L un e s p a c e topo log ique s é p a r é / 3^ la t r i b u de s e s B o r é -

l i e n s et X l ' e n s e m b l e de s e s c o m p a c t s . Soit (T, %> ; v> ) un e s p a c e p r o -

b a b i l i s é , t e l que l a t r i b u S a d m e t t e un s y s t è m e d é n o m b r a b l e Ç de g é n é -

r a t e u r s . Soit V l a m e s u r e c o m p l é t é e de V s u r la t r i b u o . 
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Soit F '-v.--^ h une a p p l i c a t i o n c r o i s s a n t e «r- add i t i ve de Cr d a n s 

1j\ (T , £ , 7 ,) = L 1 ^ (T, fc/, V ), et r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à # . 

A l o r s i l e x i s t e une a p p l i c a t i o n h : t a h (t, . ) de T dans le c ô 

ne pos i t i f 7îG+ (SL , ) d e s m e s u r e s s u r (F , t e l l e que p o u r tout t , h (t, . ) 

so i t r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à la f a m i l l e d e s c o m p a c t s , e t t e l l e que p o u r 

tou t F é h ( . , F)G <<DA (T , , V ) a v e c h ( . , F ) é h 

p ^ m o ^ ^ s t r a t i o n . 

1° - Déf in i t ion h (t, . ) add i t i ve s u r p o u r tou t x 

C o n s i d é r o n s l ' a n n e a u & d 'un i t é T e n g e n d r é e p a r Ç . Soit f l ' e n 

s e m b l e d e s p a r t i t i o n s f i n i e s de T , f o r m é e s d ' é l é m e n t s de . L ' e n s e m b l e 

^ e s t f i l t r a n t à d r o i t e p o u r l a r e l a t i o n d ' o r d r e déf in ie p a r ( £P W éP'"),^^ 

t ou t é l é m e n t de e s t r é u n i o n d ' é l é m e n t s deP . C o m m e f e s t d é n o m b r a -

b l e on peu t e x t r a i r e une su i t e ( $V ) cof ina le à ^ . C o m m e tou t é l é m e n t 

de d a p p a r t i e n t à une p a r t i t i o n J £ ? , i l e s t r é u n i o n f inie d ' é l é m e n t s 

d ' une p a r t i t i o n 5^, D 'où L J ^ e n g e n d r e l a t r i b u . 

P o u r tou t n e t tou t F £ ? , p o s o n s 

D ï = H- 1 / "h ^ dV . 1 A 

n F A e ^ S? (A) a 

' h d = 0 s i y/(V) = 0 
ryy, V F 

Il r é s u l t e d ' u n t h é o r è m e c l a s s i q u e de d é r i v a t i o n (voir (i2]p 155 ou [2. 3 p 345) 

que la su i t e Dn h c o n v e r g e V - p r e s q u e p a r t o u t v e r s un r e p r é s e n t a n t 

q u e l c o n q u e de h . 

C o n s i d é r o n s a l o r s un u l t r a - f i l t r e %L (n) s u r DsJ! p lu s fin que le f i l t r e 

de F r ochet ; p o u r tou t t £ĵ JJ) ^ n (*) e x î s t e d a n s fR* avec : 

U(n) n F W = C 4 V t / D h (t) l o r s q u e ce t t e 
n n F 

d e u x i è m e l i m i t e e x i s t e , 
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P o s o n s a l o r s : 

( 4 - 2 - 0 h F (t) = £fa D n 5TF (t) 

P o u r v>- p r e s q u e tou t t on a : 

h F (t) = Ï F (t) 

d 'où : 

( 4 - 2 - 2 ) h F & h F 

^ 1 i l 

L ' é g a l i t é h € h ^ e L (T, *C , *v> ) i m p l i q u e que V\ t : (t) = + ] = 0. 

Soit N = 1 1 : h (t) = + °° \ 

P o s o n s a l o r s : 

( 4 - 2 - 3 ) k (t, F) = h (t) s i t à N 
J F T 

, k (t, F) = 0 s i t é N 

L ' a d d i t i v i t é de chaque k (t, . ) r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t de la f o r m u l e 

( 4 - 2 - l ) e t de l ' a d d i t i v i t é d e s a p p l i c a t i o n s F ^ > (t) f a c i l e m e n t v é -

r i f i a b l e . 

2 ° - Déf in i t ion de h (t, F) 

C o n s i d é r o n s la r e s t r i c t i o n K <-v_-*> k (t, K) de k (t, . ) à 1/*C 

p o u r tou t t; N o u s d é s i g n e r o n s p a r h (t, . ) la m e s u r e s u r (K e n g e n d r é e p a r 

k (t, . ) a u s e n s du l e m m e 2. Nous a v o n s s e u l e m e n t à m o n t r e r que p o u r tout 

F fe cT on a h (. , F) G h . 
F 

P o u r tou t o u v e r t O on a (voi r l e l e m m e 2 ) : 

( 4 - 2 - 4 ) h (t, O) = s u p | k ( t , K ) ; K é X , K C O j i k (t, O) 

E n v e r t u de l a r é g u l a r i t é r e l a t i v e m e n t à *K de F h ^ , il e x i s t e 

une su i t e (K^) c r o i s s a n t e de c o m p a c t s i nc lu s d a n s O t e l l e que : 

f I h - h T l d V = O 
n J » O K n « 
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D 'où en v e r t u de (4 - 2 - 2) : 

j ] k ( . , 0) - k ( . , K n ) | d V = 0 

D 'où p o u r V- p r e s q u e tou t t : 

h (t, 0)> &Wk (t, K ) = k (t, 0)± h (t, 0) 
n n 

Soit : 

h ( t , 0) = k (t, 0) p o u r V p r e s q u e tou t t 

La r e l a t i o n : h ( . , F) £ h e s t donc v r a i e p o u r tou t F o u v e r t . 
F 

Il e s t é v i d e n t , en r a i s o n de la en a d d i t i v i t é de F ^ > h e t de F ^ > h (t, F) 
F 

p o u r tou t t , que l ' e n s e m b l e JlÂ> d e s (F p o u r l e q u e l la r e l a t i o n h ( . , F) £ 
€ h e s t un A s y s t è m e . Ce A s y s t è m e con t enan t l e 77- s y s t è m e d e s o u v e r t s 

F 
qui e n g e n d r e l a t r i b u & , -cAC = & . D 'où 1 e t h é o r è m e . 

5 - L e s t h é o r è m e s d ' e x i s t e n c e de p r o b a b i l i t é s c o n d i t i o n n e l l e s r é g u l i è r e s . 

5 - 1 - Theorèjne__ 

Soit ( / & ) un e s p a c e p r o b a b i l i s a b l e , fF a d m e t t a n t un s y s t è m e 

d é n o m b r a b l e de g é n é r a t e u r s . Soit P une p r o b a b i l i t é s u r f£ % r é g u l i è r e r e 

l a t i v e m e n t à une c l a s s e c o m p a c t e 

P o u r tou t e s p a c e p r o b a b i l i s a b l e (X,& ) e t t o u t e a p p l i c a t i o n m e s u r a b l e 

de ) d a n s (X, ffh ) i l e x i s t e une p r o b a b i l i t é cond i t i onne l l e r é g u l i è r e 

s u r tF , r e l a t i v e m e n t à T . 

Soit V = T (P ) . L ' a p p l i c a t i o n F ^—:> E 1 v é r i f i e l e s h y p o t h è s e s 
F 

du t h é o r è m e 1 c o m m e on s ' e n a s s u r e f a c i l e m e n t . La fonc t ion h ( . , , )du 

t h é o r è m e 1, f ou rn i t donc une v e r s i o n de l a p r o b a b i l i t é r é g u l i è r e c h e r c h é e 

5 - 2 - T h é o r ^ è m ^ 2 , _ [ J m n ^ . 

Soien t SL un e s p a c e topo log ique s é p a r é , 3* l a t r i b u de s e s B o r é l i e n s 

l ' e n s e m b l e de s e s c o m p a c t s , et so i t P une p r o b a b i l i t é SMTZF 9 r é g u l i è r e : r e 

r e l a t i v e m e n t à % . 
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Soit (T, ) un e s p a c e p r o b a b i l i s é , t e l que l a t r i b u £ a d m e t t e un 

s y s t è m e d é n o m b r a b l e de g é n é r a t e u r s e t so i t ?̂ une a p p l i c a t i o n m e s u r a b l e 

de , 3e ) d a n s (T, £ ). A l o r s i l e x i s t e une v e r s i o n m e s u r a b l e r é g u -

l i è r e de l a p r o b a b i l i t é cond i t i onne l l e P . 

Soit V = T ( P ) . L ' a p p l i c a t i o n F <^->> E ^ 1 v é r i f i e l e s h y p o t h è s e s 

du t h é o r è m e 2, c o m m e on s ' e n a s s u r e f a c i l e m e n t à p a r t i r de l a r e l a t i o n : 

( V F ) ( F e & ) P ( F ) = J E * î d ^ . 
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