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SEMI-GROUPES STOCHASTIQUES 

I - Introduction. 

Un semi-groupe est un ensemble muni d'une loi de composition interne 
associative, que nous appellerons multiplication : 

(xy) z = x (yz) 

Un semi-groupe topologique est un semi-groupe muni d'une topologie 
pour laquelle la multiplication est continue. 

Soit ( -T2 . , , P ) un espace de probabilité.!^ ( Ce? ) ^ &J 
est une transformation mesurable deXX-dans un espace mesurable, qui est 
un semi-groupe topologique . On a alors un élément aléatoire à valeurs 
dans un semi-groupe topologique. . 

Dans ce qui suit, nous ferons abstraction de l'espace (S <¿,̂A-̂  , P) 
et considérerons des mesures de probabilités sur un semi-groupe localement 
compact separable ou compact. 

L'étude des mesures de probabilités sur des semi-groupes,qui sont 
alors appelés semi-groupes stochastiques,est une étude récente ; elle a dû 
commencer vers 1955. L'étude des mesures de prpbabilités sur les semi-
groupes finis a débuté par un article d'Hew itt Z^ckermann et a été poursuivie 
par Stefan Schwarz en particulier. En ce qui concerne les semi-groupes com
pacts et localement compacts, on peut citer Rosenblatt, Kloss, Schwarz, 
Pym. 

Après le rappel de définitions et de résultats d'algèbre, de topologie, 
de probabilités, je parlerai de la convolution des mesures de probabilité, 
des mesures idempotentes et des théorèmes limites sur les semi-groupes lo
calement compacts separables et surtout sur les semi-groupes compacts. 

II - Quelques définitions en algèbre. 

Soit S un semi-groupe. 

S satisfait à la règle de simplification à droite si : 

xa = ya —J£» x = y Y x, y, a 
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On a de même la simplification à gauche et la simplification à droite et à 
gauche. 

2 
A est un sous semi-groupe de S si AcS et A c A 

Uh idéal à gauche L» de S est un ensemble non vide tel que L <CT S et S L C L • 
On définirait de même un idéal à droite et un idéal bilatère. Dans la suite, 
si l'on emploie le mot idéal seul, il s'agira d'un idéal bilatère. 
Un élément e de S est un idempotent si e^ = e. Un élément o de S est un 
zéro si ox = xo = o , S a ^ n z e r o . Un élément 1 de S est un élémen t unité 
si x 1= x' 1 = x . S a au plus un élément unité. 

e 
Un idempotent est appelé primitif s'il n'existe pas d'idempotent f non-zéro 
tel que ef = fe = f. 
Un idéal à gauche L de £ est minimal s'il ne contient pas d'autre idéal à gauche 
de S q u e lui-même. 
On a de même des idéaux à droite minimaux et des idéaux bilatères mini
maux. 

Si S ne contient pas d'autre idéal à gauche que lui-même, il est dit simple à 
gauche. On voit ce que signifient les mots simple à droite et simple. 

S est complètement simple : 
1° - s'il est simple ; 
2° - si tout idempotent non zéro de S est primitif ; 
3° - si pour chaque a £S il existe au moins une paire d'idempotents non 

zéro e et f tels que ea = a = af. 

III - Quelques propriétés des ^emi-^roupes^ compacts. 

Voir Numakura. 
Soit S un semi-groupe compact. 

Pour a ^ S , on pose A = ( a, a ,̂ . .) Alors la fermeture A de A contient 
comme sous-ensemble quelque groupe commutatif fermé D. 

S contient donc au moins un idempotent. 
On montre de plus que A contient un seul idempotent. Soit e^ cet idempotent. 
On dit alors que a appartient à l'idempotent e^ . 

S a un unique idéal bilatère minimal K qui est complètement simple et com
pact; K est le noyau de S. 

Si E est l'ensemble des idempotents de S, on a : 

K = /~1 S e , S 
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Soient e^ et e ^ éléments quelconques de E', ensemble des idempotents 
de K, alors e^ K e ^ est un groupe. 
K est l funion des groupes e^ k . Deux tels groupes sont disjoints ou 
confondus et isomorphes l'un à l'autre. 

£ est l fensemble des idempotents de S. Si S = S, alors S E S = S 

- Theorème_d^WALLACE. 

Voir Wallace. 
S est un semi-groupe compact complètement simple. 
S est isomorphe à l'espace produit T x X x Y, 

où T est un groupe topologique compact et X et Y sont des espaces compacts. 
La multiplication dans T x X x Y est définie par la relation : 

( t , x, y) ( f , x ' , y ' ) = Q<p (x , y ' ) t ' , x ' , f ] 
où y) est une fonction contir ::e de X x Y dans Tt la réciproque est vraie. 

IV - Def in it i o n s_ de__ c a 1 cul_ des J3 o^ol̂ b il ites. 

On ne considère dans la suite que des semi-groupes S compacts ou 
localement compacts separables. La (T- algèbre sur de tels semi-groupes 
sera laCT-algèbre^des boréliens, c'est-à-dire la (f -algèbre engen drée 
par les ensembles ouverts. 

Les mesures de probabilités seront régulières c'est-à-dire si E¿3&, alors : 

P (E) = inf ( P (O) : couvert ^ E ) 

P (E) = sup. ( P ( :) : C compact cJ&) 

Il existe plusieurs définitions possibles du support e; (P) de la mesure de 
probabilité P. 
En voici une : s (P) est défini comme l'ensemble des points dont tout vo i 
sinage a une mesure positive. Le support est un ensemble fermé. 

L (S ) est l'ensemble des fojn^l^cjç^réelles continues à support compact. 
Pour une mesure de B o r e i m et pour f £-L (S), on pose : 

I ( f ) = / s f (s) m. (ds) 

Alors I (•£) est une fonctionnelle linéaire positive sur L (S). Réciproquement 
à une telle fonctionnelle I ( f ) sur L (S), il correspond une mesure de Borel 
régulière sur S telle que : 

I ( f ) = f f ( s ) m (ds) 
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On définit maintenant la convergence vague d'une suite ( P ) de mesures de 
probabilité à une mesure m. 
p ^ vaguemer^ ^ g . e t s e u l e m e n t g i . y f £ L ( s ) f d p ^ ( s ^ £ f d m 

La convergence faible est définie de façon analogue en utilisant les fonctions 
bornées et continues. 

P —^ Q faiblement si et seulement si P — ^ Q vaguement et si Q (s) = 1 
Les deux concepts coïncident dans le cas compact. 

On peut définir une topologie faible sur l'ensemble £P(S) des mesures de pro
babilité sur S, qui sont régulières. 
Appelons (S ) l'ensemble des fonctions réelles continues et bornées sur S 
et C g (S) l'ensemble des fonctions réelles,Cornées, continues et positives 
sur S. 

On prend pour base de voisinage à P, les ensembles 

V (P, f , & ) = ( P ' ¿f{S) : | J f d P ' - J fdp (<£ ) , oü f g C g (S') 
et£^>o quelconque et où l'on fait varier f et £ . ' 

V - Définition_deJLa_ convolution. 

On donne deux définitions équivalentes de la convolution pour des semi-
groupes S compacts ou localement compacts separables. Voir Stromberg. 

a) Soit f £JL (S). On a : 

R ( f )=JS Js £ (st) P (ds) Q (dt) 

A R ( f ) fonctionnelle linéaire sur l (S) , il correspond une mesure 
de probabilité régulière telle que : 

R (f) = j ¡ f ( s ) R (ds) 

On appelle R la convolution P^- Q de P et de Q. 

b) On définit : 

V B £ (H) (S) P ^ C ( B ) = R (B) =JsJ"s I B (st) P (ds) Q (dt) 

Le support de la convolution P Q est la fermeture du produit des sup
ports P et Q respectivement, s (PX~Q ) = s (P) , s (Q ) 

Soit S un semi-groupe localement compact separab le .^ (S), muni de la 
convolution est alors un semi-groupe topologique, dans la topologie faible. 
Voir Kallianpur. 

Soit S, un semi-groupe compact. Alors <j (S), muni de la convolution, 
est un semigroupe compact, dans la topologie faible. 
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On peut alors essayer de caractériser des é 1 éments algébriques particuliers 
dans£P(S). Voir Kloss. 

Si $ est commutât if, fP(S) l'est aussi. 

VI - Mesure_s_deJ^r obab ilite_id^mpjptente_s_. 

Une mesure de probabilité P est idempotente si P ^(-P = P. C !est 
un idempotent dans le semi-groupe £P (£>) 

$ est maintenant un semi-groupe compact. 

Théorème. 

Soit P £ cf^($) avec P^ = P. Alors s (P) est un sous semi-groupe 
complètement simple de J>. 

D£mo^^ration. 

Posons s (P) = H 

On a s (P) . s (P) = s (P ) . Donc H est un sous semi-groupe, il est 
compact, car le support est un ensemble fermé. Soit K son noyau, on dé
montre que K = H. Comme K est un sous semi-groupe complètement simple, 
H est alors complètement simple. 

On va démontrer que H = K 

a) Soit f g L (H) 

Soit g (y) =Jî (xy) d P (x) 

Alors g (y )gL (H) et g (y) atteint sa valeur maximum à un point hg , H. 

g (h) lj\ (xh) dP (x) = f (xy h) d P (x) dP (y) = J^g (y h) d P (y) 

D'où g (h) = g (y h) Vy fcH 
Comme K h K, il y a des points pour lesquels g (y) atteint son maximum 
qui sont contenus dans K. 

b) Si H^rK , H - K est non vide. Dans H - K, il existe au moins un idem
potent. 

Si non, E étant l'ensemble des idempotents de H comme H = H, on a : 

H E H = H 
Si E c K, alors H E H = H o K , ce qui est contraire à l !hypothèse, donc 
H - K contient au moins un idempotent e. 
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c) Soit f £ . L + (H), telle que f (e) = 1 et quef soit nulle sur K. Soit g (y). 
Soit k £ K tel que g^ (y) atteint son maximum en h. 

On a alors : 

g (h) =y"f Jx h) d P (x) = 0 
car f est nulle sur K, qui est un idéal de H. 

o 
D !autre part, g (e) \ 0. 

o s En effet, soit V (e) un voisinage de e, tel que f ( x e ) ^ f (e) -£ 
pour x £ V (e) , il en existe car la multiplication et f sont continues. V (e) 
a une mesure positive. On a alors ; ^ 

io (•) = / f
0 <«) d P W^/v ( e )

 f
0 ( « ) d P W^fo ( 6 ) J P £ ( ^ 

Or, la valeur maximum de est 0. Donc on aboutit à une contradiction. 

H = K 

Une mesure P est invariante à droite sur un semi-groupe S compact si : 

V f £ L (S) g (y) = (xy) d P (x) est constante sur S. 
Théorème : Soit S un semi-groupe compact et P un idempotent de (S). Nous 
supposons que s (P) est un sous semi-groupe simple à gauche. Alors P est une 
mesure invariante à droite sur s (P ) . 

Théorème : Soit S un semi-groupe compact, et T un sous semi-groupe de 
S simple à gauche avec un nombre fini d1 idempotent s. Soit Pg^J (S) tel que 
a) s (P) C T, 
b) La mesure P est invariante sur quel que groupe composant de s (P ) . Alors 
P est un idempotent de %} (S). 

Théorème : Soit S un semi-groupe compact avec un idempotent unique. Pour que 
P~€^*^(Sy soit un idempotent, il est nécessaire et suffisant que s (P) soit un 
groupe, et que P soit la mesure invariante de Haar sur lui. 

Théorème : Soit S un semi-groupe compact commutatif. Pour que P 
soit idempotent il est nécessaire et suffisant que ^ (P) soit un groupe, et que 
P soit la mesure de Haar un variante sur lui. 

1. Ex^tejice_d'un_z£ro_de_J^^dans_le_çasj^mmutatif.' 

Théorème : 

Soit S un semi-groupe compact commutatif. 
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Alors il existe unique £.oP(S) tel queJ£^P =jf)VP j7?est *a 

mesure invariante sur l'idéal minimal £;> S. 
o 

" ThJîjDrènnLe. 

Soit S un semi-groupe compact.y (S) a une unité si et seulement 
si S a une unité e. Dans ce cas l'unité àe\j ( s ),est la masse^au point e. 

Les théorèmes concernant les mesures idempotentes, l'existence de 
zéro et d'unité sont dus à Kloss. 

Kloss classe aussi les mesures de probabilité dans le cas où S est 
un semi-groupe compact commutatif. 

- Th_eorème. 

S est un semi-groupe compact.s (P ) , P t^cP(S)> Pldempotente, est un 
semi-groupe complètement simple compact. Alors on a d'après le théorème 
de décomposition de Wallace : 

s (P ) = T x X x Y 

On démontre que : 

P = X x <Ç x/fj 

où %C est la mesure de Haar sur T ,^* et /]fj sont des mesures de pro
babilités régulières sur X et Y. 

Réciproquement toute mesure de probabilité de cette forme est une 
mesure idempotente sur le semi-groupe complètement simple T x X x Y et 
l'admettant comme support. Voir Heble - Rosenblatt et Pym. 

VII - Théorèmes limites. 

Soit S un semi-groupe localement compact séparable au compact. 

- Théorème, 

Pour P £.{P ( S ) , il existe P' £*^P(S) tel que P = l im P ! n comme 
n .—^O^si et seulement si P est un idempotent. 

On a, en effet : 

P = l im, p t2n= lim P' n ¥ - P ' n = P-*-P 

L'inverse est évident. 
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S est maintenant un semi-groupe compact : 

" The_orème^ 

Pour qu'il existe une distribution limite de P n , n ^~^ç>*£ÇoxiJp£*«^(S) 
appartient à l'idempotent E^, il est nécessaire et suffisant que R^. E^ = E^. 

, I - SoitP£^p (S) 
L/£ S (P) J n est un semi-groupe fermé donc compact, on l'appelle le semi-grou
pe engendré par le support de P. Voir Rosenblatt. 

Soit P ^ lJ (S). Si P' est limite d'une suite partielle de ^P n ) 
alors s (P ) est le noyau du semi-groupe engendré par le support de s (P ' ) 

- Théorème. 

Soit P ^ (J ( ^ ) î S semi-groupe compact. 
Alors : A l o r s : r-^ n ^1 

converge vers unelimitejj/. 

On a X 2 = JC et R^JS= JT^ P = TC* * 

Voir Rosenblatt. 

- Démonstration. 
a) f £ L (S) , espace des fonctions continues sur S. 

SoitlITfl W = j î (xy) dP(y) 

Alors comme la famille de fonctions f (x) = f (xy) est équicontinue en x, 
jjT f j (x) est une fonction continue. 

On a JTn f j (x> = J f̂ (xy) d ? n (y) 

La suite (fTN fj (x) ) est une famille équicontinue de fonctions, puis-
que la famille f v (x) l'est. 

b) D'où si l'on pose^T n = —Y~T T J , ( T n f ) (x) est une famille 
n fïi 

équicontinue de fonctions et ( T N f ) est fortement compact séquentiellement. 
Comme | } T | | = 1 et T N f-^>0, d'après un théorème ergodique Ï n - ^ . T 

fortement avec T T = T *T - *T 2 = T et T possède la positiviste. 

c) D«gù : s 
y*% f (x) d P (x) = f f (x) d j X (x), la première intégrale est en effet 

une fonctionnelle linéaire positive sur Tj (S). 
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J^^Tn f (x) d P ( x ) - £ j T f (x) dP (x) = j f (x) d j £ ( x ) 

-Ljî (x) d ^ P ^ ( x T | - ^ J f (x) d ^ x ) 

D'où : 
1 r n n 

_ 23 P " 1^ 7^faiblement. 

- Théorème. Soit S un semi-groupe compact aveckS = k ou|Sk = kj pour tout k £ K , 
noyau de S. Si le semi-groupe engendré par le support de ? £ £P(S), alors 

l im P n = ••?' 
n -5>£*3 

ou 3 t = l im _L •A et > 1 a K comme support, 
n j & 1 

Les mesures de probabilités idempotentey sur les semi-groupes com
pacts ont donc comme support des semi-groupes complètement simples et d'autr< 
part, si P ^^J^( , c )» semi-groupe des mesures de S semi-groupe compact, 
alors 

I n 3 
^ ~^pC> mesure idempotente. 

n j = i 

VIII - Autres problèmes concernant les semi-groupes stochastiques. 

Il pourrait être intéressant d'introduire une analyse harmonique sur 
les semi-groupes compacts, ce qui permettrait de préciser les théorèmes 
limites. On pourrait aussi essayer de classer les mesures de probabilité: 
sur un semi-groupe compact non commutatif, d'étudier les semi-groupes à 
idempotent unique ou les semi-groupes avec zéro. 

Stefan SCHWARZ a démontré l'existence de mesures invariantes sur 
ertain^ ^er.ri-groupes compacts, ij. a étudié d'autre part, pour des semi-groupes 

compacts non commutatifs, les mesures idempotentes, les mesures idempo-
tentes primitives et les groupes maximaux dans l'espace des mesures (un 
groupe maximal étant l'émément maximal dans l'ensemble des groupes con
tenant un idempotent). 

Stefan SCHWARZ a aussi étudié les mesures de probabilité sur les 
semi-groupes finis. 
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Soit S un semi-groupe compact à élément unité. Pé̂ P( S ) sera 
dite indéfiniment divisible si ; 

Vri > £? P n £ fP ( S ) telle que : 

1°) P n = J? 
n 

2°) P — f a i b l e m e n t où çP est la mesure de probabilité consistant 
de la masse unité au point e. 

On a défini des processus stochastiques homogènes sur les semi-grou
pes compacts. Un processus stochastique homogène sur un semi-groupe 
compact S est une famille de mesures de probabilité ( P , O 4 t ^J&^) 
sur S telle que : 

p t * - P f - p t + .f • ° s< *' < ° ° 
Si S a un élément unité, on dit que le processus homogène est con

tinu en probabilité si 

Pj.— (̂T faiblement, quand t ^ O, avec (f^ comme plus haut. 
Si S a un élément unité, on dit que le processus homogène est du 

type discontinu si : 
p ( e ) — 1 comme t -^O 

G R E N A n Î d E R donne des résultats concernant les processus stochastiques 
homogènes;pour prouver ces résultats, il utilise l'opérateur de probabilité 

T f (s) = f f ( s u ) p ( d u ) o î i f ç L ( S ) 
t J s t 

Il peut ainsi* introduire la théorie des semi-groupes d !opérateurs. 

HEWITT et ZUCKERMANN définissent une analyse de FOUR 1ER sur des 
semi-groupes finis S possédant la propriété suivante : 

L/ m + 1 
r\ m entier, tel que : y x S x = x 

Soit S un semi-groupe fini du type précédent, n est le nombre de ses 
élémentSo P est une distribution de probabilité sur S, P est la probabilité de s^ 

Un semi-caractère de S est une fonction £T à valeurs complexes 
sur S telle que, si s et t sont des éléments de S, 0"(ts) = (7"(t) CT(s). 
Soit^J l !ensemble de tous les semi^caractères^r . 

La transformée de Fourier P ((f) de P est la fonction sur^j dé
finie par la relation : 

*P"(<r) = E CT(s) = g P _ <T(b ^) 
Y= 1 T Y 

HEWITT et ZUCKERMANN donnent des résultats concernant cette 
analyse harmonique. GRENANDER donne des exemples de semi-groupes 
stochastiques. 
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