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DECOMPOSITION HARMONIQUE DES FONCTIONS ALEATOIRES 

STATIONNAIRES DU SECOND ORDRE 

I - Définitions et premières propriétés [ï) chap X 

- Une covariance qui ne dépend que de l a différence se 

ses arguments est di te stationnaire s 

r ( t , t -'tf) = C ( t ) 

C ( t ) est appelée fonction de corrélation» 

- Une fonction aléatoire X(t) est stationnaire du 1° or

dre s i E(X(t)) = m où m est indépendant du temps. 

- Une fonction aléatoire est stationnaire d'ordre 2% ou 

stationnaire au sens de Khintchine s i l es propriétés suivantes 

sont vér i f i ées \ 

(1) El le est stationnaire du 1° ordree 

(2) El le est de covariance stationnaire» 

(3) X(t) est continue en moyenne quadratique» 

Remarques : l a propriété (3) est équivalente à l a suivante : l a 

fonction T ( t , t f ) est continue en tout point de l a diagonale & 

(d féquation t f = t ) 0 

Si on suppose que l a covariance est stationnaire : 

P t , t f ) = C(t - t 1 ) 

l a continuité de T sur A est équivalente à l a continuité de l a 

fonction C en 0» 

On peut donc remplacer l es propriétés (2) et (3) par l a suivante : 

l a fonction aléatoire X(t) est à fonction de corrélation continue 

en 0» 



La continuité en 0 entraîne d ' a i l l eurs l a continuité sur IE car l a 

continuité de r sur à entraîne l a continuité sur IR x tR. 

Remarques sur l a fonction de corrélation : 

C(u) = r (t + u, t) 

T étant l a covariance de X(t) est une fonction de deux 

var iab les , de type non-négatif» 

Rappelons ce que cela s i g n i f i e . 

Pour tout nombre entier n, pour toute suite T nC|R et pour 

toute fonction h définie sur T on a : 
n 

E. J: r ( U f v) h(u) h(v)fcO. 
u e T ve T n n 

Donc pour l a fonction de corrélation nous avons l e s iné

ga l i t é s suivantes : 

H ° t u - y ) h ( u ) k(v) & °» 
U€ T vc T n n 

El les expriment que l a fonction de corrélation est une fonction 

définie non-négative sur [R (définition dans C3] P» 206) 

Théorème de Bochner [3] chap. IV § lk» 

Une fonction g sur P est définie non-négative et continue 

s i et seulement s i c f e s t une fonction caractér is t ique, c ' es t -à -d i re 

s ' i l exis te une fonction G non décroissante continue à gauche et 

bornée t e l l e que : g(u) = / e 1 U X d G(x) 

Donc s i X(t) est une fonction aléatoire stationnaire du se

cond ordre i l exis te une fonction de répart i t ion G(s) bornée t e l l e 

que r ( t f t ' ) = / e i ( t t f ) s d G(s) . 

On peut alors associer à G(s) une fonction g ( s , s f ) à va-



^ i ( t s — t ' s ' ) r ia t ion bornée t e l l e que f (t t t 1 ) = JJfe dd 'g (s f s 1 ) 

Cette fonction g est par t icul ière : c ' es t -à -d i re une constante 

d'addition près l a covariance d'une fonction aléatoire x(s) orthogo

nale à ses accroissements. C'est ce que nous allons étudier mainte

nant* 

II - Fonctions aléatoires à accroissements orthogonaux Dlp» ^79-U8l 

Définition 1 : Une fonction aléatoire x( t ) définie sur (R est à ac

croissements orthogonaux s i quels que soient l e s in terval les d i s 

joints Ca, a) et [a ' ! b 1^ 

E x Ca t b) x [ a 1 , t ' j =0 

On pose x O f h) = x(b) - x ( a ) . 

Propriété 1 : 
2 

E | x [ a t b ) | est alors une fonction additive d ' in ter 

v a l l e s . On peut l ' a s soc ie r à une fonction F(t) en posant f pour 

a fixe : F ( t ' ) = E \x Qaf t \ ) | 2 Si t ' > a 

-F(t) = E | x [ t , a ) | 2 Si t <r a 

En effet s i (a, b) et [ a 1

t b '} sont dis joints 

E | x Ca. b ) î x C a ' t b ^ | 2 = E \ x [a t b ] | 2 + E | x [ a ' , b ' > | 2 

En par t icu l ie r pour a *b <: c 

E | x [a f b ; | 2 + E | x [b, 0 | 2 » E | x [a , c ; | 2 . 

Par suite pour t ' > t on a : E | x [ t 9 t ' ; | 2 = F( t ' ) - F(t) 

Propriété 2 : 

Si l a fonction aléatoire x ( t ) à accroissements orthogonaux 

a ses moments du second ~>rdre bornés on peut l a prolonger à IR par 

continuité : x(+« ) - lim x( t ) 
t > + « 
nu q« 



On u t i l i s e l e fa i t que l a fonction F ( t ) , définie c i -desus f 

non décroissante, est bornée* 

Propriété 3e 

Sous les mêmes hypothèses que pour l a propriété 2 l a fonc

t ion aléatoire x( t ) est décomposable en somme de 2 fonctions a léa

to i res à accroissements mutuellement orthogonaux ; 

x ( t ) = x . ( t ) + x (t) a c 

x^(t) est une somme de variables aléatoires orthogonales (conver

gente en m0 q0 quand e l l e est dénombrable) 

x (t) est continue en nu q0 c ^ 

t ' > t : EJ^Cto t l ) | 2 = F d ( t t ) - F^t) E | x c t t t t l ) | 2 = F c ( t f ) — F^(t) 

F^ et F^ sont l es part ies respectivement purement discon

tinues et continues de F ( t ) ô 

Définition 2 

Une fonction aléatoire définie sur R, de covariance g ( t t t
f ) t 

est orthogonale à ses accroissements s i : 

pour t<t f E x ( t ) ( x ( t f ) - x ( t ) ) = 0. 

ou g ( t f t f ) = g ( t , t ) 

Posons alors g ( t , t ) = G( t ) . I l en résul te G(t)>0 et par 

su i te , pour t £ t 1 ; g ( t , t f ) = g ( t f

f t ) 

donc g ( t , t f ) = g ( t , t ) = g ( t f

f t ) = G(t) 

et E | x [ t , t f ) | 2 = G(t ' ) - G(t) 

La fonction G(t) est posi t ive non décroissante• 

I l est immédiat que l a définit ion 2 peut être remplacée par l a 

suivante t 



Definition 2 y * 

Une fonction aléatoire définie sur (R, de covariance g ( t , t f ) § 

est orthogen le à ses accroissements, s ' i l exis te une fonction G(t) 

posi t ive non décroissante t e l l e que pour t ^ t f g ( t , t f ) = G(t)* 

Propriété ht 

Une fonction aléatoire orthogonale à ses accroissements 

est à accroissements orthogonaux* 

Soient Qa, b) et £af • deux in terval les d i s jo in t s , par 

exemple a t b ^ a f ^ b 1 

E x £a, b) x f a 1 , b f ) = E x(b) x [ a 1 , b f ) - E x(a) x [ a f , b1,) 

= 0 

Propriété 5* 

Une fonction aléatoire x ( t ) , à accroissements orthogonaux 

sur R et moments du second ordre bornés, peut être rendue orthogo

nale à ses accroissements par un changement d 1 origine de ses va

leurs a léa to i res . 

D'après l a propriété 2 on peut prolonger x( t ) à ffU Posons 

$ ( t ) = x ( t ) - x ( - ) 

pour t £ t f E 5 ( t) C ? ( t f ) - | ( t ) 3 = E f x ( t )-x(-o> )]£x(t 1 )-x(t )1 

= 0 

car l es in terval les [>*> f t } et [ t , t f ) sont disjoints* 

Propriété 6* 

Soit x ( t ) fonction aléatoire orthogonale à ses accrois

sements, g ( t , t f ) sa covariance et G(t) l a fonction posi t ive non 

décroissante t e l l e que G(t) = g ( t , t )* 



L*accroissement s(*i d e ^ a covariance, sur le rectangle 

J = (t, t f ; t+h, t ?+k), est égale à son accroissement sur le carré 

dont une diagonale est la partie de A (t = t f) qui appartient à J« 

o 
En particulier s 1°) 4F

F C g(t, t
f ) • 0 si JOA = 0 

2°) « sur le carré (t, t ; t f, t f) l'accroissement 

est G(tf) - G(t) 

o 

En effet : si J^ù = 0 les intervalles (t, t+h) 

et t f, tf+k sont disjoints 
o 

- Si JrtA ï 0 il n fy a qufà décomposer 

J en la réunion de rectangles ne cou-

\\X pant pas A et dfun carré dont une dia-

\p}c)^ a+^f) gonale appartient à A • 

III - Décomposition harmonique [3*] P« 

Lemme 1# 

Soit x(s) une fonction aléatoire du second ordre orthogo-

nale à ses accroissements et soit G(s) = E \x(s)| (fonction sup

posée bornée)• 

La fonction aléatoire du second ordre X(t) est telle que s 

X(t) = f e 1* 8 dx(s) i«m»q« 

si et seulement si sa covariance r(t, t 1) est telle que 

.r(t, t») e i ( t " t M s d G(s) 



Démonstration : 

- Si X(t) -J'e1*8 dx(s)f x(s) étant orthogonale à ses accrois-

-* i t s - i t f s f 

sements alors E(X(t) X(tf) = E(/e dx(s) fe dx(s')) 

i(ts - t f
 S 1 ) , , f / . N 

a Jy e ddf g (s, s 1 ) 

avec les notations utilisées jusqu'à présent, g(s, s f) étant la 

covariance de x(s)# 

Cette intégrale double existe (critère dfintégration en 

moyenne quadrat i que)• 

Considérons seulement les subdivisions S réalisées au 

moyen de subdivisions égales sur les deux axes : S et S t 

s s 

et cela pour tout carré J^ant une diagonale portée par ̂ J^&taî"^^ 

La limite des sommes de Riemann 

relatives à ces subdivisions 

(en prenant somme norme : |S| = IS l ) existe et c'est lfintégrale 
s 

double ci-dessus* 

Soit S s=(a=s 0-c < r iiS ; L ... ca^cr^ S j + 1 ...*sn=b) l S g| - g u p i s j + 1 - S j | 

i(tor.-tVk) 
Doncr(t, t') = lim lim V e J ArK s(s-, s.) 

a->-~ IS I—->0 J 

b — s 

on pose S. « s . . . - s.. 
Or si j ï k à~ £ g(s., s. ) - 0 

*j *k J k 

et si j = k ^ J g(s k, s k) = G(s k + 1) - G(sk) 
k *k 

Par suite r(t, t') = lim lim ^ e^* " * ^~ k[G( s )-G(s )1 

r ^ i s |-*0 k+1 ' k * 
b—->+eo S 



i(t - t1)s 

Cette limite existe et c'est fe d G(s) car la fonction 

i(t - t')s 

e est une fonction continue et bornée de s, et G(s) est 

une fonction monotone à variation bornée» 

Supposons qu'il existe une fonction aléatoire x(s) de covariance 

g(s9 s') = G(s) bornée, telle que T(t, t') ««fe 1 ** " t f ^ s d G(s)0 

l'intégrale double X T e ^ t s * S ^ dd' g(sf s') existe car 

i(ts - t*s') 

e est une fonction continue et bornée de (sf s') et 

g(s, s') est une fonction à variation bornée. 

Le calcul précédent montre que T(t f t' )=JÏ*e^^
S*"* 3 ^dd'g(ss' 

its 

Donc X(t) -fe dx(s) d'après le théorème du paragraphe III 

(décomposition harmonique des fonctions aléatoires). 

Lemme 2 0 

Etant donnée une fonction positive non décroissante G(s) 

il existe une covariance g(s, s') telle que pour S£.s' g(sfs')=G(s) 

En effet il suffit de démontrer la propriété caractéristique des 

covariances i pour tout entier n 

pour toute suite de n nombres réels et pour toute 

fonction h définie sur T 
n 

51 51 g(ut v ) h(u) h(v)^.0. 
uéT ve T 

n n 
Dans le cas présent on démontre ceci par récurrence. 
Pour n = 2 : Soit T = îu § v? avec u <: v 

n 

g(u,u) h(u) h(u)+g(u#v) h(u) h(v)+g(vfu) h(v) h(u)+g(vfv) |h(v)l
2 

= G(u) |h(u) + h(v)| 2 + CG(v) - G(u)] |h(v)| 2 

> G(u) | h(u) + h(v)( 2 ^ 0. 



Si pour n-1 et T n - 1 « i t 1 § t 2 ... t n < - 1J
 ti- d ti+l 

ZI C S(u, v) h(u) h(v) ̂  G(t )| I - h(u) | 2 

uel , veT uéT , n-1 n—1 n—1 

alors pour n et T » £t , t. f t 0 ... t n? t ^ t. ... 
* n o* 1* 2 n-1* o 1 

C £ g(u,v) h(u) h(v) ̂  G(tQ)l ! h(u)l2 

U € T V € T U € T 

n n n 

Lemme 3* 

Une covariance r(t t t
f) est telle que 

r(tt t
f) =Je*^* ~ * ^ s d G(s) où G est une fonction positive non 

décroissante à variation bornée si et seulement si elle ne dépend 

que de t - t 1 et si elle est de plus continue sur QR xJR. 

Cela résulte immédiatement du théorème de Bochner rap

pelé ci-dessus (paragraphe I ) 

Théorème de décomposition harmonique. 

Une fonction aléatoire du second ordre sur R, X(t),a une 

/

its e dx(s) 

où E(x(s) x(sf )) = g(sf s
1 ) » G(s) pour s^ s 1 avec var. G< + 0 0 

Si et seulement si elle est continue en moyenne quadratique et 

stationnaire du second ordre. 

La covariance se réduit alors à une fonction de correlat

ion r (t + u f t) • C(u) • / e
1 U S dG(s) 

Corollaire 

Une fonction aléatoire X(t) stationnaire du second ordre 

et continue en moyenne quadratique est decomposable en deux par

ties stationnaires du second ordre et mutuellement orthogonales 



x(t) = x.(t) + x (t) 
a c 

et X,(t) » / e i t S dx.(s) X (t) = / e i t s dx (s). 
a a c c 

(La première intégrale se réduit d'ailleurs à une somme convergent 

en moyenne quadratique). 

Ceci résulte de la propriété 3 paragraphe II• 
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