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SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
DONT LA SOURCE EST LE GLASSIFIANT

D'UN GROUPE DE LIE COMPACT GOMMUTATIF
par FRANÇOIS-XAVIER DEHON et JEAN LANNES^

RÉSUMÉ
Nous montrons dans cet article comment les connaissances acquises sur les espaces fonctionnels de

source le classifiant du groupe Z / p ([La2], [DS]) et l'utilisation de MU-résolutions instables permettent d'obtenir
des résultats sur les espaces fonctionnels de source le classifiant d'un j^-groupe abélien fini ou d'un tore si
l'on impose au but d'avoir une cohomologie à coefficients j&-adiques sans torsion. Nous montrons notamment
que l'ensemble des classes d'homotopie d'applications du classifiant X d'un tore dans un espace Y simplement
connexe dont l'homologie entière est nulle en degré impair et un groupe abélien libre de dimension finie en
chaque degré pair, et dont la cohomologie rationnelle est polynomiale, s'identifie à l'ensemble des applications
de la K-théorie de Y dans la K-théorie de X qui préservent la structure de À-anneau.

Mots clés : espaces fonctionnels, classes d'homotopie d'applications, foncteur T, conjecture de Sullivan,
espaces classifiants, MU-théorie.

ABSTRACT

We show in this paper how thé acquired knowledge on thé mapping spaces with source thé classifying
space of Z / p ([La2], [DS]) and thé use of unstable MU-résolutions give results on thé mapping spaces with
source thé classifying space of a finite abelian j&-group or a torus if thé target space is required to hâve a
torsion free j&-adic cohomology. We prove among other things that thé set of homotopy classes of maps from
thé classifying space X of a torus to some simply connected space Y whose ordinary homology is null in odd
degrees and a finite-dimensional free abelian group in each even degree, and whose rational cohomology is
polynomial, identifies with thé set of maps from thé K-theory of Y to thé K-theory of X which préserve thé
À-ring structure.

Keywords : mapping spaces, homotopy classes of maps, T-functor, Sullivan conjecture, classifying spaces,
MU-theory.

0. Introduction

La question ci-dessous, posée par W. G. Dwyer et C. W. Wilkerson, est à l'origine
du présent travail.

Soient p un nombre premier fixé, n un ^-groupe abélien cyclique (c'est-à-dire
isomorphe à Z/j^, pour un certain entier n), BTT son classifiant, et Y un espace. La
question de Dwyer et Wilkerson concerne l'espace fonctionnel hom(B7i;, Y) (c'est-à-dire
l'espace des applications de BTT dans Y).

Question 0.0. — Si la cohomologie modulo p de Y est nulle en degré impair (et
si Y vérifie en outre quelques propriétés techniques que nous ne précisons pas pour
l'instant) alors la cohomologie modulo p de hom(Bîr, Y) est-elle aussi nulle en degré
impair?

Nous montrons dans cet article que la réponse est oui. Par ailleurs, les techniques
mises en œuvre pour parvenir à la solution conduisent à des résultats qui nous
paraissent intéressants. Quelques-uns de ces résultats sont énoncés ci-après.

v / Le premier auteur a bénéficié pendant l'achèvement de ce travail d'une allocation de recherche de l'École
Polytechnique.
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Voici pour commencer une version, parmi d'autres, d'une réponse précise à la
question de Dwyer et Wilkerson :

Théorème 0.1. — Soit n un p-groupe abélien fini. Soit Y un espace possédant les propriétés
suivantes :

— la cohomologie H*(Y;Z/j&) est nulle en degré impair;
— la cohomologie H*(Y;Z/j&) est nœthérienne;
— l'espace Y est p-complet.
Alors l'espace hom(Bîl, Y) possède également ces trois propriétés.

Signalons que les deux dernières hypothèses faites ci-dessus sur l'espace Y servent
essentiellement à obtenir un énoncé d'apparence moins technique que celle de l'énoncé
du théorème 3.1 qui est la «bonne» réponse à la question 0.0. Signalons aussi que
le théorème 3.1 possède une variante, le théorème 7.14, dans laquelle l'hypothèse
« cohomologie modulo p nulle en degré impair » est remplacée par l'hypothèse
« cohomologie entière j^-adique sans torsion ». Signalons enfin que le cas où n est
cyclique d'ordre p du théorème 7.14 est dû à N. J. Kuhn et M. Winstead [KW].

En posant la question 0.0, Dwyer et Wilkerson avaient en tête des énoncés du
type de l'énoncé 0.2 ci-dessous. Celui-ci implique, par exemple, que tout ^-sous-groupe
abélien fini d'un groupe ^-compact connexe G avec H*(BG;Z/j&) en degrés pairs est
contenu dans un tore maximal (la référence sur la théorie des groupes ^-compacts est
[DW2]).

Théorème 0.2. — Soient K un p-groupe abélien fini et K un sous-groupe; soit Y un espace
p-complet dont la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Alors toute application de BK dans
Y se prolonge à BTL

Gomme pour le théorème 3.1, on peut remplacer dans le théorème 0.2
l'hypothèse « cohomologie modulo p nulle en degré impair » par « cohomologie entière
j^-adique sans torsion ».

Les trois autres énoncés que nous voulons mettre en avant concernent les
applications dont la source est le classifiant d'un tore, le mot « tore » désignant dans
cet article un groupe de Lie compact commutatif connexe.

Théorème 0.3. — Soit T un tore. Soit Y un espace simplement connexe vérifiant :
— H^(Y; Z) est nul pour n impair et un î-moduk libre de dimension finie pour n pair,
— H*(Y;Q) est une algèbre de polynômes.

Alors l'application naturelle

[BT, Y] -^ Hom^(K(Y), K(BT)),

[—, —] désignant l'ensemble des classes d'homotopie d'applications, K(-) la Y^-théorie complexe et
cSf la catégorie des 'k-anneaux, est bijective.
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L'énoncé suivant est moins précis que le précédent mais plus facile à appliquer :

Théorème 0.4. — Soient T et Y comme précédemment. Alors deux applications f, g :
BT —> Y sont homotopes si et seulement si l'on a l'égalité H*(/; QJ = H*(^ ; QJ.

Enfin, si l'on n'a pas peur des fantômes, on peut modifier l'énoncé 0.4 en
supposant simplement que l'homologie entière de Y est en chaque degré un Z-module
libre de dimension finie et en supprimant l'hypothèse concernant la cohomologie
rationnelle de Y :

Théorème 0.5. — Soient T un tore et Y un espace simplement connexe dont l'homologie
entière est en chaque degré un Z-module libre de dimension finie. Soient f et g deux applications de
BT dans Y. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) les restrictions de f et g à tout sous-complexe fini de BT sont homotopes;
(ii) H*(/; Q) = H*(^; Q).

Après cette liste d'énoncés, voici maintenant le plan de l'article :

1. RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT D'UN
GROUPE CYCLIQUE D'ORDRE PREMIER

Ce paragraphe contient notamment :
— quelques généralités sur les pro-espaces,
— la définition, due à F. Morel [Mo2], d'une version rigide de la j^-complétion

de Sullivan,
— un rappel succinct des résultats de [La2] concernant la cohomologie modulo p

de l'espace des points fixes homotopiques de l'action d'un groupe cyclique d'ordre p.

2. SUR LES POINTS FIXES HOMOTOPIQUES D'UNE ACTION D'UN GROUPE CYCLIQUE D'ORDRE
PREMIER SUR UN PRO-ESPACE DONT LA GOHOMOLOGIE LIMITE EST NULLE EN DEGRÉ
IMPAIR

Soit G un groupe cyclique d'ordre premier p. L'objet essentiel de ce paragraphe
est de démontrer la proposition 2.1 qui dit, grosso modo, que si X est un espace muni
d'une action de G tel que :

— l'action de a sur H*(X;Z^) est triviale,
— la cohomologie H*(X;Z/j&) est nulle en degré impair,
— l'espace X est non vide,

alors l'espace X110 vérifie également les deux dernières propriétés ci-dessus.
La proposition 2.1 est la clef de la réponse à la question 0.0. Sa démonstration

utilise un lemme (Lemme 2.5 ou 2.6) gracieusement fourni par Dwyer et Wilkerson.
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3. SUR LES (PRO-)ESPACES FONCTIONNELS DONT LA SOURCE EST LE CLASSIFIANT D'UN
GROUPE DE LIE COMPACT GOMMUTATIF ET DONT LE BUT EST LE (PRO-^-COMPLÉTÉ
D'UN ESPACE À COHOMOLOGIE MODULO p NULLE EN DEGRÉ IMPAIR

On répond positivement à la question 0.0 et on démontre le théorème 0.2. Puis
on étend « par passage à la limite » les résultats aux espaces fonctionnels dont la source
est le classifiant d'un groupe de Lie compact commutatif.

4. PROPRIÉTÉS D'« EXACTITUDE » DES (PRO-)ESPAGES FONCTIONNELS CONSIDÉRÉS DANS LE
PARAGRAPHE PRÉCÉDENT

Le titre de ce paragraphe renvoie par exemple à l'énoncé 4.5 qui dit, là encore
grosso modo, la chose suivante :

Si une application f '. Y —» Y' entre deux espaces dont la cohomologie
modulo p est nulle en degré impair induit une application surjective (resp. injective) en
cohomologie modulo p alors il en est de même pour l'application hom(BC,y) pour
tout groupe de Lie compact commutatif G.

5. INTRODUCTION DE MU-RÉSOLUTIONS INSTABLES

Si la cohomologie modulo p d'un espace Y est nulle en degré impair alors il
en est de même pour celle de l'espace ^^(MU A Y+) : ceci est la conséquence des
résultats de S. Wilson qui a montré au début des années 70 que l'homologie entière
des espaces ti^E^MU est nulle en degré impair [Wils]. On peut donc spécialiser les
résultats du paragraphe 4 au « début de MU-résolutions instables » de Y; c'est ce que
l'on fait dans ce paragraphe.

Il nous faut mentionner ici que l'idée d'utiliser dans notre travail les résultats de
Wilson évoqués ci-dessus provient de l'article [KW] déjà cité.

6. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES 0.3 ET 0.4

Soit Y un espace vérifiant les hypothèses de ces théorèmes. Le paragraphe 5
nous conduit, via un argument de « carré arithmétique », à l'énoncé suivant :

L'application naturelle [BT, Y] —> Hom^. (MU^BT, MU^Y) est une bijection,
J%*MU désignant la catégorie des MU^MU-coalgèbres instables introduite par M. Ben-
dersky, E. B. Curtis et H. R. Miller dans [BCM] (la MU-homologie d'un espace dont
l'homologie entière est en chaque degré un Z-module libre est l'exemple type d'un
objet de ^%'Mu)-

On montre ensuite, à l'aide du théorème de Stong-Hattori (sous la forme décrite
parj. F. Adams dans [Adi]), que l'ensemble Hom^ (MU^BT, MU^Y) est à son tour
naturellement en bijection avec l'ensemble Hom^(K(Y), K(BT)). Il est à noter qu'un
énoncé de ce type, avec une démonstration similaire, se trouve déjà dans le fameux
article [Nov] de S. P. Novikov.
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7. REMPLACEMENT DE L'HYPOTHÈSE « GOHOMOLOGIE MODULO p NULLE EN DEGRÉ
IMPAIR » PAR L'HYPOTHÈSE « COHOMOLOGIE p-ADÏQUE SANS TORSION »

On montre que l'on peut effectuer ce remplacement dans la plupart des énoncés
des paragraphes 3, 4 et 5. On utilise à nouveau les résultats de Wilson. A nouveau
l'influence de [KW] est indéniable. On conclut en démontrant le théorème 0.5.

APPENDICE. On y trouve, en petits caractères, la démonstration promise dans le
corps du texte de trois points techniques.

SUITES...

Les résultats des paragraphes 4, 5, 6 et 7 de cet article (voir en particulier les
commentaires à la fin du paragraphe 6) amènent à penser que la MU-cohomologie
(resp. la K-théorie) ̂ -complétée MU*(BT;Z^) (resp. K(BT;Z^)) possède, dans la catégorie
où vit MU*(Y;Z^,) (resp. K(Y;Z^,)) pour Y un espace avec H* (Y, Zp) sans torsion, des
propriétés d'injectivité analogues à celles que possède H*(BV;Z/j&), V désignant un
^-groupe abélien élémentaire, dans la catégorie des A-algèbres instables.

Le cas de MU*(BT;Z^) (ou plutôt de BP*(BT;Z^)) vient d'être traité par le
premier auteur dans [De].

La conjecture concernant K(BT;Z^,), esquissée ci-dessus, est en accord avec les
résultats obtenus par Wilkerson dans [Wilk].

CONVENTIONS

La théorie homotopique utilisée dans cet article est celle des ensembles sim-
pliciaux. Le mot « espace » signifiera presque toujours « ensemble simplicial » (le plus
souvent fibrant... même s'il nous arrivera de ne pas le préciser) et tout espace topolo-
gique devra être implicitement remplacé par son ensemble simplicial singulier.

Soient X et Y deux espaces. L'espace fonctionnel hom(X, Y) est la version simpliciale
de l'espace des applications de X dans Y; le foncteur Y \—> hom(X, Y) est donc l'adjoint
à droite du foncteur Z ^—> X x Z.

Gomme nous l'avons déjà dit, la notation PC, Y] désignera l'ensemble des classes
d'homotopie d'applications de X dans Y, c'est-à-dire l'ensemble des composantes
connexes de l'espace fonctionnel hom(X, Y) (voir [La2], 1.3.1).

1. Rappels sur les espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d'un
groupe cyclique d'ordre premier

Soient p un nombre premier fixé, G un groupe cyclique d'ordre p, Ba son
classifiant, et Y un espace.

L'étude de l'espace fonctionnel hom(B<7, Y) fait naturellement intervenir la
j^-complétion de l'espace Y; c'est pourquoi nous commençons par traiter de cette
notion.
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1.1. La notion de ^-complérion

LA J&-COMPLÉTION DE BOUSFIELD-KAN [BK]

Bousfield et Kan définissent le ^-complété d'un espace Y, noté Y81^ ci-après,
comme l'espace total d'une résolution cosimpliciale « canonique » de Y par des
F^-espaces affines simpliciaux :

Y^ = TotRés'Y.

On dispose par construction d'une application naturelle Y —> Y^.
On peut voir cet espace total comme la limite d'une tour d'espaces (fibrants)

TotoRés'Y ^- TotiRés*Y ^- Tc^Rés'Y <- ... :

Y^^imTo^Rés'Y.
jçN

Soit Y31 )̂ la ^-troncature de Postnikov de l'espace Tot^Rés^Y; il est manifeste que Y^
est encore la limite de la tour d'espaces (fibrants) Y^O) ^- Y^l) ^- ̂ (2) — ... :

Y^limY^).
sçN

Si la cohomologie modulo p de Y est finie en chaque degré, alors les espaces Y31 )̂
sont «p-K^ -finis» :

Définition 1.1.1. — On dit qu'un espace Y est p-n^-fini s'il possède les propriétés
suivantes :

— TtoY est fini;
et pour tout choix du point base :

— îl^Y, 72 ^ 1, est un ^-groupe fini;
— il existe un entier q tel que Tl^Y est trivial pour n > q.
On en déduit que si la cohomologie modulo p de Y est finie en chaque degré et si

X est un espace (ensemble simplicial) avec un nombre fini de simplexes non dégénérés
alors les ensembles PC, Y31 )̂] sont finis. Il en résulte que si la cohomologie modulo p
de Y est finie en chaque degré, alors les ensembles PC, Y31 )̂] et PC, Y^] ont, pour
tout espace X, des structures profinies naturelles et que l'application canonique

PC, Y^] -^ limpC, Y^Çs)]k, X J / miX^Ï.,

jçN

est un homéomorphisme.
En fait, on peut définir une j^-complétion pour laquelle la propriété ci-dessus est

vérifiée sans hypothèse de finitude sur H* (Y, Z/j&); le prix à payer est de considérer
des systèmes projectifs d'espaces p-n^ -finis plus généraux que des tours :
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LA J&-COMPLÉTION DE SULLIVAN (ARTIN-MAZUR) REVUE PAR MOREL [Mo2]

Soit Y un ensemble simplicial. On considère les relations d'équivalence simpli-
ciales R sur Y telles que l'ensemble simplicial quotient Y/R est fini en chaque degré
simplicial. On note ̂  (Y) l'ensemble de ces relations; ̂  (Y) est ordonné par inclu-

-^ ——-~~ BK.
sion. On pose enfin Y(R, s) = Y/R (j); on observe que ces espaces sont p-n^ -finis (et
fibrants). Morel définit le ^-complété de Y, noté Y ci-après (ou parfois Y^), comme la
limite des Y(R, s), (R, s) décrivant l'ensemble ordonné produit M (Y) X N°P :

Y=limY(R,j) .
(R,.)

C'est cette définition de la ^-complétion que nous adoptons dans cet article.
A nouveau les ensembles PC, Y(R, s)] et PC, Y] ont, pour tout espace X, des

structures profinies naturelles et l'application canonique

pC,Y]^limpC,Y(R,.)]
(R,.)

est un homéomorphisme (on peut s'en convaincre, par exemple, à l'aide de la
proposition 1.1.3 que l'on trouvera à la fin de ce paragraphe).

On vérifie également que l'application canonique Y^ —^ Y, induite par les
applications Y3^) -^ Y(R, s\ est une équivalence d'homotopie dans le cas où
H*(Y;Z/j&) est de dimension finie en chaque degré.

Le diagramme des Y(R, s) est un exemple de «pro-espace» :

PRO-ESPACES

Un pro-espace est un foncteur Y(-), i \-> Y(î), défini sur une petite catégorie
filtrante ^Y(-) et à valeurs dans la catégorie des espaces. L'ensemble des mor-
phismes d'un pro-espace Y(-) dans un pro-espace Z(-) est par définition l'ensemble
lim^z(_)colim^Y(_)Hom(Y(-).Z(-)), Hom(Y(z),Z(j)) désignant l'ensemble des appli-
cations de l'espace Y(z) dans l'espace Z(j).

Nous appellerons^ pro-^-complété de Y le pro-espace Y(-) introduit ci-dessus. La
correspondance Y ̂  Y(-) est un foncteur de la catégorie des espaces dans celle des
pro-espaces. Il en résulte que la correspondance Y i-> Y est également fonctorielle;
cette « rigidité » est l'une des contributions de [Mo2].

GOHOMOLOGIE « CONTINUE » OU « LIMITE » DES PRO-ESPAGES

Soient Y(-) un pro-espace et n un groupe abélien. On pose :

H,*(Y(-);TC) = colimH*(Y(î);7r).
i
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Cette notation peut être justifiée de la façon suivante : si pour tout i l'espace Y(x)
est fini en chaque degré simplicial, alors H^(Y(-);7i) est l'homologie du complexe des
cochaînes continues de l'ensemble profini simplicial lim^Y(z) à valeurs dans le groupe
abélien discret n. Suivant le contexte, nous appellerons H^(Y(—);îi) la cohomologie
continue, la cohomologie limite, ou simplement la cohomologie du pro-espace Y(-) à
coefficients dans n.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du vieux résultat de
Dror [Dr] qui dit que pour tout espace Y l'application naturelle

colimH^Tot^Rés^Z/^) -^ H*(Y;Z/j&)
s

est un isomorphisme.

Proposition 1.1.2. — Pour tout espace Y l'application naturelle :

H:(Y(-);Z/^H*(Y;Z/j&)

est un isomorphisme.

Nous achevons notre exposé sur la notion de j^-complétion en dégageant
l'énoncé élémentaire qui permet de se convaincre de ce que l'application canonique
[X, Y] —> lim[X, Y(—)] est une bijection (en fait un homéomorphisme d'ensembles
profinis).

RELATION ENTRE îlolimY(-) ET lim7I;oY(-) POUR CERTAINS PRO-ESPACES Y(-)

Soit Y un espace (ensemble simplicial). Disons que Y est l-fini si les ensembles
de simplexes Yo et Yi sont finis; disons que Y est l-fibrant si l'image de l'application
d\ x d^ : YI —> Yo x Yo est une relation d'équivalence sur Yo.

Proposition 1.1.3. — Soit Y(-) un pro-espace. Si les espaces Y(z') sont 1 -finis et l-fibrants
pour tout i alors l'application canonique

7iolimY(-)^lim7ioY(-)

est une bijection (et l'espace limY(-) est l-fibrant).

(Pour vérifier cet énoncé utiliser deux fois qu'une limite filtrante d'ensembles finis
non vides est encore non vide.)

L'ensemble TiolimY(-) possède donc une structure naturelle d'ensemble profini,
sous les hypothèses de la proposition précédente.

Scholie 1.1.4. — Soient Y(-) un pro-espace et n un groupe abélien. Si Y(-) vérifie les
hypothèses de la proposition précédente alors H°(Y(—);7l) s'identifie au groupe des applications continues
de KQ lim Y(—)^ muni de sa topologie profinie, dans K, muni de sa topologie discrète.
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1.2. Sur la cohomologie module p des espaces hom(B(7, Y)

(Pour plus de détails le lecteur est invité à consulter les références [DS], [La2],
[Mol] et [Se].)

On note 3^ la catégorie des A-algèbres instables (A désigne l'algèbre de
Steenrod); on rappelle que H*(Y;Z/j&) est l'exemple type d'une telle algèbre.

On pose Ho = H*(B(T;Z/J&). Le foncteur 3V —> 3K', L i—^ Hç (g) L admet un
adjoint à gauche que l'on note Tç : 1%* —> J%*.

L'application d'évaluation BG X hom(B(7, Y) —^ Y induit, par passage à la
cohomologie modulo p et adjonction, un J%*-morphisme naturel

T<,H*(Y;Z/^) -. H*(hom(Bo, Y);Z/j&).

Théorème 1.2.1. — .FW to^ ̂ ^^ (fibrant) p-K^-fini Y l'application naturelle

T^H*(Y; Z/j&) ̂  H*(hom(BG, Y); Z/j&)

^^ z/72 isomorphùme.

Soient X un espace et Y(-) un pro-espace; on note hom^, Y(—)) le pro-espace
i i—^ hom(X, Y(z)). L'énoncé suivant est obtenu en combinant les énoncés 1.1.2 et 1.2.1
et en observant que le foncteur Tçj préserve les colimites :

Théorème 1.2.2. — Pour tout espace Y Inapplication naturelle

T<,H*(Y;Z/j&) -> H:(hom(BG, Y(-));Z/j^

Y(-) désignant le pro-p-complété de Y, est un isomorphisme.

Le fait que cette application naturelle est un isomorphisme en degré zéro se
traduit par :

Corollaire 1.2.3. — Pour tout espace Y l'application naturelle

[Bo, Y] -. Hom^(H*(Y;Z/j^ H^

Y désignant le p-complété de Y^ est une bijection (homéomorphisme d'ensembles projïnis).

Les énoncés précédents possèdent des variantes, que l'on trouvera ci-après,
concernant les espaces de points fixes homotopiques des actions d'un groupe cyclique
d'ordre premier.

Soit X un espace muni d'une action de a. L'espace des points fixes homotopiques
de cette action est l'espace fonctionnel hom^(EG, X) des applications o-équivariantes
de E<7 dans X, E(î désignant le revêtement universel de B<7; cet espace est également
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noté X^. En particulier hom(B<7, Y) est l'espace des points fixes homotopiques de
l'action triviale de <7 sur Y. En fait, comme X^ est la fibre en l'identité de l'application
hom(Ba, Eax^X) —^ hom(Bo, Ba) induite par la projection EaXçX —^ Ba, l'étude des
points fixes d'une action quelconque se ramène à celle d'une action triviale. L'espace
Eax^X (qu'il faut voir comme le quotient homotopique de l'action de a) est également
noté Xho.

On note Hç [ 3^ la catégorie des A-algèbres instables au-dessous de Hç
(un objet de Hç [ 3^ est donc la donnée d'une A-algèbre instable K et d'un
homomorphisme de A-algèbres instables Hç —> K); l'exemple type d'une telle algèbre
estH*(Xho;Z/j&).

Le foncteur 3ë —> ïîa [ ̂  5 L i—^ Ho (g) L admet encore un adjoint à gauche
que l'on note Fix^ : Hç [ 3s£ —> 3^ .

On dispose cette fois d'un ^'-morphisme naturel

Fix^H*(Xho;Z/^) -^ H*(XhG;Z/^).

Théorème 1.2.4. — Pour tout espace (fibrant) p-n^-fini X muni d'une action de a, l'applica-
tion naturelle

Fix^H*(X^; Z / p ) -^ H*^; Z / p )

est un isomorphùme.

Nous dirons qu'un pro-espace est muni d'une action de G si le foncteur
correspondant se factorise à travers la catégorie des espaces munis d'une action de G;
pour faire court, nous parlerons aussi de pro-o-espaces. La définition des morphismes de
pro-G-espaces est simplement obtenue en remplaçant « espace » par « a-espace » (espace
muni d'une action de à) dans celle des morphismes de pro-espaces. On observera que
la rigidité de la construction de Morel fait que si un espace est muni d'une action de
G alors son pro-j^-complété l'est tout autant.

Soit X(-) un pro-espace muni d'une action de G; on note X^)^ le pro-espace
i ̂  X^0.

Théorème 1.2.5. — Pour tout espace X muni d'une action de a l'application naturelle

Fix^H*(Xho;Z/j&) ̂  ̂ (XH^Z/^

X(-) désignant le pro-p-complété de X^ est un isomorphùme.

Corollaire 1.2.6. — L'application naturelle

7io( (X)^) ̂  Hom^^(H*(Xho; Z / p ) , H<^

X désignant le p-complété de X^ est une bijection (homéomorphisme d'ensembles profinù).
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1.3. Rappels sur les versions «linéaires» des foncteurs T<j et FiXç

II existe des versions « linéaires » des foncteurs Tçy et Fix-, compatibles avec
les versions « non linéaires » introduites plus haut, dont nous rappelons ci-dessous la
définition en vue de futures références.

On note ïé la catégorie des A-modules instables.
Le foncteur ̂  — ^ ^ , N 1 — ^ Hç 0 N admet un adjoint à gauche que l'on note

toujours Tç : ̂  —» ̂  . Ce choix de notation est justifié par le fait que le diagramme

3^ -r^ ^

oubli oubli
\- ^ 4.

^ ——^ ^

est commutatif ([La2], 2.3.4).
Voici maintenant l'analogue « équivariant » (voir [La2], 4.4) de ce qui précède.
On note Hç — %? la catégorie dont les objets sont les A-modules instables M

munis d'une structure de H^-module définie par une application Hç (g) M —> M qui
est A-linéaire.

Le foncteur ̂  —> H<j — ̂  , N i—^ Ho (g) N admet un adjoint à gauche que l'on
note toujours Fix^ : Hç — %^ —> ̂  . A nouveau ce choix de notation est justifié par
le fait que le diagramme

Fix^
H(,I^ —— ^

oubli oubli
Fix

H(, - ̂  ——^ ^

est commutatif ([La2], 4.6.3).

2. Sur les points fixes homotopiques d'une action d'un groupe cyclique
d'ordre premier sur un pro-espace dont la cohomologie limite est nulle
en degré impair

Gomme au paragraphe précédent, p désigne un nombre premier fixé et G un
groupe cyclique d'ordre p.

La clef de la réponse à la question 0.0 est la proposition 2.1 ci-dessous.
(Cet énoncé s'intitule Proposition-Définition parce que les propriétés (^°i), (^2)?

(S^ï) des pro-espaces, et (^) des pro-espaces munis d'une action de G, y sont définies.)

Proposition-Définition 2.1. — Soit X(-) un pro-espace. On suppose que X(-) vérifie les
propriétés suivantes :
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(S^\) Pour tout objet i de ^x(-)^ l'espace X(z) est p-n^-fini (etfibrant).
(^2) L^ cohomologie H^(X(—);Z/j&) est nulle en degré impain

On suppose que X(-) est muni d'une action de a telle que la propriété suivante est satisfaite :
((^) L'action de a sur H^(X(—);Z/^) est triviale pour tout entier v ^ 1.

Alors le pro-espace XÇ-f0 vérifie (Ô^i) et (^2).
Si le pro-espace X(-) vérifie en outre la propriété suivante :

(0^3) La cohomologie H^(X(—);Z/j&) est non nulle,
alors il en est de même pour le pro-espace X^)110.

Remarque 2.2. — II est clair que l'hypothèse (^3) est équivalente à la suivante :
(S^^-bis) Le groupe de cohomologie H^(X(—); î / p ) est non nul.

Le scholie 1.1.4 implique donc que, sous l'hypothèse (Ô^i), l'hypothèse (0^3) est
encore équivalente à la suivante :
(S^^-ter) L'espace limX(-) est non vide.

Remarque 2.3. — On peut montrer facilement que, sous l'hypothèse (é^)?
l'hypothèse (^) est équivalente à l'hypothèse (f^-bis) ci-dessous. On doit distinguer
les cas p = 2 et p > 2.
Pour p = 2 :

{(3-bis) L'action de a sur H^(X(-);Z/4) est triviale.
Pour p > 2 :

((^-bis) L'action de a sur H^(X(-);Z/^) est triviale.

Remarque 2.4. — L'hypothèse ((^) est vérifiée en particulier si l'action du groupe
discret a se prolonge en une action d'un groupe connexe (par exemple S1).

Démonstration de la proposition 2.1. — II est immédiat que si X(-) vérifie (S^\) alors
il en est de même pour X^)^. Ce fait est indépendant de (S^^) et (<^).

On montre maintenant que si X(-) vérifie (â^i), (^2) et (^) alors X^)^
vérifie (^2).

On traite d'abord du cas où l'action de G sur X(-) est triviale; on a alors
X^)^ = hom(Bo, X(-)). Le fait que H,*(hom(Bo, X(-));Z/^) est nul en degré impair
résulte des deux points suivants :

— Le ^-morphisme naturel T(,H,*(X(-);Z/J&) -^ H,*(hom(Bo, X(-));Z/j&) est
un isomorphisme (c'est une conséquence du théorème 1.2.1).

— Si une A-algèbre instable K est nulle en degré impair alors il en est de
même pour T^K (cette propriété est conséquence de son analogue linéaire, au sens
de 1.3, dont on peut se convaincre à l'aide de la proposition 2.1.3 de [La2]; elle sera
généralisée en 2.9).
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Le cas général est plus subtil mais se traite essentiellement de la même façon.
On pose K = H^(X(—)ho;Z/j&); K est donc un objet de la catégorie H^ [ 3V

(voir 1.2). Le théorème 1.2.4 nous dit que, sous l'hypothèse (S^\\ le .%*-morphisme
naturel

Fi^K^H^H^Z/^)

est un isomorphisme (observer que le foncteur Fix^ préserve les colimites).
Il faut donc montrer que la A-algèbre instable Fix^K est nulle en degré impair.

Nous le ferons en invoquant des propriétés de K qui découlent du lemme 2.6 ci-après,
variante du lemme suivant dû à Dwyer et Wilkerson :

Lemme 2.5. — Soit X un espace muni d^une action de G. On suppose :

(a) La cohomologie H*(X;Z/j&) est nulle en degré impain
(b) L'action de a sur H*(X;Z^,) est triviale.

Alors la suite spectrale de Serre, pour la cohomologie à coefficients dans îp ou Z/j^ de lafibration
X —> Xho —> BG dégénère au terme Eg.

(La notation 'L? désigne comme à l'ordinaire l'anneau des entiers j&-adiques.)

Remarque. — Les remarques 2.3 et 2.4 valent, mutatis mutandis, pour l'énoncé
ci-dessus.

L'extension de 2.5 aux pro-espaces ne présente pas de difficultés.
Soit X(-) un pro-espace muni d'une action de G; on note X(—)ho le pro-espace

i }—^ X(î)ho. Soit n un groupe abélien; on introduit la suite spectrale colimite des
suites spectrales de Serre, pour la cohomologie à coefficients dans n, des fibrations
X(z) —>• X(z)hG —^ BG. Le terme £3 et l'aboutissement de cette suite spectrale s'identifient
respectivement à H*((î;H^(X(-);7i)) et H^(X(-)ho;7r).

Lemme 2.6. — Soit X(-) un pro-espace muni d'une action de (5, vérifiant les hypothèses
(0^2) et {€?)' Alors, pour tout entier v ^ l, la suite spectrale colimite des suites spectrales de Serre,
pour la cohomologie à coefficients dans Z/p1\ des fibrations X(î') —> X(z)h<j —> Ba dégénère au terme
Ë2.

Démonstration du lemme 2.5. — Compte tenu des hypothèses (a) et (b), les termes
E^ de la suite spectrale de Serre pour la cohomologie à coefficients dans îp de la
fibration X —> Xho -^ Bo sont nuls si s ou ( sont impairs. Cette suite spectrale dégénère
donc au terme £3. Il en résulte que l'homomorphisme H*(XhG;Z^) —^ H*(X;Z.,) est
surjectif. L'homomorphisme H*(Xho;Z/j&) —> H*(X;Z/j&) est également surjectif puisque
l'homomorphisme H*(X;Z^,) —> H*(X;Z/j&) est surjectif, compte tenu de (a). Il en résulte
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à nouveau que la suite spectrale de Serre pour la cohomologie à coefficients dans Z / p
de la fibration X —^ Xha —^ BG dégénère au terme £2. D

Démonstration du lemme 2.6. — On note {îf;\v)} la suite spectrale colimite des
suites spectrales de Serre, pour la cohomologie à coefficients dans Z/p\ des fibrations
X(z) —^ Xho^') —> Ba. Les hypothèses (Ô^) et (<^) impliquent :

— le terme î^\v) est nul si t est impair;
— Phomomorphisme p, : E^Çv + 1) -> E^\v), induit par la surjection canonique

Z/p^ —^ Z/y, est nul si s est impair.

Il est clair que ces deux propriétés sont encore vérifiées si l'on remplace £3 par
E,. On montre alors, par récurrence sur r, en contemplant le diagramme commutatif

E°^+l) -^ E^-^+l)

1 py 1 P-
E05^) -^ E^-^)

que pour tout r ^ 2, tout ̂  0 et tout v ̂  1 :

— rhomomorphisme p, : E°^(y+ 1) —^ E05^) est surjectif et la différentielle
» TpO, </ \ -r^r,t—r+\/ \ 1 1d r : E / (v) —> E/ (^ est nulle.

On en conclut que la suite spectrale {E^(l)} dégénère au terme E^ en
invoquant sa structure de H*(B(y;Z/j^)-module. D

Le lemme 2.6 implique les propriétés ci-dessous de K.
On note respectivement Pc et K' les sous-algèbres de Hç et K constituées des

éléments de degré pair; on observe que Pçy est aussi un sous-A-module de Hç.

Scholie 2.7.
(a) Uhomomorphùme canonique de A-algèbres instables Hç —^ Kfait de K un ̂ -module libre.
(b) L'application canonique Z/p^^K -^ H^(X(-);Z/j&) est un isomorphisme ( Z / p est considéré

comme un îly-module via l'augmentation Hç —^ Z / p ) .
(c) Si la A-algèbre instable K est non nulle alors l'homomorphisme H(J —> K est injectzf.
(d) La sous-algèbre K/ est aussi un sous-A-module de K et l'application P(J —^ K' est un

homomorphùme de A-algèbres instables.
(e) L'application canonique Ho 0p^ K/ —> K est un isomorphisme de A-algèbres instables au-

dessous de H(J.

Démonstration. — Les points (a), (b) et (c) découlent du cas v = 1 du lemme 2.6.
Le point (d) est équivalent au suivant :

(d - bis) L'homomorphisme de Bockstein P : K2" -» K2"4'1 est trivial pour tout entier n.
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Celui-ci découle des cas v = 1 et v = 2 du lemme 2.6. En effet la dégénérescence
au ternie £3 des suites spectrales { E^' (v)}, v = 1, 2, implique que rhomomorphisme
H^(X(—)ho5 Z//?2) —> H^(X(—)hG5 Z//0? induit par la réduction modulo p, est surjectif.

Le fait que l'application canonique du point (e) est un isomorphisme de Hç-
modules résulte de (a) et (b); le fait qu'elle est un (Hçj [ J%')-morphisme résulte
de (d). D

Remarque 2.8. — Lorsque l'action de G sur X(-) s'étend en une action de S1,
la A-algèbre instable K/ s'identifie à H^(X(—)^i;Z/p) (la notation X(—)^i désigne le

def
pro-espace i\—> X(z)^§i = ES1 Xgi X(z')) et l'isomorphisme du point (e) est un avatar de
l'isomorphisme

H:(X(-)ho;Z/^) ^ H*(Ba;Z/j&) ^.(BS^Z/^) H:(X(-)hsi;Z/j!>).

Celui-ci est à nouveau conséquence de la dégénérescence au ternie £3 de la suite
spectrale colimite des suites spectrales de Serre, pour la cohomologie à coefficients
dans Z//?, des fibrations X(^') —^ X(z)^§i —> BS1, qui est immédiate pour des raisons de
degré.

Compte tenu de (e), le fait que la A-algèbre instable Fix^K est nulle en degré
impair résulte du lemme 2.9 ci-après dont l'énoncé nécessite l'introduction préalable
de quelques notations (une version « linéaire » de cet énoncé apparaît déjà dans le
paragraphe 2.6.2 de [LZ2]).

On note ^ff' la sous-catégorie pleine de J%* dont les objets sont les A-algèbres
instables nulles en degré impair et Pc [ 9 ^ ' la catégorie des objets de 3^£' au-
dessous de Pô. À nouveau le foncteur S ^ ' —> P(J [ 3V, L' \—> Pçj (g) L' admet
un adjoint à gauche que l'on note Fix'^ : P<j [ 3 K ' —> 3 ^ ' . On note enfin
E : Pô [ 3^' -^ H(, [ ^ le foncteur K' ^ H<, 0p, K' et 1 : ^ ' -^ 3^ le
foncteur inclusion.

Lemme 2.9. — Les foncteurs Fix^ o E et 1 o Fix'̂  sont naturellement équivalents.

Démonstration. — Soient ̂  / la sous-catégorie pleine de ̂  dont les objets sont
les A-modules instables nuls en degré impair, 0 : ̂  ' —> %^ le foncteur inclusion
et 0 : %^ — ^ ( î 6 ' son adjoint à droite. Soit M un A-module instable; OOM est
simplement le plus grand sous-A-module de M nul en degré impair. On rappelle que
l'on a un isomorphisme naturel

0(Ho ® M) ^ Pô (g) OM

(c'est, par exemple, un cas particulier de la proposition 8.3 de [LZ1]).
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Soit maintenant L une A-algèbre instable; il est clair que le sous-A-module
instable OOL de L est aussi une sous-algèbre. On constate que le foncteur 3K —> 3ë'
qui envoie L sur OL muni de la ^'-structure induite est adjoint à droite de I; on le
note I.

Soit enfin K' une A-algèbre instable nulle en degré impair. L'isomorphisme
naturel évoqué ci-dessus conduit au suivant :

Hom^^(H<, 0p, K', H^ 0 L) ^ Homp^,(K\ P^ (g)TL).

Ce dernier isomorphisme fournit bien une équivalence naturelle

Fix^ o E ^ 1 o Fix^. D

Pour que la démonstration de la proposition 2.1 soit complète il nous reste à
montrer que si X(-) vérifie (^i), (Ô^), (^3) et (<^) alors XH^ vérifie (^3).

Il faut cette fois se convaincre de ce que la A-algèbre instable Fix K est non
nulle. Ceci résulte du point (c) du scholie 2.7. Soit r| : Hç —> K le (Hç [ 3^\
morphisme canonique; si ï| est injectif alors il en est de même pour

Fix^îi) : î / p = Fix^ ̂  Fix^K

puisque la version «linéaire» du foncteur Fix^ (voir 1.3) est exacte ([La2], 4.6.1). On
peut également invoquer le fait que H(J est «injectif» en tant qu'objet de 3^ ([Lai],
Corollaire 3.6). D

Les propositions 2.1 et 1.1.2 entraînent :

Corollaire 2.10. — Soit X un espace muni d'une action de <7. On suppose :

— la cohomologie H*(X;Z/j&) est nulle en degré impair;
— l'action de a sur H*(X;Z^,) est triviale.

Alors la cohomologie H^(X(—)hG;Z/J&) est nulle en degré impair et non (identiquement) nulle
si X est non vide.

(On rappelle que la notation X(-) désigne le pro-^-complété de l'espace X.)

Pour remplacer la cohomologie continue d'un pro-espace qui apparaît dans
l'énoncé 2.10 par la cohomologie ordinaire d'un espace il suffit de supposer

— que H*(X;Z/j&) est de dimension finie en chaque degré,
— et que Fix^H*(Xha;Z/j&) est de dimension finie en chaque degré et nul en

degré un
(voir le théorème 4.9.3 de [La2]; pour s'affranchir de la condition de finitude portant
sur H*(X;Z/j&), voir le théorème 2.3.1 de [Mol]).
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Les conditions de finitude ci-dessus sont remplies par exemple si l'on suppose que
la cohomologie H*(X;Z/j&) est nœthérienne^ c'est-à-dire engendrée, comme Z/^-algèbre
graduée commutative, par un nombre fini d'éléments. En effet, dans ce cas, les algèbres
H*(Xho;Z/j&) et Fix^H*(XhG;Z/^) sont également nœthériennes, la première à cause du
point (b) du scholie 2.7, la seconde à cause du théorème 1.4 de [DW1] qui entraîne
que si une A-algèbre instable K au-dessous de H^ est nœthérienne alors il en est de
même pour Fix^K.

Ce qui précède conduit à l'énoncé suivant :

Corollaire 2 .11. — Soit X un espace muni d'une action de a tel que l'action de a sur
H*(X;Z^) est triviale. On suppose que l'espace X possède les propriétés suivantes :

— la cohomologie H*(X;Z/j&) est nulle en degré impair;
— la cohomologie H*(X;Z/j&) est nœthérienne;
— l'espace X est p-complet;
— l'espace X est non vide.

Alors l'espace X110 possède également ces quatre propriétés.

(On rappelle que l'on dit qu'un espace X est p-complet si l'application canonique X —> X
est une équivalence d'homotopie. Pour se convaincre de ce que X110 est ^-complet,
utiliser par exemple le corollaire 4.9.2 de [La2].)

3. Sur les (pro-) espaces fonctionnels dont la source est le classifiant d'un
groupe de Lie compact cormmitatif et dont le but est le (pro-)^-coiïiplété
d'un espace à cohomologie modulo p nulle en degré impair

Voici, comme promis dans l'introduction, la « bonne » réponse à la question 0.0 :

Théorème 3.1. — Soit n un p-groupe abélien fini; soit Y un espace. Si la coho-
mologie H*(Y;Z/j&) est nulle en degré impair alors il en est de même pour la cohomologie
H;(hom(B7r,Y(-));Z/^).

(On rappelle que la notation Y(-) désigne le pro-p-complété de l'espace Y.)

Démonstration. — On procède par récurrence sur le cardinal de n. Le cas n = 1 est
trivial. Soit K un sous-groupe d'indice p de n', on pose a = TT/K. Le pas de récurrence
consiste à montrer, en utilisant la proposition 2.1, que si l'énoncé 3.1 est vérifié pour
K alors il l'est aussi pour n.

Pour la commodité de l'exposition on choisit un modèle explicite du foncteur
n i-> BTL On note En le groupe simplicial (contractile) { 0 , 1, .... n} \—> 7^°'1? • •• '^ . Le
groupe TC, vu comme un groupe simplicial « constant », est un sous-groupe simplicial
de ETL On pose BTT = ETI/TT; puisque n est abélien, BTT est un groupe abélien simplicial
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(tout comme En et 7l) et l'on a une suite exacte de groupes abéliens simpliciaux
0 —^ n —> En -^ BTC -̂  0.

Soit Z un espace; on rappelle maintenant l'analyse classique du type d'homotopie
de l'espace fonctionnel hom(B7T, Z) en termes de points fixes homotopiques d'une
action de a sur un espace ayant le type d'homotopie de l'espace fonctionnel
hom(BK, Z) :

— L'application canonique BK = EK/K —^ ETT/K est une équivalence d'homotopie
(on a en fait ici une suite exacte de groupes abéliens simpliciaux 0 —> BK —> EK/K. —>
Ea —^ 0). Elle induit une équivalence d'homotopie hom(Eîi/K, Z) ^ hom(BK, Z).

— Le groupe <7 agit sur hom(E7C/K, Z) via son action sur ETT/K (on a une
suite exacte de groupes abéliens simpliciaux 0 —> a —> ETT/K —> BTC —> 0). L'espace des
points fixes homotopiques hom(E7C/K, Z)^ s'identifie à l'espace fonctionnel hom((E(jx
(E7ï;/K))/<7, Z) (le groupe G se plonge diagonalement dans Eax(En/K) et l'on a une suite
exacte de groupes abéliens simpliciaux 0 —> a —> Ea x (ETT/K) —> (Eo x (ETT/K))/O- —> 0).

— L'application canonique (E(T x (E7l/K))/o —> (En/K)/a = BTT est une équiva-
lence d'homotopie (on a une suite exacte de groupes abéliens simpliciaux 0 —> E(J —>
(Ea x (E7i/K))/<j —> îïn —> 0). On a donc une équivalence d'homotopie
hom(E7l/K, Z)^ ^ hom(B7T, Z).

Ayant en tête ce que l'on vient de rappeler, on franchit le pas de récurrence en
appliquant la proposition 2.1 au pro-o-espace hom(E7T/K, Y(—)). La propriété (Ô^)
est vérifiée par hypothèse de récurrence. La propriété (^) est vérifiée à cause de
l'observation suivante qui illustre la remarque 2.4 :

— L'action par translation du groupe abélien simplicial connexe ETT/K sur lui-
même induit une action de ce groupe sur hom(E7i/K, Z) qui prolonge celle de a. D

Remarque. — Soit 0 — > L ^ — ^ L o — > a — > 0 une résolution libre de G
comme Z-module avec LQ (et Li) de dimension 1; le monomorphisme de groupes
abéliens simpliciaux o '—> ETC/K considéré ci-dessus est composé du monomorphisme
G '—> ELo/Li et d'un homomorphisme ELo/Li —> ETT/K. Gomme le groupe abélien
simplicial ELo/Li est un avatar de S \ on se trouve dans le domaine de validité de la
remarque 2.8.

En remplaçant dans la démonstration du théorème 3.1 la proposition 2.1 par
son corollaire 2.11, on obtient :

Théorème 3.2. (Théorème 0.1). — Soit n un p-groupe abélien fini. Soit Y un espace
possédant les propriétés suivantes :

— la cohomologie H*(Y;Z/j&) est nulle en degré impair;
— la cohomologie H*(Y;Z/j&) est nœthérienne;
— l'espace Y est p-complet.
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Alors l'espace hom(B7^ Y) possède également ces trois propriétés.

Théorème 3.3. —Soient n un p-groupe abélienjini et K un sous-groupe; soit Y un espace
dont la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Alors toute application de BK dans Y se
prolonge à BTL

(On rappelle que la notation Y désigne le ^-complété de l'espace Y.)

Démonstration. — Puisqu'il existe une suite finie de sous-groupes :

K = KO C K\ C ... C Ki-\ C Ki C ... C Kr = 71

avec ni/Ki-\ cyclique d'ordre p pour tout i > 1, il suffit de démontrer le théorème dans
le cas où ÎC/K est cyclique d'ordre p.

On se place dans ce cas; on pose alors a = TC/K.
Soit/une application de BK dans Y; soit [BTC, Y;/] le sous-ensemble de [BTT, Y]

formé des classes d'homotopie d'applications de BTC dans Y dont la restriction à BK
est homotope à/([B7i, Y;/] est en fait un fermé de l'ensemble profini [BTC, Y]). Étant
donné que Y est fibrant, on est ramené à montrer que [BTI, Y;/] est non vide.

Soit i un objet de la catégorie ^Y(-) (voir Ll^ on note^ l'application composée
de/et de l'application canonique Y —> Y(z), et hom(E7C/K, Y(z);/) le sous-espace de
hom(Eîi;/K, Y(î')) image réciproque de la composante connexe de/ par l'application
hom(Eîl/K, Y(z)) —> hom(BK, Y(z')) considérée dans la démonstration précédente.
Compte tenu de l'observation faite à la fin de cette démonstration, l'action de a sur
hom(E7i/K,Y(z)) préserve hom(E7i;/K, Y(z);/). Le foncteur i i-̂  hom(E7T/K, Y(z);/)
est donc un pro-a-espace; on le note hom(E7ï;/K, Y(—);/).

On démontre le théorème 3.3 en appliquant la dernière partie de la propo-
sition 2.1 au pro-a-espace hom(E7l/K, Y(—);/). Détaillons un peu. La vérification
de l'hypothèse (Ô^i) ne pose pas de problème. L'hypothèse (^2) est vérifiée
parce que H,*(hom(E7i/K, Y(-);/);Z/^) est quotient de H,*(hom(E7i/K, Y(-));Z/j&) ^
H^(hom(BK, Y(—));Z/j&) qui est nul en degré impair d'après 3.1. Pour (^) on peut
invoquer la même raison (ou reprendre l'argument de la démonstration de 3.1).
L'hypothèse (^3) est vérifiée puisque, par construction, H^(hom(E7T/K, Y(—);/);Z/j&)
est isomorphe à Z / p . La proposition 2.1 nous dit donc que H^(hom(E7C/K, Y^—);/)^;
Z / p ) est non nul (voir 2.2). Or H^(hom(E7C/K, Yn;/)^/^) s'identifie à l'algèbre des
applications continues de [BTC,Y;/], muni de sa topologie profinie, dans Z / p , muni
de sa topologie discrète (voir 1.1.3 et 1.1.4). D

Corollaire 3.4. — Soit T un tore et soit V le sous-groupe de T formé des éléments t vérifiant
t p = 1; soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Alors toute
application de BV dans Y se prolonge à BT.
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Ce corollaire découle du théorème 3.3 et du lemme suivant :

Lemme 3.5. — Soit T un tore et soit Q(n\ n G N, le sous-groupe de T formé des éléments
t vérifiant t^ = 1. Alors pour tout espace Y l'application naturelle

[BT, Y] -^ lim [B6(72), Y]
/2ÇN

^ MTîé? bijection (homéomorphùme d'ensembles profinù).

Comme les ensembles profinis [ET, Y] et lim^ P56^) 5 Y] sont respectivement
les spectres des algèbres ^-booléennes

H^(hom(BT,Y(-));Z/^) et colim^ H,°(hom(Be(^ Y(-));Z/^)

(voir le paragraphe 1.8.1 de [La2] et le paragraphe 1.1 du présent article), le lemme 3.5
peut être vu comme un cas particulier du lemme suivant :

Lemma 3.6. — Soit T un tore et soit Q(ri), n G N^ le sous-groupe de T formé des éléments t
vérifiant t^ = 1. Alors pour tout espace Y l'application naturelle

colim H:(hom(B6(^ Y(-));Z/j&) -. H:(hom(BT, Y(-));Z/j&)
^eN

est un isomorphisme (de A-algèbres instables).

Compte tenu de la définition même de la cohomologie continue d'un pro-espace,
le lemme 3.6 résulte enfin du lemme suivant :

Lemme 3.7. — Soit T un tore et soit Q(n\ n ç N, le sous-groupe de T formé des éléments t
vérifiant t^ = 1. Alors l'application naturelle

colim H*(hom(Be(7z), Y); Z / p ) -^ H*(hom(BT, Y); Z / p )
^eN

est un isomorphisme (de A-algèbres instables) si Y est p-K^-fini (etfibrant).

Démonstration. — On note VY l'application naturelle ci-dessus. On vérifie par
inspection que Vy est un isomorphisme dans le cas où Y est un espace d'Eilenberg-
Mac Lane du type K(Z/p, m)', le cas général se traite en utilisant une décomposition
à la Postnikov d'un espace p-n^-îmi. Précisons un petit peu. Soit Y un espace p-n^-fmi
(et fibrant) que l'on suppose connexe (il est clair que cette restriction n'est pas gênante
ici); il existe une suite finie de fibrations, Y, —> Y,_i —^ K(Z/j&, m,) (m, ^ 2), 0 ^ s $ r,
Y_i étant un point et Y, ayant le type d'homotopie de Y. On vérifie que Vy est
un isomorphisme par récurrence sur s en considérant les suites spectrales d'Eilenberg-
Moore des applications hom(BC,Y,_i) -^ hom(BC, K(Z/j&, m,)) convergeant vers la
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cohomologie à coefficients dans î / p de la fibre hom(BC, Y,) au-dessus du point base
(l'espace hom(BC, K(Z/j^ m,)) est naturellement pointé), avec C = T et C = Q(n) (on
copie ce que font Dror et Smith dans [DS]). D

Corollaire 3.8. — Soit T un tore; soit Y un espace dont la cohomologie modulo p est nulle
en degré impain Alors l'application naturelle

[BT, Y] -> Hom^(H*(Y;Z/j^ H*(BT;Z/^))

est une surjection.

Démonstration. — On considère le diagramme commutatif d'applications naturelles
suivant :

[BT.Y] —— Hom^(H*(Y;Z/^H*(BT;Z/^))

[BV,Y] —— Hom^(H*(Y;Z/^H*(BV;Z/^))

(la notation V est introduite dans 3.4). Le corollaire 3.8 découle des points suivants :
— La flèche verticale de droite est une bijection. C'est une conséquence de

l'isomorphisme OH*(BV;Z/^) ^ H*(BT;Z/j&) (notation introduite dans la démonstration
de 2.9) que l'on vérifie par récurrence sur dim^/V à partir de l'isomorphisme

0(Hç (g) M) ^ Pçj (g) OM (voir à nouveau la démonstration de 2.9).
— La flèche horizontale du bas est une bijection pour tout espace Y. C'est la

variante du théorème 3.1.1 de [La2] dans laquelle la j^-complétion de Bousfield-Kan
est remplacée par celle de Sullivan; la méthode de démonstration est la même que
celle du cas particulier 1.2.3.

— La flèche verticale de gauche est une surjection (Corollaire 3.4). D

Remarque. — L'ensemble Hom^-(H*(Y;Z/j&), H*(BT;Z/j&)) possède une topologie
profinie canonique (voir [La2], 1.7.7) et l'application naturelle de l'énoncé 3.8 est
continue.

Le théorème 3.1 et le lemme 3.6 impliquent immédiatement :

Théorème 3.9. — Soit T un tore; soit Y un espace. Si la cohomologie
H*(Y;Z/j&) est nulle en degré impair, alors il en est de même pour la cohomolo-
gieH:(hom(BT,Y(-));Z/^).

On achève ce paragraphe en condensant les théorèmes 3.1 et 3.9 en un seul
énoncé (il ne faut pas prendre cette unification trop au sérieux!) :
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Théorème 3.10. — Soit G un groupe de Lie compact commutatzf; soit Y un espace. Si
la cohomologie H*(Y;Z/j&) est nulle en degré impair alors il en est de même pour la cohomologie
H:(hom(BC,Y(-));Z/^).

On obtient cet énoncé en généralisant les lemmes 3.6 et 3.7 :

Lemme 3.11. — Soit C un groupe de Lie compact commutatzf et soit y(n\ n € N^ le
sous-groupe de G formé des éléments c vérifiant c^ = 1. Alors :

(a) L'application naturelle

colim H*(hom(B7(^ Y);Z/j&) -^ H*(hom(BG, Y);Z/j&)
^çN

est un isomorphisme (de A-algèbres instables) si Y est p-n^ -fini (et fibrant}.
(b) L'application naturelle

colim H:(hom(B^), Y(-));Z/j&) ̂  H:(hom(BG, Y(-));Z/j&)
72ÇN

^ ̂  isomorphisme (de A-algèbres instables) pour tout espace Y.

Démonstration (du point (a)). — Soit Go la composante connexe de l'élément neutre
de G. Le groupe de Lie G est isomorphe au produit Go x 7ioC et le groupe abélien
fini îloC est lui-même produit d'un ^-groupe abélien fini p et d'un groupe abélien fini
p' dont le cardinal n'est pas divisible par p. On écrit

hom(BG, Y) = hom(BCo x Bp, hom(Bp', Y)).

On observe que si Y est p-n^-fini (et fibrant) alors «l'évaluation en zéro»
hom(Bp', Y) —-> Y est une équivalence d'homotopie. On a donc une équivalence
d'homotopie

hom(BG, Y) ̂  hom(BGo x Bp, Y) = hom(BCo, hom(Bp, Y)).

On observe cette fois que si Y est p-n^-fim (et fibrant) alors hom(X, Y) est p'n^-fim
(et fibrant) pour tout espace X dont la cohomologie modulo p est de dimension finie
en chaque degré. On conclut en appliquant le lemme 3.7. D

4. Propriétés d^ exactitude » des (pro-)espaces fonctionnels considérés dans
le paragraphe précédent

Ce titre renvoie aux propositions 4.5 et 4.6 que l'on trouvera à la fin de ce
paragraphe. La démonstration de ces propositions consiste à reprendre, à la lumière
des scholies 4.1 et 4.4, les énoncés correspondants du paragraphe 3; nous n'infligerons
pas les détails au lecteur. Les scholies 4.1 et 4.4 s'obtiennent quant à eux en méditant
sur la démonstration de la proposition 2.1.
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Schohe 4.1. — Soit f : X(-) —> X'(-) un morphisme de pro-a-espaces, vérifiant les
hypothèses (S^,\ (^2) et (^). Si l'application H,*(X/(-);Z/^) -^ H,*(X(-);Z/j&) induite par
f est surjective (resp. injective) alors il en est de même pour l'application H^((X/(-)hG;Z/J&) -^
H^Ç^-y^Z/^) (toujours induite par J).

Démonstration. — On utilise :
— le fait que le J%* -morphisme naturel

Fix^H:(X(-)ho;Z/^) ̂  ̂ ((XH^Z/^)

est un isomorphisme,
— l'exactitude du foncteur Fix^ (version linéaire),
— et le lemme 4.2 ci-dessous auquel conduisent le lemme 2.6 et son scholie 2.7 :

Lemme 4.2. — Soit f : X(-) —> X'(-) un morphisme de pro-o'-espaces, vérifiant les
hypothèses (^2) et (^). Si l'application H;(X^(-);Z/^) -. H^(X(-),Z/j^) induite par f
est surjective (resp. injective) alors il en est de même pour l'application îï^(X\-)^Z/p) ->
H^(X(—)h(y;Z/j&) (toujours induite par f).

Démonstration. — Compte tenu des points (b) et (a) de 2.7, ce lemme est
conséquence des deux assertions ci-après dont la vérification est laissée au lecteur. Soit
(|) : M' —> M un homomorphisme de H<j-modules N-gradués; soit (J) : î / p (g)^ M' —>
z/^ ^Ho M l'homomorphisme induit de Z/^-espaces vectoriels N-gradués. Alors (|) est
surjectif si et seulement si (J) est surjectif. Quand M est libre comme H^-module
N-gradué alors (|) est injectif si (j) est injectif. D D

Le scholie 4.4 ci-après est obtenu comme ci-dessus en invoquant la variante
ad hoc du lemme 4.2 et le lemme 4.3 ci-dessous qui montre que dans certains cas
les coégalisateurs dans les catégories ^ et 3^ «coïncident». Avant d'énoncer ce
scholie et ce lemme, nous rappelons la terminologie des diagrammes égalisateurs et
coégalisateurs.

Soit E —> E° =t E1 un diagramme dans la catégorie des ensembles; on dit que
ce diagramme est égalisateur si la flèche de gauche est injective et si son image est
Pégalisateur des deux flèches de droite. Suivant l'usage habituel, on dit donc qu'un
diagramme G —> G° =^ G1 dans une catégorie W est égalisateur si pour tout objet
D de ^, le diagramme induit dans la catégorie des ensembles Hom^(D,C) —^
Hom^(D, C°) =t Hom^(D, G1) est égalisateur. La notion de diagramme coégalisateur
est définie de façon duale (au sens des catégories).

Nous dirons qu'un diagramme G —^ C° ^C1 dans une catégorie ^ est égalisa-
teur augmenté si le diagramme sous-jacent G —> C° =^ G1 est égalisateur et si les deux
morphismes composés G° =^ G1 —^ G0 sont l'identité de C°. La notion de diagramme
coégalisateur coaugmenté est définie de façon duale.
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Lemme 4.3. — Soit K <— Ko £ Ki un diagramme de A-algèbres instables. Un tel
diagramme est coégalisateur coaugmenté si et seulement si le diagramme sous-jacent de A-modules
instables l'est.

Démonstration. — Soient do et d\ les deux morphismes de Ki dans Ko ; l'existence
d'un morphisme so : Ko —^ Ki avec do o SQ = Id et û?i o SQ = Id entraîne que le
sous-A-module (do — û?i)(Ki) est aussi un idéal de Ko. Le lemme en résulte. D

Scholie 4.4. — Soit X(-) —> X°(—) SX^—) un diagramme de pro-o'-espaces vérifiant les
hypothèses {S^\\ (S^î) et (^). Si le diagramme induit dans la catégorie des A-algèbres instables

H:(X(-);Z/^) ̂  H:(X°(-);Z/^) ï.îî:(X\-Wp)

est coégalisateur coaugmenté alors il en est de même pour le diagramme

^((XH^Z/^) ^- H^H^Z/̂ ) ëH^H^Z/^).

Voici maintenant les énoncés promis au début de ce paragraphe. On rappelle
que l'introduction d'un groupe de Lie compact commutatif G sert essentiellement à
condenser en un seul les énoncés que l'on aurait en remplaçant G par un un ^-groupe
abélien fini ou un tore.

Proposition 4.5. — Soit G un groupe de Lie compact commutatif; soit f : Y —^ Y' une
application entre deux espaces dont la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Si l'application
/* : H*(Y';Z/j&) —^ H*(Y;Z/j&) est surjective (resp. injective) alors il en est de même pour
l'application (induite parf) H (̂hom(BC, Y'(-));Z/j&) -. H,*(hom(BG, Y(-));Z/j&).

En particulier l'application (toujours induite par f) [KG, Y] —^ [BC^ Y'] est injective (resp.
surjective).

Proposition 4.6. — Soit G un groupe de Lie compact commutatif; soit Y —> Y° S Y1 un
diagramme dans la catégorie des espaces dont la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Si
le diagramme induit dans la catégorie des A-algèbres instables

H*(Y;Z/j&) ̂  H*(Y°;Z/j&) ̂ ^(Y^Z/^

est coégalisateur coaugmenté alors il en est de même pour le diagramme

H;(hom(BG, YH);Z/^) ̂  H:(hom(BG, YO(-));Z/^)

ëH^hon^BG^H)̂ ).

En particulier le diagramme (induit dans la catégorie des ensembles ou des ensembles profinis)

[BC, Y] -̂  [BG, Y°] ^ [BC, Y1]

est égalisateur.
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5. Introduction de MU-résolutions instables

Soit Y un espace. On obtient des diagrammes Y —> Y° 5 Y1 du type de ceux
qui apparaissent dans le paragraphe précédent en considérant le début de « résolutions
instables» de Y associées à certains spectres. La référence à ce sujet est [BGM].
Rappelons brièvement de quoi il s'agit.

Soit E un spectre-anneau unitaire (« homotopy associative ring spectrum with
unit»). On pose R^Y = iî°°(E A Y+) (nr est pour «non réduit»). Le foncteur
Y »—> R^Y admet une structure de monade, tout du moins si on le considère comme
un endofoncteur de la catégorie homotopique. Il existe aussi une version « réduite » RE
du foncteur R^. L'idéal serait ici de s'inspirer de ce que font Bousfield et Kan dans le
cas du foncteur Y ^—> A[Y] ([BK], I, 2.1), A[Y] désignant le module simplicial sur un
anneau commutatif A engendré par Y, et de définir RpY comme la fibre au-dessus de
« point » de l'application R^Y —> R^ (point). Mais la mise au point d'une telle définition
se heurte à des difficultés techniques causées par le manque de « rigidité » du foncteur
R^. Une façon de contourner ces difficultés est de supposer que Y est pointé et de
poser RaY = ^^(E A Y). C'est ce que nous ferons par la suite; cette introduction
assez artificielle d'un point base nous obligera à quelques contorsions disgracieuses.
A nouveau le foncteur Y \—> RpY, considéré comme un endofoncteur de la catégorie
homotopique pointée, admet une structure de monade. On obtient à l'aide de cette
structure un objet cosimplicial coaugmenté qu'on appelle la E-résolution instable de Y,
noté ci-après Rés^Y. Le « début » de Rés^Y est donc un diagramme de la forme

Y^REY^REREY.

La proposition 5.2 ci-dessous montre en particulier que le diagramme de A-algèbres
instables

H*(Y;Z/j&) ̂  H*(REY;Z/J&) ^H*(REREY;Z/J&)

est coégalisateur coaugmenté si l'application Ho(S; Z//?) —> Ho(E; Z/j&) induite par l'unité
de E, S désignant le spectre des sphères, est injective.

Proposition 5.1. — Soit E un spectre-anneau unitaire; soit A un anneau commutatif. Si
l'application H°(E;A) —> H°(S;A) induite par l'unité de E est surjective alors l'homomorphùme
de A-modules gradués (induit par l'unité de E) H^(Y;A) —> H^(REY;A) possède une rétraction
fonctorielle en l'espace pointé Y.

Démonstration. — II revient au même de montrer que l'homomorphisme de
A-modules gradués H>|<(Y;A) —> H^(REY;A) possède une rétraction fonctorielle en
l'espace pointé Y (H^(—;A) désigne l'homologie réduite à coefficients dans A).

On note HA le spectre d'Eilenberg-Mac Lane, représentant la cohomologie à
coefficients dans A. Soient T|E et TIHA les unités respectives de E et HA; l'hypothèse faite
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sur T|E équivaut à supposer qu'il existe une application 6 : E —» HA avec 6or|E = T|HA.
Disposant d'un telj), on exhibe une rétraction fonctorielle de A-modules gradués
PE : H^(REY;A) —> H^(Y;A) de la façon suivante :

Dans le cas E = HA, PHA est un avatar de l'application T^RHARHAY —> TC^RHAY
donnée par la structure de monade de RHA (on observera que le foncteur RHA est
une version «molle» du foncteur Y i-̂  A [Y]/A [point] qui admet lui une structure de
monade «^rigide »). Dans le cas général, pa est juste la composée de la transformation
naturelle H^(REY;A) —> H^(RHAY;A) induite par 6 et de PHA. D

Proposition 5.2. — Soit E un spectre-anneau unitaire; soit A un anneau commutatif. Si
l'application H°(E; A) —> H°(S; A) induite par l'unité de E est surjective, alors le A-module gradué
cosimplicial coaugrnenté H^(Rés^Y;A) est acyclique pour tout espace pointé Y.

(Par acyclique on entend acyclique pour la différentielle, de degré +1, obtenue
de la façon habituelle à partir des cofaces.)

Démonstration. — L'objet cosimplicial coaugrnenté RERÔS^Y possède une contrac-
tion à gauche (voir dans [DMN] la définition 6.1 et l'exemple (1) qui suit le lemme
6.2); il en résulte que le A-module gradué cosimplicial coaugrnenté H^(RERés^Y;A)
est acyclique. Il en est de même pour H^(Rés^Y;A) à cause de la proposition précé-
dente. D

Nous utiliserons la proposition ci-dessus dans les cas E = MU, A = î / p et
A = Q. Dans le premier de ces deux cas la proposition 5.3 ci-dessous montre que si
la cohomologie modulo p de Y est nulle en degré impair alors le diagramme

Y —> RMUY SRMLjRMTjY

vérifie les hypothèses de la proposition 4.6.

Proposition 5.3. — Soit Y un espace pointé. Si la cohomologie modulo p de l'espace Y est
nulle en degré impair alors il en est de même pour celle de l'espace RMUY.

Démonstration. — Cette proposition est une variante technique du point (e) de la
proposition 5.4 ci-après; pour les détails, voir l'appendice. D

Avant d'énoncer cette proposition, introduisons les notations suivantes :
— Comme à l'ordinaire, on pose MU^ = MU^ (point) = T^MU (MU est donc

un anneau N-gradué commutatif).
— On note MU, l'espace a^MU.
— Étant donné un espace pointé X et un ensemble I, on note X^ le sous-espace

de X1 formé des I-uples dont les coordonnées distinctes du point base sont en nombre
fini.
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Proposition 5.4. — Soit Y un^ espace pointé dont l'homologù entière est en chaque degré un
Z-module libre; soit B^ une base de H^(Y; Z).

(a) La M\]-homologie MU^Y est un MU^-module libre.
(b) // existe un ùomorphisme de spectre-modules sur MU

M U A Y ^ V(^MU)V\
neN

(S^MU)^ désignant le bouquet de copies, indexées par B^ du spectre E^MU.
(c) // existe une équivalence d'homotopù

RMuY^n^?.)
n

TzçN

^/fe que l'homomorphisme H^(Y; Z) -^ H^MU^; Z) îW^ j&ûr fc composée de l'application
canonique Y —> RMUY, ûfc ^^ équivalence d'homotopù et de la projection sur le facteur MU^,
s'identifie à l'ùomorphisme H^(Y;Z) ^ Z^^.

(d) Uhomologie entière de l'espace RMUY est en chaque degré un Z-module libre.
(e) Si l'homologie entière de Y est nulle en degré impair alors il en est de même pour celle de

l'espace RMUY.
(f) Si Y est connexe et si son homologie entière est en chaque degré un Z-module libre de

dimension finie alors il en est de même pour celle de l'espace RMUY.

Démonstration. — Le point (a) est conséquence de la dégénérescence de la suite
spectrale d'Atiyah-Hirzebruch convergeant vers MU^Y. Le point (b) en découle par
un argument standard (voir par exemple [Adi], Part II, Lemma 11.1). Il est clair que
l'on peut préciser l'énoncé du point (b) comme on l'a fait pour le point (c); celui-
ci est alors simplement obtenu en appliquant le foncteur Q°°. Les points (d), (e) et
(f) coûtent plus cher; compte tenu de (c), ils sont conséquences de [Wils]. En effet,
W. S. Wilson montre dans cet article que l'homologie entière des espaces MU , n ̂  1,
et de la composante connexe du point base de l'espace MU(), est en chaque degré un
Z-module libre de dimension finie et que cette homologie est nulle en degré impair
pour n pair. D

Remarque. — On observera que le point (f) n'est plus vrai si l'on remplace RMUY
Rnr •» 7-Par MuY.

La proposition suivante est maintenant une spécialisation de la proposition 4.6 :
Proposition 5.5. — Soùnt G un groupe de Lie compact commutatîfet Y un espace pointé dont

la cohomologie modulo p est nulle en degré impair. Alors le diagramme (d'ensembles ou d'ensembles
profinis)

PBC, Y;] -^ [BG, (RMUY);] ̂  [BG, (RMURMUY);]

est égalisateur.
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La proposition 5.5 est la clef de la démonstration du théorème 0.3 à laquelle est
consacré l'essentiel du prochain paragraphe. Les conséquences de cette proposition (ou
plutôt de sa variante 7.17) sont analysées plus finement dans [De].

6. Démonstration des théorèmes 0.3 et 0.4

La démonstration du théorème 0.3 se fait en deux temps. On montre tout
d'abord que le diagramme d'ensembles

[BT, Y] -^ [BT, RMUY] ^ [BT, RML;RMUY]

est égalisateur. On vérifie ensuite que l'égalisateur de la double flèche s'identifie à
l'ensemble Hom^(K(Y), K(BT)). Chemin faisant, on démontre le théorème 0.4.

Proposition 6.1. — Soit T un tore; soit Y un espace pointé. On fait les hypothèses suivantes :

— Y est simplement connexe;
— H^(Y; Z) est nul pour n impair et un î-module libre de dimension finie pour n pair;
— H* (Y; Q) est une algèbre de polynômes.

Alors le diagramme ^ensembles

[BT, Y] -^ [BT, RMUY] ^ [BT, RMURMUY]

est égalisateur.

Démonstration. — Celle-ci utilise essentiellement la proposition 5.5 et un argument
de «carré arithmétique» ([BK], VI, 8.1); l'hypothèse sur la cohomologie rationnelle
de Y sert à régler à peu de frais les questions correspondant au sommet « Q-local »
de ce carré et à éviter l'apparition de « phénomènes fantomatiques ».

Passons aux détails. La démonstration de la proposition 6.1 s'appuie sur les
lemmes 6.4, 6.5 et 6.6 ci-après; la démonstration des lemmes 6.4 et 6.6 fait intervenir
quant à elle le lemme 6.2 et le scholie 6.3. Ces énoncés nécessitent l'introduction de
quelques notations :

— Nous notons YQ le Q-localisé d'un espace Y (plus précisément, comme les
espaces dont nous aurons à considérer la Q-localisation sont simplement connexes,
nous posons Yq = QpoY, voir [BK], Ch. y §4).

— On rappelle que la notation Z désigne le complété profini de Z (et que l'on
a Z = Tipîp). Nous posons Y^ = Tlp^ p '

— Nous posons A = Q®zZ (A est l'anneau des adèles finies de Q) et YA = (Y^) .

— Soit n^ un groupe abélien N-gradué; nous notons K(7T+) le produit, indexé
par N, des espaces d'Eilenberg-Mac Lane K(7^, n).



SUR LES ESPACES FONCTIONNELS DONT LA SOURCE EST UN CLASSIFIANT 155

Lemme 6.2. — Soit Y un espace vérifiant les hypothèses de la proposition 6.1. Alors il
existe un Z-module N-gradué L^ nul en degré impair et en degré ^éro, libre de dimension finie en
chaque degré pair (strictement positif), et une application u : Y —^ K(L^) telle que l'homomorphùme
u^ : H^(Y;Z) —> H^(K(L^);Z) est un isomorphisme pour n ^ 3 et a un noyau et un conqyaufinù
pour n ^ 4.

Démonstration. — On peut par exemple procéder comme suit. Soit E^ le sous-
espace des primitifs de H^(Y;Q) (le noyau du coproduit H^(Y;Q) -^ H^(Y;Q)0
^C^QJ)- Soit L, l'intersection dans H^(Y;QJ de ce sous-espace et de H^(Y;Z);
U est donc un Z-module N-gradué, nul en degré impair et nul en degré zéro, libre
de dimension finie en chaque degré pair (strictement positif), qui est facteur direct
dans H^(Y;Z). Soit u une application de Y dans K(L^) «représentant» une rétraction
H*(Y;Z) —> L, (observer qu'un homomorphisme de degré zéro de H^(Y;Z) dans
U s'identifie à une suite de classes de cohomologie de Y à coefficients dans L^,
n parcourant N) alors Phomomorphisme u, : H,(Y;Z) -^ H,(K(L,);Z) a les propriétés
requises. D

Scholie 6.3. — Soit Y un espace vérifiant les hypothèses de la proposition 6.1. Alors il existe
un (^-espace vectoriel N-gradué E^ nul en degré impair et en degré ^éro, de dimension finie en
chaque degré pair (strictement positif), et un diagramme commutatzf

YQ —— YAi i
K(E,) ——. K(A®QE,)

dans lequel les flèches verticales sont des équivalences d'homotopie (les flèches horizontales étant les
flèches évidentes).

Démonstration. Le diagramme ci-dessus est un avatar du diagramme

YQ —— YA

"Q "A
•^ 4-

(K(L,))Q —— (K(L,))A. D

Lemme 6.4. —Soit Y un espace vérifiant les hypothèses de la proposition 6.1; soit X un
espace dont l'homologie entière est nulle en degré impair et est en chaque degré pair un Z-module
libre. Alors le diagramme d'ensembles

[X,Y] -^ \X,Y^\

1 1
[X,YQ] ——. [X,YA]

est cartésien.
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Démonstration. — Elle découle des deux points suivants :

— Le « carré arithmétique »

Y ——. Y^

1 1
YQ —— YA

est homotopiquement cartésien ([BK], VI, 8.1).
— D'après le scholie 6.3, chaque composante connexe de l'espace fonctionnel

hom(X, YA) a le type d'homotopie d'un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane
K(A, 2n), avec n ^ 1, et est donc en particulier simplement connexe. D

Lemme 6.5. — Soit Y un espace pointé. Si :

— Y est simplement connexe,
— H^(Y; Z) est nul pour n impair et un ï-module libre de dimension finie pour n pair, alors

l'espace R^uY vérifie aussi ces deux propriétés et en outre :
— H*(RMUY; Q) ^t une algèbre de polynômes.

Démonstration. — Pour la première partie du lemme, appliquer la proposition 5.4.
Pour la seconde, observer par exemple que RMUY est un espace de lacets. D

Lemme 6.6. — Soit Y un espace pointé vérifiant les hypothèses de la proposition 6.1. Alors
pour tout espace X :

(a) le diagramme d'ensembles

P^ YQJ "-> P^ (RMuY)oJ =^ P^j» (RMuRMuY)oJ

est égalisateur;
(b) l'application ^X, YAJ —^ [X^ (RMUY)A] ^t injective.

Démonstration du point (a). — Soit «^*Q la catégorie des Q-coalgèbres graduées
cocommutatives. L'application naturelle

PC, YQ] -^ Hom^(H,(X; Q), H,(Y; Q))

est une bijection (voir Scholie 6.3) et il en est de même si l'on remplace Y par RMU^
et RMuRMuY (voir Lemme 6.5). On conclut en observant que la proposition 5.2 et la
variante ad hoc du lemme 4.3 impliquent que le diagramme

H,(Y; Q) -^ H,(RMUY; Q) =t H,(RML;RMUY; Q)

est coégalisateur dans la catégorie 3K\^. D
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Démonstration du point (b). — On considère à nouveau l'application u : Y —^ K(L^)
du lemme 6.2. Puisque l'homomorphisme H*(RMUY;Z) -^ H*(Y;Z) est surjectif (c'est
une conséquence de la proposition 5.1), il existe une application v : RML;Y —> K(L^)
qui fait commuter (à homotopie près) le diagramme suivant

Y ——. RMUY

.\ /.
K(Z,)

En appliquant le foncteur (—\ à ce diagramme, on constate que YA est rétracte (à
homotopie près) de (RMUY)A. Q

Remarque. — II est probable que la version « adélique » du point (a) est satisfaite;
cependant le point (b) suffit pour démontrer la proposition 6.1.

Fin de la démonstration de la proposition 6.1. — On pose Y~1 = Y, Y° = RMUY et
Y = RMuR]vnjY.

D'après les lemmes 6.4 et 6.5 les diagrammes d'ensembles

[BT, Y1] —— [ET, Y^]

[BT.Yy —— [BT,Y1]

sont cartésiens pour i = — 1, 0, 1.
D'après la proposition 5.5 et le point (a) du lemme 6.6 les diagrammes

d'ensembles

[BT,Y^]^[BT,Y^[BT,Y^

et

[ET, Y^] -̂  [BT, Y ]̂ =1 [ET, Y ]̂

sont égalisateurs et d'après le point (b) du lemme 6.6 la flèche de gauche du diagramme
d'ensembles

[B^YA'J^DBT^^PT^A]
est inj écrive.

La proposition 6.1 résulte donc d'une «interversion des limites». D

Gomme nous l'avons déjà dit, on achève la démonstration du théorème 0.3
en identifiant l'égalisateur de la double flèche [BT, RMUY] :4 [BT, RMURMUY]. Mais
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avant d'effectuer cette identification, on montre comment la proposition 6.1 implique
immédiatement le théorème 0.4.

Démonstration du théorème 0.4. — Le cas où Y est vide est trivial; on peut donc
supposer que Y est pointé. On considère le diagramme commutatif

[BT.Y] —— [BT.RMUY]

[BT,YQ] —— [BT,(RMUY)^].

Il faut montrer que la flèche verticale de gauche est injective. Puisque la flèche
horizontale du haut est injective il suffit de montrer que la flèche verticale de droite
l'est aussi. Ceci résulte de la proposition 5.4. D

Remarque. — On observera que la démonstration ci-dessus fournit un exemple
d'application de la proposition 4.5.

On revient maintenant à l'identification de l'égalisateur de la double flèche

[BT, RMUY| ^ [BT, RMURMUY].

Nous commençons par décrire cet égalisateur en termes de MU-homologie; pour
cela nous faisons référence à [BCM].

Soient X et Y deux espaces, avec Y pointé; nous notons F(X, Y) l'égalisateur de
la double flèche [X, RMUY] ^ PC, RMURMUY].

Nous notons ^MU la catégorie des MU^MU-coalgèbres (counitaires) instables,
version «non pointée» de la catégorie introduite par Bendersky, Gurtis et Miller (la
MU-homologie d'un espace dont l'homologie entière est en chaque degré un Z-module
libre est l'exemple type d'un objet de ^'Mu).

Précisons un peu. Notons ^MU la catégorie dont les objets sont les MU^-modules
N-gradués libres et dont les morphismes sont les applications MU^-linéaires de degré
zéro. La catégorie ^*MU est la catégorie des G-coalgèbres de ^MU pour une certaine
comonade G : ^MU -^ ^MU vérifiant G(MU,Y) = MU,(R^;Y).

Compte tenu de la définition de ^*MU? l'énoncé suivant est presque tauto-
logique :

Proposition 6.7. — Soient X et Y deux espaces, avec Y pointé, dont l'homologie entière
est en chaque degré un Z-module libre. Alors l'ensemble F(X, Y) est naturellement en bijection avec
l'ensemble Hom^ (MU X, MU Y).

^MU" * -? * /
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Démonstration. — L'ensemble [X, RMUY] est naturellement en bijection avec
l'ensemble Hom^(MU,X, MU^Y) (voir par exemple [Adi], Part III, Propo-

sition 13.5), donc avec l'ensemble Hom^^(MU^X, G(MU^Y)) et on vérifie que

MU^Y est égalisateur dans ^Mu(G) du diagramme G(MÛ^Y) =t G(MÛ^RMUY). D

La proposition 6.1 peut donc être reformulée de la façon suivante (observer que
l'espace Y n'a plus besoin d'être pointé!) :

Proposition 6.8. — Soit T un tore. Soit Y un espace simplement connexe vérifiant :

— H^(Y; Z) est nul pour n impair et un î-moduk libre de dimension finie pour n pair;
— H* (Y; Q) est une algèbre de polynômes.

Alors l'application naturelle

[BT, Y] ̂  Hom^(MU,BT, MU,Y)

est bijective.

Nous allons montrer ci-après que l'ensemble Horn^ (MU^BT, MU^Y) est
naturellement en bijection avec l'ensemble Hom^(K(Y), K(BT)), S désignant la
catégorie des À-anneaux.

Soient à nouveau X et Y deux espaces dont l'homologie entière est en chaque
degré un Z-module libre.

Il ressort de [BGM] (Remarque 7.3) que Horn^ (MU,X, MU^Y) est le
sous-ensemble de Hom^^(MU^X, MU^Y) formé des morphismes préservant MU-
opérations, coproduit et counité.

Nous notons ^%MU la catégorie des MU^MU-comodules (stables). Le Z-
module Hom^ ^(MU^X, MU^Y) est donc dans le cas présent le sous-module de
Hom^ (MU^X, MU^Y) formé des morphismes préservant les MU-opérations.

Soyons plus concret (on ne peut pas dire que l'introduction d'une termi-
nologie et d'une notation ait fait avancer notre compréhension de l'ensemble
Hom^^(MU,X,MU,Y)!). Soit IMU : H,(-;Q) -^ Q0zMU,(-) la transforma-
tion naturelle injective avatar de la transformation naturelle Q,®z 7l* (S A (—)+) —>
Q(g)z 7r*(MU A (-)+) induite par l'unité de MU; alors Hom^ (MU^X, MU^Y) est
le sous-module de Hom^ (MU^X, MU^Y) formé des morphismes a qui vérifient :

(IMU) le morphisme Q®z a : Q®z MU^X —> Q®z MU^Y préserve l'image de IMU;
en clair

(Q®za)(iMu(H.(X;Q))) C iMu(H,(Y;Q)),
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et Hom^ (MU^X, MU^Y) est le sous-ensemble de Hom^ (MU^X, MU^Y) formé
des morphismes a qui vérifient en outre

(2Mu) le morphisme H^(X;Q) —> H^(Y;Q), induit par la restriction de Q0zOC, préserve
le coproduit et la counité.

Nous expliquons maintenant comment le théorème de Stong-Hattori (voir ci-
après) permet de décrire Hom^ (MU^X, MU^Y) en termes de K-homologie, K
désignant le spectre de la K-théorie complexe.

Nous notons ^^K la catégorie des K^K-comodules (stables). L'application
MU —> K, fournie par la classe de Thom, en K-théorie, de MU, induit un foncteur
^^MU —>> ^^K 5 M i—^ K^ ®MU M; on considère la transformation naturelle

VM,N : Hom^ ^(M, N) -> Hom^ ^(K, ®MU, M, K, ®MU, N).

Soit / : X —> Y une application de spectres; on observera que d'après Conner et
Floyd [CF] le morphisme VMU X,MU Y(MU^/) s'identifie à K^/(on notera également
que cette observation n'est pas très subtile quand X et Y sont des « espaces » dont
l'homologie entière est en chaque degré un Z-module libre).

Proposition 6.9. — Soient M et N deux ÎAV^MV-comodules; on suppose que M et N
sont libres comme MU^-modules gradués et que M est borné intérieurement, c'est-à-dire qu'il existe
un entier HQ tel que M est nul en degré strictement inférieur à no. Alors l'application naturelle

VM,N : Hom^ ^/M^Is^ ~^ Hom^ K^* (g)MU* M? K* (g)MU* N^

est un ùomorphisme.

Démonstration. — Le théorème de Stong-Hattori, reformulé par J. F. Adams (voir
[Adi], Part II, Theorem 14.1, ou [Sw], Theorem 20.34), affirme que VM,N est un
isomorphisme pour M = Z^MU^ et N = MU^MU. Le cas général en résulte par des
arguments standards que l'on développe ci-après.

Soient M un MU^MU-comodule et (N^) une famille de tels objets. Si M est de
type fini comme MU^-module gradué et si VM,N^ est un isomorphisme pour tout X
alors VM ff) N est aussl un isomorphisme. En particulier VM,N est un isomorphisme
si M est une suspension de MU^ et si N est « colibre », c'est-à-dire isomorphe à une
somme directe de suspensions de MU^MU.

Soit N un MU^MU-comodule qui est libre comme MU^-module gradué. Alors
il existe une suite exacte 0 —> N —> N° —> N1 dans ^^MU? ^vec N° et N1 colibres,
qui est « scindée » comme suite exacte de MU^-modules gradués, c'est-à-dire qu'il
existe des applications MU^-linéaires de degré zéro s° : N° —> N et S1 : N1 —^ N°
telles que l'on a j ° o r | = IN et î| o s° + j1 o d = l^o. Ce « scindage » fait que la suite
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0 -^ K^ 0MU, N -^ K^ (g)Mu, N0 -^ K^ (g)Mu, N1 est encore exacte dans ^K. On en
déduit qu'il suffit de vérifier la proposition 6.9 dans le cas où N est colibre.

Soit M un MU^MU-comodule qui est libre comme MU^-module gradué et qui
est nul en degré strictement inférieur à un certain entier HQ. Alors il existe une filtration
croissante de M par des sous-MU^MU-comodules Sk^M, n ç. Z, (qu'il faut voir comme
une filtration « squelettale ») telle que

— Sk^M est nul pour n < 720,
— Sk^M est égal à M en degré inférieur ou égal à 72,
— pour tout 72, le quotient Sk^M/Sk^M est isomorphe à une somme directe

de copies de S^MU^.

Soit maintenant N un MU^MU-comodule colibre. On montre que v^ ^ ^ est un

isomorphisme par récurrence sur n en utilisant le fait que l'on a Ext^ (L, N) = 0 si
L est libre comme MU^-module gradué et on en déduit que VM,N est un isomorphisme
par passage à la limite en 72. D

Remarque. — Le théorème 8.2 de [Nov] est essentiellement équivalent au cas
N = MU^MU de la proposition 6.9 ci-dessus; notre méthode de démonstration est la
même que celle employée par Novikov.

Scholù 6.10. — Soient X et Y deux espaces dont Vhomologù entière est en chaque degré un
Z-module libre. Alors l'application naturelle

Hom^ ^(MU,X, MU,Y) ̂  Horn^ ^(K,X, K,Y)

est un isomorphisme.

Soit IK : H,,(—;Q) —> Q®zK^(—) la transformation naturelle injective induite par
l'unité de K. Gomme précédemment, Hom^ (K^X, K^Y) est le Z-module formé des
applications K^ -linéaires de degré zéro P : K^X —> K^Y qui vérifient

(IK) l'application Q(g)z (3 : Q®z K^X —^ Q(g)z K^Y préserve l'image de IK, en clair

(Q®z P)(IK(H,(X;Q))) C IK(H,(Y;Q)).

Puisque le diagramme de transformations naturelles

.MU Q^u^-)
H*(-;Q) )

l-K Q®zK,(-)

est commutatif, on constate que Hom^. (MU^X, MU^Y) s'identifie à l'ensemble des
applications K,-linéaires de degré zéro P : K,X —> K,Y qui en plus de (IK) vérifient
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(2p) l'application H^(X;Q) -^ H^(Y;Q) induite par la restriction de Q^zP préserve le
coproduit et la counité.

C'est maintenant le moment opportun pour rappeler que l'injection IK induit un
isomorphisme naturel de Q®z K^-coalgèbres graduées

(Q®z K,) (2)qH,(-; Q) -^ Q(g)z K,(-)

donc un isomorphisme de Q-coalgèbres ®.H2.(-;Q) -> Q0zKo(-) et en particulier
une graduation de QCx)zKo(-).

Supposons que Phomologie entière de X et Y est nulle en degré impair; alors
K^j^Mu^17*^ ^^^^O ^^tifie encore à l'ensemble des applications Z-linéaires
y : KoX —> KoY qui vérifient

(Ipo) l'application Q0z Y préserve la graduation;
(2ico) l'application y préserve le coproduit et la counité.

On considère enfin la K-théorie complexe des espaces K(-) = K°(—). On a
pour tout espace X dont Phomologie entière est en chaque degré un Z-module libre
un isomorphisme canonique K(X) ^ Hom^(KoX, Z). Si Pon suppose en outre que
Phomologie entière de X est de dimension finie en chaque degré, alors on a aussi
Pisomorphisme Ko(X) ^ Hom^(K(X), Z) (P application canonique d'un Z-module libre
de base dénombrable dans son bidual est un isomorphisme! : voir par exemple [Bo],
chap. VII, §3, exc. 9). Les opérations \|/ d'Adams définies sur K(X) sont en particulier
duales d'opérations \y/, définies sur Ko(X) et on vérifie facilement que la condition (IK())
est équivalente à la condition

(IK^) Papplication y commute aux opérations \|/^.

On voit donc, au bout du compte, que Horn^ (MU^X, MU^Y) s'identifie à
l'ensemble des applications Z-linéaires de K(Y) dans K(X) qui

(l^o) commutent aux opérations d'Adams,
(2^0) préservent le produit et l'unité.

La structure de À-anneau de la K-théorie des espaces permet d'unifier ces deux
conditions (on utilise le fait que K(X) est sans torsion) :

Proposition 6.11. — Soient X et Y deux espaces dont l'homologie entière est nulle en degré
impair et est un î-module libre de dimension finie en chaque degré pair. Alors l'application naturelle

Hom^^(MU,X. MU,Y) ̂  Hom^(K(Y), K(X)),

=5? désignant la catégorie des ^-anneaux, est bijective.

Les propositions 6.8 et 6.11 impliquent bien le théorème 0.3.
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EXEMPLES D'APPLICATION DES THÉORÈMES 0.3 ET 0.4

Voici une première illustration du théorème 0.4. On prend T = S1 et
Y = iîS3. Dans ce cas les deux Q-algèbres graduées H*(Y;Q) et H*(BT;Q) sont
isomorphes; cependant le théorème 0.4 montre que toute application de BS1 dans
Î2S3 est homotopiquement triviale, car tout homomorphisme de Z-algèbres graduées
H^S^Z) -^ H^BS^Z) est trivial.

Nous donnons maintenant un exemple un peu plus substantiel d'application du
théorème 0.4.

Soient T un tore et G un groupe de Lie compact. Notbohm montre dans [Not]
que l'application naturelle

Rep(T, G) -^ [BT, BG]

est une bijection. On rappelle que la notation Rep(T, G) désigne l'ensemble des
représentations de T dans G, c'est-à-dire le quotient de l'ensemble Hom(T, G) des
homomorphismes de T dans G par l'action par conjugaison de G.

Nous allons expliquer comment on peut retrouver ce résultat, dans le cas où G est
connexe et a une homologie entière sans torsion, comme conséquence du théorème 0.4
(dont les hypothèses sont alors vérifiées par BG) et des résultats de [AM].

On note r : Rep(T, G) —> [BT, BG] l'application naturelle évoquée ci-dessus; on
note h : [BT,BG] -^ Hom^Q(H*(BG;Q), H*(BT, Q)) l'application/^ H*(/;Q),
3^^ désignant la catégorie des Q-algèbres graduées commutatives.

Le théorème 1.1 de [AM] nous dit que les applications h et h o r ont même
image.

Le théorème 1.7 de [AM] entraîne que l'application A o r est injective. En effet,
on sait que l'application canonique Hom(T, Te) —^ Rep(T, G), TG désignant « le»
tore maximal de G, est surjective et que l'application induite WG\Hom(T, Te) —>
Rep(T, G) est bijective, WG\Hom(T, Te) désignant le quotient de l'action évidente du
groupe de Weyl WG de G sur l'ensemble Hom(T, Te).

Comme le théorème 0.4 nous dit que h est injective, ce qui précède entraîne
que r est bien bijective.

Nous nous proposons maintenant d'illustrer le théorème 0.3.
On considère à nouveau l'ensemble [BT, BG], G étant un groupe de Lie

compact connexe dont l'homologie entière est sans torsion. On note

k : [BT, BG] -^ Hom^(K(BG), K(BT))

l'application naturelle. Pour se convaincre de ce que l'application r : Rep(T, G) —>
[BT, BG] est une bijection, il suffit, d'après le théorème 0.3, de vérifier que
l'application composée ko r en est une.

Il est possible de montrer que ko r est une bijection, en fait pour tout groupe
de Lie compact connexe G, à l'aide des références [AM], [Wilk] et [NS]. Nous nous
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limitons ci-dessous au cas G = V(n) et nous expliquons comment l'un des principaux
résultats de [Ad2] permet alors de montrer que k o r est une bijection.

On note R(G) l'anneau des représentations unitaires (virtuelles) d'un groupe de
Lie compact G et (XG : R(G) -^ K(BG) l'homomorphisme de À-anneaux canonique. On
rappelle que M. F. Atiyah et G. B. Segal ont montré que (XG induit un isomorphisme
de À-anneaux R(G) ^ K(BG), R(G) désignant le complété de R(G) par rapport aux
puissances de l'idéal d'augmentation [AS]. Le lemme ci-dessous est un sous-produit du
théorème d'Atiyah-Segal :

Lemme 6.12. — Soit G un groupe de Lie compact. Alors l'application

a^ : Hom^(K(BG), K(BT)) -^ Hom^(R(G), K(BT)),

induite par OQ, est une bijection.

Démonstration. — Tout homomorphisme de À-anneaux de R(G) dans K(BT)
préserve automatiquement l'augmentation parce l'ensemble Hom^(R(G), Z) ne contient
qu'un élément. Cette observation et le théorème d'Atiyah-Segal permettent d'exhiber
un inverse à a^. D

On prend maintenant G = V(n). La description classique de R(U(yz)) (voir par
exemple [Ad3], Theorem 7.3) peut être présentée de la façon suivante :

Soient l l'élément de R(U(7z)) correspondant à l'identité de U(n) et L un
À-anneau arbitraire, alors l'application f ̂  f (l) induit une bijection de l'ensemble
Hom^(R(U(72)), L) sur le sous-ensemble de L, disons S^(L), formé des éléments x
vérifiant

— À^ x est nul pour k > n,
— À" x est inversible.
On note e^ cette bijection.
Or le théorème 1.14 de [Ad3] implique que l'application canonique, disons c, de

Rep(T, V(n)) dans S^K(BT)), induite par (XT, est surjective; comme Or est injective il
en est de même pour c. On se convainc alors de ce que k o r est bijective en vérifiant
que c coïncide avec la composée ^K(BT) ° Okj^/ o ko r.

COMMENTAIRES

Notbohm et Smith montrent dans [NS] que l'application

[(BT);, (BG);] ̂  Hom^(K(BG;Z^), K(BT;Z,))

est bijective pour tout groupe de Lie compact connexe G. Nous aurions pu énoncer
une version «^-complétée» de la proposition 6.8 (voir par exemple [De, Corollaire
2.3.3]) et du théorème de Stong-Hattori et ainsi retrouver leur résultat lorsque BG a
une homologie entière sans torsion.
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Soit G un groupe de Lie compact. L'isomorphisme

Rep(T, G) -^ Hom^(K(BG), K(BT))

évoqué dans l'exemple d'application du théorème 0.3 (l'hypothèse, « G connexe » que
nous avions alors faite est probablement inutile) est à comparer avec l'isomorphisme

Rep(V, G) -^ Hom^(H*BG, H*BV),

V désignant un j^-groupe abélien élémentaire, que l'on obtient en utilisant la 3ÏS'-
injectivité de la cohomologie modulo p de BV [Lai] [La2]. Le résultat de Wilkerson
concernant K(BT;Zp) [Wilk] utilisé dans [NS] est le pendant de cette injectivité. Ceci
justifie un peu la conjecture esquissée à la fin de l'introduction.

7. Remplacement de Phypothèse « cohomologie modulo p nulle en degré
impair » par l'hypothèse « cohomologie entière j^-adique sans torsion »

L'objet de ce paragraphe est de montrer que l'on peut remplacer, dans les
énoncés des paragraphes 3, 4 et 5, l'hypothèse « cohomologie modulo p nulle en degré
impair » par l'hypothèse « cohomologie entière j^-adique sans torsion ».

Nous commençons par expliciter ce qu'est l'analogue de cette condition dans le
contexte des pro-espaces.

LA NOTION DE PRO-ESPAGE SANS J&-TORSION

Proposition-Définition 7.1. — Soit Y un espace. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout entier v ^ 2, Vhomomorphisme H*(Y;Z/^) -> H*(Y;Z/j^ induit par la
réduction modulo p, est surjectzf.

(ii) La cohomologie H*(Y;Z^,) est sans torsion.
(iii) La p-torsion de Vhomologie H^(Y;Z) est p-divisible.

Si ces conditions sont vergées nous dirons que l'espace Y est sans p-torsion.

Définition 7.2. — Soit Y(-) un pro-espace. Nous dirons que Y(-) est sans p-torsion si la
condition suivante est vérifiée :

Pour tout entier v ̂  2, Vhomomorphisme H,*(Y(-);Z/̂ ) —> H^(Y(-);Z/j&), induit par la
réduction modulo p, est surjectif.

Soit Y un espace; le lecteur observera que nous avons fait en sorte que les deux
conditions suivantes soient équivalentes :

— Y est sans ^-torsion;
— son pro-p-complété Y(-) est sans j^-torsion.
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Les deux propositions suivantes, qui nous seront utiles par la suite, sont
conséquences immédiates de la définition 7.2 :

Proposition 7.3. — Soitf : Y(-) —» Y'(-) un morphisme de pro-espaces tel que l'application
/* : ïî^(y\-)',Z/p) —^ H^(Y(-);Z/j&) est surjective. Si le pro-espace Y'(-) est sans p-torsion
alors il en est de même du pro-espace Y(-).

Proposition 7.4. — Soient Y(-) et Y'(-) deux pro-espaces; on suppose que le î/p-espace
vectoriel gradué H*(Y(z); Z / p ) est de dimension finie en chaque degré pour tout objet i de ^Y(-). Si les
pro-espaces Y(-) et Y'(-) sont sans p-torsion alors il en est de même du pro-espace Y(-) x Y'(—).

Nous continuons à dégager les énoncés (7.3 et 7.4 ci-dessus, 7.5 à 7.12 ci-
dessous), ad hoc pour la plupart, qui nous permettront d'étendre aux (pro-)espaces sans
^-torsion les résultats des paragraphes 3, 4 et 5.

ESPACES SANS j^-TORSION ET ESPACES DONT LA COHOMOLOGIE MODULO p EST NULLE EN
DEGRÉ IMPAIR

La proposition suivante jouera un rôle important :

Proposition 7.5. — Soit Y un espace sans p-torsion. Alors il existe un espace W dont la
cohomologie modulo p est nulle en degré impair et une application f : Y —> W tels que l'application
/* : H*(W;Z/j&) -^ H*(Y;Z/^) est surjective en degré pair.

Démonstration. — Le cas général sera traité en appendice. Nous nous limitons ici
au cas particulier où l'on suppose que l'homologie entière de Y est en chaque degré
un Z-module libre. La proposition 7.5 est alors un corollaire de la proposition 5.4
(dont on utilise les notations ci-après) appliquée à l'espace pointé Y+ (cette notation
désigne la réunion disjointe de Y et d'un point base), et des résultats de Wilson
évoqués lors de sa démonstration : il suffit de prendre pour W l'espace fi MU^

n pair

et pour/l'application composée de l'application naturelle Y —> R^jY = RMU(Y+), de
/-n '-

l'équivalence d'homotopie RMU(Y+) ̂  Y[ MU^ " du point (c) de 5.4, et de la projection
nçN

n MU;̂  ̂  n MU;^. a
wçN n pair

Corollaire 7.6. — Soit Y un espace sans p-torsion. Alors il existe deux espaces W et W dont
la cohomologie modulo p est nulle en degré impair et deux applications f : Y —> W etf : ZY+ —>
W tels que l'application induite par f et f, H*(ZW+;Z/j&) (g) H*(W';Z/j&) -^ H*(ZY+;Z/j&),
est surjective.

(La notation ZY+ désigne la suspension de l'espace pointé Y+.)
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POINTS FIXES HOMOTOPIQLJES D'UNE ACTION D'UN GROUPE CYCLIQUE D'ORDRE p ET
SUSPENSION

Soit G un groupe cyclique d'ordre p. Le fait que le foncteur Fix^ (version linéaire)
commute au foncteur suspension (algébrique; c'est une conséquence du corollaire
4.6.2.2 de [La2]) entraîne, grosso modo, que le foncteur «points fixes homotopiques » de
G commute au foncteur suspension (topologique). La proposition 7.7 ci-dessous (et son
corollaire 7.8) donne un sens à ce slogan.

Avant d'énoncer cette proposition, précisons quelques points (c'est le cas de le
dire!).

Un pro-espace est pointé si le foncteur correspondant se factorise à travers la
catégorie des espaces pointés. Un pro-G-espace est pointé si l'action de G sur le pro-
espace sous-jacent préserve le point base. La définition des morphismes de pro-espaces
pointés et de pro-G-espaces pointés n'est pas plus mystérieuse. La suspension 2X(—)
d'un pro-espace pointé ou d'un pro-G-espace pointé X(-) est le foncteur i ^—> SX(z').
Soit X(-) un pro-G-espace pointé; on observera que l'on dispose d'un morphisme
naturel évident de pro-espaces pointés Z^-)110) -» (ZX^))110.

Proposition 7.7. — Soient X(-) et X'(—) deux pro-G-espaces pointés vérifiant la propriété
(S^\) (introduite au paragraphe 2). Soit f : 2X(—) —> X'(-) un morphisme de pro-G-espaces
pointés; soit g : EÇX^—)110) —> X^—)110 le morphisme de pro-espaces pointés composé du morphisme
naturel évident SÇ^-)^) -^ (S^-))^ et du morphisme (S^-))^ -^ X^-)^ induit par f. Si
l'application

H:(X'(-);Z/^ ̂  H:(ZX(-);Z/^)

induite par f est un isomorphisme alors il en est de même pour Inapplication

H:̂ -)110 )̂ ̂  ÎÎ^W-f^Z/p)

induite par g.

Corollaire 7.8. — Soit X un espace pointé muni d'une action de G préservant le point base.
Alors le morphisme naturel de pro-espaces pointés

^(XH^^EXH)110

induit un isomorphisme

H f̂XH)'10^) ̂  H^-nz/̂ ).

La proposition 7.7 conduit aussi, par une récurrence semblable à celle de la
démonstration du théorème 3.1, au corollaire suivant (on observera qu'il n'est pas ici
nécessaire de supposer que le ^-groupe fini n est abélien) :
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Corollaire 7.9. — Soit n un p-groupe fini; soit Y un espace pointé. Alors k morphisme
naturel de pro-espaces pointés

Shom(B7T, Y(-)) -^ hom(B7T, SY(-))

induit un isomorphisme

H:(hom(B7T, SY(-));Z/^) ^ H:(Zhom(B7r, Y(-));Z/^).

SUITE SPECTRALE DE SERRE DE LA CONSTRUCTION DE BOREL D'UNE ACTION D'UN GROUPE
CYCLIQUE D'ORDRE p ET SUSPENSION

Soit X(-) un pro-o-espace. Pour abréger, nous désignons dans ce dernier
paragraphe par SSS de X(-) la suite spectrale colimite des suites spectrales de Serre,
pour la cohomologie à coefficients dans Z / p , des fibrations X(z) —> X(z)ho —^ Ba; nous
dirons simplement que cette SSS est triviale si elle dégénère au terme £3.

Proposition 7.10. — Soit X(-) un pro-a-espace pointé. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) La SSS de X(-) est triviale.
(iï) La SSS de SX(-) est triviale.

Voici enfin les deux derniers énoncés que nous invoquerons :

Proposition 7.11. — Soit f : X(-) —> X'(-) un morphisme de pro-a-espaces tel que
l'application /* : ïî^(X\-);Z/p) -^ H,*(X(-);Z/j&) est surjective. Si la SSS de X'(-) est triviale
alors il en est de même de la SSS de X(-) et l'application H^ÇX^-)^; Z / p ) —^ H^(X(-)ho; Z/p\
induite par f, est encore surjective.

Proposition 7.12. — Soient f : X(-) et X'(-) deux pro-a-espaces. Si les SSS de X'(-)
et X^—) sont triviales alors il en est de même de la SSS de X(-) x X'(—).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les variantes « sans ^-torsion »
des énoncés des paragraphes 3, 4 et 5.

Théorème 7.13. (variante du théorème 3.10). — Soit G un groupe de Lie compact
commutatzf; soit Y un espace. Si l'espace Y est sans p-torsion alors il en est de même du pro-espace
hom(BC,Y(-)).

Compte tenu du lemme 3.11, ce théorème découle du :

Théorème 7.14. (variante du théorème 3.1). — Soit n un p-groupe abélienjïni; soit Y
un espace. Si l'espace Y est sans p-torsion alors il en est de même du pro-espace hom(ïn, Y(—)).
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Rappelons que le cas où n est cyclique d'ordre p de ce théorème est dû à Kuhn
et Winstead [KW]; notre stratégie pour démontrer le théorème 7.14 est d'ailleurs assez
proche de celle qu'ils utilisent dans ce cas particulier.

Démonstration du théorème 7.14. — On reprend les notations du corollaire 7.6. On
note P(-) le pro-espace SW+(—) x W(-) et g : ZY+(—) —> P(-) le morphisme de pro-
espaces induit par y et y; on observe que le corollaire 7.6 nous dit que l'application
g* : H:(P(-);Z/^) ̂  H;(fY,(-);Z/^) est surjective.

La démonstration, toujours semblable à celle de 3.1, consiste essentiellement en
une récurrence sur le cardinal de 7t. Les étapes sont détaillées ci-dessous.

Soit K un sous-groupe d'indice p de n'y on note a le quotient TI/K.

(1) On suppose que l'application

H:(hom(BK, P(-));Z/j&) -^ H:(hom(BK, ÏY^-));Z/p)

induite par g est surjective.
(2) D'après la proposition 2.1 et le théorème 3.1, les SSS des pro-o-espaces
hom(Eîl/K, W(-)) et hom(E7i;/K, W^-)) sont triviales.
(3) D'après 7.10 la SSS de hom(E7T/K, SW+(-)) est triviale.
(4) D'après 7.12 la SSS de hom(E7T/K, P(-)) est triviale.
(5) D'après (1) et 7.11 la SSS de hom(E7i/K, SY+(-)) est triviale et l'application

H:(hom(E7r/K, P(-) )^; Z / p ) -. H:(hom(E7T/K, fY.(-) )^; Z / p )

induite par g est surjective.
(6) D'après le théorème 1.2.4 et l'exactitude à droite du foncteur Fix^ (version linéaire)
l'application

H:(hom(B7T, P(-));Z/j&) ̂  H:(hom(B7T, ÏY^-)),Z/p)

induite par g est surjective. L'implication (1) =^ (6) entraîne par récurrence que (6) est
vérifiée pour tout j^-groupe abélien n.
(7) D'après le théorème 3.1, hom(B7i;, W(—)) et hom(B7i, W'(—)) sont sans ^-torsion.
(8) D'après 7.9, hom(B7T, ZW+(-)) est sans ^-torsion.
(9) D'après 7.4, hom(B7i, P(—)) est sans ^-torsion.
(10) D'après 7.3 et (6), hom(B7i;, SY+(-)) est sans j^-torsion.
(11) D'après 7.9, hom(B7T, Y(—)) est sans ^-torsion, ce qui achève la démonstration du
théorème 7.14. D

On a appris au cours de la démonstration précédente que la SSS du pro-o-
espace hom(E7l/K, EY+(—)) est triviale; on a donc, compte tenu de 7.10, le scholie
suivant :
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Scholie 7.15. — Soient n un p-groupe abélien fini, K un sous-groupe d'indice p de n
et a le quotient de n par K; soit Y un espace sans p-torsion. Alors la SSS du pro-a-espace
hom(E7i/K, Y(-) ) est triviale.

Comme au paragraphe 4, ce scholie conduit à la proposition suivante :

Proposition 7.16. (variante de la proposition 4.6). — Soit C un groupe de Lie compact
commutatif; soit Y —^ Y° S Y1 un diagramme dans la catégorie des espaces sans p-torsion. Si le
diagramme induit dans la catégorie des A-algèbres instables

H*(Y;Z/j&) ̂  H*(Y°;Z/^ ëH^Z/^)

est coégalisateur coaugmenté alors il en est de même pour le diagramme

H:(hom(BC, YH);Z/J&) ^- H:(hom(BC, ^°(-));Z/^)
£H:(hom(BG,Yi(-));Z/^).

En particulier le diagramme (induit dans la catégorie des ensembles ou des ensembles profinis)

[BG, Y] -^ [BG, Y0] =4 [BC, Y1]

est égalùateur.

Toujours comme au paragraphe 4, on en déduit la :

Proposition 7.17. (variante de la proposition 5.5). — Soient G un groupe de Lie compact
commutatif et Y un espace pointé sans p-torsion. Alors le diagramme (d'ensembles ou d'ensembles
profinù)

[BC, Y;] ̂  [BC, (RMUY);] ̂  [BG, (RMURMUY);]

est égalùateur.

Cela, dès que l'on dispose de la :

Proposition 7.18. (variante de la proposition 5.3). — Soit Y un espace pointé. Si l'espace
Y est sans p-torsion alors il en est de même de l'espace RMUY.

Dans le cas particulier où l'on suppose que Phomologie entière de Y est en
chaque degré un Z-module libre, cette proposition est conséquence du point (d) de la
proposition 5.4; le cas général sera traité en appendice.

On démontre maintenant le théorème 0.5 et la variante, dans l'esprit de ce para-
graphe, du théorème 0.3. On suit fidèlement le paragraphe 6; la différence essentielle
est que les composantes connexes de l'espace fonctionnel hom(BT, YA) ne sont plus
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simplement connexes et qu'apparaissent donc des «phénomènes fantomatiques» (voir
les exemples à la fin de ce paragraphe). On calcule ci-dessous les classes d'homotopie
d'applications de BT dans Y « aux fantômes près ».

Soit T un tore et Y un espace (fibrant). On note [[BT.Y] l'ensemble
quotient de [BT, Y] obtenu en identifiant deux applications dont les restrictions à
tout sous-complexe fini de BT sont homotopes; [[BT,Y] est donc aussi l'ensemble
lim[SyiT,Y], Sk^BT désignant le ^-squelette de BT, c'est-à-dire le sous-ensemble

n

simplicial de BT engendré par les simplexes non dégénérés de dimension inférieure ou
égale à n.

Proposition 7.19. — Soit T un tore et Y un espace pointé. On fait les hypothèses suivantes :

— Y est simplement connexe;
— H^(Y;Z) est un î-module libre de dimension finie pour tout n;
— H*(Y;Q) est libre comme Q^-algèbre graduée (c'est-à-dire produit tensoriel d'une algèbre

polynomiale en des générateurs de degré pair et d'une algèbre extérieure en des générateurs de degré
impair).

Alors k diagramme d'ensembles

[ [BT, Y] -^ [BT, RMUY] ̂  [BT, RMURMUY]

est égalisateur.

Démonstration. — On invoque, comme pour la proposition 6.1, un argument de
carré arithmétique. Les lemmes 6.4 et 6.5 se transposent tels quels; par contre le
lemme 6.3 doit être modifié (voir le point (a) ci-après). On utilise les points suivants :

(a) Si Y est un espace simplement connexe dont les groupes d'homotopie sont
de type fini alors le diagramme d'ensembles

[[BT.Y] —— [[BT.Y^j

[[BT,YQ] —— [[BT.YA]

est un diagramme cartésien dans lequel la flèche horizontale du haut est injective.
(C'est une conséquence du lemme 8.1 de [BK, ch. VI].)
(b) L'application canonique [BT, Z] —> [[BT, Z] est une bijection dans les cas

suivants :
— Z = Yy, pour tout espace Y;
— Z = Yq et Z = YA, Y vérifiant les hypothèses de la proposition;
— Z = RMUY et Z = RMuRMuY, Y étant un espace dont l'homologie entière

est en chaque degré un Z-module libre de dimension finie.



172 FRANÇOIS-XAVIER DEHON ET JEAN LANNES

(On s'en convainc dans le deuxième cas en observant que l'on a lin/H^Sk^BT^A) = 0,
n

pour A = Q et A == A, et pour tout q'y dans le troisième cas on observe que l'on a
lin^MU^Sk^BT) = 0 pour tout q.) D

n

La proposition 7.19 implique :

Théorème 7.20. — Soit T un tore. Soit Y un espace simplement connexe vérifiant :

— H^(Y; Z) est un î-module libre de dimension finie pour tout n;
— H*(Y;Q) est libre comme (^-algèbre graduée.

Alors Inapplication naturelle

[ [BT, Y] ̂  Hom^(K(Y), K(BT))

est bijective.

L'application ci-dessus est encore injective si on supprime l'hypothèse concernant
H*(Y;Q):

Théorème 7.21. (Théorème 0.5). — Soit T un tore. Soit Y un espace simplement connexe
dont l'homologie entière est libre et de dimension finie en chaque degré. Alors l'application naturelle

[[BT, Y] -. Hom^(H*(Y;Q), H*(BT;Q))

est injective.

Démonstration. On considère le diagramme commutatif suivant

[ [BT, Y] —— Hom^(H*(Y; Q), H*(BT; Q) )i i
H [BT, Y;] —— nHom^Q,(H*(Y;Q^ H*(BT;Q,))

p P

H [BT, (RMUY)^] —— nHom^Q,(H*(RMuY;Q^),H*(BT;Q^))
p P

dans lequel la notation 3K Q^ désigne la catégorie des Q^-algèbres graduées. On conclut
en observant que les applications verticales de gauche et l'application horizontale du
bas sont injectives. D
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EXEMPLES D'APPLICATION DES THÉORÈMES 7.20 ET 7.21

On peut illustrer ces théorèmes en faisant respectivement Y = S3 et Y = S2 ; on
obtient dans les deux cas que l'ensemble [[BT, Y] est trivial.

(Bien sûr le résultat ci-dessus est aussi une conséquence directe de la solution par
H. R. Miller de la conjecture de Sullivan [Mi]. D'autre part en menant jusqu'à son
terme l'argument de carré arithmétique on obtient [BT, S3] ^ H^BT^A/Q); enfin il
est clair que la fibration de Hopf induit une bijection [BT, S3] ^ [BT, S2].)

Appendice

DÉMONSTRATION DES PROPOSITIONS 5.3, 7.5 ET 7.18

On commence par rappeler ce qu'est une décomposition homologique d'un espace simplement connexe.
Nos références sur le sujet sont [BG] et [Hi]; la théorie des décompositions homologiques est la version
« duale » de la théorie de Postnikov. Vu l'usage que nous en ferons, il est probable qu'une version « stable »
de cette théorie suffirait à notre bonheur.

Soient K un groupe abélien et n ̂  2 un entier, la notation M(7l, n) désigne ci-après l'espace de Moore,
pointé simplement connexe, caractérisé par

H^Tr.^Z)^71 P0111" ^n
y v x 5 / 5 y \0 pour q 7 n.

Soit X un espace pointé simplement connexe. La théorie évoquée ci-dessus nous dit que X a le type
d'homotopie d'un espace pointé Xoo munie d'une filtration

X2 C Xs C X4 C ... C Xn-i C Xn C ...

telle que :
— X2 est l'espace M(H2(X;Z), 2);
— Xn, n ̂  3, est le cône d'une application (|)n : M(Hn(X;Z), n - 1) —^ Xn-i avec Hn-i((|)n;Z) = 0;
— Xoo est la réunion des Xn.
Ces propriétés impliquent également que :

— le quotient Xn/Xn-i, n ̂  3, est l'espace M(Hn(X;Z), n);
— l'on a

H fX • Z}^ [ Hg(Xoo; Z) pour q ^ nMg(Xn,Z.}-^ p^ ^^

(l'isomorphisme dans le cas q ^ n étant induit par l'inclusion de Xn dans Xoo).

La donnée d'une équivalence d'homotopie pointée de X sur un espace pointé Xoo munie de la structure
décrite ci-dessus est appelée une décomposition homologique de X; abusivement, nous appellerons encore ainsi
la donnée {Xn;(|)n}.

Ces rappels étant faits, on s'attaque à la démonstration des propositions 5.3, 7.5 et 7.18.
Soit E un spectre-anneau unitaire. Soient X un espace pointé simplement connexe et {Xn;(|)n} une

décomposition homologique de X.
On note ^n,E '• SAM(Hn(X;Z), n - 1) —> EAXn-i le morphisme de spectres induit par l'unité de E

et l'application (|)n. La proposition suivante est immédiate :

Proposition A.l. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le morphùme (|)n E est trivial.
(ii) // existe un morphisme Pn,E '• EAXn —> EAXn-i de spectres-modules sur E tel que le composé du morphisme

EAX^-i — ^ E A X n induit par l'inclusion de Xn_i dans Xn et de p^ E est l'identité de EAXn-i.
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Exemple. — Par définition même de ce qu'est une décomposition homologique, le morphisme (|)̂  HZ est

trivial pour tout n ̂  3. La proposition A.l implique que l'on a une suite d'isomorphismes de spectres-modules
sur HZ

HZ A Xn ^ HZ A Xn-i V HZ A M(Hn(X; Z), n)

et donc un isomorphisme de spectres-modules sur HZ

HZ A X 2^ \/ HZ A M(Hn(X; Z), n),
n>2

ce qui est un cas particulier du lemme 6.1 de la partie II de [Ad].
Plus généralement :

Proposition A. 2. — Soit X un espace pointé simplement connexe; soit E un spectre-anneau unitaire connexe. Soit
{Xîi;(()n} une décomposition homologique de X. Si les groupes d'homologie (réduite) entière de X sont divisibles et si les
groupes d'homotopie de E sont sans torsion, alors il existe une suite d'isomorphismes de spectres-modules sur E

(Xn : E A Xn ^ \f E A M(H^(X; Z), k)
2^k^n

telle que
— On prolonge O.n-1,

— Visomorphisme induit E A Xn/E A X^-i ^ E A M(Hn(X; Z), n) est compatible avec l'égalité Xn/Xn-i =
M(Hn(X;Z), n) (en convenant que Xi est le sous-espace de X^ réduit au point base).

En particulier il existe un isomorphisme de spectres-modules sur E

E A X ̂  \f E A M(Hn(X; Z), n).
71^2

Démonstration. — On montre par récurrence sur n que la propriété suivante est satisfaite :

{ê^ n) L'application ^jç E est triviale pour 3 ̂  k ^ n.

La vérification de (^^2) n'est pas très difficile! On suppose donc que {Q^ri—l) est satisfaite et on
montre qu'il en est de même pour {Q^ n).

Pour alléger la notation, on pose K = Hn(X;Z), M = SAM(7C, n- 1) et D = EAX^-i. Soit T| : S —> HZ
l'unité du spectre-anneau HZ; on note S(0) le spectre fibre de TI (cette notation est justifiée par le fait que
S(0) est le revêtement 0-connexe du spectre S). On considère la suite exacte de groupes abéliens

[M, S<0) AD] -^ [M, D] -^ [M, HZ A D]

(la notation [—, —] désigne ici le groupe des classes d'homotopie d'applications de spectres, en d'autres termes,
le groupe des morphismes de spectres). On observe que l'image de ^,E (q^ est u11 élément de [M, D]) dans
[M, HZ AD] est (^HZAE- Gomme la trivialité de ^n,HZ entraîne celle de (^HZAE. on volt que (^E
est dans l'image de l'homomorphisme [M, S(0) A D] —> [M, D]. On considère alors le diagramme commutatif
de groupes abéliens

[M,S(0)AD] ———> [M,D]

Homz(7t, 7ln-l(S(0) A D)) ———> ïîom^K, TCn-lD)

dans lequel les flèches verticales associent à un morphisme de spectres / l'homomorphisme de groupes abéliens
Kn-l(f)'-, comme M est un spectre de Moore, ces flèches verticales sont toujours surjectives, mais nous
n'utiliserons pas ce fait. La trivialité de ^n,E résulte des deux points suivants :

(1) l'homomorphisme [M, D] —^ Hom^TT, Tlyi-lD) est injectif;
(2) le groupe Hom^ît, 7ln-l(S(0) A D)) est nul.
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Vérification de (1). Le noyau de l'homomorphisme en question s'identifie au groupe Ext^TT, TCnD). Ce
groupe est nul parce que l'hypothèse de récurrence implique que le groupe TInD est divisible puisqu'il en est
ainsi des groupes 7Tn(E A M(H^(X; Z), k)) pour tout n et tout k (on utilise ici que les groupes d'homotopie de
E sont sans torsion).

Vérification de (2). Tout homomorphisme de K dans 7lyi_i(S(0) A D)) est trivial parce que le groupe 7l
est divisible et que le groupe 7ln-l(S(0) A D)) est de torsion bornée, c'est-à-dire annulé par la multiplication
par un entier non nul. On se convainc de ce dernier point grâce au lemme ci-dessous et à son scholie.

Lemme A.3. — Soit F un spectre connectif dont les groupes d'homotopie sont finis. Alors pour tout entier q, il existe
un entier ô(q) > 0 tel que le morphisme Ô Îdp se factorise à travers le revêtement q-connexe f{q) du spectre F.

(On rappelle que l'on dit qu'un spectre F est connectif s'il existe un entier ÇQ tel que l'on a KqF = 0
pour q < qo. Les notations Idp et o^Idp désignent ci-dessus respectivement le morphisme identité de F et
l'action de l'entier S(q) sur cet élément dans le Z-module [F, F].)

Scholie A.4. — Soit C un spectre connectif; alors chaque groupe d'homotopie du spectre F A C est de torsion bornée.
Plus précisément, soient ro et s deux entiers; si l'on a TCyC = 0 pour r < ro, alors le groupe 7ls(FA C) est annulé par la
multiplication par b{s — ro). D

On vérifie les énoncés 5.3, 7.5 et 7.18 à l'aide de la proposition A.2 en prenant pour X l'espace
M(Z/p°°, 2) A Y+ (voir ci-après) et pour E le spectre MU.

On pose Z/p°° = Z[-]/Z (on peut voir encore Z / p 0 0 comme la composante ^-primaire de Q/Z ou
P

la colimite du diagramme Z/' p —r Z / p 2 —)• ...).

Soit Y un espace. On pose Z = M(Z/p°°, 2) A Y+ ; Z est un espace pointé simplement connexe. On
fait les constatations suivantes :

— Pour tout entier n ^ 0, on a un isomorphisme canonique H^+2(Z;Z) ^ Hn(Y;Z//>00); cet
isomorphisme montre en particulier que les groupes d'homologie (réduite) entière de Z sont de torsion p-
primaire.

— Soit f : Z —>• Z Y-)- l'application pointée induite par l'application pointée canonique M(Z/p°°, 2) —>'
M(Z, 3); l'homomorphisme /„ : H*(Z;Z/j&) —> H*(Z3Y+;Z/^) est un isomorphisme.

— Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
— L'espace Y est sans j&-torsion.
— Les groupes d'homologie (réduite) entière de Z sont ^-divisibles.

On suppose désormais que Y est sans ^-torsion. D'après la proposition A.2, on a un isomorphisme de
spectres-modules sur MU

g : MU A Z ^ V MU A M(Hn(Y; Z/p00), n + 2).
nCN

Soit Bn une base du Z/j&-espace vectoriel Hn(Y;Z/j&). Celui-ci s'identifie au noyau de la multiplication

par p : Hn(Y;Z/j&°°) -^ Hn(Y; Z/p00), et l'isomorphisme Hn(Y;Z/j&) ^ Z/p^ se prolonge en un

isomorphisme Hn(Y;Z/j&°°) ^ Z/p00^. On note h : MU A Z -> V (S^MU)^" le morphisme de
nçN

spectres-modules sur MU induit par g, l'isomorphisme précédent et les applications pointées canoniques
M(Z/p°°, n + 2) -^ M(Z, n + 3). Enfin, on pose C = E^MU A Z et on note k : C -^ MU A Y+ et
/ : C —>• \/ (Z^MU) n les morphismes de spectres-modules sur MU respectivement induits par / et h. On

nçN
dispose donc d'un diagramme de spectres-modules sur MU

MU A Y+ ^- C -^ V (S^MU)^"
nçN

tel que les homomorphismes ï î ^ ( k ; Z / p ) et H*(/;Z/j&) sont des isomorphismes. En appliquant le foncteur Q00,
on obtient un diagramme d'espaces

(̂MU A Y+) "^ a-C ̂  F[ MU^
nçN
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tel que les homomorphismes ïi^^ï^k'.Z/p) et H*(î2°°/;Z/j&) sont des isomorphismes. En effet le lecteur se
convaincra aisément du :

Lemme A. 5. — Soit (() : E —> F un morphisme entre spectres connectzfs. Si ()) induit un isomorphisme en homologie
module p alors il en est de même pour 0°°^.

Les propositions 5.3 et 7.18 sont donc, comme les points (d), (e) et (f) de 5.4, conséquences des résultats
de Wilson concernant l'homologie entière des espaces MIJ^.

Le point (c) de la proposition 5.4 a aussi un analogue dans le contexte de cet appendice. En effet la
première partie de la proposition A. 2 montre que, pour un choix « naturel » de g, l'homomorphisme composé

Hn(Y; Z / p ) -^ Hn(Q°°(MU A Y+); Z / p ) -^ îîn( fi MU^; Z / p )
meN

^HntMU^Z/^),

l désignant l'isomorphisme îî^ÇQ.00 l•,Z/p)oîi^(Q.ock•,Z/p) , s'identifie à l'isomorphisme Hn(Y;Z/j&) ̂  Z / p .
Cette observation faite, on démontre la proposition 7.5 de la façon suivante. On considère la cofibre,

que l'on note P, du morphisme de spectres

Z~3 V MU A M(Hn(Y; Z/p00), n + 2) -^ MU A Y+
n impair

induit par g et k, et le morphisme de spectres canonique q : MUAY+ —> P. On prend pour W l'espace ^2°°?
et pour f l'application composée de l'application canonique Y —> ^2°°(MU A Y-)-) et de Q^q; d'après ce qui
précède W et y font bien l'affaire.
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