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EXISTENCE DE 1-FORMES FERMÉES NON SINGULIÈRES
DANS UNE CLASSE DE COHOMOLOGIE DE DE RHAM

par FRANÇOIS LATOUR

Soit M une variété différendable compacte connexe sans bord. On considère le
problème suivant : étant donné une 1-forme fermée (X.Q sur M, existe-t-il une fonction
g : M -> R telle que a = a^ + dg ne s'annule pas, ou encore étant donné une classe
de cohomologie de de Rham u e H^M, R), existe-t-il dans la classe u une 1-forme fermée
non singulière ?

Lorsque u est rationnelle (l'image u(n^ M) est infinie cyclique où on considère u
comme un morphisme TC^ M ->R), un problème équivalent est de savoir si une appli-
cation p : M -> S1 est homotope à une fibration. Ce cas a été traité, à la fin des années 60,
par Browder-Levine, Farrell, Siebenmann [1, 3, 4, 13]. Leur méthode est de chercher
à modifier p de sorte que si on découpe M le long d'un p'1^) régulier, on obtienne
un ^-cobordisme. Dans le cas général, les feuilles du feuilletage singulier défini par une
1-forme de Morse dans la classe de cohomologie considérée ont tendance à être denses
et la méthode précédente ne s'applique pas.

Nous attaquons le problème directement en essayant d'éliminer les points cri-
tiques d'une 1-forme de Morse. La philosophie est que la démonstration fonctionnelle
du théorème du h- ou j-cobordisme [2, 7] ne fait intervenir que des déformations dans
des boules et que, sur une boule, on ne voit pas de différence entre une fonction et une
1-forme fermée; seuls les invariants globaux diffèrent.

On considère les espaces des chemins « allant du point base à l'infini »

^ - ( ï^O^E-^MlYCO)^

et | Y* a ———> ± °° où a est dans la classe u}Jo t->+ oo j

munis d'une topologie plus fine que la topologie compacte ouverte qui donne un contrôle
à l'infini. Si a est sans point critique, on voit que pousser le long d'un champ de gradient
pour a donne la contractibilité de «^ et de ^_^. Posons A = Z[TT:I M] et
soitA^ =={S^J^ 67Ci M et u{g^) -^±00} le complété de Novikov de A [9, 10];
l'élément ± go + Sj^i n^g^ de A^, où u{g^) > u{go) pour k ^ 1, est une unité de A,,
appelée triviale; on note Wh(7^ M, u) le quotient de K^A^ par les unités triviales. On
pose, pour K, une C^-triangulation de M, H^(M; u) == H^(A^®^ G.(ÎC)) qu'on appelle
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homologie de Novikov. Si J(^ est contractile, alors l'homologie de Novikov est nulle
et on a une torsion de Whitehead-Franz-Reidemeister ï(M, ù) eWh{n^M,u).

Théorème 1. — Si dim M ̂  6, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe de
cohomologie u e H1 (M, R) contienne une \-f orme fermée non singulière est que ̂  et ̂ _y soient
contractiles et que r(M, u) = 0.

Remarquons que si dim M ^ 6, la condition^ etJK_^ contractiles et r(M, u) = 0
est alors une condition ouverte en M; en fait on montre que la condition .̂  contractile
(resp. ^K^ contractile et r(M, u) == 0) est une condition ouverte en u sans hypothèse
de dimension.

Pour a de Morse et Ç un champ de pseudo-gradient générique, l'espace des liaisons
entre points critiques est une variété non compacte en général. On construit une compac-
tification naturelle de la partie formée des liaisons t de longueur < L (i.e. f t* a^ L).
Il en résulte que si c et d sont deux points critiques d'indices consécutifs, il n'y a qu'un
nombre fini de liaisons de c à d de longueur ^ L et qu'on a un coefficient d'incidence
entre c et d dans l'anneau A^. Les points critiques de a engendrent donc un complexe
de Ay-modules libres C.(a, Ç). Ce complexe est indépendant du choix de (a, Ç) à équi-
valence simple près et est simplement équivalent à A^®^ G.(K).

Le point fondamental qui rend possible la construction, malgré l'infinité de liai-
sons entre points critiques d'indices consécutifs, est que pour éliminer le point c d'indice q
et le point d d'indice q -\- 1, on a besoin d'une liaison t de c à d telle que la nappe des-
cendante de d arrive à c le long de t sans accident, mais d'autres liaisons entre un point
d'indice q et d de longueur strictement supérieure à celle de l n'ont pas d'importance.
On est donc amené à faire des ajouts de liaisons ou des suppressions de liaisons, mais
uniquement jusqu'à une longueur donnée.

Si T^ï^u = O? *^u est contractile si et seulement si H,(M, u) == 0. Dans le cas
général, on regarde TC : M -> M, le revêtement d'intégration de a, et/: M ->R avec
TC" a == df; soit Mjfc la composante dey"1^, oo[) où y est non bornée. On montre que
le système projectif { TC^ M^ } ne dépend à pro-isomorphisme près que de u : n^ M -> R ;
on dit que u est stable si le système { n^ Mj,} est pro-isomorphe à un système constant
(c'est une condition algébrique sur u : par exemple lorsque u est rationnelle u et — u
sont stables si et seulement si le noyau de u est de présentation finie). On montre alors
que ^^ est contractile si et seulement si u est stable et H^(M, u) == 0. Vu la dualité
de Poincaré, le théorème 1 devient

Théorème F. — Si dim M ̂  6, une condition nécessaire et suffisante pour que u e I-PÇM, R)
contienne une \-f orme fermée non singulière est que :

1) u et — u soient stables^
2) H.(M,u)=0,
3) r(M, u) == 0.
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Citons enfin les travaux de A. V. Pazhitnov sur le nombre minimal de points
critiques d'une 1-forme fermée de Morse dans une classe de cohomologie [11] et sur la
réalisabilité d'un complexe donné comme complexe G.(a, Ç) [12]. Mais [12] n'étudie
que le cas d'une classe rationnelle et dans [11] est établi un résultat de densité à partir
du cas des classes rationnelles.

Voici un résumé par chapitre.

Chapitre 1. — On introduit et étudie les espaces des chemins « allant à l'infini »
pour un complexe fini X et u e H^X, R), cette généralité étant nécessaire au chapitre 5.
On introduit l'homologie de Novikov et on montre que la condition H,(X, u) == 0 est
une condition ouverte en u.

Chapitre 2. — Pour a de Morse et Ç pseudo-gradient pour a, on introduit l'espace
des liaisons entre points critiques et on construit une compactification par multiliaisons
de l'espace des liaisons de longueur bornée ainsi qu'une compactification des variétés
stables et instables des points critiques arrêtées à une longueur donnée. Génériquement,
ce sont des variétés à bord anguleux. La construction du complexe des points critiques
G. (a, Ç) en découle immédiatement.

On montre que G. (a, Ço) et G. (a, Ci) sont simplement isomorphes par un avatar
de la méthode de Floer [5] : on ne fait même pas varier le pseudo-gradient, il suffit
de construire une isotopie a-positive telle que les images des variétés instables pour Çç
soient transverses aux variétés stables pour Ç^. Gela remplace une étude longue des
bifurcations homoclines dans une version antérieure qui avait l'avantage d'indiquer la
raison géométrique de diviser K.i(AJ par les unités triviales. On montre enfin que G. (a, Ç)
est simplement équivalent à C.(K, u) == A^®^ G.(K) en construisant un modèle précis
de naissance, puis en utilisant une triangulation adaptée à une fonction de Morse sur M.

Chapitre 3. — On rappelle les déformations élémentaires d'une 1-forme de Morse
qui sont les mêmes que dans le cas exact; puis les déformations élémentaires du champ
de pseudo-gradient : ajout de liaisons et suppression de liaisons entre points critiques
d'indices q et q + 1 avec q ^ 3 (le cas q == 2 présente une difficulté intrinsèque qui
sera abordée au chapitre 5).

Chapitre 4. — On élimine d'abord les points critiques d'indice 0 et n sans hypothèse
de dimension. Lorsque n ̂  5 et ^_^ est connexe, on élimine les points d'indice 1 en
construisant, pour chaque point critique c d'indice 1, un disque D2 plongé dans M et a'
cohomologue à a ayant les mêmes points critiques que a tels que D2 n W^(<:) == { m }, ^ D2

est transverse à W^(c) et a' induit sur D2 un feuilletage par cercles, puis en utilisant D2

on fait naître une paire (rf, è) de points critiques d'indice 2 et 3 telle que c et d s'éliminent.
Pour n ̂  7 et ^_^ simplement connexe, on élimine les points d'indice 2 par la

même méthode. L'élimination des autres points critiques suit alors la stratégie de démons-
tration du théorème du j-cobordisme, d'où le théorème 1 si n ̂  7.

18
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Chapitre 5. — On considère l'application naturelle h : 7^_i.^(X) ->H^(X,M).
Si e^(X) est simplement connexe, on montre que h est un isomorphisme sur le premier
groupe non nul (ce n'est pas une conséquence du théorème de Hurewicz). On introduit
la notion de (semi)-stabilité pour un morphisme u : G ->H où G est de présentation
finie et on montre que si u est stable, alors h : 71:1 c^(X) -> Hg(X, u) est un isomorphisme
(il en résulte que <^(X) est contractile si et seulement si u est stable et H^(X, u) ==0).
Pour la démonstration, on peut supposer que X est une variété M de grande dimension
et l'ingrédient essentiel est la notion d'équipement pour les points critiques d'indice 2
qui permet aussi de faire fonctionner le procédé de Whitney-Smale pour éliminer des
liaisons entre points critiques d'indice 2 et 3, ce qui achève la démonstration du théorème 1
si dim M = 6 (on peut bien sûr utiliser cet argument pour éliminer les points critiques
d'indice 2 si dim M ^ 6).



Chapitre 1

CHEMINS ALLANT A L'INFINI

1.1. Notations. — Soient X un G. W. complexe fini dont le groupe fondamental
est identifié au groupe G, u : G -> R un homomorphisme, TT : X -> X un revêtement
universel de X, j : X -> R une application continue telle que pour tout 3? e X et tout
g e G, /(^) == u(g) +f[y). La différence entre deux telles applications provient de la
base, donc est bornée; on peut construire une telle application en choisissant un arbre
maximal T dans le 1-squelette X1 de X, en le relevant en T C ÎC1 et en imposant/(T) = 0,

/Q?T) = u(g), puis en prolongeant sur les cellules (si X est simplicial, on peut choisir/
affine sur chaque simplexe).

Définition 1.2. — On note ^(X) le sous-ensemble de G°([0, oo[, X) formé des
y : [0, oo[ -> X tels que si 7 ; [0, oo[ -> X est un relevé de y

^ -^ + w-
On munit ^y(X) d'une topologie plus fine que la topologie compacte ouverte :

on demande un contrôle à l'infini. Pour a, b e [0, oo[ et U ouvert de X, on pose

W(fl, é; U) == { y E ̂ (X) 1 y([û, &]) C U }

et pour a, A e [0, oo[, on pose

W(a, A) = { y e ̂ (X) | V ̂  a /^) -/7(0) > A }.

Ges ensembles forment une sous-base d'une topologie sur ^(X). Il est clair que l'en-
semble ^(X) est indépendant du choix de/ainsi que sa topologie.

On note e : ̂ (X) -> X l'évaluation <?(y) === y(0). L'application e est une fibration
de Hurewicz; on note ^(X) la fibre de e, ̂ (X) = { y e^(X) | y(0) = Xo}.

1.3. Si u + 0, ^y(X) est non vide; on choisit un point base YO et^u(X).
Nous allons donner une autre description des groupes d'homotopie de ^JX).

On considère des applications continues y : R* -> X telles que y(^, 0, . . . , 0) = yo(^) et
f^SÇz) ——> + oo où y' est le relèvement de y avec ^(0) = %. Une homotopie est une
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application 0 : R^ x [0, 1] -> X telle que <D(^ 0, ..., 0, s) = ̂ {t) pour tout s e [0, l],
et/<&(-8', s) ———> + oo uniformément en s.

| z 1 -> oo

On note T^(X$ ^) l'ensemble des classes d'homotopie de telles applications.
Si F : (S*1"1, *) -> (^(X), Yo) est un^ application continue (où * = (1, 0 ... 0)),

on considère y : Ve -> X définie par 9(2:) = r(6) (^) si z == tQ avec 6 e S^"1 et ̂  0.
Vu la topologie de ̂ (X), il est clair que cela donne une bijection de ^_i(^(X), y^)
sur TT^(X; ^). Pour k ^ 2, on munit T^(X; M) d'une structure de groupe grâce à cette
bijection.

Proposition 1.4. — 7/j/ a équivalence entre

1) e^(X) est contractile;
2) ^u(X) est faiblement contractile;
3) ^ : ̂ (X) -> X û MT^ section,
4) ^ : ̂ (X) —>- X est une équivalence (Thomotopie.

Démonstration. — L'implication 1 => 2 est évidente. 2 => 3 est la théorie de l'obstruc-
tion nulle. 4 => 3 car e est une fibration : si e possède une section à homotopie près, elle
possède une section. Si e a une section o, on va construire H : ̂ (X) x [0, 1] -> ̂ (X)
tel que

H ( Y , O ) = ( O . . ) ( Y )
H(y, 1) = y

et <?.H(y, s) = <?(y) pour tout s e [0, 1]. Gela montrera à la fois 3 => 4 et 3 => 1.
Nous considérons la section a comme une application continue 0 : X X [0, oo[ -> X,

^x,t)==c(x){t).
On relève <D en S : X X [0, oo[ -> X avec S{Ï, 0) = î; donc ${gÏ, t) = ̂ 0(î; ^)

pour g e G, ^e X et t^ 0; la fonction /^(î, ^) —7(3?) est invariante par G et provient
d'une fonction continue ^ : X x [0, oo[ ->R et pour chaque x, ̂ {x, t) —> + oo. La
continuité de o- pour la topologie de ^y(X) se traduit par la propriété suivante : si
^{x^,t)>A pour t^ a, il existe un voisinage V{x^ C X tel que pour x eV(^) et
^ a, <K.y, ^) > A. Donc ^(.v, t) —^ + oo uniformément sur X et ^ est minorée par m
sur X X [0, oo [.

Pour ye^(X), définissons :
/
ï(<) si f< ———

pour ^e[0,l[, H(Y,^)(f) =.
i / / s \ s \ . ^^IYT"——^-- i—— sit>-——\\l-s) l - s ) l - s

et H ( Y ; l ) ( f ) = T ( f ) ;

donc H(y, s) (0) = y(0) et H(y, 0) = (T.<(Y).
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Vérifions d'abord que H(y, s) e^(X); c'est clair si s === 1 et pour s< 1 et
t ^ sf(\ — s), on a

7H^) W -77(0) = +(ï(———l ^ -———) +^f———) -^(°)\ \i — sf i — sf \i — s ]
et le premier terme tend vers + oo.

Vérifions la continuité de H : ̂ fJX) x [0, 1] -> ̂ (X) ; le seul ennui ne peut
venir que des contraintes à l'infini. Soit (y^ ^i) e H~1 W(a, A).

1) Si .$1 = 1, cela signifie simplement que/7iW —-77i(°) > A pour tout t^ a.
Il existe un voisinage Q.Q de yi dans ^(X) tel que

V y e û o , V / ^ a , 7^) -/7(0) > A.

Comme yi e<^M(X), il existe (3 tel que

V T ̂  P, /7i(ï) -/7i(0) > A - m;

donc il existe un voisinage 0^ de yi dans ^(X) tel que

V y e Î2i, V ̂  p, /^) -/7(0) > A - m.

Choisissons ^ < 1 avec ^/(1 — ^2) > Pî ^oi^ si y eî2o n ̂ i et ^ e [j^, 1]

V ̂  a, /H?^) (^) -/7(0) > A.

2) Si ^ = 0, l'hypothèse est ^(x^,t)> A pour tout ̂  a, où ^ = Yi(0). Si a > 0,
on choisit ai e ]0, a[ tel que l'inégalité soit vraie pour tout t ^ 04. D'après les propriétés
de ^, il existe un voisinage ouvert VQ de A:i tel que pour x e VQ et ̂  a^, ^(^, ^) > A.

Soit Vi un voisinage compact de x^ contenu dans Vo; on a inf^ x [ai, oo[ ^ = Ai > A.
Soit U un voisinage ouvert connexe de x^ trivialisant pour le revêtement, assez petit

-̂ ^ Ai — A ^
pour que |/(J) —/(îi)|< ——^—— pour tout^eU, la composante den-1^] conte-
nant r̂

Choisissons s^> 0 assez petit pour que ^/(l — s^) < a — ai, ^/(l — s^) < ai,
et que yi([0, ^/(l — j^)]) C U n intVi et soit ti un voisinage de YI dans ^(X) tel
que, si y 6^? on ait

ï([ol-r2-1)cunintvl•\ L 1 — ^J/
Alors, si y e iî» •? e [0, ^2] et ^ > a, on a f — ^-/(l — j) > ai > 0 et

fîî^s) (<) -/7(0) = + (y f7-^-l ^ - ' ^

^^Ï-J-^0)-
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Le premier terme est ^ A^ et le second > A -- A^. Si a = 0, donc A < 0, on prend
a^ == a; mais dans le choix de U, on impose l'inégalité

A _ A - A\
l7œ-7^)l<min(Al^A,^A).

3) Si s^e]0, 1[, la démonstration est analogue aux précédentes et est laissée en
exercice.

Corollaire 1.5. — Soit M une variété dijférentiable compacte connexe et soit u : n^ M -> R.
S^il existe une \-f orme fermée a sans singularité dans la classe u, alors c^(M) et ^_^(M) sont
contractiles.

Démonstration. — Soient Ç un champ de vecteurs sur M tel que

V ^ e M , < a , , Ç , > = = 1

et 9( le groupe à un paramètre de difféomorphismes de M associé. Si f : M -> R est
une primitive de TC* a, on a/y^ (%') —/(3?) ==tet^^ donne une section pour ̂ . : ̂ (M) ->M
et pour e_ : ̂ -JM) -> M.

1.6. Notation. — On note A == Z[G] l'anneau du groupe G; si À eA, X + 0, on
note

v (\) == inf{ u(g) | g apparaît avec un coefficient non nul dans À }

et v{0) === oo.

On a
»(X + ̂ ') ^ min (v(\), y(X'))

y(X.X') ^ o(X) + y(X')

de sorte que | X |̂  == e~v^) est une norme ultramétrique avec | XX' ^ ̂  | X |̂  [ À' [y.
On note A^ le complété de A pour | |y et on désigne encore par | |y le prolongement

de la norme sur A^.
L'anneau A^ est formé des séries formelles S n^ g^ avec ^(^) ^ + oo. Si

X = = ± ^ o + S n,g,e\,
U(fff ) > U(flQ)

\ est une unité de A^. En effet, il suffit de le vérifier pour

^ = = 1 + 2; n,g, == 1 + (JieA^;
uC^) > 0

alors | y. \^ < 1 et la série 2(— 1)^ ̂  converge dans Ay. Ces unités sont appelées unités
triviales de Ay$ Wh(G; u) est le quotient de Ki(AJ par ces unités triviales.
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Lemme 1.7. — Soit R une matrice carrée d'ordre n sur l'anneau \ tel que u(R) > 0
(c'est-à-dire \ r,, ^ < 1 pour tous i e t j ) , alors la matrice 1 + R est inversible et sa classe dans
Wh(G; u) est nulle.

Preuve. — L'élément 1 + r^ est une unité de A^, donc par manipulation des
lignes, I + R est équivalente à I + R', avec M(R') > 0 et r^ == 0 pour j == 2, ..., n,
d'où finalement à une matrice diagonale avec des unités triviales sur la diagonale.

1.8. Notations. — On dit qu'un isomorphisme entre deux A^-modules libres de
type fini basés est un isomorphisme simple si la classe de sa matrice dans Wh(G; u)
est nulle.

On a alors une notion d'isomorphisme simple entre deux complexes finis de
A^-modules libres basés [6], une notion de torsion d'une équivalence d'homotopie entre
deux tels complexes et une notion d'équivalence simple entre deux tels complexes [6].

1.9. Notations. — On écrit G.(X; u) =A^®G.(X), où G.(X) est le complexe
des chaînes cellulaires du revêtement universel de X$ C.(X$ u) est un complexe fini
de Ay-modules libres basés. L'homologie du complexe C.(X; u) est appelée homologie
de Novikov de (X$ u) et est notée H,(X; u).

Proposition 1.10. — *Sïc^(X) est contractile, Vhomologie de Novikov H,(X; u) est triviale.

Preuve. — II est clair que le type d'homotopie de ̂ (X) ne dépend que du type
d'homotopie de X (respectant l'identification TCI X ^ G); de même pour H^(X; u). On
peut donc supposer que les applications d'attache des ̂ -cellules e? de X, â^ : S1'"1 -» X^"1

sont transverses aux centres des Çp — 1)-cellules de X.
Si«^(X) est contractile, on construit comme en 1.4, en grimpant sur les squelettes

de X, O : X x [0, oo[ -> X avec ^(X^ x [0, oo[) C X^, et si /^ D" — X^ est l'appli-
cation caractéristique de la cellule é?S,<I> o (/^ X I) : D2' X [0, oo [ -> X^ X [0, oo [ -^X2^1

transverse aux centres des {p + 1)-cellules. Une fois choisis des relevés des cellules, on
a un coefficient d'incidence [% ̂ +1]^ eA^ avec [% ̂ +1]^ =^n,g, où n, compte
algébriquement le nombre de points de

(^o (^ x I))-1 (centre de &y1).

Posant H,̂ ) = S^^1]^?^1, on a

dïî, = H,_, d + (- l)^1 Id : C,(X; u) -> C,(X; u).

En effet, si W est D^ x [0, oo[ privé de la réunion de petites boules ouvertes autour
des contre-images des centres des (p + 1)-cellules, 0 o (^ X I) [^ est homotope
relD^ x 0 u S""1 x [0, oo[ à ^ : W -^^ transverse aux centres des j^-cellules, et



144 FRANÇOIS LATOUR

pour tout t, (T^)"^]— oo, f\) est compact. La restriction de ^ à ^(D^ x [0, oo[) donne
îÏp-i^^) + (— 1 Y^^S et la restriction à l'autre partie du bord de W donne —dïî^).

Si on pose H^ = (- l)^1 H^ on a alors dH^ + Hy_i rf = I, donc C.(X; u)
est contractile.

1.11. Notation. — Lorsque H^(X; u) == 0, on note r(X; ^) eWh(G; ^) la torsion
du complexe acyclique C.(X; u).

1.12. Dans la fin de ce chapitre, on veut montrer que les conditions H^(X; u) = 0
ou C.(X; u) simplement équivalent à 0 sont des conditions ouvertes en

^eHom(G.R) ^H^X.R).

Jusqu'en 1.15, G == Z*; A est alors commutatif intègre noethérien. Soit S C A la partie
multiplicativement stable formée des ± gç + n^ g^ + . . . + n^ gy avec u{g,) > u{go) (i ̂  1) ;
S est exactement l'ensemble des éléments de A inversibles dans A^ car les unités de A
sont juste les ± g et on a des inclusions A C S~1 A C A^.

Lemme 1.13. — Soit F un A-module de type fini. Si F ®^ A^ = 0, alors

S-1 F == F^S-^A^O.

Démonstration. — Soit 1 C A Pannulateur de F. Si l'idéal IA^ engendré par 1
dans Ay n'est pas tout, soit mC A^ un idéal maximal avec IA^C m; posons 8^ == A n w,
c'est un idéal premier de A contenant I. Localisons en Sft\ F y = F®^A^ est non nul
car si/i, — ">fi est un système générateur de F et si F'y = 0, il existerait ^ eA — y
avec s^f^ == 0 et alors ^ == ^ ... S( e IC^. Soit k le corps résiduel A^/^A^,; d'après
Nakayama F^/^F^, == F ®^ è est un A-espace vectoriel de dimension ^ 1. Soit K = AJmA^
extension de k', le produit tensoriel (F ®^ k) ®^ K est non nul, mais c'est aussi
(F®^AJ ®^ K, donc F®^A^ + 0. Donc, si F®^A^ == 0 et si a^ . . . , a, eA est un
système générateur de I, il existe X^, .. ., \ eA^ avec

Ai ûi + ... + À, a, = 1 ;

en tronquant assez loin \ == ^ + ^ (p-z ej^), on a

S ̂  û, = 1 — S v, a, = 1 + S; n, g,.
U{0j) > 0

Gomme S ̂  ̂  e A, c'est que les 7^ sont nuls à partir d'un certain rang et S ̂  ̂  e S,
donc I n S = f = 0 et S- 'F^O.

Proposition 1 .14. — Soit G^ -4 G^_i —^ ... C^ -i Go un complexe de A-modules libres
de type fini. Si G.®A^ est acyclique, alors C.^S^A est déjà acyclique.
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Démonstration. — Gomme A est noethérien, Z^ == ker d^ est de type fini ainsi que
B,==Im^ et H,==ZJB,.

Montrons par récurrence sur k l'énoncé :
E^ : S~1 H, = 0 pourj< k et S"1 B, ^ S~1 Z, est projectif sur S~1 A pourj< k.

Gomme l'homologie de G.® S"1 A est le localisé de l'homologie de G., E^i
démontre la proposition.

Si K est un A-module, on pose K" = K®^A^ == (S~1 K) ^g-iAÂ^. Pour k == 1,

on a la suite exacte G^ 4- C^ -> H^ -^ 0, donc la suite G^ -^ C^ -> H^ -> 0 est exacte.
Par conséquent, H^ est égal à Ho(C;), qui est nul par hypothèse; d'après 1.13, S"1 Hç = 0
et S-1 Bo= S-1 70=8-^0.

Supposons E^; comme S~1 A est plat, la suite exacte 0 -> Z^ -> G^ -^B^.i -> 0
donne la suite exacte 0 -> S~1 Z^ -> S"1 C^ -> S~1 B^_i -> 0 qui est scindée puisque
S~1 B^_i est projectif, donc S~1 Z^ est projectif et en tensorisant par A^ on a la suite
exacte 0 -> Z^ -^ C^ ->B^_i ->0 et Pégalité B^^ = Z^_,. On a le diagramme
commutatif

La suite verticale de gauche est exacte car G^+i -> Z^ -^ H^ -> 0 est exacte. On a
donc H^ = H^G^) qui est nul par hypothèse; d'après 1.13, S-1 H^ = 0 et S-1 B^ == S-1 Z^
qui est projectif.

1.15. Revenons à la situation générale. On note F l'abélianisé de G divisé par
sa torsion; le morphisme F -> R induit par u : G -> R sera encore appelé u et l'on notera
A^ et A^ les complétés de Z[G] = A° et Z[F] == A1' respectivement et TC : A^ -^A^ la
surjection canonique.

On fixe une norme sur F ® R, on note A^ le sous-anneau de A^ formé des X == S n, yi
avec ^(Yi) -> + oo tels qu'il existe 8^ > 0, e^ avec, pour tout i,

^)^8JlïJI+^.

Si X = 1 + 2^(^>o ̂  y, est dans A^,, on peut prendre s^ = 0 et il est clair que l'inverse
de À est dans A^ et que S-1 A1^ C A^ C A^.

19
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On note A^ le sous-anneau de A^, image réciproque par n de A^. On a clairement
un carré cartésien

A^ -^ A^

AS -^ A^

où les flèches horizontales sont surjectives et les flèches verticales sont injectives.

Proposition 1 .16. — Soit G. un complexe fini de A^modules libres de type fini basés. Si A^ ® G.
est acyclique, A^,® G. est acyclique. Si A^® G. est simplement équivalent à zéro, A^® G. l'est aussi.

Démonstration. — Si A^ ® G. est acyclique, comme G. est libre, il existe une contrac-
tion pour A^ ® G. et, par extension des scalaires, A^ ® G. est contractile, donc d'après 1.14,
S-1(A^®G.) est acyclique donc contractile et A^®C. l'est aussi.

Soit x un cycle de A^®G^. Il existe j e A ^ ® G p ^ i et zeA^®C.^^ avec
i{x) = dy et j\x) = dz. Il existe t e A ^ ^ C y ^ ^ tel que z —y, élément de A^®C^i,
soit égal à dt. Choisissons T e A^ ® Gy + g au-dessus de t et posons

y=j/+^eA^OOC^;

Y et z ont même image dans A^OOGy+i et il existe donc x ' eA^®Gy+i avec ix' =y
etjV == z. Or î(;v — ^') = dy — d{y + ûîr) = 0 et x = A;'. On construit un opérateur
d'homotopie Y] pour A^ ® G. avec y]2 = 0 et d + T), allant de la somme des termes pairs
vers la somme des termes impairs, représente la torsion de A^®G. [6]. Si la torsion
de A^ 0 G. est nulle et si A e Gl(%, A^) est la matrice de d + 73, alors après stabilisation
(on ne change pas de notations) il existe des \ e A^, des [L, e A^, une matrice diagonale A
à coefficients dans A^ avec ^(A) > 0 et ^i, .. .5^ e G tels que

IlE(\)AnE(^,) = D ( I + A ) ,
< 3

où D = diag (± <?i, .. ., ± ̂ ).
En tronquant les À, et les ^ assez loin, il existe \ e A°, .̂ e AG avec

nE(À,)AnE(iI,) = D ( I + R ) ,
i 3

où ^(R) > 0, et d'après l'égalité R est à coefficients dans A^. Comme en 1.7, 1 + R
donne donc 0 dans le quotient de K^(A^) par les unités évidentes, et il en est de même de A.

Proposition 1.17. — ^ensemble des u e H^X, R) pour lesquels C.(X; u) est acyclique
(resp. C.(X; u) est simplement équivalent à 0} est un ouvert de H^X, R).

Démonstration. — Si G.(X; u) est simplement équivalent à 0, alors A^ ® C.(X)
l'est aussi. Considérons le nombre fini d'éléments de A^ figurant dans la contraction T]
et la matrice R de 1.18. Il est clair que si u' est assez proche de u, alors tous ces éléments
sont dans A^ et assurent la simple équivalence à 0 de G. (X; M').



Chapitre 2

COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

Soit M une variété différentiable compacte sans bord de dimension n et soit a
une 1-forme de Morse sur M.

2.1. Cartes de Morse

Sur R" muni de sa structure euclidienne standard (la norme est notée | |), on
considère le sous-espace V_ engendré par les k premiers vecteurs de la base canonique
et le sous-espace V^. engendré par les n — k derniers. On note Q: R" == V_ © V^. -> R
la forme quadratique Q^(^) = — | x_ |2 + | x^. |2, où x = x_ + x-^.' Pour e> 0 et
T] > 0, on pose

U(c,7î) ^ { ^ e R ^ -e^ QW^ s et | x_ || ̂  | ^ V^e + Y])},
c^U = { ^ 6 U | Q W =e et I ^ - I ^ V Y ) } ,
â_ U = { x e U | Çi(x) = — s et | x^. | ̂  y^ },

âo U == { ^ e êU | | ^_ I I ̂  | ^ ^(e+^î)}.

L'ensemble ^o U est formé de trajectoires du champ de vecteurs grad Q^ et

^u= ^.u u a _ u u^u ;
s est la taille de U et T] son épaisseur. Si ^ est un point critique d'indice k de a, on sait
qu'il existe un plongement h : U(s, T]) -> M avec A(0) = c et h* a = ^QL; A s'appelle
carte de Morse pour le point critique c et t2(c) = Â(U), voisinage de Morse de c.

Définition 2.2. — On dit qu'un champ de vecteurs Ç sur M est de pseudo-gradient
pour a si
1) pour chaque point critique c de a, il existe une carte de Morse h telle que

S IQ(C) - ̂  (grad QJ ;
2) pour tout x e M — Grit a, < a^ ̂  > > 0.

On fixe les cartes de Morse, on suppose que les voisinages de Morse sont tous
disjoints de même taille e et on note t2 leur réunion.
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Remarque 1. — Un champ de pseudo-gradient pour a apparaît alors comme une
section d'un fibre sur M — Q à fibres convexes dont la restriction à Su est imposée,
d'où l'existence de pseudo-gradients.

Remarque 2. — Gomme M est compacte, l'espace des champs de vecteurs sur M
avec la topologie G00 est métrisable, le sous-espace des champs vérifiant 1) pour le
choix fait des cartes de Morse est fermé et le sous-espace des champs vérifiant en plus 2)
est ouvert dans le précédent et est donc de Baire.

2.3. Notations. — On note ç< le groupe à un paramètre de difféomorphismes
de M associé au champ de pseudo-gradient Ç. Si c est un point critique, on pose

W^)=A(UnV_),

WrocM=A(UnV^),

^W^(^) == h{ë_ U n V_) noté aussi S_(c),

âW^(^) = A(â+ U n V+) noté aussi S^).

La variété stable de c, W8^), est obtenue à partir de la réunion de W^(^) et
de S^{c) x R en identifiant (a, t) eS_{c) x [0, oo[ avec ^{a) eW^(^); W^) est
difféomorphe à R1^ où I(c) est l'indice de c et <p; : W^) -> M, définie par y;^) = c
et <p^(a, t) == 9((û), est une immersion injective; on a des définitions analogues pour la
variété instable W"(^) et 9^ : W^) -> M.

Longueur d'un morceau de trajectoire de Ç. — Soit y : 1 -> M un morceau de trajectoire
de Ç; on pose

L(ï)-J,roc.

On a L(y) > 0 si y n'est pas constante.
On note W^c, L) la partie de W^) formée des x tels que la longueur de la tra-

jectoire de c à x, notée D^(A?), est ^ L. Posons

S^,L)={^eW^) |D^)=L}.

On note ^ : S^c, L) -> M la restriction de ç^ à S^.L); l'image ^(S"^, L)) est
contenue dans une feuille du feuilletage singulier défini par a. On a des définitions ana-
logues pour W'(c, L) et S8^, L).

2.4. Espace des liaisons entre points critiques

Définition. — On appelle liaison entre le point critique c et le point critique d toute
orbite non triviale de Ç dont l'ensemble a-limite est c et dont l'ensemble œ-limite est d.
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On note S(c, d) l'ensemble des liaisons de c à d. Comme espace topologique,
JSf(r, d) est par définition le quotient de

{(^) e(W^) -{.}) x (W^) - { d } ) \^x) =^(j0}

par les transladons. L'ensemble oSf(^ûf) s'identifie au sous-espace de S^(c) X S_{d)
formé des {x,y) tels que la trajectoire de x passe parj\

Si i e J§f(<:, ^), on note t~ e S,̂ ) le premier point de sortie de £î(c) et ^+ e S_(rf)
le dernier point d'entrée dans Q(^) (entre l~ et/'4-, l'orbite i peut traverser t2(<;) ou t2(rf)).

On note JS?^, rf, A) la partie formée des l e J§f(^ ût) de longueur ^ A et JS^(^ rf)
la partie des t de longueur égale à A. ^^c,d\ s'identifie donc à W~\S_(d)), où
^ : S ,̂ A ~ s) -> M.

Lemme. — Soit x e M — Grit a$ il y a équivalence entre

1) l9 orbite de x est une liaison entre points critiques,
2) la longueur de l'orbite de x est finie.

Preuve. — L'implication 1) => 2) est évidente et 2) => 1) résulte de la compacité
de M car s i j / e c o — lim {x) et sij est non critique, chaque passage dans une boîte pour
Ç centrée enjy donne la même contribution > 0 à la longueur de l'orbite de x; de même
chaque passage dans un voisinage de Morse £î{d) contribue pour 2s à la longueur de
l'orbite de x sauf si l'orbite est dans la variété stable de d, et on a le même raisonnement
pour l'ensemble a-limite.

2.5. Espace des multiliaisons entre points critiques

Définissons
,̂ d) == u m, d,) x jsf^i, 4) x ... x »m_i, d,).

do . di » ..., djfc £ Crit a
do == c, dfg = d

Si X = (Xi, Xg, . . . , \), on pose L(X) ^S^L^). Remarquons que si X est une
^-liaison, L(X) > 2sè. On pose

S(c, d. A) == { X e ,̂ , d)/L(X) ^ A },
^A(^ ^) == { X e ̂ , rf)/L(X) = A }.

Topologie de oS?(c,rf). — Soient
— X == (Xi, .... X,) e ̂ , rf) où \ e JS^_,, rf,),
— U" == (Ui~, ..., U^) où Ui~ est un voisinage de \~ dans ^ i2(^_i),
— V+ == (U^, ..., U^-) où U^ est un voisinage de \4- dans â^ Q(^).

On dit que (JL = (^, ..., ̂ ) appartient à W(X, U-, U4-) s'il existe

0 = î'o < î! < h < - • • < ^/ -1 < 4' = ^

tels que, pour j ̂  k\ ^,eJâ?(^^,rfJ, ^ eU^.^, ^+e U^, et (JL, passe par U;T et
U,f" pour 1 + î ,_i < r^ ^..
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Les W(X, U~, U4') forment une base de voisinage. On munit S{c, d) de la topo
logie associée, qui est métrisable.

Proposition 2.6. — L'ensemble ,Sf(c, d, A) est compact.

Démonstration. — 1) Soit d'abord (/J une suite de Jâf(<:,rf,A). Quitte à prendre
une sous-suite, on peut supposer que t~^ ->• a e S^.(c).

Soit y la trajectoire de Ç passant par a pour ^ == 0. Je dis que f y* a ̂  A, car
rt

s'il existe ^ avec _ y* a == A' > A, alors, pour n assez grand, il existe ^ proche de ^
avec j_" y^ a = A' où y^ est la trajectoire passant par l^ pour t = 0; ceci contredit
L(^J ^ A. La trajectoire y meurt donc en un point critique d^.

Supposons </i + <f. Soit è1 e S_(^i) le dernier point d'entrée de y dans Q(rfi) ; pour
n assez grand, y^ coupe â_ iî(^i) en un point b\ et en ressort car d^ =f= ^ en un point a^.
Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer a\ -> a1 e ë^. Q(^i) (en fait a1 e S+(û?i)
car b\ ->b^ eS_(ûîi)) et on regarde la trajectoire y1 passant pour t = 0 par û1; on a
alors, comme précédemment, L(y1) ^ A — L(y).

Si d^ = d et s'il y a une infinité d'indices n avec b\ == i^, alors une sous-suite de (^J
tend vers l'orbite de a dans ^{c, d). Sinon, à partir d'un certain rang, ̂  traverse Q(rf)
et en ressort en un point a^ et on continue comme précédemment. Si

X=(Xi, ...,XJ e^,rf,A),

on a ^ ̂  A/2e, donc le processus précédent doit s'arrêter et on trouve une limite dans
JSf(<;, ûf, A) à une sous-suite de /„.

2) Soit \ une suite générale de oSf(c, d, A). Comme il n'y a qu'un nombre fini de
points critiques, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer qu'il existe des points
critiques do = c, d^ .. ., ^ = d avec k ̂  A/2s tel que \ = (X^, ..., X^), où
X^ 6oSf(^_^,^) ; alors la partie 1) et le procédé diagonal donnent le résultat.

Définition 2.7. — Posons

W8^) == W\d) u (U W8^) x S{c, d)).
c

On appelle distance de du {m, X) e W8^) X J^(r, rf) la somme D,(m) + L(X) = D^(w, X).
On pose encore

W8^, A) = { x e W8^) | D,M ^ A },
S^,A) ^ { ^ e W W I D ^ ) =A},

ç^W^^A) ->M avec Ç^(A:) = ç^(w)_si x = (m, X) e W8^) X S[c, d), et l'on note
^ : S^û?, A) -> M la restriction de ̂  à S^rf, A).

Topologie de W8^). — Soit (w, X) e W^) x oS?(^ ^i) X ... X oS?(^_i,rf). Soit
U° un voisinage de m dans M et soit W(X, U~, U4') un voisinage de X dans S{c\ d)
comme en 2.5. Soit (m', p.) e W8^) X ^(^, d) avec z'i ^ ^; on pose X' = (\^, ..., X^)
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et V~\ V+t sont les familles de voisinages que l'on pense. On dit que (w', (A) appartient
à W(m, X, U°, U~, U+) si m' e U°, la trajectoire allant de m' à ^ passe dans U~j~ pour
j^ î\ et dans U^ pourj< z'i, et (A e W(X', U~', U"^).

Ces ensembles forment une base de voisinages d'une topologie métrisable sur W^rf).
On a des définitions analogues pour les variétés instables.

Proposition 2.8. — Les ensembles W^rf, A) et W"(c, A) sont compacts.

Démonstration. — Soit m^ une suite de W^, A) et soit û^ e S^.{c) le premier point
de sortie de £î{c) de la trajectoire Yn passant par m^. On peut supposer que a^ --> a e S.̂ )
et que Dç(^J -> D < A. Soit y ^a trajectoire passant par a. S'il existe ^o av^
L ï* a == D' > D, alors pour n assez grand il existe ^ proche de ^ avec

J^a^D^D^J.

Soit s tel que y* a = D et solt sn s-vec y^J :== ^wî on 3L sn<^ ^n et ^ est G^11*
. rque ̂  -> m == y(.y) e W^c, A). Sinon y* a ̂  1̂ ? donc y meurt en un point critique c^.

*/ R

Si L(y) = D, il est clair que m^ -> c-^ dans M et que m^ -> (y, ^i) dans W^Çc).
Si L(y) > D — s, m^ est dans un voisinage compact de W^(^i), donc on peut

supposer que m^ -> m. Comme le point d'entrée de y^ dans ti(^) tend vers le point
d'entrée de y q^ est dans S_(^), m e W^(<:i) et m^-> (y, ^) e oS^(^ q) X W^i).

Si L(y) < D — e, à partir d'un certain rang, y^ ressort de iî(^i) en un point a\
avant d'atteindre m^. On peut supposer que a\ tend vers û1, qui est forcément dans S^(^i).
Soit y1 la trajectoire passant par a1. Si la longueur de y1 est trop grande (> D — L(y)),
on a fini, comme précédemment; sinon, y1 meurt en un point ^ et on recommence.
Le processus s'arrête et on a trouvé une limite (y, m) e °Sf(^, c^) X W^^).

Le cas général se traite comme en 2.6.

2.9. On dit que le pseudo-gradient Ç est générique si pour tous points critiques c
et d, les applications 9^ : W^c) -> M et q^ : W^rf) -> M sont transverses.

Le théorème de Kupka-Smale assure (les cartes de Morse étant fixées) que l'en-
semble des pseudo-gradients génériques est résiduel, donc dense.

Si ï{c) ̂  î{d) et Ç est générique, oâf(c, d) == S[c, d) = 0; en effet l'intersection
de 9^ et de 9^ est alors une variété de dimension ^ 0, mais si oSf(^, d) =t= 0, cette inter-
section contient un point non critique et toute son orbite.

Si ï{d) == 1 + I(c) et si Ç est générique, ^(c, d, A) est un ensemble fini. En effet,
si X == (Xi, . .., À,) e S[c, d), on doit avoir l{c) = I(rfo) < ... < I(^) = I{d) d'après
le résultat précédent, donc r = 1 et £f{c, d) == JS ,̂ rf) ; ^(c, d. A) est donc une variété
compacte de dimension 0.

Proposition 2.10. — Si Ç est générique, 9^ : W"^, L) -^ M et 9^ : W^^, L) -> M ̂ o^
rf^ plongements.
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Démonstration. — Dans le cas exact, le résultat est vrai sans hypothèse sur Ç. Dans
le cas général, le résultat peut être faux s'il y a des multiliaisons homoclines.

Nous savons que 9 : W"^) -> M est une immersion injective; nous allons vérifier
que <p : WU(Cy L) -> ^(WU(c, L)) C M est fermée. Soient F un sous-ensemble fermé
de W"(r, L) et F son adhérence dans W"^, L) ; alors

F - FC W^, L) - W^, L) == U^^A^ d) x W^, L")),

donc ^F-F^U^i^ç^W^,!/)) puisque S{c, d) = 0 si _l(d) < l(c), donc
<p(F - F) n <p(W^ L)) == 0 et (p(F) = ç(F) n 9(WU(^ L)), mais <p(F) est compact.

Proposition 2.11. — *S'rô Ç M^ pseudo-gradient générique.

1) U ensemble ^^(c, d) est une variété compacte à bord anguleux de dimension î(d) — I(c) — 1 ;
au voisinage de X e oS?(^, î) X ... X °S?(^5 <^) C S ̂ {c^ d), !S ^c\ d) est modelé sur

^{c, c^) X . . . X ^(c^ d) X [0, oo^.

2) Pour L distinct des longueurs des multiliaisons partant de c, W ,̂ L) est une variété compacte
à bord anguleux dont F arrondi est difféomorphe à D^-^ et ̂  : W ,̂ L) -> M est C00.

Au voisinage de (X,j/) e S'\(c, d) X W^^f, L — A), Vf^c, L) est modelée sur

S^c, d) x WV, L - A) x [0, oo[

et au voisinage de (X,j/) e JSf\{c, d) X S ,̂ L — A), Su{c, L) est modelé sur

S^c, d) x S^d, L - A) x [0, oo[.

Si X e -S?L( ,̂ d), W"(^ L) a des singularités coniques le long de oSfi/^ ^) x { ̂ }-

On a un résultat analogue pour les variétés stables.
Avant de donner la démonstration, énonçons un lemme qui décrit ce qui se passe

lorsqu'on pousse une variété par les trajectoires de Ç et qu'on est près d'un point critique.

Lemme 2.12. — Soit X une variété compacte à bord anguleux. Soit f: X -> <L t2(rf) une
application C°° transverse à S_(d). On considère la partie Y(, C X X t2(rf) formée des couples (^ x')
où x' est sur P orbite def{x) et où la longueur du segment d'orbite def{x) à x' est ^ a ̂  2s; Y^ est
une sous-variété de X X Q,{d)

— si 0 < a < s, Y^ est compacte et dijféomorphe a X X [0, a],
— ri e^ a^ 2s ^ ̂ /"^(S.^)) + 0, Y^ n'est plus compacte et

Ya - Y, ̂ /-^S.W) X W^rf, a - s),

— si a = s, Y^ û î/7^ singularité conique ^/^(S^rf) X { rf} '̂ I(rf) 4= ^,
— si s < û ̂  2s, Y^ à; ^^ structure naturelle de variété à bord anguleux avec une nouvelle arête

le long def~\S_{d)) X ëWÇd, a — s) et l'arrondi deY^ le long de cette arête est dijféomorphe
à X X [0, a}.
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Démonstration. — La situation pour a < s est claire. Grâce à la carte de Morse,
nous supposons que M = R" == V_ (BV^. et 0, = U(e, T]) avec les notations 2.1.

Posons XQ ^y'^S.) $ comme le problème est ce qui se passe au voisinage de Xg,
on peut supposer, grâce à l'hypothèse de transversalité et quitte à réduire l'épaisseur Y]
du voisinage, que X = Xç x D (où D est le disque de V^., \y |2^ 73) et que l'applica-
tion y est donnée par

Xo X D ̂ V_ X V+

{x,j) ̂  Ve + b I2 <?(^A^

où | g{x^y) \ == 1. Quitte à réduire encore Y], on peut supposer que g est en fait définie
sur Xo x V^. tout entier avec |5(^,^)| = 1 pour tout [x,y) e Xo X V+. Considérons
les applications G00

b : V+ X R -> R définie par b{z, s) = sV2 [s + (s2 + 4s2 \ z |2)1/2]-1/2,

a : V^. X R -> V^. définie par a{z, s) = b{z, s) z,

<D : Xo x V+ x R -> Xo X V+ x V_ x V+
définie par 0(^, z, s) = {x, a{z, J), sg{x, a{z, s)), z),

Y : Xo X V,. x R -> Xo X V+ x V_ x V+

définie par Y(^,j/, t) = (^^, e-21 Ve + |j/ l2^,^), e^ y\

p : V+ X R -> V+ X ]0, oo[ définie par p(^, ^) = (^^, ^-2< Vs + l^l2) .

L'application p est un difféomorphisme d'inverse

a(^.)==(^,.),-JLog(^,.))).

. . ^L'application 0 est une immersion car — {sg{z, a{z, s))) + 0 puisque le produit scalaire
os

de ce vecteur avec g{z, a{z, s)) est égal à 1. Soient Z = O(XQ X V^. X [0, oo[) et
TT : Xo X V^. X V_ x V^. -> XQ x V^. X [0, oo [ l'application définie par

n{x, w,v_,v^) = (A:,y+, | v_ I),

l'application $ induit un homéomorphisme de Xg X V^. X [0, oo[ sur Z d'inverse TC j ^ ,
donc Z est une sous-variété à bord de Xg x V^. X V_ X V^., difféomorphe à
Xo X V+ x [0, oo[.

Or T == 0 o p; donc si Y = Y(Xo X V+ X R), on a Y == $(Xo X V .̂ x ]0, oo[)
et Y, adhérence de Y dans Xg X V_^ X V_ X V^., est égale à Z. Comme Y ,̂ est la partie
de Y formée des Y^,^, t) avec |j |2 ̂ , - s ̂  ̂  |j/ |2 - ̂ (e + |^ |2) < a - e, on
a Y, == (D(Xo X KJ, où

K^={(2:,^) eV^ X]0,oo[ | s\ z\^ V^Ê+YÎ),^ l^^-^^f l -s}.
20
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Donc ¥„ =0(Xo x ÎCJ, où K<, est l'adhérence de K,, dans V+ x [0, oo[. L'énoncé
découle directement des propriétés (suivant les valeurs de a) de K^.

Preuve de la proposition 2.11, par récurrence sur k.
1) Soit /o e ̂  (c,d) considéré comme élément de ^~l(S_(d)), où

4- = 4': : S"(c, A - e) -> M.

Le lemme appliqué à X, voisinage de /„ dans S"(c, A — e), donne la structure de
W"(c,A^s') au voisinage de (<,,jy) e£'^(c,d) X W"(rf, s') pour s'< s, donc aussi
celle de W»(c, L) au voisinage de (^) e ^^c^d) x W"(ûT, L - A) (en effet se déplacer
sur la trajectoire négative donne un_germe (W"(c, L), (^,;»Q) -> (W"(<;, A + s), (/o, z))
qui sert à définir la carte locale de 'W"(c, L) en (t^,y)Y
2) Soit ÀO e .S?(c, ci) x ... x .S?( ,̂ d), soit A la longueur de \, soit

Xo6.S?(c,Ci) X ... X ^(^_i,^)

la partie initiale de \ de longueur B et soit fy e S\_^, d) tel que \ = (Xg, /„).
On considère/o dans S"(^^A — B — e). Par hypothèse de récurrence, S"(c, A — e)

est, au voisinage de (Xg,^) e ̂ (c, cj x S"(^, A - B — s), modelé sur

S^c, c^) X S"(^, A - B - e) x [0, oo[

au voisinage de (Ào,^, 0). L'immersion ̂  : S»(^, A — B - e) ->• ̂ , feuille du feuille-
tage singulier défini par a qui contient S_(ûf), est transverse à S_(rf) C y et l'on a

^(S-W) -^A-B(^).

Considérons ^ : S"(c, A_- e) -> y; on a ^^c,d)_= (^-^S.^)). Comme
^(^J) = ^(j0 si (X',^) 6^(<;, ^) x S"(^, A - B - e), (^J-^S.^)) est modelé au
voisinage de (^,Q sur S^{c,c^ x ^\S_(d)) x [0, oo[ au voisinage de (X,,/o,0),
donc sur ^^{c, c^) x S\_^, d) X [0, oo[, d'où le point 1 de l'énoncé d'après l'hypo-
thèse^de récurrence sur ^s{c,c^. Appliquons le lemme à X, voisinage de ^^{c, c^)
dans &"(c, A — s), et à la restriction de ^ : X ->• ô_ û(^). Au voisinage de

(Xo,j0 e S^c, d) X W(rf, s),

W"(c, A + s) est modelé sur Y^ au voisinage de (\, 0, 0,jy), donc sur

•^A^ d) X W"(rf, s) x [0, oo[

au voisinage de (Xg,jy, 0).
Le résultat dans le cas général s'obtient en poussant le long des trajectoires comme

dans la partie 1).
Il est à remarquer que S\{c, d) est plongé dans S"(c, A — e) avec fibre normal

trivial : un voisinage de ^^c, d) dans S"(c, a - e) s'écrit S\{c, d) x W^(rf) et s'il
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n'y a pas d'autres multiliaisons issues de c dont la longueur est dans [A — s, A + s],
on a

S ,̂ A + s) ^ S ,̂ A - s) - (̂ , û?) x int W^)).

Remarque 2.13. — Si a est exacte, il résulte de 2.11 et 2.10 que les variétés stables
des points critiques sont les cellules ouvertes d'une structure de CW-complexe sur M.

2.14. Orientations. — On choisit des orientations de chaque variété stable W8^),
donc des co-orientations des variétés instables W^ûf). Les variétés des liaisons entre
points critiques sont alors orientées et leurs compactifications le sont aussi. Il faut être
plus précis car les ̂  : W^rf, L) -> M ne sont pas toujours des immersions et l'orientation
d'une intersection multiple n'est pas associative. Comme W^rf, L) est orientée, S^rf, L)
l'est aussi; la normale sortante s'identifie à — Ç et ( — Ç , Or S'(rf, L)) =OrW S ( r f ) .

Soit ^ l'immersion de S" ,̂ L) dans la feuille F qui la contient; on a

Coor ̂ S ,̂ L) == (Coor ^F, Coor pS"(<;, L))

== (Coor W^), Coor^S ,̂ L)),

donc si on co-oriente F par Ç, comme la normale sortante à W"(c, L) en S" ,̂ L) est Ç,
il vient

Goor pS r̂, L) = (- l)^ Coor W^).

On oriente ^^c,d) comme ^(S.^)) C S"̂ , A — e), donc comme intersection de
l'immersion co-orientée ^ et de la sous-variété orientée S^rf, s), soit

(Coor pS ,̂ A ~ s), Or ^^c, d)) == Or S ,̂ s),

soit (Ç, GoorpS^), Or JS?(<:, d)) == - Or W^), soit encore

(Coor W^), Ç, Or JS ,̂ rf)) == ~ Or W^rf).

La variété W8^, s) X ^ ̂  d) est de codimension 0 dans le bord de W^rf, A + s)
et la normale sortante no à W^rf, A + e) en (c, f) e WÇc) x ^^(c, d) s'identifie au
vecteur tangent à t orientée par — Ç. La formule précédente donne, en passant à la
limite le long de /,

(n^ Or W8^), Or ̂  d)) = (~ l)^ Or W(d),

donc les orientations de SWÇd) et de W^^) x ^{c, d) diffèrent de (— l)^.
Les orientations de S8^, s) x o2\(c, d) données par les inclusions

S ,̂ s) x JS?^ d) C W8^, s) x JS^ ^) c W8^, A + s)

et S5^, s) x ^(^ ^) c S^^, A + s) C W^rf, A + s)

sont opposées, donc l'orientation induite par S'Çd, A + s) sur S*^, s) x ^^(c, d) diffère
de l'orientation produit par (— l)14'1^.
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2.15. Soient b^ c, d trois points critiques; S'y{b, c) X ^^c,d) est une face de
codimension 0 de ^A+B^» d) et l'on veut comparer les orientations. Soit

(/',/) e^{b,c) X ^^c,d);

on considère /' dans S'(<;, B —_s) et (/', t) e S'(c, B - s) X £'^{c, d) C S'(rf, A + B - s).
Soit^n la normale sortante à S'(d, A + B — s) en (/", /) ; c'est aussi la normale sortante
à S'^+-s(b,d). La dernière formule de 2.14 dit que

(»,OrS'(^B-e),OrJS^M) == (- I)14"1"" Or y[d, A + B - e);

or (Coor pS»(é, s), Or £'y{b, c)) = Or S'(<;, B - s)

et (CoorpS"(é, s), Or .S^+B^ </)) = Or S'(rf, A + B - s),

donc Or C^+B^ ^) = (- l)1"'-1'6'-1^ ̂ {b, c). Or ̂ (^ ^))

(- l)'1"11^6-»' Or(^(è, c) x S'^c, d)).

En particulier, si l{d) = 2 + î(b), il vient que comme variétés orientées

ô^{b,d)= U ^{b,c) X^,,(c,d).
<?,!/, L"

I(6XI(c)<I(d)
L' +L"=L

Lorsque I(â?) == 1 + IM, si f e^{c,d), on pose e(^== (- l)^ Or/'. Les formules
de 2.14 disent que e(/') est le coefficient d'incidence de W^) sur W^c) X {1} C BW^rf)
tandis que le coefficient d'incidence de W"^) sur { ^ } x W^rf) C SW^c) est (— 1)™ s(^).

Si on choisit des relevés des points critiques dans & -^ M, on associe à t e JSf(^, rf)
un élément g{l) de TCI M de la façon suivante : si on relève l à partir de ! on arrive à
g{l) ?! Si/: M -> R est une primitive de n* a, on a

L(^) -N) -AgW^) ==/(^) ~./Ïy) - W)).
Pour ,? e TCI M, on pose ,S^(c, rf) = { ^ e «Sf(^ rf)/^(/') = ̂ }. C'est une réunion de compo-
santes de JSf^, d) avec A =f{î)—f[ï) —u(g).

Si I(rf) = 2 + I(è), on a comme variétés orientées

âj^(M)= U ^(^) x^M.
C, ff', ff"

KbXKcXKd)
Q' 0" = 9

Soit encore S s(^) s(/") = 0 où la somme porte sur les points critiques c avec
I(é) < I{c) < l{d) et les liaisons/î e S(b, c\t' e ^{c, d) telles que^(f) ^(^ = ^ dans 7^1 M.

2.16. Pour tout point critique de a, on considère les couples ï == (?, G) où 7 est
un relèvement de c dans AÏ et 0 est une orientation de W8^); pour h e ̂  M, on pose
Kc = (A?, 0) et (T? = (^ orientation opposée).
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Pour î{d) == 1 + IM 5 on pose

tô?]== S e(^)eA_,;
tç^(c,d)

il est clair que [Arf,?] = h[d, ?], [J, A?] == [J, ?] A-1 et [dJ, î] == [d, o?] == - [d, ?].
Considérons le quotient du Z-module libre engendré par les î (pour c d'indice q}

par les relations GÎ + ? ; il possède une structure naturelle de Z[n^ M]-module. Notons-le
%ç et écrivons encore ? la classe de ? dans ^ç; donc çsc = —î dans ^ , qui est un
Z[TCI M]-module libre basé.

Posons C,(a) = A_^ ̂ , A == Z^i M].
Soit d un point critique d'indice q + 1, choisissons Jet, pour chaque point critique

d'indice y, un î. Les formules précédentes montrent que la somme S^^ [d, ?] ? e Cç(a)
ne dépend pas du choix des ? et que S [Arf, ?] ? est égal à A. (S [d, ï} ?), donc définit
une application A-linéaire ^i — C^(a) qu'on prolonge par A_^-linéarité en

<4-i(^G^(a)-^G,(a).

Proposition 2.17. — Z^ ̂ tèm^ G.(a, Ç) == (C^(a), rfjÇ)) ̂  ̂  complexe de A_^modules
libres basés.

Preuve. —L'égalité ^(Ç).^+i(Ç) =0 est une conséquence immédiate de 2.15.

Théorème 2.18. — Soient u: n^M ->R ^ homomorphisme, a î^ l-forme de Morse
dans la classe u, ^ un pseudo-gradient générique pour a et K ̂  ^-triangulation de M. 4forj,
/^ ̂ ^ complexes de A_ ̂ -modules libres basés G. (a, Ç) ^ C.(K, — ^) jo^ simplement équivalents.

La démonstration consiste à comparer d'abord G. (a, Ço) et C,(a, ^) lorsque Ço
et ^ sont deux pseudo-gradients génériques pour a, ensuite G.(ao, Ço) et G. (ai, Ci)
lorsque ao et ai sont cohomologues et enfin de construire un exemple.

Proposition 2.19. — Soient Ço et ^ deux pseudo-gradients génériques pour la 1-forme de
Morse a. Les complexes G. (a, Ço) et G. (a, Ci) ,$w^ simplement isomorphes.

Lemme 2.20. — ^[y^ les notations précédentes, il existe une isotopie <S>, de M, s e [0, l],
avec î>o = Id, ^/^ ̂

1) V c e Grit a, V s e [0, l], 0^) = ^;

2) V x e M - Crit a, V ^ e [0, l], / a^, ̂  0,(^) ) > 0;

3) V c, d e Grit a, <Di ̂  ̂  : W^, Ço) -̂  M et ̂  ̂  : W^rf, Ci) -> M ^̂  ̂ ^̂ rĵ .

Démonstration. — Remarquons d'abord que W^c, Ço) n W^rf, ^i) n Grit a == 0
sauf si c = rf; dans ce cas, T, W^^, Ço) n T, W8^, ^) = { 0 } car la Hessienne de a
est définie négative sur l'un des termes de l'intersection et définie positive sur l'autre.
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Soit X l'espace des familles à 1 paramètre s e [0, 1] de champs de vecteurs -^
sur M telles que, pour tout s e [0, l], T], et Ço coïncident au premier ordre sur Ont a;
X est fermé dans l'espace de toutes les familles, donc est de Baire. D'après l'hypothèse,
la fonction < a, T^ > lue dans une carte de Morse s'écrit Çi{x) (1 + [3 (A:, s)) où Q est
une forme quadratique définie positive et (3(0, s) == 0 pour tout s e [0, l], donc le sous-
espace XQ de X, formé des T^ telles que

V m e M - C r i t a , V s e [0, l], <a^ , ^ (m)>>0 ,

est un ouvert non vide de X.

On note <D, l'isotopie associée à T}, (—<I),(m) = 7î,(0,(m))). Soient Vo et V^ deux

sous-variétés de M telles que si Vo n Vi n Grit a + 0, l'intersection est réduite à un
point ,, T,M==T,Vo®T,Vi et T.Vo-T.W^o) (de sorte que si ^eX,
T, 0, Vo == T, W^, Ço) pour tout s e [0, 1]).

Soient de plus Ko et Ki deux compacts de Vo et Vi respectivement. Soit

î2(Vo, V^, Ko, Ki) C X

formé des T), tels que

V XQ e Ko, V A-i 6 KI avec Oî o) == ̂

^0,(^Vo)+T^V,=T^M.

J'affirme que î2(Vo, V^, Ko, Ki) est ouvert dense dans X.
Le fait que cet ensemble est ouvert est clair. Soit ^ e X et 0^ l'isotopie associée.

Si Ko n KI n Cdt a == 0, alors (O? Ko) n KiC M — Crit a; si Ko n K^ n Grit a ===={< ;} ,
alors c est un point isolé de (O? Ko) n K^; dans tous les cas, K = (0^ Ko n K^) — Crit a
est un compact de M — Grit a.

Pour chaque A; 6 K, on note D^ un disque de M — Grit a centré en x tel que
^ÎVo^Da, et Vi n Dg, soient des sous-disques, et l'on trouve A:i , . . . ,^ tels que
KC l/2D^u ... u 1/2D^. Il est alors classique d'approximer ^ sur D^ x [0, 1]
(donc loin de Grit a X [0, 1]) en 7^ tel que 0^ Vo et Vi soient transverses
au-dessus de 1/2 D^, puis r^ en r^ tel que 0^ Vo et V^ soient transverses au-dessus de
1/2 T>y u 1/2 D^ , etc.; r^ est alors une approximation de Y^ et est dans i2.

En appliquant ce résultat à

Vo- U yî(W^So)), Ko== U 9?(W^(c,Ço)),
0< t<»+1 0^ <^n

Vi= U yKW^, Ci)), Ki= U 9i(W,*o.(rf, Si),
-(»+1)«<$0 -na$<^0

où q^ est le groupe à 1 paramètre de î^, il vient que

^ d = { ̂  e x 1(ï)! 9^, Ço et 9 .̂ Si sont transverses }

est résiduel dans X. Il en est donc de même de Y = ^Ic.decritaYc.d? et XQ n Y 4= 0.
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2.21. Notations. — Utilisant Pisotopie Og du lemme, nous notons A(c, d) l'inter-
section de $1 (p^ : W^c, Ço) ^ M avec y^ ^ : W5^, Ç^) ->- M; c'est une sous-variété
de dimension \(d) - î(c) de W^, Ço) X W^, Ci).

Soit À un élément de A(^, rf) ; il est composé d'une ^Q-trQ.]ectoire To allant de c à m^
et d'une Ci-trajectoire yi allant de m^ == ^(^o) à rf. On pose L(X) == ( a, où yx est

•'"^x
le chemin yo suivi du chemin Og (^o) de mo à ^i lui-même suivi de yi.

La condidon 2) dit que L(X) > L(yo) + L(yi) sauf si X est l'élément trivial de A{c, c}.
On pose A(c, d, A) = { X eA(c, rf)/L(X) < A} etA^, d) == {\ e A{c, d) IL(\) == A}.

On suppose de plus que Ço et ^ sont génériques. Les applications

^i 9;. ço : ̂ (^ ^o) -> M et ^ ̂  : W8^, Ci) -^ M

sont automatiquement transverses, A(^ ^5 A) est contenue dans l'intersection de
<I>i 9; : W^, ̂  A) ^ M et 9^ : W^rf, ̂ , A) -> M,

qui est compacte, et son adhérence A(c, ûf. A) dans cette intersection est une variété
compacte à bord anguleux. Il en résulte que les longueurs des éléments de A(c, d) est un
ensemble discret.
— Pour ï(d) == I{c), A{c, d. A) est un ensemble fini;
— Pour ÎÇd) — ï{c) == 1, A(c, d, A) est une variété compacte de dimension 1, 8A{c, ûf, A)

est la réunion de

U A(^A') x ̂ rf^A")
I(6')==I(C)

A' + A" = A

et de U JSf(^ i ' , ̂  A') X A(^, d. A")
I(d') == I(d)

A' + A" == A

où (X, £) e A(c, c ' ) X -S '̂, d, Ci) correspond à l'intersection de $1 W"(^ Ço) avec
W5^', Si) X { ^ } C âW8^, Ci), tandis que (^/, X') e ̂ , </', Ço) X A(rf', rf) correspond
à l'intersection de <Di({Q X W^^7, Ço)) C^i ^W^^, Ço) avec W8^, Ci).

On choisit des orientations des variétés stables pour Çç et Ci qui induisent la même
co-orientation sur la variété instable pour ^o; A(c, d) est alors orientée par (Coor$i WÇc, Ço),
OrA(^rf)) = OrW^^Çi).

Si l{c) === I(<;') et si X eA(^ ^), on définit c(X) par
Goor Oi W^^, Ço) - £(^ Or W^^, Ci).

Pour I(rf) — !(<;)== 1, ( X , ^ ) e A ( ^ ^ ) x ^{c\ d, Ci) apparaît dans 8A{c, d) avec le
coefficient ("— l)1^e(X) s(/'). En effet, si ^ est la normale sortante à W8^, Ç) en
(wi,^) C W^^', Ci) x oS '̂, rf)? c'est aussi la normale sortante à A(c, d). On a

(7Î, Or W^', Ci)) = s^) Or W5^, y (2.15),

donc (CoorOi W .̂, Ço), ̂  == (- l)^ s(X) (n, Or W8^', Ci))
-(-l^Ê^^OrW^Çi);
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( l ' , X') e JSf(^, âî', Ço) X A(rf', rf) apparaît dans M(<:, d) avec le coefficient
-(^ l)Kc) s(f)s(X').

En effet, si n est la normale sortante à W^c, ^o) en (^', rrio) e JSf(^ <f, Ço) X W '̂, Ço)?
on a, toujours vu (2.15),

Goor W^', Ço) = - (- l)^ s(r) (Coor W^, Ço), n),

n' = (Oi)* % est la normale sortante à A{c, d) en (/", X') et

(CoorOi W ,̂ Ço), ̂ ) = - (- l)^ ̂ ') CoorOi W" '̂, Ço)
= - (- l)^ s(f) £(À') Or W ,̂ ̂ ).

Une fois choisis des relevés des points critiques, on associe à X e A(<;, d), g{\) e TCI M :
si on relève YX a pa^r de ,̂ on aboudt à ^(X) PI

La considération de SAg(c, d) donne alors comme en 2.15

(2.22) S e(X) s(^) - S s(r) £(À') == 0.
c',X,^ d',t',\'

XGA(C,C') £'e^c,d\ Ço)
/e^c'^.Çi) X'GA(d',d)

(7(^) ff(X) == o Q(\'}g{('} =g

2.23. On définit un coefficient d'incidence pour deux points critiques de même
indice

{?,?'}= S £(X)^X)eA_;
XGA(c,c ' )

on a {A? ,? '} == A {?,?'}; {?, A? '}={? ,? '} A""1 p o u r A e T T i M ;
{-?,?'}={?,-?'}=-{?,?'} .

Remarquons que {? , ?}= 1 + r, avec ^(r) < 0, est une unité triviale de A_^.
On définit Wy : Cç(a) ->Gg(a), morphisme de A_^-modules, par la formule

^(?)=S{?,?'}?'.
Les deux faits suivants achèvent la démonstration de la proposition 2.19.

Fait 1. — L'application w. : C.(a, Ço) -^ C.(a, Ci) est un morphisme de complexes
dy^^^.Wy^.^ — Wg.^+i(So) = 0- Cela résulte directement de la formule 2.22.

Fait 2. — L'application Wy : Cg(a) —^ Cç(a) est un isomorphisme simple.
Nous allons déterminer la matrice de Wy pour un numérotage des points critiques

d'indice q et un choix des relevés judicieux.
— Si a est exacte, a = df\ on numérote les points critiques d'indice q : c^ c^ ..., c^

de sorte que/(<;i) ^/(^) ^ • • - ^/(^)î alors ^ (^? c } ) == 0 si î < j et la matrice de Wy
est 1 + T où T est triangulaire stricte.

. /t^ /^ .— Si a est rationnelle, u{n-^ M) = pZ C R avec p > 0. Soit f : M -> R une pri-
mitive de iC a. On choisit un ordre sur les points critiques et des relevés de sorte que

fi^i) ̂ M) ̂  . . . ̂ M) et f^i) -M) ̂  P-
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La matrice de Wy est 1 + T + R avec u(R) < 0 et T triangulaire stricte avec des élé-
ments dans Z^-^O)]; on a alors 1 + T + R = (1 + T) (I + R') avec

R' == (1 - T + T2 + . . . + (-)'-1 T*-1) R,

donc ^(R') < 0, d'où le résultat d'après 1.7.
— Si a est irrationnelle, uÇn-^ M) est dense dans R. Soit SQ > 0 tel que les éléments

non triviaux X des A(c, c ' ) vérifient L(X) > SQ; on numérote arbitrairement les points
critiques d'indice q et on choisit des relevés de sorte que

\A^-A^}\<^
la matrice de Wy est alors 1 + R avec u(R) < 0.

Proposition 2.24. — Soient <x.o et 04 deux 1 -formes de Morse dans la classe u. Soient ^Q
et Ci deux pseudo-gradients génériques pour oco et 04 respectivement. Les complexes G.(oco, Ço) et

G. (ai 5 Si) sont simplement équivalents.

La preuve de cette proposition occupera les numéros 2.25 à 2.27.

Lemme 2.25. — Soit a, (j e [0, 1]) une famille de l-formes de Morse toutes cohomologues;
soient Ço et ̂  deux pseudo-gradients génériques pour (X.Q et 04 respectivement. Les complexes C.(ao, Ço)
^ C.(o4, Ci) jo^ simplement isomorphes.

Démonstration. — Considérons d'abord le cas où la famille est constante sur un
voisinage de Crit oco. Par compacité de [0, l], on construit SQ == 0 < ^ < ... < ^ == 1
et des champs de vecteurs .̂ tels que, pour tout s e [Sj, ̂ 4.1], ^ soit un pseudo-gradient
générique pour a,.

Le résultat découle de l'application répétée de 2.19

G.(ao, Ço) - G.(ao, E;o) = C.(a,̂  Q - C.(a^ Ç;) . . .
=G.(a3,^_,)-G.(a3,^),

où /^ signifie simplement isomorphe.
Le cas général s'en déduit : on suit par continuité les points critiques de a,; le

lemme de Morse à paramètres donne une isotopie de plongement d'un voisinage Q
de Crit ao, ^, : Q -> M avec ^ a, = a^ sur Q. On étend ^3 en une isotopie 9, de M.
Si Ç est un pseudo-gradient générique pour <p^ 04, le cas particulier nous dit que

G.(ao, Ço) - G.(9: 04, Ç). Or G.(9Î ai, Ç) = G.(ai, (ç,), Ç) - €.(04, ^).

2.26. Modèle. — Sur R x V+ X V_, on considère

M,{x^^_) = ̂  - 3^ + b+ |2 ~ |j- |2,

fonction sans point critique pour t < 0 et qui a, pour t > 0, deux points critiques
c = (yT, 0, 0) d'indice y et d == (— -^ 0, 0) d'indice q + 1.

21
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Si a, est un chemin générique de 1-formes fermées avec un point de naissance
mort CQ pour s = ^» on salt (déploiement universel de la singularité x3) qu'il existe U,
voisinage de l'origine dans R X V+ X V_, et, pour {s — So) petit, une isotopie de plon-
gement ^ : U -> M avec <p^(0) == CQ, et une fonction h{s) définie pour {s — So) petit
avec h{so) •==- 0 telle que

^a, ==rfM^|u.

Si/, est une primitive locale de a, au voisinage de CQ, il existe une fonction k(s) telle
que/(^(^))=M^(^)+^M.

Modification du modèle. — Fixons p > 0 assez petit pour que {x,y) e U si | x \ < 3p
et \y | < 3p. Soit Ho défini par les inégalités | x \ < p et \y \ < p. On considère, pour
8 > 0, la fonction r : R X V+ X V^ — R X V^ X V_, définie par

r^y^.y-) == (^ (l + ^)j+, (i - ̂ )j/J.
On appelle H l'image par r de la partie | x \ ̂  3p, |j | ^ 3p et Hi celle de la partie définie
par les inégalités 2p < | x | ^ 3p et \y \ < 3p ou bien | x \ ̂  3p et 2p ^ \y \ < 3p; 8 est
choisi assez petit pour que H^ soit plongé dans U et disjoint de Ho. Le champ de vec-

teurs sur H, r 8 , vérifie ( JMo,r ,—)> 0 hors de l'origine. Par partition de l'unité,

on construit pour t2 < p un champ de vecteurs ̂  sur R X V+ X V_ — Ho vérifiant

<rfM<(^) , ̂ )> = Sx où z == (A;,j4,jy_).

L'équation ^{z) = ^(7^)) et ^{z) = z pour z eH^ définit, pour -t^t^t^

une isotopie de plongement de H^ dans R X V+ X V_ que l'on prolonge en une isotopie
de plongement de H, notée toujours ̂ , vérifiant y^) = z pour z eHo.

On pose M^z) == M,(^)) pour z e H; M((<?) est indépendant de t pour 2? e Hi

car d M,{z) == (rf M,) (/^)) + < rfM,(^(^)), ̂  (^))> - 0. Construisons, pour t> 0
û^ \ dt /

pedt, un bon champ de pseudo-gradient pour M(.
Le résultat est évident si V+ = { 0 } ou si V_ == { 0 }. Sinon on choisit t > 0 assez

_ a \ _
pedt pour que, si p < | x \ < 3p, dM^x, 0), -^\ > 0, et que les restricdons de M< à

(H - Ho) n (R X V+ X 0) et à (H - Ho) n (R X 0 X V_) soient sans point cridque.

On choisit Ç pseudo-gradient pour x3 — îtx sur [— 3p, 3p] égal à ^ si | x \ ̂  p

et (o : [0, oo[ -> [0, oo[ égale à 1 sur [0, p] et de support dans [0, 2p]. On pose

ÇO(^) = (i _ (o(| ^ D) r,^ + œ(| x |) (Ç, grad QJ,
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^
où Q(jQ = |j^. [2 - |j/_ [2. Si p < | x | ̂  3p etj == 0, on a Ç°(^, 0) = —, donc il existe

p' > 0 tel que < dM^x.y), Ç°(A;,^)> > 0 si p ^ | x \ ̂  3p et \y \ ̂  p7. On commence
par étendre le champ qui est Ç° sur

(Ho u{ p ̂  | x \ ̂  3p, \y \ ̂  p' } n (R x V+ x 0)
ô

et r, — sur Hi n (R x V+ X 0) en un champ tangent à H n (R x V^_ X 0) transverse
à Mt | (H-Ho)n(Bxv. ,xo)5 on f^ de même avec R x 0 X V_, puis on étend le résultat

o

en un champ Ç sur H égal à r. sur Hi et à Ç° sur Hç u { p < | x \ ̂  3p et \y \ < p' }.

Le long de H n (R x V^_ x 0), Ç est tangent à R x V+ x 0 et le long de
H n (R x 0 x V_), Ç est tangent à R x 0 X V,. Il en résulte que

W^, ^) C H n (R x V+ x 0) et W^rf; Ç) C H n (R x 0 x VJ,

et donc que W{c) n W^) = ]c, d[ et que W^c) et W'(^) sont transverses.
Posons K == ^(H), Ki == ̂ ^) et Ko = ^(Ho). Le composé ̂ ^ ̂  est

une isotopie de plongements de K dans M égale à l'inclusion pour s = SQ; on la prolonge
en une isotopie g, de M avec g^ == I. Remarquons que g*, a, est indépendante de s
sur KI. Définissons

__ _ f a,, sur (M - K) u K^
as==^:^ sur K.

Choisissons s_, s^_ avec s_ < SQ < s^. et s^. — s_ pedt. Il suffit de comparer
^•(^-î^-) et G.(a^, Ç^.). En effet, a^ et ^_ a,_ sont joignables sans accident par
la famille valant g*, a, sur (M — K) u K^ pour s e [>_, SQ\ et ^_ a, sur K, donc si Ç
pseudo-gradient générique pour ^_ a, , 2.25 nous dit que

G.(a,_, U - C.{g:_ a,., Ç) = C.(a,_, (^_), Ç).

On a le même raisonnement pour ag .
Nous supposons que c'est a, qui n'a pas de point critique dans K. Nous allons

o

construire un pseudo-gradient générique Ç_ pour a,_ égal à (+, )» ̂  — sur K et tel que
Sx

l'ensemble œ-limite des trajectoires passant par K est soit une courbe périodique attrac-
tive, soit un point critique d'indice n et que l'ensemble a-limite des mêmes trajectoires
est soit une courbe périodique répulsive, soit un point critique d'indice 0.

Appelons c et d les deux points critiques d'indice q et q + 1 de a^ |^, et Ç+ le
champ^égal à ^_ hors de K et à (^J, Ç sur K, où Ç est le pseudo-gradient construit
pour M/^p Ç^. est automatiquement pseudo-gradient générique pour a^ puisque les
variétés instables de c et d ne coupent au plus que la variété stable d'un point d'indice n
et qu'on a une situation analogue pour les variétés stables.
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Abrégeons C.(a^, Ç^) en G.̂  rf.(^) en ̂ , G.(a^, Ç_) en G.- et d^J) en à-.
On choisit des relevés 7 et d contigus et des orientations compatibles de sorte que

[d, ?] = 1 eA_^. Soit T le complexe trivial qui est A_^ Jen dimension y + 1, A_^ ? en
dimension q et tel que à J== ?. Il est évident que C^- = Gj- ® T sauf dans les deux cas
particuliers suivants.

— Si q = 0 et si l'ensemble a-limite de K est un point critique c ' d'indice 0; on
a alors â4- d == ï + e^?', où e = ± 1 et ,? e 7^ M. Dans ce cas, h : Cf -> G.- © T, avec
A(?) == — z g c ' + ?, et l'identité sur les autres vecteurs de base est un isomorphisme
simple.

— Si q == n — 1 et si l'ensemble o-limite de K est un point critique d ' d'indice n\
on a alors ^+ d == ï, ^ d ' == agî + ô- d ' . A nouveau h : Gf -^ G.- ® T, où cette fois
h(d) = d' + &gd, et identité sur les autres vecteurs de base est un isomorphisme simple.

Construction de Ç_

Lemme 2.27. — Soit a une A-forme de Morse sur M de dimension n ̂  2. Soit x e M — Grit a;
f7 existe 8_^, /wm^ critique d'indice n ou bien cercle plongé transverse à a, 8_, point critique d'indice 0
ou bien cercle plongé transverse à a avec 8^ n 8_ == 0, ̂  ̂  an; ûk courbe plongé y passant par x,
transverse à a, d'origine sur 8_ ^ d'extrémité sur 8^_.

Preuve. — Soit T] un pseudo-gradient générique pour a tel que la trajectoire passant
par x est transverse aux variétés stables et instables des points critiques.

Si la trajectoire de x meurt en un point critique c, alors c est d'indice n et on pose
8+ = { c }. Sinon, soit y dans l'ensemble co-limite de x\ sijy e Crit a, alors 1 ̂  I(jy) ̂  n — \
et x f W^j/), donc il existe une composante du niveau local dejy privé dejy qui est coupée
deux fois par la trajectoire positive de x (même résultat sij /^ Grit a). On referme alors
la trajectoire de x entre ces deux passages en un cercle plongé 8+ transverse à a. On a
le même raisonnement pour l'ensemble a-limite et 8_. Si dim M ^ 3, il est clair qu'on
peut construire 8+ et 8_ disjoints. Cela marche aussi en dimension 2. Des modifications
de Seifert construisent à partir de 8_ et 8_^. génériques une famille finie de transversales
plongées deux à deux disjointes : on a fini sauf si dans le sens positif et le sens négatif y
arrive à la même transversale. Dans ce cas, les orientations doivent être cohérentes
(regarder y* a) et donc on construit une transversale périodique YO passant par x. On
peut, quitte à modifier yo, supposer que son voisinage tubulaire est trivial et construire
dans ce voisinage 8_ et 8+.

On applique le lemme au centre de K$ quitte à effectuer un redressement dans K
et des détours pour éviter K, on peut supposer que 8 .̂ n K == 8_ n K == 0 et que y

ci
coupe K suivant un segment de trajectoire de (^), r, —. On construit d'abord sur un

^
voisinage de K U y u 8_ u 8+ un pseudo-gradient T] égal à (^), r, — sur K tel que,

ex
si 8 .̂ est une courbe, alors c'est une trajectoire périodique de T] attractive et attirant
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tout K, et de même pour 8_. On étend T] en un pseudo-gradient Ço sur M tout entier
et on choisit Ç_ 5 pseudo-gradient générique égal à 73 sur K, si proche de Ço qu'il y a une
orbite périodique attractive proche de 8^ attirant tout K et une orbite répulsive proche
de 8_ qui est l'ensemble a-limite de K.

2.28. Nous aurons besoin du résultat suivant (sans doute bien connu).

Lemme 2.28. — Soit fune fonction de Morse sur une variété compacte M, soit Ç un pseudo-
gradient pourf (ou df) et soit K une ^-triangulation de M; alors les complexes de A = Z[7Ci M]-
modules libres basés G.{df, Ç) et G. (EL) sont simplement équivalents.

Un résultat analogue est montré dans [8] pour la situation du A-cobordisme et
donc pour des complexes acycliques. Nous allons généraliser le théorème de subdivision
algébrique [8, théorème 5.2].

On considère un complexe fini G. de A-modules libres basés et une filtration
G° C C\ C . . . C C^ == G. par des sous-complexes libres basés. On suppose :
1) le complexe quotient Cf/Gf"1 (G.'1 = 0) est libre basé et il y a compatibilité

des bases dans la suite exacte

O-.Gf-1 ->Çy. —Gf/Cf- 1 ->0;

2) l'homologie de Cf/Gf"1 est concentrée en degré p et est libre basée.

On définit un nouveau complexe libre et basé G. par Cp == Hp(Cf/Cf~1),
dy : C^ -> Cy_i étant le bord de la suite exacte du triple Gf-2 C Cf-1 C G?.

Lemme 2.29. — II existe une équivalence d^homotopie f. : C. -> C. et

T(,/)-s;^(Cî7cr1),
où T(Gf/Gf~1) est la torsion de Milnor d'un complexe libre basé dont Vhomologie est libre basée.

Démonstration. — On considère la filtration triviale Cf de G., où C^ = Gç si q < p
et C^ == 0 si q> p\ Cï/Cf"1 est concentré en degré p et vaut Cy.

On va construire par récurrence des morphismes de complexes^ : Cf ->- G^ tels que

C; C Ci C Cf C C:^ ^ ^ ^
G; C C; C G? C G:

commute^ et tels que le morphisme induit Cf/Ci'"1 —^Gf/G^~ 1 donne en homologie
l'identité G, =H,(Gf/Cr1).

La construction de/.0 est évidente; supposons construit /k pour k < p — 1 vérifiant
les hypothèses jusqu'en degré p — 1.
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Soit x e C^ = Cy et soit ^ un ^-cycle de Cf/C^"1 dont la classe d'homologie est x\
dt appartient à G^~_\ et dx est la classe de dt dans H^^C^/Gf""2). Par hypothèse
de récurrence, dt —/^-"i1 dx e C^l^ est un cycle et sa classe d'homologie dans
H^^C^/Gf"2) est nulle. D'après les propriétés de/.2'"1, il existe donc

yeC^-1 et ^eC^2 avec dt -f^ dx == iy + z;

donc ^ == A —/^-Ti1 dx — dy est un cycle et comme H^^Gf"2) = 0 (d'après l'hypo-
thèse 2), il existe z^ e C^~2 avec z == dz^. Soit a = / —y — ^ e C^; on a

^^r^ec^i
et la classe de a dans Hy(Gf/Gf~1) est la même que celle de t., c'est-à-dire x.

Comme Cp est libre, la construction précédente sur une base de Cp définit
f^ :C^C^ avec d^ -=f^ d^ d'où /.p : Cf -> Gf ayant les propriétés voulues. Une
récurrence et le lemme des cinq montrent alors que f^ : C^ -> Gf est un isomorphisme
en homologie, donc en considérant le mapping cylindre, une équivalence d'homotopie.

Du diagramme commutatif suivant

o —> cï-1 —> cf —> cf/cr1 —> o
[fp-1 [fp î

0 —> Cf-1 —> Cf —> Cï/Cf-1 —> 0

on tirera) = T(/.3?-l) + ï(^). Orï(^) == T(Cf/Gr1) ; donc/. =/: : G. - G: ̂ G. == C:
convient.

La démonstration du théorème 7.1 de [8] donne alors, si L est une subdivision
d'un complexe fini K, une équivalence d'homotopie simple entre C.(K) et C.(L).

Donc, si Ko et K^ sont deux G^trianguladons d'une variété compacte M, G. (Ko)
et C.(ÎCi) sont simplement équivalents comme complexes de Zj^ M]-modules libres
basés.

Soit/une fonction de Morse sur M telle que si c est un point critique d'indice y,
alors f[c) = q, et soit M9 ^/^Q— oo, q + 1/2]). Si K est une C^triangulation de M
telle que des sous-complexes triangulent les M^, l'argument de [8, th. 9.3] donne alors
que, si Ç est un pseudo-gradient générique pour/ C.{df, Ç) et G.(K) sont simplement
équivalents.

Soit u e H^M, R) — { 0 }. Soit Û la réunion de petits voisinages de Morse fermés
pour/ Comme H^û) == 0, la flèche H^(M — Q) -> H^M, R) est surjective. On choisit (3,
une 1-forme fermée à support compact dans M — t2 dont la classe de cohomologie
est u. Pour s pedt non nul, ag = (1/s) df + (3 est une 1-forme de Morse avec Grit (Xg = Grit/
et oCg est cohomologue à p. Si s > 0 est petit, Ç, qui est pseudo-gradient générique pour
(1/e) df, est pseudo-gradient générique pour ag et l'on a C.(ag, Ç) == G.{df, Ç), ce qui
achève la démonstration du théorème 2.18.
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2.30. Dualité. — Soit w : A == Z[TCI M] ->A Pand-automorphisme de A défini
par w{g) == w-^g} g~1 si g e 7ri(M) (^3 est la première classe de Stiefel-Whitney) ; w s'étend
en un anti-isomorphisme de A_^ sur A^.

Si Ç est pseudo-gradient générique pour a, — Ç est pseudo-gradient générique
pour - a et W8^, - Ç) == W^, ^).

On choisit des relevés des points critiques, des orientations des variétés stables
pour a et une orientation de M, on oriente les variétés stables de — a par la convention
(OrW8^); OrW"(7)) == Orfâ. Si î e C,(a, Ç) et JeG^(a,Ç), on note

P? e G,_,(- a, - Ç) et P(^) e G^_,(- a, - Ç)

les éléments correspondants et on a [P ,̂ Pj] = (— l)0"1 w[dy î].
Le groupe Hom(Gç(a, Ç),A_J est un A_y-module libre à droite, notons { c * } la

base duale de la base { ? } de Cg(a, Ç). En considérant Cç(a, Ç) comme A^-module à
droite grâce à w, Hom(Gç(a, Ç),AJ est un Ay-module libre à gauche et

w : Hom^(C,(a, Ç), A_J -> Hom^(C,(a, S), AJ

qui à y associe w.<p est un isomorphisme w-linéaire. Posons

w Hom(G,(a, Ç), A_J = Hom^(G,(a, Ç), AJ.

Soit Iw Hom(G.(a, Ç), A_J le complexe (de chaînes) de A^-modules à gauche
libres basés qui en dimension n — q est w Hom(Cç(a, Ç),A_J. Il est clair que si on

g(g +1) _
associe (— 1) 2 P? à wc*, on obtient un isomorphisme simple entre les complexes
Iw Hom(G.(a, Ç), A_J et G.(— a, — Ç) ; on en déduit

(2.30) H,(M, - u) == 0 o H,(M, u) = 0

et, si H,(M, u) = 0,

(2.31) r(M, u) == (- l)71-1 w(r(M, - ̂ )),

où w : Wh(G, — u) ^ Wh(G, u) est l'isomorphisme induit de w : A_y ->A^.



Chapitre 3

MODIFICATIONS ÉLÉMENTAIRES

3.1. Modifications élémentaires de la 1-forme de Morse

Lemme 3.1. — Soit a une l-forme de Morse sur M, sou Ç un pseudo-gradient pour a. On
considère un point critique c et on se donne L, L' avec 0 < L < I/. On suppose qu'il n'existe pas
de liaison partant de c et de longueur ^ L'. Soit V un voisinage tubulaire de W ,̂ I/). 77 existe
ai 5 forme de Morse égale à a hors de V, cohomologue à a, ayant les mêmes points critiques que a,
admettant Ç comme pseudo-gradient et telle que sif: V -> R ̂  ̂  primitive de a [y avecf(c) = 0,
flfor^ ai [y ûâfo^ ̂  primitive /i <f^ û/^rày ̂  W A V ^ satisfaisant àf^c) == L. 0% ̂
'̂(W û « /a^ monter le point critique c de L ».

Démonstration. — Soit ^ : U -> M une carte de Morse définissant Ç au voisinage
de c, où U est choisi de sorte que t2 == ^(U) C V et que les trajectoires de Ç passant
par â+ Q restent dans V jusqu'à la longueur L'. On construit une extension g ' : U' -> V
de ^, où U' contient le disque {Çx+, 0)/| ̂  |2 ̂  L'}, où ^/ envoie les orbites de grad Q
sur celles de Ç et où ^(oc |o,) = ̂  (Q' = ^'(U')). On a alors ^:(grad Qj^) = XÇ |o,,
où X est une fonction > 0, égale à 1 sur Q. On choisit k assez grand pour que

(^,^_) — \ x ^ \ 2 + k \ x _ \ 2 ^ l \ C U y

L }

et une fonction œ : [0, oo[ -> [0, L] croissante égale à 0 au voisinage de 0 et à L au voisi-
nage de [1, oo[, avec (K œ'(^) < L'. Considérons la fonction f^ : Q' ->R telle que

flg\X^,X_) = | ̂  |2 - | x_ [2 + L - û) ( 1 [ ̂  [2 + ̂  | ̂ _ [2\;

V1' /
grad Qest pseudo-gradient pour/i.^' car

(grad Q) f, g\x^ x_) = 4 [ ̂  |2 (l - 1 œ' (̂  + k \ x_ À\
\ -L \ Ll / /

x .
+ 4 | ^ | 2 1 + W L _ J _ + A | ^ [ 2 > 0 si (^,^)+ (0,0).

\ \ •L' / /

Donc Ç est pseudo-gradient pour/i. On pose ^ == a sur M — ̂  et ^ == ̂  sur Q'<
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Remarque. — Avec des hypothèses analogues sur W5^), on peut faire descendre
de L le point critique c.

3.2. Lemme d9 élimination élémentaire de Morse-Smale. — Soient c et d deux points critiques
i^ indice q et q + 1 d9 une forme de Morse a et soit Ç un pseudo-gradient pour a. On suppose qu^il
existe une liaison transverse l de c à d de longueur L et qu^il n^ arrive à d aucune autre liaison de lon-
gueur < L. Soit tî(c) un voisinage de Morse de c de taille e; W^rf, L — e) se plonge dans M. Il
existe V, voisinage arbitrairement petit de Q,{c) U W^rf, L — s), et a^, forme de Morse cohomo-
logue à a, égale à a hors de V, telle que a^ L n^a pas de point critique.

Preuve. — La forme a est exacte sur un voisinage de Q,{c) u W'(rf, L — e) et l'on
se trouve dans la situation du lemme d'élimination comme rédigé dans [2].

3.3. Modifications élémentaires du champ de pseudo-gradient

Lemme 3.3. — Soient a une l-forme de Morse sur M, Ç un pseudo-gradient générique pour a
et d un point critique de a. Soit g^ (X e [0, 1]) une isotopie à support compact S de plongements
de (W^rf, L) dans la feuille ^ qui le contient. Si U est un voisinage de S dans M et si

S n W^rf, L) = S u ôW^d, L),

il existe un pseudo-gradient générique ̂  égal à Ç hors de U et tel que

âW^L,Çi) =^(ÔW^,L,Ç).

Démonstration. — Soit V un petit voisinage tubulaire de S dans y. On étend g^
en h^ : V ->• V avec h^ == Id près du bord; soit y une primitive de a au voisinage de V;
on considère le champ de vecteurs r^{x) = Ç(A:)/< OCA?, Ç(^)> au voisinage de V et 4^ ^e

groupe local à 1 paramètre associé de sorte qaef^^x) = t -{-f{x). Pour s > 0, on consi-
dère le plongement Y : V X [— e, e] -> M, Y(^,J/) = ^y{x) ; on pose

N = Y(V X [- s, s]), N^ = Y(V x [0, s])

et N_ = Y(V x [- s, 0]),

et l'on suppose e assez petit pour que N C U et que

N^ u W3^, L) == N+ n (W^rf, L) - Int W8^, L - s)).

Soit H: V x [0, s] ->V x [0, s] le difféomorphisme H(^j) = (A^/e)(A;),^) où
c» : [0, 1] -> [0, 1] vaut 1 au voisinage de 0 et 0 au voisinage de 1. Soit H le difféomor-
phisme de N^. qui s'en déduit; on a H* aj^ = a ^ et H^(^) est égal à ÀÇ près de V,
où la fonction X est > 0. On pose Ci = Ç hors de N, sur N+; ^ est H^(Ç) reparamétré

22
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au voisinage de V pour y être égal à Ç, et sur N_ c'est une petite déformation de Ç de
sorte que Ci soit générique. La condition

N^ n W^rf, L, Ç) == N,. n ,(W^, L, Ç) - Int W ,̂ L - s, Ç))

assure que

^(V x { s}) n W^, L - s, Ci) == Y(V x { s}) n W^rf, L - s, Ç)

et donc que ô^\d, L, ^) == ̂ W^, L, Ç)).

Ajout de liaisons

Proposition 3.4. — Soit a une forme de Morse sans point critiqua d'indice n — 1, n et sans
point critique d'indice < q ( 2 ^ q ^ n — 3). Soit Ç ̂  pseudo-gradient générique. On choisit des
relevés î^, • • - 5 ^ ̂  points critiques d'indice q et d^y .. . ^ d { des points d'indice q + 1 et des
orientations des variétés stables. On se donne go e TT^ M, 73 == db 1, L > 0.

^f^i) ̂ >f{^2) + ^(^0)3 ^ ̂ ^ îw pseudo-gradient générique Ci ^/ ̂

1) les liaisons de longueur ^ L ̂ r^ ̂ oin^ critiques d'indice q et q + 1 ĵ r Ç ^o^ rf^ liaisons
pour Ci;

2) o% obtient ainsi toutes les liaisons de longueur ^ L ̂ <w Ci arrivant à dj pour j' ̂  2 ;
3) j&<w chaque liaison t de c^ à d^ pour Ç de longueur ^ L' == L — (y(^i1) —^(^2) — ^(^o))?

î7 existe une liaison t' de ^ à d^ proche de t au début avec g{f) == g^gÇ/), s(^') == "^s^).
On obtient ainsi avec 1) toutes les liaisons de longueurs ^ L j&o^r Ci arrivant à d-^.

On écrira X = X' + (u <^ G), pour À, À' eA_y, pour dire que X — X' = S^y.xç^^,.
Les relations entre les coefficients d'incidence pour Ç et Ci sont alors données par :

3.5. Soit A = sup^(y^,) -fi^)), alors

IA, ?< h, = ^1. ̂ s + ̂ ot:4 y, + (^ < A ~ L),

et si j ^ 2,

[J,,?J^=[J,,?Jç+(^<A-L).

Démonstration de 3.4. — D'abord, comme il n'y a pas de point critique d'indice
0, 1, n — 1, n^ on peut faire bouger comme on veut un objet de dimension 1 générique
par rapport à Ç le long des trajectoires de Ç ou de — Ç; donc/~1^) est connexe par arc
pour fout t.

On choisit ^ e]Agod/2)^Adfl)L on P0^ L! =./% — ̂  1̂ 2 = ^ —AgQ^Y O11

choisit &i e W^^i, L) n/"^^) tel que éi == Tréi ne soit contenu dans aucun W^, L),
et BI C/"^^), une pedte boule de dimension n — q — 1 transverse à W^i, L) ^/"^o)
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en ?i telle que, si Bi = TrBi, on ait B^ n W^,, L) = 0 et Bi n W^rf,, L) = 0 s i j ^ 2,
BI n W^rfi, L) étant réduit à éi. On choisit ^ e W%?o^ L) ^f~\Q et une petite
boule §2 de dimension y + 2C//-1(^) transverse à W"^^ L) en ^ de sorte que, si
B^ = TrBg on ait Bg nJW8^,, L) =0, B^ n W^,, L)_^= 0 si ^ + 2, B^ n W^, L)
étant réduit à ég = 7^3$ B^ coupe transversalement W"^, L) suivant des arcs. On
choisit ûi e &Bi, a^ e ̂ 2 hors des W^,, L). On choisit aussi un arc T dans f'~1^) joi-
gnant Si à %, évitant les points critiques et tel que î n Bi = { 2i}, T n îig = { 2g }. Par
position générale, on peut supposer que 1 = ni est plongé dans sa feuille, que

1 n W^,, L) == 0

car q ^ 2, que 1 n W8^,, L) == 0 car ^ ̂  n — 3 et qu'il n'y a aucune trajectoire de Ç
de longueur L passant par 1 qui recoupe I. Soit U un petit voisinage de B^ u 1 u B^
dans M qui a, par rapport aux variétés stables et instables de longueur ^ L, des pro-
priétés analogues à celles de Bi, B^ et I. Soit g^ Pisotopie de plongement de ^W^rfi, L^)
dans sa feuille ,̂ à support compact S C U n ̂ , qui réalise l'enlacement de signe T\
de âW^i, Li) avec âW^, L^) [7, th. 7.6], et soit ^ donné par 3.3. Vu le soin mis
à choisir B^, Bg et I, il est clair que Ci convient.

Elimination de liaisons

Lemme 3.6. — Soit a une l-forme de Morse sur M de dimension n ̂  7. Soit Ç un pseudo-
gradient générique pour a; soit q avec 3 < q ̂  n — 4. On suppose que a w'û pas de point critique
d'indice n — 2, n — 1 et n, ni de point critique d'indice < q. Soient q un point critique d'indice q
etd^ un point critique d'indice q + 1, etsoienti, i' e S?[c^ ̂ , L) avec g{l) = g{f), s(^) == — s(^').
Il existe un pseudo-gradient générique Ci pour a â^a7^ les mêmes liaisons de longueur ^ L entre
points critiques d'indice q et q + 1 que Ç «îû^ ?^ ^ ̂  ̂ ' o^ disparu.

Démonstration. — Gomme a n'a pas de point critique d'indice 0, 1, 2, n — 2, n — 1
et n, on peut faire bouger comme on veut un objet de dimension 2 générique par rapport
à Ç par les trajectoires de Ç ou de — Ç; il en résulte que, pour tout t,f~lÇt) est simplement
connexe.

On pose g == g(t) = g ( l ' ) et l'on choisit to e]/^),^^ soient p et
p ' e W"(^i, L) n W^^i, L) n/-^) correspondant à^ et à^. Gomme s^) = - e(r),
on peut trouver un disque de Whitney Aç:/""1^) P0111' l'élimination de 'p et p\ Soit
A = 71; A qu'on suppose plongé dans sa feuille {n ̂  6). Soit <L A la partie de ô A dans
W^q, L) et 3^ A la partie dans W^i, L). Comme ^ ^ 3, on peut supposer
A n W^,, L) = 0 si î + 1 et A n W"(<:i, L) = B_ A. Gomme q ̂  n — 4, on peut
supposer A n W8^., L) = 0 si j + 1 et A n W^i, L) = 8^. A, et comme n S? 6, on
peut supposer qu'il n'y a pas de trajectoire de Ç de longueur < L passant par A qui
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recoupe A. Soient U un petit voisinage de A dans M etg^ (À e [0, 1]) Pisotopie de Whitney
de plongement de SW8^, Li =/(^i) — to) dans sa feuille 3^ à support compact incluse
dans U n y qui élimine les points p et p\ et soit ^3 donnée par 3.3$ il est clair que ^
a la propriété de l'énoncé.

Remarque. — La difficulté du cas q == 2 est que, même si l'on a construit un disque
de Whitney, on ne peut plus assurer par position générale que A n W"^,, L) = 0
pour i ==[= 1 et donc, en éliminant l et ^', on risque d'introduire de nouvelles liaisons de
longueur ^ L. Nous verrons au § 5 comment surmonter cette difficulté.



Chapitre 4

ÉLIMINATION DE POINTS CRITIQUES

4.1. Elimination des points critiques d'indice 0 et TZ

Lemme 4.1. — Soit a une forme de Morse sur une variété compacte connexe. On suppose a
non exacte. Il existe une forme a' cohomologue à a ayant les mêmes points critiques d'indice ^ 2
que a et a' sans point critique d'indice 0.

Preuve. — Soit Ç un pseudo-gradient générique pour a. Soit L, la suite des longueurs
des liaisons issues d'un point critique m d'indice 0 de a. Si s est un point critique d'indice 1,
^{m, s) est soit vide soit formé de 1 ou 2 points. S'il n'existait pas de point d'indice 1
avec ^{m,s) réduit à un point, alors B^, adhérence de W^m, L) dans M, serait,
pour L différent des L,, une variété de dimension n à bord lisse sur laquelle a est exacte.
Par connexité de M, on aurait M = B^ pour un certain L, donc a serait exacte.

Soit donc s un point critique d'indice 1 avec oS^(m, s) réduit à un point / et
L minimal; B^ est une variété compacte avec une singularité conique en s sur laquelle
a est exacte. Soit/une primitive de a ̂  avec/(j) = 0. L'autre partie de W8^) descend
d'au moins s du voisinage de Morse. Changeons les voisinages de Morse de m et s en
i2'(m) et ti'(^), en remplaçant s par e/10. Changeons/: B^ -> R par un difféomorphisme
de R en/ à valeurs dans [— s, 0] avec/=/ près de âB^ et/ —/== c sur Q'(w). Soit
a! = tfz sur BL et ai = a hors de B^; ai est cohomologue à a. La liaison t de m à s, qui
est maintenant de longueur ^ s, permet l'élimination de m et s (3.2).

On ne considérera que des formes de Morse sans points critiques d'indice 0 et n.

4.2. Elimination des points critiques cTindice 1 et n— 1

Proposition 4.2. — Soit a une l-forme de Morse dans la classe u sur une variété M de dimen-
sion n ̂  5 sans point critique d'indice 0 et n. Si e^_JM) est connexe, il existe a' de Morse coho-
mologue à a ayant les mêmes points critiques d'indice ^ 4 que a et n'ayant pas de point critique
d'indice 0 et 1.
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Lemme 4.3. — Avec les notations précédentes, soit c un point d'indice 1. Il existe a' obtenue
à partir de a en faisant monter des points critiques d'indice n — 1 et n — 2, et un plongement
g : D2 <-> M, ^/j ̂
1) ,?(S1) ̂  ̂ ? la feuille de S^_(c) et coupe transversalement S^.{c) en un point m,
2) g(D2) nW^)={^};
3) g* a' n'a qu'un seul point critique sur D2 qui est d'indice 2.

La démonstration de 4.2 est facile à partir du lemme. Soit Do un petit disque
C D2 centré au point d'indice 2 de g* a' $ on construit un pseudo-gradient ^ tangent
à g^2 — ̂  et radial, dans une petite boîte K coupant ^(D2) en g^Do) on intro-
duit (2.17) une paire de points critiques d, e d'indices 2 et 3 telle que W'(rf) n K soit
exactement g{8 Do), et l'on élimine alors c et d grâce à 3.2.

Démonstration de 4.3.

1) On choisit une petite transversale 1 à S^(c) dans sa feuille ̂ . Quitte à diminuer
l'épaisseur des voisinages de Morse, on construit à partir de chaque extrémité de 1 un
chemin transversal à a allant à — oo disjoint des voisinages de Morse, ce qui est possible
car a n'a pas de point critique d'indice 0. On obtient y : R -> M avec yF— û, a\ = 1

<^/^ • * L 3 J 5
et / T (t) . ^ — oo, où on a relevée à partir de m proche de y,

7(R)c7-l(]-oo,7(y)+4).
Commet J M) est connexe, il existe F : JH\ ->. M étendant y avec/T(;?) ——-> — oo.

En se restreignant à D+(R) avec R assez grand, on a r(D_^(R) n R) == y[— R, R],
/T(â D^(R) - R) C ] - oo, - 1 +ff(7)] ; on construit donc g : D2 -> M avec 1 C ^(S1)

<"<fc/ /^/ ,-̂  0 \ /

^/(•^ ) <f{^) + s pour ye^(S1) — I. On modifie g au voisinage de 1 de sorte que g
pointe vers le haut au voisinage de I, donc W^(c) n g{D2) == { m} au voisinage de m.
Gomme n ̂  5, on peut supposer que g : D2 -> M est un plongement sans changer les
autres propriétés.

On suppose g(D2) transverse à W^(c) ; l'ensemble (^(D2) — I) n W^), de
dimension 1, peut être supposé disjoint du rayon passant par m dans W^(c) (n ̂  4),
donc en poussant par Ç au voisinage de W^(c), on peut supposer que g a les propriétés
précédentes avec en plus g(D2) n W^(<:) = = { w } . Par la suite, les modifications essen-
tielles de g seront obtenues en poussant le long des trajectoires positives de Ç, donc la
condition g(D2) n W^{c) == {m} se conserve.

On choisit L> sup^ç^(/W -/(j/)).
Soit V un petit voisinage de w dans g(D2) où ^ est déjà, comme on le souhaite,

assez petit pour que V n W{d, L) = 0 si ï(d) > 1. On peut supposer

C?(D2) - V) n W8^, L) = 0 si î(d) < n - 2,

C?(D2) - V) n W^rf, L) = 0 si I{d) > 2.
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Soit a' obtenue à partir de a en faisant monter de L les points d'indice n — 1,
puis de L les points d'indice n — 2. On a a' |^p2) == a [^2), et pour la nouvelle situation
(^(D2) — V) n W'(^, L) = 0 pour tout à. On met g |gi transversal à Ç (^ ^ 3) sans
rien bouger sur I, puis on fait monter g{S1) — ï dans la feuille y de S^(c) grâce à Ç.
Comme n ̂  4, on peut supposer qu'on obtient un plongement ^(S1) c-^ y et l'on a
^(S1) nS^(^) = = { w } car, dans la situation précédente, (<?(S1) — I) n W^(<?) = 0.

On fait pointer g vers le haut le long de g(S1) (si n ̂  4, TCi S7*"2 == 0) de sorte
que ^(D2) — V reste disjoint des W^rf, L), où V est maintenant un petit voisinage
de ^(S1), g étant comme on le souhaite.

On met g(D2) — V transversal à Ç (% ^ 5) sans perdre les propriétés précédentes
et on peut supposer g* a' de Morse.

Soit niQ un minimum de g* a', A son domaine d'élimination (4.1) et SQ la selle
sur ô A. Soit pr : A —^f"1^/^)) la projection obtenue en poussant le long des trajectoires
de Ç (M -> M est le revêtement d'intégration de a'). Comme n ̂  5, quitte à bouger
un peu g, on peut supposer que pr est une immersion générique avec des points doubles
isolés (si n = 5) ; pr(Â), qui est un compact à.ef~l(f(so)), se plonge dans M par la pro-
jection M -> M, l'image est dans la feuille ̂  de SQ, on obtient ainsi pr : A -> ̂ o et
on peut supposer g(D2 — A) transverse à pr c'est-à-dire disjoint de pr(A) {n ̂  5). Dans
un petit collier au-dessous de pr(A), on construit un nouveau plongement A de A égal
à g près de S A isotope à g \^ avec h* v! = ^g* a', où À est une fonction > 0 (on obtient h
en poussant suivant les trajectoires de Ç). On remplace g sur D2 par le plongement g^
égal à g sur D2 — A et à h sur A (g^ n'est peut-être pas isotope à g si n == 5, mais cela
n'a pas d'importance). A l'aide d'un chemin ascendant de m^ à SQ ne passant pas par
les points doubles de pr, on élimine m^ et SQ.

On est arrivé à g : D2 c-^ M avec toutes les propriétés voulues sauf que g* OL' a
des points critiques d'indice 1 et 2. Soit m le maximum absolu de g* a' qui est exacte.
Soit rriQ un maximum le plus bas possible. Soit SQ une selle d'élimination pour nio (consi-
déré comme un minimum de — g* a') ; on construit un chemin y^ ascendant pour g* a'
de SQ à mQ et de l'autre côté un chemin ascendant y2 Ç1111 arrive à un maximum supérieur
àwo.

Soit J l'arc formé de YI et de y2 arrêté au niveau de m^. Gomme n ̂  5, on peut
supposer que les trajectoires positives de Ç passant par J donnent une membrane P C M
avec P — J disjoint de ^(D2) et la partie supérieure de P est au niveau de rrio. On utilise P
pour modifier g sur un voisinage tubulaire de J de façon à éliminer SQ et m^.

4.4. Elimination des points critiques d'indice 2 et n—2

Proposition 4.4. — Soit a une 1-forme de Morse dans la classe u sur une variété M de
dimension n ̂  7, sans point critique d7 indice 0, 1, n. Si ^_^(M) est simplement connexe, il
existe a' de Morse cohomologue à a, ayant les mêmes points critiques d'indice ^ 5 que a et rayant
pas de point critique d9 indice ^ 2.
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La démonstration est analogue à celle de 4.2$ elle est basée sur le

Lemme 4.5. — Avec les notations précédentes, soit c un point critique d'indice 2. Il existe y!
obtenue à partir de a en faisant monter des points critiques d'indice n — 1, n — 2, n — 3, et il
existe un plongement g : D3 <->• M tel que :

1) ^(S2) est dans la feuille de S+{c) et coupe transversalement S^.(c) en un point m\
2) ^(D3nW^))={^};
3) g* a' w'û qu'un seul point critique sur D3 qui est d'indice 3.

Démonstration. — On suit mot pour mot la démonstration de 4.3 avec n ̂  7; la
seule modification est qu'il faut faire monter les points critiques d'indice n — 1, n — 2,
n-3.

On arrive à g : D3 ̂  M vérifiant les conditions 1) et 2), pointant vers le haut le
long de S2 et avec g* a' == dh n'ayant qu'un maximum, des points d'indice 1, c^, .. .5 c^
et des points d'indice 2, û?i, ..., d^. Quitte à modifier g en poussant par les trajectoires
positives de Ç au voisinage de la nappe montante des dj, on peut supposer h{dy) > h(c^)
pour tous i etj; une surface de niveau intermédiaire de h est une surface de Heegaard,
donc, quitte à introduire des paires triviales ^, d^ {i == k + l? . • .5^) à un niveau inter-
médiaire (toujours en modifiant g par les trajectoires positives de Ç), on peut supposer
la décomposition de Heegaard triviale (Reidemeister-Singer), donc, après avoir fait
monter des points critiques de h grâce à Ç et avec un bon numérotage, on trouve des disques
ascendants (pour A) D, de centre ^ avec D^ n D, = 0 pour i =)= j et D, monte jusqu'au
niveau de ^. Comme n ̂  7, on construit comme en 4.3 des membranes P, sur les D^ et
on modifie g sur un voisinage tubulaire de Uf D^ pour supprimer les points d'indice 1 et 2.

4.6. Elimination intermédiaire

Proposition 4.6. — Soit a une forme de Morse sur M de dimension n ̂  7. On suppose
que a n'a pas de point critique d'indice n — 2, n — 1, n, ni d'indice < q, où 3 ̂  q < n — 4.
Si Hg(M, — u) = 0, il existe a' cohomologue à a Û^ZT^ les mêmes points critiques d'indice =)= q,
q -{- 2 que OL et sans point critique d'indice q.

Démonstration. — Soit Ç un pseudo-gradient générique pour a avec un tube de
trajectoires n'interagissant pas avec les points critiques (2.24) ; on choisit des relevés
îiî ^2? • • • ? ^fc des points critiques d'indice q et d^ ..., df des points critiques d'indice q + 1
et des orientations des variétés stables. On fait descendre des points critiques d'indice q
de sorte que/(?i) >f{^) pour i^ 2. Par hypothèse, d: C^i(a, Ç) -> G^(a, Ç) est sur-
jecdve. Choisissons \, .. .,\ eA_^ avec rf(Xi ̂  + ... + \ d{) == ?r On tronque X,
en X^. e A de sorte que S, ̂ .[ .̂, ?J = 8^ + (^ ̂  0).

Soit
B = max{ u{g) \ g figure avec un coefficient non nul dans un des \^}.
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Du tube de trajectoires, on fait sortir une paire triviale <?o d'indice q + 1 et ?o d'indice
q + 2 avec f{^) > B + sup,^ j^,).

Soit L> A == sup,^o^i(/(rf,) —/('?,)). Une application répétée de 3.4 nous
donne ^ générique avec [do, ?Jç^ = 8^ + (u < 0).

La condition [Jo,?J == (^< 0) (i ̂  2) dit que, si L^f^o) -7(îi)> on peut
regrouper deux par deux les éléments de "S^i/^o ^o? Si) de sorte que ^) == 5^') et
^)=-£(D.

La condition [^o, ?J == 1 + (^ < 0) dit qu'il existe une liaison ^ de q à rfg, de
longueur Lo ===/(^o) —/(^i)? et qu'on peut grouper les éléments de "S?i/(^i, û?o) — { ^ 0 }
pour L' ̂  Lo par paires l, /", avec ̂ ) = g^) et s(^) = — e(^).

Une applicadon répétée de 3.6 donne ^ avec oS^(^i, d^, Lo,^) = {^0} et

oS^(^, ^o, Lo, Ç^) = 0 pour î ^ 2. On élimine alors ^ et do grâce à 3.2, d'où le résultat.

4.7. Elimination finale

Proposition 4.7. — Supposons que a A Morse rCa que des points critiques d''indice q et q + 1
avec 3 ̂  y ^ n — 4. *Sï H^Mi — ^) = 0 ^ jî ï(M, — ^) == 0, il existe a' cohomologue à a
^ J"ÛT^ point critiqua,

Démonstration. — Soit Ç un pseudo-gradient générique pour a; l'hypothèse dit
que ^f : C^i(a, Ç) -> Gg(a, Ç) est un isomorphisme.
1) Supposons que, pour des choix ?i, .. .,^, ^i, ..., ̂  des relevés des points cri-
tiques, la matrice de d est I + R avec u{R) < 0. On fait descendre les points d'indice q
et monter ceux d'indice q + 1 de sorte que

^) = ... =f(^ <f(d,) = ... =M).

Soit L ==/(û?i) —/(?i); on a [^,?J == S,, + (u< 0), donc une application répétée
de 3.6 donne ^ avec

oSf(^, rf,, L, Ci) =0 si î + J et ^(^5 ^5 L, Ci) égal à un point.

On élimine alors les ^ avec les d^ simultanément grâce à 3.2.
2) Soit Ç un pseudo-gradient générique avec un tube de trajectoires n'interagissant
pas avec les points critiques. Comme plus haut, on se ramène ày(?i) = ... ==f{^î
f{^) = ... =y%. Soit Lo=y^i) -A^). Soit AeGl^,A_J la matrice de

^:G^(a,Ç)^G,(a,Ç).

Comme r(M, — u) = 0, il existe un stabilisé de A, A' e Gl(r, A_J, des matrices élémen-
taires EI, ..., Ep e Gl(r, A_^), une matrice diagonale A avec des ± g sur la diagonale
telle que

A E l E 2 . . . E , A / = = I + A o ,

avec AQ diagonale et u(\) < 0.
23
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II existe des troncatures des E,., E .̂ e Gl(r, A) telles que

AËi Sa ... Ë^ A' === 1 + Ko avec ^(Ro) < 0.

Soit B > max{ u{g) [ g e TT^ M apparaît avec un coefficient non nul dans une
des matrices A, E^, . . . , Êp }.

On choisit L > Lo + Q& + 1) B.
Du tube, on fait naître (r — k) paires triviales, Cj d'indice q et dj d'indice q + 1

Çj==k-{- 1, ..., r), et l'on se ramène à

A^i) = • • • ==M} <fw =... -M).
Si la matrice Ëy fait intervenir ^ et dj, on fait monter ^ de B et l'on applique

plusieurs fois 3.4 pour obtenir Ç^ générique dont la matrice A[ vérifie A[ = Ey A' + RI?
^(R^) < Lo + B — L (3.5). En continuant ainsi, on trouve Çy générique tel que sa
matrice Ap vérifie A^ == Ë^ . . . Ëy A' + R^, avec ^(Rp) < Lo + ̂ B — L. On change
alors les relevés des points d'indice q + 1 et peut-être l'orientation des variétés stables.
La matrice est alors Ay + ^ = AAy == AÉ^ ... Ey A' + Ry ^_ i avec

^(R^,) < Lo + (^ + 1) B - L,

donc Ap^.i = 1 + R avec R == Ro + Rp+i et u(R) < 0$ on est dans le cas 2, ce qui
achève la démonstration du théorème en dimension ^ 7.



Chapitre 5

CHEMINS DE TRAVERSÉE ET HOMOLOGIE DE NOVIKOV

5.1. On reprend les notations de 1.1.
On appelle t2p(X, u) le groupe de bordisme formé des 9 : V -> X où V est une

variété de dimension p orientée sans bord et où {fy)~l(]— uo?^]) est compact pour
tout t, module des cobordismes analogues. Si g e G = ̂  X, on définit g . 9 : V —> X
par (^.9) {v) ==5.9(^)3 la somme disjointe munit alors Û^(X, u) d'une structure de
A^-module.

Soit 9:(W2),âWP) -^(X^î^-1) avec (^"'G—oo,^]) compact pour tout t;
soient 7/, . . . , 7^ des relevés des j&-cellules de X. Si l'on écrase tout dans X^, sauf la cellule
ouverte g^^ on obtient une application W -> S^ telle que la contre-image de S^ privé
du pôle nord est compacte et est dans IntW; soit n^ le degré de cette application et
posons [9,^] = 2 n^g eA^.

Posons ^(9) = S [9,7^] ?/' e C^(X, u). On a aussi ^(9 |̂ ) e Gy_i(X, u) et, d'après
la définition de d : Cy(X, ^) ->• G^_i(X, M), il est clair que

dhW ==A(9[^) .

Si V2' est sans bord et si 9 : V^ -^ X est homotope à 91 : V^ -^ X1' parmi les applications
y-propres, le résultat précédent montre que la classe du cycle A(9i) ne dépend pas des
choix faits et définit un morphisme de A^-modules

A:^(X,^) ->H,(X,^).

On a des définitions relatives et, comme Q^ = tig == ^3 = 0, il vient (en regar-
dant les contre-images transverses du centre des ^-cellules) :

^(X^-1,^) =0 si q= 1,2, 3

et h : tyX^, X^"1, u) -^ Cp(X, ^) est un isomorphisme.

Il en résulte, par une chasse au diagramme classique, que

h : î2fc(X, u) -> H^(X, u) est un isomorphisme pour k ̂  3.

On note encore A la composée 7tp(X, u) ->-n^(X, u) -> Hp(X, M).
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5.2. Lorsque e^(X) est simplement connexe, on va construire une structure
de A^module sur T^(X, u) (k ̂  3) et aussi sur T^(X, X3, u) (k ̂  4J ̂  3).

On choisit un point base yo ̂ ^(x) avec 7o(0) == % et/7o croissante tendant
vers l'infini.

Si ^(X) est (72 — 2)-connexe (n ̂  3), donc si T^(X, ^) =0 pour p<n, on
construit comme en 1.4 une section de e : ̂ (X) -> X sur le (n — 1)-squelette de X,
d'où $ : X"-1 x [0, oo[ —X^ cellulaire (<D(X3 X [0, oo[) C X^1) que l'on relève en
$ : X-1 x [0, oo[ -> X- avec 0(y, 0) = î; 0(%, ^) = ^(^) ; on a $(^, ^) = ̂  ̂ ).
L'application ^ : X^1 x [0, oo[ -^ R, définie par ̂ , t) =/0(î; ^) -^) si A; = TTÎ;
est alors continue, tend vers + oo lorsque t -> + oo uniformément sur X71"1 et est
minorée, disons par c.

Faisons d'abord agir ^(X) sur TC^^(X), k ̂  2. Soit ^ e TC^X) et soit
F : D^ ->^(X) avec FÇS^-1) = yo. On choisit un chemin a de % à g^ et une homo-
topie H, de a * ̂ 7o à7o(t^u(x) ̂ t connexe) et l'on considère l'application Y y : W -^ ̂ (X)
obtenue en considérant g. F précédée du chemin a sur (1/2) D^ et en disposant radiale-
ment l'homotopie h sur la couronne restante

w =
^(^.ITO) si \z\^ j,

, . . . 1
^M-l SI | 2; 1 ^ ^.

Gomme ^^(X) est 1-connexe, la classe d'homotopie de F g ne dépend pas des
choix faits; on pose g.[T] = [FJ e^^(X).

Soit maintenant À e Ay écrit sous la forme À == S w, ̂  avec ̂  = ± 1 et la suite u{g,)
croissante, tendant vers + oo.

Construisons d'abord un chemin y^ e^^(X) avec

V P ^ N, 7^) = ̂ . % et /^(/) ^ ^(^) si ̂  ^.

Pour cela, on va construire un chemin allant de ^% à gp+i^o dans/'-1^^), oo[ :
on part d'un chemin c{s) quelconque dans X1 de gy^ à ^+1% avec^(^) ^ è pour
tout s e [0, 1] ; on a donc

/O(^), ^) ^ ^(^) pour s == 0 ou 1,
<^ /^/

/0(^(^), <) —^ uniformément en .y,

où 0 : X1 x [0, oo [ -> X2 est donné par l'hypothèse de connexité de ̂ (X). On joint
alors gy îo à ^p+i % P211' ^{gp %^) (0 ̂  ̂  N, N grand) suivi d'une approximation à
valeurs dans le 1-squelette de 0(c(J), N) (s e [0, 1]) et 0(^^ ̂  N - ̂ ) (^ e fO, N]).

Considérons y; G^(X) où 7;^) =^) pour ^ ̂  et ^W==g^{t-p)
pour t^ p,et choisissons une homotopie A^ entre Y? et y^ qui soit fixe sur le segment [0, p]
et telle que/^(^) ^ ^(^) + c si ̂  j&.
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On choisit dans (1/2) D^ = D^ une suite de disques D^ disjoints et tendant vers
un point ^, dans D ,̂ un disque de rayon moitié Dy, et un isomorphisme linéaire
Vp : Dy -^D^ conservant l'orientation si m^ == 1, la renversant sinon.

Soit F : D76 -^e^(X), constante égale à yo sur le bord. Considérons I\ : D^ -^e^(X)
définie de la façon suivante :

sur Do - U D,, i\.(.) = y,
f ï xW si ̂  Asur D;,I\(^)= Jrî

[^•r(^)) (^-^ si ^^.
Sur Dp — D^,, pour p ^ 0, on dispose radialement l'homotopie ^.

Vérifions la continuité de I\. Le seul problème est en z^ pour le contrôle à l'infini;
soient A, û, tels que/^) > A pour t ̂  a. Posons ^ = inf^ ̂  ̂  ̂  fr^) {t). Soit V un
voisinage de z^ assez petit pour que V n Dp + 0 implique u(gy) + minÇc, c^) > A.
Soit z eV nDp;

si ̂  A /^(^ (^) = ^(^) +/F(^(^) (^ - p) ̂  u{g^) + ̂  pour z e D;,
^ ^gp) + c pour ^ e Dp - D;;

s i^A 7î\(^)=/7xW.
Donc r^(V)CW(a,A).

La classe d'homotopie de F^ ne dépend pas des choix effectués car ^(X) est
1-connexe; on la note X.[r]. Il est clair que h : 7Tr^i(X, u) -^H^i(X,^) est alors
A^-linéaire.

On a une construction analogue pour 7Tp(X, X^, ^) (j& ^ 4, j ^ 3).

Théorème 5.3. — *S'o^ 72 ^ 3. OTZ suppose que 7T:p(X, ̂  = 0 rij& < %; ûfor^ Hp(X, ^) = 0
^o^r p< n et h: TT^(X, ^) -> H^(X, ^) ^ ^% isomorphisme.

Démonstration. — A partir de 0 : X""1 x ^^[--^X" construit en 5.2, on
construit, comme en 1.10, Hp : Gp(X, u) -> Gp+i(X, ^) pourj&< n avec ^Hp + Hp_i d == I,
donc H,(X, u) = 0 pour j < TÎ. Pour chaque ^-cellule o de X, on pose

E(y) =?- H^_i(rf?) (cellule élargie);

c'est un cycle et les E(î?) engendrent H^(X, ^) et sont visiblement dans l'image de A,
donc h : TrJX, ^) -> H^(X, M,) est surjective par A^-linéarité. Pour démontrer l'injec-
dvité, considérons X71 C X"4-1 C X. Par position générale, T^( Xe, X^, ̂  = 0 si k ^ p < q
et ^(X3, X^^u) =0 si k ^ p < q.

1) Montrons que A : ̂ (X^ ^) -> H^X", u) est injective. Soient (TI, ..., ̂  les Tz-cellules
de X. Soit Ç' : R" -^ X71 avec/y^) ———$- + oo dont la classe est dans le noyau de h;
on peut supposer que ^ est transverse aux centres des ^-cellules. Gomme A(<p) = 0
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dans HJX^), ^(9) =0 dans HJX71, X—1, ^) =CJX,^). On peut donc grouper
les contre-images des centres des ^-cellules en deux suites ûp et by e R71 avec
?(S) == Wy) == c^^e de g^ S^, avec î/(^) -> oo, | a^ \ -> oo, [ b^ \ -> oo et ̂  d'orienta-
tions opposées en ̂  et b^. Soit R(<) = sup{ | z \ \ z e {f^)-\}- oo, <))}; R" - B(0, R(^)
est contenu dans {f^)'^ oo[, R(/) est croissante et R(^) —> + oo. Soit

M{t) =sup {/^)|H^ R^)};

M{t) est croissante et M(^) -> + oo. Comme | <zJ et | b^ \ -> oo, choisissons une suite
m^ ->oo avec min (/?(^),/y(éJ) ^ M(^). Donc ^ et ^ sont dans

R?-B(0,R(^))C(/^)- l[^,oo[

et sont donc joints par un arc \ avec, pour tout s e [0, l], R(m^) ̂  [ Xp(j) | ^ max (| a^ |, | by [)
et/^X^^) ^ m^. Comme n ̂  3, on peut supposer les arcs \, disjoints.

Donc ^(Xp) est un lacet au centre de gy S^^ qui évite les autres centres. On peut
homotoper dans/"1^ — Ci, oo[, ̂ \ en un lacet 8p de X1 n/'"1^ — Ci, oo[, Phomo-
topie évitant les autres centres (€3 dépend de la variation de/^sur les cellules de X).
Il existe H; : D2 —X 2 tel que H;[si soit égal à §„. Considérons D2 x [0, oo[ -> X3,
(jS t) ̂  0(H°,(^), t) ; sy e S1, alors/0(H°,(j/), t) ̂  m, - G, - G et/0(H°,(jO, t) tend
vers oo uniformément en y e D2. On regarde la restriction à S1 X [0, N] u D2 x { N }
pour N grand qu'on modifie un peu sur D2 x { N } de sorte que l'on soit à valeurs
dans X2 : on trouve H^ : D2 -> X2 n/-1^ - Ci - C, oo[ prolongeant 8^; H^ ne
recoupe pas les centres des ^-cellules (autre que gy '5^) car n ̂  3 (c'est le point essentiel).
En ajoutant l'homotopie initiale entre Ç\ et 8p, on construit Hy étendant ̂ \ qui a
les mêmes propriétés.

Construisons alors une homotopie ̂  entre Ço = ̂  et ̂  telle que ^(R") ne touche
plus les centres des ^-cellules. On choisit des petits disques Ni(Xy) C N^Xy), voisinages
de \ avec Ng^) n N^(\) = 0 si p ^ q. Pour s e [0, 1/2], on modifie ^ sur Ng^)
grâce à l'homotopie H^, de sorte que ?i/2(Ni(Xy)) soit tout entier dans un petit voisi-
nage V^, du centre de ,?pS^p l'application ^Ni(\,) — Vy-centre est alors de degré nul
d'après le choix de a^ et by et, entre 1/2 et 1, on modifie ̂  sur Ni(Xp) de sorte que
?i.(Ni(Xy)) soit contenu dans Vp-centre. Nous avons ^==^0 hors des ^(Xy) et, si
z e Ng(\), ^(2:) ef[m^ — G — Ci, oo[; il est alors clair que/^(-?) ———> + oo unifor-
mément en s e [0, 1].

L'application ^ qui évite les centres des ^-cellules est homotope à Çg à valeurs
dans X""1 et la considération de 0 : X'1"1 x [0, oo[ -> X'1 montre que 92 = 0 dans
^(X^).
2) L'application A : TrJX744-1, «) -> H^X^1, u) est injective.

Soit 3' une {n + 1)-cellule de X d'application caractéristique

^: (D^S") -^(X^X").
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Soit p. : (D^1, D71) -> (D714'1, S") qui écrase S .̂ au pôle nord a de S" et est un homéomor-
phisme de (D^1 — S^., D" — S"-1) sur (D71 — { û). S71 — { a}). Soit 7 un chemin
de X" avec 7(0) == /(û) et/7(^) ^+00.

Soit 9 : (R^1, R") -> (S?14-1, X") défini par

?(^) = X^) si 1 z 1 < 1 et ?(^) =7(M — 1) si 1 z \ ̂  L

II est clair que l'image par h de 9 est 3" e H^^X"4'1, X^ ^). Comme

HJX^X^^C^^X^)

admet pour base les (n + 1)-cellules, cela montre par A^-linéarité que

h : ̂ (X^ X\u) -^H^X"4-1, X^)

est surj écrive. Or le diagramme commutatif suivant

^(X^X^) ——> TTjX^) ——> TTjX^1^) ——> TTjX^^X^^^O

A ^ 7l

H^^X^X^u) —^ H^X-^) —> HJX^1^) -^ HJX^-^X^^^O,

où les lignes sont exactes, montre que h : TrJX^1, u) -> H^X"4'1, ^) est injective.
Gomme ^(X714-1, ^-> ̂ (X, ^) et HJX^1, ̂  -> H^(X, ̂  sont des isomor-

phismes, h : TI;^(X, ^) -> H^(X, ^) est injective.

5.4. En plus du revêtement universel X, nous considérons le revêtement X —> X
dont le TT:I est ker u; X -> X est un revêtement galoisien de groupe u{G) ^ V abélien.
La fonction/: X —^R descend en une fonction y: X —^R avecjf^J?) == u[g) +f{x).

Lemme 5.4. — 77 existe a^ tel que pour tout t deux points def~l[t, oo[ sont joints par un
chemin dans /"^{t — ûg, oo[.

Démonstration. — Soient g^y . . ., g^ des éléments de G tels que tout g e G s'écrive
&{ êf ' • • Si 5 solt % 1e P01111 base de X avec/(3o) == 0. Il existe A tel que pour tout
i e [1, n] on puisse joindre % et ^ % par un chemin dansy"^— A, oo[. Soient x^ et x^
deux translatés du point base de X avecy^i) ^/(A^). Vu l'abélianité du revêtement X,
on peut écrire x^= g^ . . . g^ x^ avec S^^^(^.) ^ 0 pour tout k e [1,^]. Il est alors
clair qu'on peut joindre A:i à x^ par un chemin dansy"^^^) — A, oo[. Soit B un majo-
rant de la variation def sur les relevés des cellules de X au nombre de N. On peut relier
x e X à un translaté du point base dansy"1^^) — NB, oo[. On pose OQ == A + NB.

5.5. Corollaire-définition. — L9 ensemble f^t, oo[ n^a qu'aune composante connexe par arcs
sur laquelle f est non bornée', on la note X^. Les autres composantes connexes par arcs def"1^, oo[
sont contenues dansf"^ t + a^ et Von af~\t + ûg, oo[C X, Cf~l[t, oo[.
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5.6. On dit que deux suites projectives de groupes (F,,^) et (Gj,gj) sont pro-
isomorphes s'il existe des suites iy -> oo, jy -» oo, des morphismes ây : F, —> G, et
bv>: G^! -> F^ et des éléments a^ e F^, ^ e G^ tels que, si /; : F^ -> F^ est la
composée des flèches f^ et de même pour g'y : Gj -^ G, , on ait

yxeF^ ^p+iW = s'/pW °̂
V^eG^, ^OO^1^)?,.

On dit que la suite (F^.jfJ est semistable (resp. stable) si elle est pro-isomorphe à une
suite de surjections (resp. d'isomorphismes).

Lemme 5.6. — La suite (F^,^) est semistable (resp. stable) si et seulement s^il existe une
suite iy -> oo telle que les restrictions fp [i^y» : ImjÇ+i -> Iv^fp sont des surjections (resp. des
isomorphismes).

Preuve. — Si (F^,^) est pro-isomorphe à (G,, gj), où avec les notations précédentes g y
est surjectif pour tout p, alors a^ : F, -> G, est aussi surjective et il existe Yp 6 F, ^
tel que

v-^eF^!' ^f^y) =^ûp+l(ïplJ;ïp)•
Si A; e Im/y, il existe x^ e F^^ avec x =fyX^ = ap(éy ûy^i x^) ay1, et il existe

^2 e Fî 2 avec ^P+l ^1 == <?P+1 ^P+2 ^2 == ^+lfp+l{Tp+l ̂  T^i)

et X =/;/;4-l(ïp+1^2Ïp-îl)-

Le reste est évident.

5.7. Si ^ -^ oo est une suite croissante, si on choisit un point base ây e X, et un
chemin Yp de a^ à ûy+i dans X^, on obtient /y : 7Çi(X^, ûy^i) -->7Ti(X^, ûy). Si
^p, ûy, Yy est un autre choix, il est clair que les suites projectives (^(X, , fly) ,fy) et
(7Ti(X(., flp),/p) sont pro-isomorphes. Par le système projectif (TCiX,), on entend la
classe de pro-isomorphisme de toutes ces suites projectives.

Lemme 5.7. — Le système projectif {7^ X,) ne dépend que de G et de u : G -> R.

Démonstration.

1) Dépendance par rapport au choix de f:'K ->R. Siyi:X ->R est un autre choix
donnant le système TT^X^, alors f^ —y vient de la base et est donc bornée par c\ les
inclusions X,<->X^_^ et X^<-^X(_ç donnent un pro-isomorphisme entre les deux
systèmes.
2) S'il existe une équivalence d'homotopie entre X et Y préservant l'identification
des TCI avec G, alors les systèmes n^ X, et 71:1 Y< sont pro-isomorphes.

Soient A : X - > Y e t A ' : Y - ^ X avec W ^ iy et hl h ̂  Ïx- soit A : X --> Y; on a
h(gx) == gh{x) d'après l'hypothèse. On choisit/y : Y -> R, et l'on pose/x ==/Y 0 ^- Soit
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H, une homotopie entre W et 1 y et Ky une homotopie entre h' h et l^, et soit a tel que
/Y H,(^) -MJ) ̂  a pourj^ e Y, et /x K,M -f^x) ^ û pour x e X; on a h : X< -> Y<
et A' : Y(, -^X(,_^ et les composées X, -^X(_^ , Y ( - > Y ( _ ^ sont homotopes aux
inclusions, d'où le résultat.
3) Si Y = X v S2, le résultat est vrai car Y = X v S^ (X eu{G)) et l'on prend

YY constante sur les sphères S^, donc Y( = X< v S^ (X< t).
4) Si X est simplicial, Y = X u o, où a est un simplexe de dimension ^ 3 ; le résultat
est vrai car, si^y est linéaire sur chaque simplexe, ($ n/y^K ^E? ()G n/^^l[^ ^D est

2-connexe et 71:1 Y( = T^ X,.
5) Reste à montrer le résultat si X et Y sont deux complexes de dimension 2. On se
limite à des complexes de dimension 2 n'ayant qu'un seul sommet et dont le TT^ est
identifié à G; un tel complexe donne une présentation de G avec un générateur pour
chaque 1-cellule et une relation pour chaque 2-cellule. Réciproquement, une présen-
tation finie de G donne une classe d'homotopie simple de tels complexes. Soient X2

et Y2 donnant les présentations < x^ .. ., ̂ ; 7-1, . .., r^ > et d, .. .,j^$ s^, . . ., ̂  >
de G; il existe des mots Y^, . . . , Y^ en les lettres ^, Xi, ..., X^ en les lettres y ^ tels
que dans G on ait ^ = X^(j/) etj^. -===- Yj{x). Soit Z associé à

< x,y\ r, s,y^ = Y,(A;), ̂  == X,(jQ >

et soit Xi associé à < A:,J/; r,j^. = Y^.(A:)>; il est clair que Xi a même type simple que X
et les 2-cellules collées à X^ pour obtenir Z ont des applications d'attache homotopes à
zéro dans X^, donc Z a le type d'homotopie simple d'un bouquet de X^ et de n + q
sphères S2, donc de X et de n + q sphères S2. Pour la même raison, Z a le type d'homo-
topie simple d'un bouquet de Y et de m + r sphères S2, d'où le résultat d'après 2) et 3).

Proposition 5.8. — Avec les notations précédentes, il y a équivalence entre

1) le système projectif ̂  X^ est semistable;
2) il existe to< t^< ^ et g^ e G avec 0 < u(go) ^ ^ — h €t 7r! X^ et n^ X, ont même

image dans n-^ X^;
3) il existe a^ tel que pour t ̂  t'y TT^ X, et 71:1 X<. ont même image dans 7^1 X^ _^ ;
4) il existe ÏQ avec n^ X^ -> n^ X surjectif\
4') z7 mĵ  ^o ̂  ?^ ^-t? partie de X au-dessus de X^, ̂  connexe par arcs,
5) ^o^r ^o^ ,̂ TTi X( -> 71:1 X ̂  surjectif,
5') pour tout t, X( ̂  connexe par arcs;
6) Hi(X, u) = 0;
7) ^^(X) est connexe par arcs.

Remarques. — 1) Dans 2), l'existence de gQ est évidente si u est irrationnelle.
2) Cette proposition, privée de 2), 3) et 7), se trouve dans [14] dans le cas où X

est une variété.
24
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Démonstration. — On va suivre le schéma suivant :

1 => 2. Si (/p) est une suite croissante telle que TC^ X(. et TC^ X(» ont même
image dans TC^X^, on prend t^ = tç, t^ = ^ et ^ = ty avec j^ assez grand pour qu'il
existe gQ e G avec 0 < u{go) ^ ^ — /i.

2 => 3. Remarquons que 71:1 X^^) et TT^ X^ ont même image dans TCI X^
puisque ^ + u(go) ^ ^2; par récurrence on montre que n^ ^t^+kuw et 7C! ̂ <i ont même
image dans T^X^, donc que, pour tout g e G, ^iX^,^.^^ et TCiX,^^ ont
même image dans n^ X^y^. Choisissons a^ > ^ — ^o sl ^ est irrationnelle et
fli > ^ — ÎQ + y si ^(G) = yZ C R avec y > 0. Si ^ e R, on peut trouver g e G avec
^ — fli ^ ^o + u{g) < ^ + ^(^) ^ ^ et, si t ' ̂  t^ il existe A avec ^' < t^ + ^(5) + ^(go))
donc TCI X( et 71:1 X(, ont même image dans TriX^^p donc aussi dans TT^ X,_^ .

3 => 1. La suite TT^ X^ montre la semistabilité.
4 o 4' et 5 o 5'. C'est la théorie des revêtements (la locale connexité par arcs

n'est pas nécessaire).
5 => 4 est évident.
4 => 5, car pour tout t, il existe g e G avec X, C ̂ X,.
5 => 2. Il suffit de faire la démonstration lorsque X n'a qu'un sommet; on numérote

et oriente les 1-cellules en c^ . . ., c^ de sorte que, si g^ e G correspond à ^, on ait
^êi) ^> O? ^(^2) ^ 0, ..., u{g^ ^ 0. On relève ^ en ?, entre XQ et g^ XQ; grâce à ?i et ses
itérés, on joint XQ à oo dans Xo par un chemin appelé y. Pour chaque î, on joint deux
points assez éloignés de y et de ^ * g^ y par un chemin dans Xy^p et l'on obtient ainsi
des éléments y, de T^ Xo. Il est clair que TT^ Xo est engendré par TC^ Xy(^ et les translatés ̂ y,
avec 0^ u(g) ̂  u(g^.

Or comme ̂  X^ ) -> 71:1 X est surjectif, les y^ sont homotopes dans X à des lacets
de X^y p l'homotopie ayant lieu dansy^— c, oo[ pour un certain c, donc dans X_ç_^
(ûo donné par 5.4), et on a la même propriété pour g^ si ^(^) ^ 0, d'où 2) avec
ty = — ^ — ûo, ^i == 0, ^ == ^(^i).

3 => 7. Soit 9 : R -> X avec/<p(J) —^-> + oo et <p(R) C X^. Soit ̂  ̂  + oo telle
que <p(R — [— ^, jj) C X( _,_„. D'après 3), ç |[_, , j est homotope rel 8 à un arc y^
de X( ^.i par une homotopie à valeurs dans X^_g , homotopie que l'on dispose sur le
demi-disque D^.^). Le chemin cp | [_g , _ g ] suivi de yi suivi de ç [ [ 8 , 8 ] est a valeurs
dans X( ^.i et est homotope rel S à un chemin yg de X( _^ par une homotopie Hg à
valeurs dans X^ _^ ^.i, homotopie que l'on dispose sur D^.(^) — D+(^i). En cond-
nuant ainsi, on construit 0 : R2 -^ X étendant <p, avec f^Çz) ———> + °o-

•/ lal-ï-oo

7 => 6 est déjà établi.
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6 => 4'. Soient x et x ' e X^ qu'on joint à oo dans tCç par des arcs y et y' et entre
eux par un arc YO à valeurs dans X. Comme Hi(X, u) = 0, ûi(X, u) == 0 et donc
y * Yo * ï' •'II ->- :?c borde ^ : Y2 -> X. Si t^ est une valeur régulière assez grande de
w:Y2 ->R, petite déformation lisse de/^, alors W^^o) contient un arc joignant un
point de y à un point de y' dans X^ et on relie x à x ' dans ÎCo.

Proposition 5.9. — TZj/ a équivalence entre

1) fe système TT^X^ ^ stable ̂
2) ^ système ̂  X^ ^/ semistable et il existe SQ < s^ < s^ et g-^eG, 0 < 2M( î) < ̂  — SQ

tels que

ker(^ X^ -> n, XJ C ker(^ X^ -> TT, X,^) ;

3) le système n-^ X^ est semistable et il existe a^ tel que

V s e R, ker(^ X, -> ̂  X) C kerÇ^ X, -> ̂  X,_^).

Preuve. — L'implication 1 => 2 est évidente.
2 => 3. Remarquons que si s^ + {k — 1) ^(^i) ^ ^2? un élément^ de 7^3 X, ^.^-Duço )

qui s'annule dans 7TiX^_^^p donc dans TCI Xg^, s'annule déjà dans TCi X, ; donc
par action du groupe de revêtement, si y e n^ X, ^^^.{)^g ) devient nul dans
TCI X,^ ̂  _ ï) ̂ ^, il l'est déjà dans TCI X^ ̂  (^ 1, ̂ ^).

Si s ' — s > ku{gy), on choisit /' avec .$1 + ̂ (51) < ^ < s^ + (^ + 1) u(g^) ; on a
s! + (^ +^) ^(^i) ^ «î'î donc si z en^X^ donne 0 dans 7TiX,_^p il donne déjà 0
dans TCI X,.

Si x eker(7^X^ -^n^X), il existe ^ avec la propriété que

x e ker(7Ti X,, -^ ̂  X,, _ J ;

il résulte de ce qui précède qu'on peut choisir ^ = ku(g-^. Donc 3) est vérifié avec
Û2 = ̂ C?l).

3 => 1. On choisit ^o< ^< ... avec ^^.i — ^ = maxÇû^, a^)y où ^ provient
de 5.8. Soit Im, = Im(^ X^.^-> ̂  X^.).

Comme ^^i — ^ ^ ûi, Im^i -^Im^ est surjective;

comme ^^.g — ^ 4 - 1 ^ ^ 2 ? ^i+i "̂  I^ est injective.

Gomme le système projecdf 7^ X^ ne dépend que de G et de u : G -> R, on dira
que u est semistable (resp. stable) pour exprimer que le système {n^ X,) est semistable
(resp. stable).

Théorème 5.10. — Si u est stable, alors h ; ̂ (X, u) —^H^X, u) est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme u est stable, il est semistable, donc .^(X) est connexe.
En utilisant <I> : X1 x [0, oo[ -> X2 de 5.2, on construit des 2-cellules élargies Eî? e Zg(X, u)
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dont les classes engendrent H^X, u) sur A^ et qui sont dans l'image de h. Soit À GÀ^.
La construction de 5.2 peut s'effectuer (on n'a utilisé que la connexité de .^(X));
l'élément de ^(X, t^) dépend des choix faits, mais son image par h est À. ES, donc
h : TT^X, u) -> H^X, u) est surjective.

Si h : Y -> X est 3-connexe, X a même type d'homotopie qu'un complexe obtenu
à partir de Y en ajoutant des cellules de dimension ^ 4 et les applications induites
^(Y, u) -> TT^X, u) et Hg(Y, ^) -> H^X, ^) sont des isomorphismes. Donc, pour démon-
trer le théorème, on peut se limiter au cas d'une variété M de grande dimension (obtenue
par chirurgie à partir de la donnée de chirurgie triviale S^, fibre trivial sur X, triviali-
sation stable canonique de ïgn).

Pour retrouver la situation du § 4, nous changeons u en — u. Supposons — u stable,
on veut montrer que

h : ̂ (M, — u) -> H^M, — u) est injective.

Nous commençons par quelques lemmes.
Gomme <^_y est connexe, nous considérons toujours a de Morse sans point cri-

tique d'indice 0, 1, n et un pseudo-gradient Ç générique pour a.

Définition 5.11. — On appelle équipement de taille L pour (a, Ç) la donnée pour
chaque point critique c d'indice 2 d'un disque Aç de bord S_(<;) plongé dans la feuille
de S_(c) et tels que

Aç n Wv'(d, L) == 0 pour tout point critique d.

Si î{d) > 2, Aç n W" ,̂ L) == 0 par généricité, donc la condition ne porte que sur
les points critiques d d'indice 2.

Lemme 5.12. — Soient M de dimension > 6, (a, Ç) génériques et L donné. Si -— u est
stable ou si ^_y est 1-connexe, après avoir modifié a en a' en faisant monter des points critiques
d'indice n — 1 et n — 2, il existe un équipement de taille L pour (a', Ç).

Démonstration. — Soient ?i, ..., ?^ e M des relevés des points critiques d'indice 2.
Si — u est stable, on pose Li == L + s + a^ où ûg est donné par la stabilité (5.9) et
^==y(^); ^W^?,, Li) C M(._^ nulle homotope dans M borde un disque Û^ dans
^"'l[^ — 1 ,̂ ^ — L — c] pour un certain L^. Soit L' == Max(L,7), on peut supposer
les 6, génériques par rapport à Ç (si D, == TCÊ^, D, est transversal à Ç, aucune trajectoire
de Ç passant par un D^ ne recoupe un D .̂ avant la longueur L', D, n W" ,̂ L') = 0
si î{d) ^ 3, D, n W'(^, L') = 0 si I(rf) ^ % — 3); après avoir fait monter de L' des
points critiques d'indice n — 1 et n — 2, on fait remonter les D, par les trajectoires de Ç
dans le niveau de S_(^) pour obtenir les A^..

Si ^_u es^ 1-connexe, on fait le même raisonnement en tronquant assez loin
0, : R^ -^fâ réalisant l'homotopie à zéro de W^^).
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Lemme 5.13. — Si (a, Ç) possède un équipement de taille L, alors pour toute surface com-
pacte Y et tout A:(Y,8Y) -> (/-'(p, oo[),/-1^)), î7 m^ A' :Y -^f~\t) égale à h
sur le bord (en général h' n'est pas homotope à h rel 8V).

Preuve. — Nous allons montrer que si h : (Y, âY) — (/"^[^ ^ + AL]),/--1^)), il
existe A' égale à h sur âY avec A'(Y) C/-1^, ^ + (A — 1) L]). On déforme A de sorte
que 7rA(Y) n VV^rf, L) == 0 si î{d) ^ 3 et TTÂ coupe transversalement les W^, L) en
un nombre fini de points si I{c) = 2. On essaie de baisser h sur

Yx = A-^/-1^ + (k - 1) L,^ + AL]))

grâce aux trajectoires d e — Ç. S'il y a une liaison de c d'indice 2 à A(Yi) de longueur ^ L
lors de la descente, Y se perce, mais on rebouche le trou grâce à A^ et ce remplacement
ne créera plus de problème vu la taille de l'équipement.

Lemme5A4t. — Si (a, Ç) a un équipement de taille L, alors, pour tout t,

^if~\~\-^f\) ->^M

est un isomorphisme ou encore f~1^— oo, t]) est simplement connexe.

Preuve. — Soit S1 ̂ f"1^— oo? t]) qui borde D2 c^ M qu'on suppose transverse à
f~ \t) $ soit Y = D2 n/"- ̂  oo [) et on applique 5.13 pour construire D2 ̂ ->f~ ̂  — oo, t])
bordant S1 c^y-iQ-- oo,^]).

Siy"1^— oo,^] est 1-connexe pour tout t, — u est stable, on a donc

Corollaire 5.15. — Si ^_y l-connexe, — u est stable.

Corollaire 5.16. — Soit M de dimension ^ 6 et u: n-^M. ->R. Il y a équivalence entre

1) — u est stable;
2) il existe a, \-forme de Morse dans la classe u sans point critique d'indice 0, 1, n, Ç pseudo'

gradient générique pour ai et un équipement de taille L pour (a, Ç) ;
3) il existe a, l-forme de Morse dans la classe u avec tous les f~1^— oo, t]) simplement

connexes.

Corollaire 5.17. — Soit G un groupe de présentation finie', l'ensemble des u e Hom(G, R)
stables forment un ouvert de Hom(G, R).

Démonstration. — Nous allons montrer que l'ensemble des u tels que — u est stable
est un ouvert. Soit u avec — u stable; on choisit M de dim ^ 6, (a, Ç) génériques où
a n'a pas de point critique d'indice 0, 1, n et un équipement { Ag.} de taille L pour (a, Ç).
Soit t2 un petit voisinage de la réunion des voisinages de Morse et des Aç.. Gomme
H^(M — t2) -> H^M) est surjective, si u' est assez proche de u, on peut trouver a' dans
la classe v1 égale à a sur iî et telle que Ç est pseudo-gradient générique pour a'. Les Aç.
forment alors un équipement de taille L pour (a', Ç) et — u' est stable.
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Lemme 5.18. — Soient M de dimension ^ 6 et u : n-^ M -^ R. O/z suppose «^ l-connexe.
Soient a î^ ï-forme de Morse dans la classe u sans point critique d'indice 0, 1, n — 1, n, et ï, un
pseudo-gradient générique pour a. On suppose que (a, Ç) a un équipement de taille L. Alors, pour/^/
^?^ t)/'1^) ̂  simplement connexe.

Corollaire 5.19. — Z)<yy ̂ ^ situation, si Von fait monter des points critiques d^ indice n — 2,
/^ niveaux restent \-connexes.

Démonstration de 5.18. — Soit CC/~1^) qui borde D2 <->fâ; D2 et les trajectoires
de Ç partant de G donnent g : R2 ->M avec ̂ (^ ———^ + oo. Gomme TC^M, ^) = 0,

| a? j -»• oo

on trouve G : R3 —-M avecyG(-s') ———> + °o étendant g et, en se restreignant au bord
[ z 1 -> oo

d'une grande demi-boule centrée en 0 dans R^, on construit

A:(B2,G)->(7-l(^+a)[),/-l(()).
/^/

Le lemme 5.13 donne alors un disque bordant G dsLnsf~l{t).

Proposition 5.20. — Soit M de dimension ^ 5 et u : îTi(M) -̂  R; î7j fl équivalence entre

1) u et — u sont stables',
2) î7 m.̂  a de Morse dans la classe u avecf"1^) simplement connexe pour tout t.

/N^ /M

Démonstration. — L'implication 2 => 1 est évidente ;,/~1]— ûo, ^] ety*"1^, oo[ sont
1-connexes, sans que l'on puisse utiliser Van Kampen. Si G est un cercle générique de

y"^]— oo,/]), il borde un disque D dans M disjoint des points critiques, qu'on peut
supposer transverse à/^^), et un cercle de/^^) n D minimal sur D s'élimine grâce
à la simple connexité dey"1^).

1 => 2. On va montrer plus précisément que si u et — u sont stables et si (<Xo, Ç)
est générique, où (X.Q n'a pas de point critique d'indice 0, 1, n — 1, n, il existe a obtenue
à partir de oco en faisant monter des points d'indice n — 2 et descendre des points d'in-
dice 2 (2 < n — 2), telle que Ç soit pseudo-gradient générique pour a, les/"1^) étant
tous 1-connexes.

Cela donne 1 => 2 car alors JK^ et ^-^ sont connexes et, comme dim ^ 5, on
peut trouver (ocç, Ç).

Gomme — u est stable, après avoir fait monter des points d'indice n — 2, on
construit un équipement (immergé si dim M == 5) de taille L pour les points critiques
d'indice 2. Pour construire alors un équipement de taille L pour les points critiques
d'indice n — 2, on est amené à faire descendre certains points d'indice 2 de L\ ce qui
risque de détruire l'équipement de ces points. En fait, on va faire descendre simultané-
ment tous les points d'indice 2 de L' et l'équipement de taille L des points d'indice 2
se conserve.

Soit alors GC/"^) qui borde D2^^ disjoint des points critiques qu'on sup-
pose pointer vers le haut le long de G et transverse à/~1^). Soit Y^_ == D n/"1^, oo[)
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et soit Y_ == D n/-^]- oo, <]). BY+ == D n/-1^) == Gu BY_. Une application
de 5.13 et de son symétrique donne

A+ : Y+ -V"1^), A+ j^. === inclusion

A_ : Y_ -^/-1W, A_ |ey_ = inclusion;

d'où AîD-^/-1^) bordant G.

Fm ^fe la démonstration du théorème 5.10 : Preuve de Uinjectivité de

h : ̂ (M, — u) -> Hg(w, — M)

ji — u est stable. — La variété M est de dimension ^ 8 et on suppose, grâce à 5.12
et 5.14, que (a, Ç) est générique, a sans point critique d'indice 0, 1, n et/"1 ]— oo, t[
simplement connexe pour tout t. Soit g : R2 <-> ]M dans le noyau de A.
1) Nous supposons d'abord que^ n'a qu'un point critique qui est un maximum m
etjg(m) =0.

Gomme ^(^ — u) -> ̂ (M, — u) est un isomorphisme, il existe une variété
connexe orientée Y3 avec BY3 == R2 et une application y •• Y3^^! avec (/y)"^^ °°[
compact pour tout t et y |ay == ê'

Soit ûo avec y(Y) C/-1]— oo, ûo]. On suppose y transverse à/-^— 1) ; (A)"^— 1)
est une surface compacte qui disconnecte Y. Il y a une composante qui borde le cercle
g{V2) n/"^-- 1) et peut-être d'autres composantes sans bord. L'ensemble/"^— 1)
n'est peut-être pas connexe s'il y a des points critiques de a d'indice n — 1, mais
r-1]— oo, — 1] est simplement connexe. En ajoutant à Y des anses de dimension 1
dont les âmes sont plongées dans/^G— oo, — 1]), on construit Y'^/"^]— oo, aj) et
une surface compacte connexe F plongée dans Y' n/""^]— oo, — 1]) séparant Y' et
de bord ^(R2) ^Y""^— 1)- 'P111^ en taisant des chirurgies d'indice 1 plongées dans
y^-iQ- oo, - 1]), on construit Y" c^/-i(]- oo, - 1]), W == ^(R2), et un disque A^
plongé dans Y" n/"^]- oo, - 1]) séparant Y" et de bord ^(R2) n/-^- 1). On
pose Y" == Zi UA YI, où YiC/^Q— oo, — 1]) et où la 3-variété compacte orientée
ZiC/^G- oo, ûo]) a comme bord la sphère Si = (^(R2) n/-1^- 1, 0])) u Ai. La
sphère S^, homologue à 0 dans/^Q— oo, aç]}, borde une boule Bi dans^^]— oo, ûo])
(car T^/^G— 00? ^o]) -'Ha/'"^]— oo, ûo]) est un isomorphisme). On recommence
avec YI et/"^— 03), où ^ ̂  2 est tel que AiG/-^]— a^ — 1]), de sorte que

^1 ̂ /~l(- ^2) -^K2) ^/~l(- ^2),

d'où B^C/-^]- oo, - fli]) avec BB^ == Ai u (^(R2) n/-^!- 02, - ûi])) u Ag. On
obtient ainsi une suite a^ / + oo, une suite de disques A^C/"^]— û^+i , — ûj),
BA^ ==5(R2) ^/~l(-- ûj, et une suite de boules B^C/-^]— oo, — ^_i]) avec

^B, == A,_, u (^(R2) ny-^t- ̂ , - ̂ J)) u A,,
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d'où la construction de G:R^^M étendant g et tel que fG {z)———> — oo et
^ /^/ | v 1 -> oo
^(R^C/-^]-»,^]).

2) Supposons fg : R2 —^ R générique.
On dit qu'un col, au niveau ^ dey^, est de type 1 si^(R2) (^f~l(to — s) a moins

de composantes que ^(R2) ^f"1^ + s) et de type II dans le cas contraire.
Nous allons déformer g pour supprimer les cols de type II. Soit c un col de type II

au niveau IQ et soit X^C R2 la composante de {fg)~l{]— oo, ^ — s]) qui est entourée
par la composante de (j^)"1^) contenant c et non par la composante correspondante
de {fg)'1^ + 2)3 Xi est compacte. Soit m le minimum absolu defg sur X^. On cons-
truit y 9" [— ^3 û] <->^(R2) tel que y(0) = 5(^)3 ï(û) = g(m),fy a un selu point critique

f"N^ <"̂

sur ]— a, û[, l'origine, qui est un maximum, etfy(— s) =fy[s) pour tout s. Comme a
n'a pas de point critique d'indice ̂  1, on peut suivre par continuité un arc joignant y(— s)
à yM dans leur niveau. On construit donc une membrane A C M transversale à a,
s'appuyant sur y et descendant jusqu'au niveau de g(m) ; on déforme alors g en g ' pour
supprimer c et m etfg'Çx) ^fg(x), pour x e R2. Si l'on effectue cette déformation pour
tous les cols de type II, on obtient g^ : R2 <-^ M sans cols d'indice II etfg^x) ———> — oo.

^ ^ M-^oo
Nous supposons donc <yiefg n'a que des cols de type I, donc qaefg n'a pas de mini-

mum; nous choisissons Y3 bordant ^(R2) grâce au

Lemme 5.22. — Soit Y3^^^ connexe orientable non compacte avec f"1^, oo[) nY
r«^. <^/,

compact pour tout t etf y générique etf gy sans minimum. Il existe Y' ̂  M, W = ̂ Y, Y' û^û^
fc mêmes propriétés que Y ^ ̂  plus telle que f [y' ^o^ sans point critique d''indice ^ 1 .

C l̂ .

Preuve. — Soit j un point critique d'indice 1 de y |y au niveau ÏQ\ S_{s) est formé/^/
de deux points û(^o — s) et 6(^0 — s) de (Y — ^Y) ny"^^ — s) qui sont joints par un

/•N/

arc Y(^O — e) dansy-l(^o — s) — Y. Comme a n'a pas de point critique d'indice ^ 1,
lorsque t décroît, on peut suivre par continuité ces éléments en

^),^)e(Y-âY) n/-1^)

et y(^) les joignant dans/"1^) — Y tant que a(t) ou b{t) n'arrive à un point critique»^h/
d'indice 0 dey y (^W et ^W peuvent arriver au même point critique).

Soit m un minimum dejf L. Gomme Y est connexe et non compacte, il existe un
point critique s d'indice 1 au niveau ^ tel que (/ [ Y)"^]— oo, ^ — s]) a une compo-
sante compacte Z^ contenant m et une composante non compacte Zg avec û(/o — s) e Zi
et b(tQ — s) e Zg. On est alors sûr que a(t}^ b{t), yW existent jusqu'à ce que û(^) = m
et alors b(t^) eZg. On élimine alors s et m grâce à la membrane engendrée par y(^).

/^/i
On construit donc Y^ tel que y y n'ait pas de minimun. Pour chaque point d'indice 1
dej^ |y , la membrane descend jusqu'à — oo et grâce à ces membranes on modifie Y^
en Y' avec y [y. sans point critique d'indice ^ 1.
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Soit WQ le maximum absolu de y| y et m^ les autres maxima; doncf(m^) —> — oo
s'il y a une infinité de maxima. Soit X, =Y ny"-1^), 3X, ==^(R2) n/'-1^). D'après
le choix de Y, lorsque / décroît, X^ ne subit que les transformations suivantes : apparition
d'une composante ou d'une composante de bord, somme connexe sur le bord et chirurgie
d'indice 0 sur l'intérieur. Soit ^ un col (de type I) defg au niveau ^ qui correspond
à une somme connexe sur le bord pour X,; donc, dans X(._g, on a un arc propre J(^)
qui coupe la composante de X(._g qui le contient. On peut suivre par continuité cet
arc en J((^) pour t< ti avec J((^) disjoint des J<(^-) déjà présents et J<(^) coupant
la composante de X^ qui le coudent (il suffit de faire attention lorsque X^ subit une
chirurgie d'indice 0). Ces familles d'arcs donnent des membranes P,CY. Soient Y^
les composantes connexes du complémentaire dans Y de la réunion des P,$ le bord de
l'adhérence Y .̂ de Y dans Y, ÔYj, est un plan car les 8Y, ^/~1W sont tous connexes.
Posons ̂ -(R2) == 8Yj. Le sup(/ |y.) est atteint en un maximum de/ [y ou en un maximum
defg, donc sup(/ [y.) -> — oo. D'après 1), on remplace chaque Yj par

G^R^cy-^-^sup^.)])

et les G^R3.) se recollent le long des membranes P, pour donner G:R^<-^M,

f°^ -^^ - w et aG(Râ^ == ^(R2)-

Corollaire 5.23. — Soit X un complexe fini et soit u : G = 7Ci(X) -> R; il y a équivalence
entre

1) ^fy(X) est contractile^
2) u est stable et C.(X, u) est acycliçue.

Gela résulte de 5.3, 5.10 et 5.15.

Corollaire 5.24. — L'ensemble des u eH^X.R) tels que ^(X) est contractile (resp.
^(X) contractile et r(X, u) = 0 dans Wh(G, u)) est un ouvert de H^X, R).

Cela résulte de 5.23, 1.17 et 5.17.

5.25. Démonstration du théorème en dimension 6. — Soit a une forme de Morse sur M6

dans la classe u avec ^(M) et ^_y(M) contractiles où a n'a que des points critiques
d'indice 2, 3, 4.
1) Suppression des points critiques df indice 2. On raisonne comme en 4.6 pour l'élimi-
nation intermédiaire; on trouve ^o? €Q d'indice 3 et 4 et un pseudo-gradient générique Ç
pour lequel [^, ?J = 1 + (u < 0) et [Jg, ^.] = (u < 0) pour j ̂  2. Soit

L=ypo)-/^i).
Sans bouger Ç et en montant des points d'indice 4, on construit un équipement de taille L
pour les points critiques d'indice 2, donc lesf"1^) sont 1-connexes (5.18). Sif etf sont
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des liaisons de longueur < L entre c, et rfo avec g{l) = g{f), e(/') == — e(/"), on trouve
un pré-disque de Whitney A (avec A n W^è, L + s) = 0 si î{b) = 4) qui vérifie les
hypothèses de 3.6 sauf que A n W^,, L) n'est peut-être pas vide mais intersection
transverse formée d'un nombre fini de points. Pour chacune de ces liaisons de longueur
I/ ^ L de c, à A, on choisit un petit disque B C A autour du point correspondant de
A n W"(^, L). On considère le cylindre de trajectoires de — Ç s'appuyant sur 8K de
longueur L' + s, on rebouche le bord inférieur par un exemplaire parallèle à A<;., on
met tout cela transverse à Ç, puis, après avoir encore monté des points d'indice 4 de
L + s, on remonte le tout au niveau de A; on obtient un vrai disque de Whitney A'

0

avec les mêmes conditions que pour A, mais en plus A' n W"^., L) = 0 pour tout j.
On suit alors les démonstrations de 3.6 et 4.6.
2) En changeant le signe de a, on est ramené au cas où a a uniquement des points
critiques d'indice 2 et 3. La partie 2 de la démonstration de 4.7 s'applique; la partie 1
aussi après création d'équipement de taille L (ce qui ne nécessite plus de bouger a)
d'après l'argument précédent.
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