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SUR LA TRIALITE
ET CERTAINS GROUPES QUI S’EN DEDUISENT

Par J. TITS
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INTRODUCTION

Un espace projectif défini sur un corps commutatif K, et que, pour fixer les idées,
nous supposerons tridimensionnel, est toujours isomorphe 4 son dual ; on peut exprimer
ce « principe de dualité » en disant que les points et les plans de espace jouent un réle
symétrique vis-a-vis de la relation usuelle d’incidence. Plus précisément, dans cet espace
existent des polarités, transformations involutives permutant les points et les plans et
respectant 'incidence. L’ensemble des points autoconjugués d’une polarité, c’est-a-dire des
points qui appartiennent au plan qui leur correspond, est soit I’ensemble vide, soit
Pespace tout entier (polarité « nulle »), soit une quadrique ordinaire ou hermitienne.
Une polarité induit une permutation involutive sur 'ensemble des droites de I’espace ;
on peut donc parler de ses droites fixes, qui sont contenues dans I’ensemble des points
autoconjugués (et qui sont d’ailleurs les seules droites contenues dans cet ensemble,
sauf dans le cas des polarités nulles).

Une situation analogue se présente sur les hyperquadriques de dimension 6, non
dégénérées et non défectives (1), d’indice maximum, ot régne un principe de trialité ([5], [7]).
Ici, trois types d’étres, les points et deux espéces de variétés linéaires 2 g dimensions,
jouent un réle symétrique vis-a-vis d’une relation d’incidence naturelle (cf. les n% 1. 3
et 8. 1), et il existe des transformations cycliques de période g qui les permutent circulai-
rement et qui respectent I'incidence. Pour ces transformations, auxquelles nous donnons
le nom de trialités, peuvent aussi étre définis des points autoconjugués et des droites
fixes. Le présent travail a pour objet ’étude des trialités, et plus particuliérement de celles
qui possédent des points autoconjugués.

Apreés un chapitre préliminaire, nous examinons, au chapitre II, quelques propriétés
générales des trialités, propriétés concernant notamment les points autoconjugués et les
droites fixes. Cela nous conduit & une classification projective compléte des trialités
possédant des points autoconjugués ; elles sont essentiellement de deux types, notés I
et II, les trialités de type II étant toutes projectivement équivalentes entre elles (pour
un corps K donné) tandis que les trialités de type I; sont en correspondance biunivoque
avec les automorphismes ¢ de K tels que ¢®=Iidentité (en abrégé : id.). Poursuivant
le parallele établi plus haut entre polarités et trialités, on peut assez naturellement faire

(Y) Précision nécessaire seulement lorsque K est un corps de caractéristique 2. Pour les définitions, cf. par
exemple [7] ou [12].
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SUR LA TRIALITE ET CERTAINS GROUPES QUI S’EN DEDUISENT 15

correspondre aux types Ig, Is (63=id.) et II, respectivement les polarités nulles, les
polarités hermitiennes et les polarités « ordinaires ».

Une étude particuliere de chacun des deux types de trialités fait ’objet des
chapitres III et IV. Au chapitre III, nous nous attachons principalement & déterminer
la structure du groupe G des projectivités qui conservent une trialité de type Is. Il
se trouve (théoréme 7. 2. 1) que le dérivé de G est toujours un groupe simple. La démons-
tration que nous donnons de cette propriété est générale, et ne fait pas apparaitre de
différence entre divers cas (exception faite, dans une certaine mesure, pour le cas du
corps K =F, de deux éléments). Ily a lieu cependant de noter la différence fondamentale
existant entre les cas c=id. et c%id. au point de vue de la théorie des groupes
algébriques ([6], [16]) : lorsque c=id., G est un groupe de type G, sur K,  savoir la
forme « normale » de ce type, c’est-a-dire celle définie par C. Chevalley dans [8], tandis
que quand o>~id., G est une forme non normale de type D, sur le corps L des éléments
fixes de ¢ (1). Ces nouvelles formes de D,, qui n’ont pas d’équivalent dans le cas classique
du corps des complexes, ont été rencontrées indépendamment par D. Hertzig (non
publié) et par R. Steinberg [17] (3) ; d’autre part, il est vraisemblable qu’elles sont en
étroite relation avec certaines algebres de Lie de type D, étudiées par C. Carroll (3).
Le cas ou o3id. et ot K'=F; est un corps fini présente un intérét particulier, les
groupes G qui y correspondent constituant une nouvelle classe de groupes finis simples ;
selon un résultat de D. Hertzig, ces groupes sont, avec les groupes classiques, les groupes
exceptionnels de Chevalley et les groupes (formes non normales) de type E; définis
dans [18] (%), les seuls groupes finis simples qu’on peut obtenir & partir de groupes
algébriques simples par les procédés usuels.

Le chapitre IV est consacré aux trialités de type II. Celles-ci ne présentent pas
le méme intérét que les trialités de type I, du moins en ce qui concerne les groupes
qu’elles déterminent. En un certain sens, leur étude se trouve ramenée a un probléme de
géométrie projective plane (cf. les théorémes g. 1.2 et 9. 2. 1), sauf dans le cas de la
caractéristique g qui apparait, pour ainsi dire, comme un cas de dégénérescence.

L’espace constitué par ’ensemble des points autoconjugués et des droites fixes
d’une trialité, considérés intrinséquement, c’est-a-dire abstraction faite de I’hyper-
quadrique de départ et de la trialité en question, jouit de propriétés d’incidence remar-
quables (n% 4. 3.1 et 4. 3.2). Dans un appendice, nous considérons la classe d’espaces
plus généraux, que nous appelons hexagones généralisés (cas particuliers de polygones
généralisés) obtenus en prenant ces propriétés pour axiomes, et nous en indiquons, sans

(}) Cela signifie que le groupe déduit de G par extension du corps de base L a un surcorps (cf. [6], p. 105)
— en Poccurrence K — est le groupe (normal) de type D,, c’est-a-dire la composante de I’élément neutre du groupe
des projectivités d’une hyperquadrique de dimension 6 (sur K).

(3) Il est hors de doute que les groupes considérés par R. Steinberg sont les mémes que ceux dont il est question
ici (la coincidence des ordres nous parait, & elle seule, un indice presque concluant), bien que les bréves indications
données dans [17] ne nous permettent pas de l’affirmer en toute rigueur.

(3) D’aprés une communication de N. Jacobson.
(%) Certainement identiques & ceux dont il est question dans [17].
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16 J. TITS

démonstration, quelques propriétés qui éclairent, en les situant dans un cadre plus général,
certains résultats des paragraphes précédents, notamment ceux concernant les liens entre
trialités de type II et géométrie projective plane.

Des conversations avec MM. D. Hertzig, N. Jacobson et J.-P. Serre ont souligné
pour moi lintérét que pouvaient présenter certaines des idées développées dans ce
travail (1). M. J. Dieudonné a bien voulu lire mon manuscrit qui, dans sa forme présente,
est redevable de ses nombreuses et utiles suggestions. Il m’est agréable de leur en exprimer
A tous mes sincéres remerciements.

(1) Les principaux résultats exposés ici, et notamment le théoréme 7. 2. 1, ont été obtenus lors d’un bref séjour
a Paris en février 1955.
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CHAPITRE PREMIER
PRELIMINAIRES, RAPPELS

§ 1. Notations, terminologie.

I. 1. Les indices latins varieront toujours de o a 2 et les indices grecs de o a g,
sauf mention explicite du contraire. Un indice placé entre crochets devra étre réduit
mod. 3 ; on aura, par exemple

X[s] = xo 5 x([—l]) — x(2)

Etant donné un systéme de coordonnées dans un espace projectif, le point fondamental
correspondant & une coordonnée, soit x;, ¥, ..., c’est-a-dire le point ou toutes les coor-
données s’annulent a ’exception de celle-13, sera désigné par la capitale correspondante,
X, ¥, ... Le transformé d’un point ou d’un ensemble ¢ par une application f sera
noté (a)f, af ou af. L’expression : « variété linéaire a r dimensions » sera abrégée en « V, ».

1. 2. Espaces projectifs (*).

Tous les espaces projectifs considérés seront des espaces définis sur un corps
commutatif K.

Une application biunivoque d’un espace projectif sur un autre, éventuellement
confondu avec le premier, est une collinéation si elle applique toute droite sur une droite.
X = (%, %1, + -5 %) € Y= (Do, V1, - - -, 9,) étant des systémes de coordonnées projectifs
dans les espaces en question, I’équation générale d’une collinéation, pour n > 2, est

(1.2.1) y=x%.a
ol a est une matrice & (n+1) X (n+1) éléments, déterminée & un facteur constant
pres, et ot ¢ est un automorphisme du corps K. Onditque la collinéation (1. 2. 1) appartient
a automorphisme o et on appelle collinéation linéaire ou projectivité une collinéation
appartenant a I'identité. Une réciprocité (une réciprocité lindaire) est une collinéation (une
collinéation linéaire) d’un espace sur son dual.
Soient P un espace projectif et ¢ une collinéation de P sur lui-méme, d’équation
x'=xC.a.
¢ est conservée par (i.e. permute avec) la projectivité
x'=x.b

() Il y a lieu de noter quelques différences entre la terminologie, assez classique, adoptée ici, et celle de
J. Dieudonné [12], notamment en ce qui concerne emploi des termes « projectivité » et « collinéation ».
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18 J. TITS
si
(1.2.2) (bo)—t.a.b=*F%.a

ou k=K. On désignera par (¢)M le groupe multiplicatif des éléments kK tels qu’il
existe une matrice b satisfaisant a (1. 2. 2), par (¢)A le groupe des éléments b K tels
qu’il existe une matrice b de déterminant |b|=24 vérifiant (1.2.2) avec k=1, et
enfin par (¢)H ’homomorphisme (¢)H : (¢)M—E*/(¢)A (K* =groupe multiplicatif
des éléments non nuls de K) défini comme suit : 'image de A& K par (9)H est la classe
mod. (p)A du déterminant |b| d’une matrice quelconque vérifiant (1.2.2). On
voit sans peine que ()M, (¢)A et (¢)H ne dépendent que de ¢ et non du systéme de
coordonnées choisi, ni du facteur arbitraire qui intervient dans la matrice a. On notera
aussi que les éléments de (¢)A sont tous des éléments fixes de o.

Une projectivité d’un espace projectif P a n dimensions sur lui-méme est dite
biaxiale si elle conserve tous les points de deux variétés linéaires v et v’ de dimensions r
et r =n—r—1, ainsi que tous les hyperplans contenant » ou v'. v et v’ sont appelés
les axes de la projectivité. Celle-ci est dite spéciale si I'un des axes est contenu dans ’autre.
Une projectivité biaxiale non spéciale a pour équations, dans un systéme de coordon-
nées (%g, Xy, ..., %,) convenablement choisi

X =% (i=o0, ..., 1)

x';=x;.a (j=r+1, ..., n)

a est appelé Vinvariant de la projectivité biaxiale en question. Une homologie est une
projectivité biaxiale dont les axes sont un point (centre de ’homologie) et un hyperplan
(axe de I’homologie).

I.3. Deux variétés linéaires d’un espace projectif sont généralement dites incidentes
si Pune d’elles contient ’autre. Lorsqu’on étudie la géométrie intrinséque d’une hyper-
quadrique Q de dimension paire 27, il y a quelquefois intérét a étendre cette définition
en considérant aussi comme incidentes deux V, appartenant & ( et se coupant suivant
une V,— ; C’est ce qu’on fera ici.

L’attention étant toujours portée sur une hyperquadrique Q, on dira que deux
points sont alignés (sous-entendu : « sur Q »), que trois points sont coplanaires, etc.,
si la droite déterminée par les deux points, le plan déterminé par les trois points, etc.,
appartiennent a Q.

§ 2. Collinéations de période 3 dans les plans projectifs.

2. 1. Collinéations & points fixes.

Soient II un plan projectif défini sur un corps K, ¢ une collinéation de période 3
(p3=Iidentité) de II appartenant & Pautomorphisme ¢ de K (o®=VIidentité), et L le
corps des éléments fixes de o.
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SUR LA TRIALITE ET CERTAINS GROUPES QUI S’EN DEDUISENT 19

Supposons tout d’abord qu’il existe un point p tel que p, po et po® ne soient pas
alignés et prenons ces trois points comme points fondamentaux X; d’un systéme de
coordonnées x;. Les équations de ¢ s’écrivent

(2. 1. 1) X =x% 4@

Si ¢ posseéde un point fixe, on peut le choisir comme point unité (point de coordon-
nées 1, 1, 1) du systtme de coordonnées et il vient alors a,=a, =a,. Supposons en
outre que o differe de I'identité, et soit £ un élément de K tel que £, k%, ko forment
une base normale de K sur L (cf. [2], pp. 157 & 159). Alors (loc. cit., prop. 13), la
matrice

k ko ko

ko' k ko

ko ko' k

est inversible et la projectivit¢ de II qu’elle définit transforme ¢ en la collinéation
d’équations

! —
X, =X

Considérons & présent le cas ou p, po et pp? sont alignés quel que soit p. Alors,
par tout point p non invariant par ¢ passe une droite invariante (p)d, a savoir, la droite
joignant p et po. Si toutes les droites ainsi définies concourent en un méme point, toute
droite passant par ce point est invariante, et ¢ est une homologie qui est spéciale ou non
selon que K est ou non de caractéristique 3 (en effet, selon le cas, le groupe multiplicatif,
respectivement le groupe additif, de K ne peut contenir aucun élément d’ordre 3).
Supposons enfin qu’il existe trois points non invariants, p; (¢=o, 1, 2), tels que les
droites d;= (p;,)d ne soient pas concourantes ; nous allons voir que cette hypothese
implique une contradiction. Les points ¢,=d, Nd,, ¢=d,Nd, et go,=d,Nd; sont
invariants par ¢. Soit 7; un point quelconque de la droite p,g;, distinctde p; et ¢, La
droite (r,)d ne peut passer par ¢;, sinon elle serait confondue avec p,g; et p,=p,q; N (r;)d
serait un point fixe de ¢. (r;)d coupe donc 'une au moins des deux droites d; (j5<t) en
un point distinct de ¢, ¢; et ¢,. Ceci étant vrai pour tout 7, deux au moins des droites d;
contiennent au moins un point fixe de ¢ distinct des ¢; ; soient, pour fixer les idées,
5oEd, et s;=d; de tels points. Introduisons a présent un systtme de coordonnées x;
ayant pour points fondamentaux X;=g¢;, et pour point unité le point d’intersection des
droites g¢o5, et ¢;5;- Ces quatre points étant invariants par la collinéation ¢, celle-ci
aura pour équation

r
Xy=x°

Mais alors, si £ est un élément de K choisi comme plus haut, et si p désigne le point de

coordonnées (%, k%, k%), p, po et pe* ne sont pas alignés, contrairement a ’hypotheése
faite au départ.
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20 J. TITS

De ces remarques, il résulte que

2. 1. 2. Toute collinéation de période 3 de 11, possédant au moins un point fixe, est projecti-
vement équivalente & une et une seule des collinéations sutvantes :
(Is) X =x°
(1) X = (i)
(I1I,) St g=o,
Xo="%o+ %
X=%
Xy=1Xy

(ITI£) 87 320 et si les trois racines cubiques de Uunité, 1, ¢, €* appartiennent & K,
xp=¢e*l.x,
> X =%
Xg =X,y

On vérifie immédiatement que

2. 1. 3. Les points fixes de (1) forment un plan projectif sur le corps des éléments fixes de o,
(II) a trois points fixes (non alignés) si 3520 et e K, et un seul dans les autres cas, (I1I,) a
une droite de points fixes, et enfin, (II1%) a une droite de points fixes et un point fixe extérieur a
celle-ct.

2. I. 4. St ¢ représente une collinéation de période 3 de 11 possédant au moins un point fixe,
(p)A est le groupe de tous les éléments non nuls de K qui sont fixes pour I’ automorphisme o de K
auquel appartient .

2. 2. Deux propositions concernant le cas général.

Supposons & présent que ¢ n’ait pas de point fixe. On peut encore choisir le point
de coordonnées (1, 1, 1) et normaliser les a; de facon & avoir, dans ’équation (2. 1. 1),
ay=a; =1. En exprimant que ¢* est I'identité, on voit alors que a$=a,. De ceci, nous
retiendrons en particulier que
2. 2. 1. Toute collinéation ¢ de période g de 11 peut, par un choix convenable du systéme de
coordonnées x = (%, %1, X5), Etre écrite sous la_forme

x'=x%.a
ol a est une matrice & 9 éléments, invariante pour . On peut en outre s’arranger pour que a%=|a|.x

(|a|= déterminant de a, ¥ =matrice unité), sauf si ¢ est une homologie non spéciale (ce qui
implique en particulier que 3=0 et e=K) ().

(1) L’exemple de la collinéation x’' =x0.a, avec

<soo‘\
a=(010
oox/

montre que a®=|a|.1 n’est pas une conséquence de a®=a.
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SUR LA TRIALITE ET CERTAINS GROUPES QUI S’EN DEDUISENT 21

Montrons encore que
2. 2. 2. Le groupe ()M est le groupe de tous les éléments non nuls k de K tels que k. ko .ko* =1,
et Uimage d’un élément k de ce groupe par I’homomorphisme (p)H est la classe mod. (@)A de k[ks'.
En égalant les normes N(x)=%°".%%.% des deux membres de la relation (1.2.2),
on voit que tout élément £ de (p)M vérifie la relation £.£°.k°" = 1. Réciproquement,
soit k & K un élément non nul remplissant cette condition, et supposons qu’on ait
0 a4 o
=0 0 a
G O O
La matrice
1o o
b=|0ok o
0 o k.o

de déterminant |b|=£k/k®", vérifie alors la relation (I. 2. 2).

§ 3. Principe de trialité (%).
3. 1. Description géométrique.

Soient K un corps commutatif, P® un espace projectif & 7 dimensions sur K, x{),
Y un systéme de coordonnées projectives dans P9, et Q% I’hyperquadrique d’équation

0 0
=0 )0 =0

Les V; appartenant & Q® peuvent étre réparties en deux familles, deux V, appar-
tenant 4 la méme famille si, et seulement si, leur intersection a une dimension (projective)
impaire, c’est-a-dire, est une Vj, une droite, ou ’ensemble vide. Nous appellerons V¢
les V, appartenant 4 la méme famille que la V; d’équations "’ =o, et V) les autres.

La variété des Vi) (i=1,2) de Q!9 est une hyperquadrique Q%, projectivement
isomorphe 2 Q(®. Une V, de QU représente soit ’ensemble des V¥ de Q!® contenant
un point donné, soit ’ensemble des V) incidentes & une V) donnée ; suivant le cas,
on dira qu’il s’agit d’'une V' ou d’'une V¥, et on définira de méme les VY et les V!
de Q2. A Pensemble des points d’une droite de Q) correspond I'ensemble des V%
de Q% (i=1,2) contenant une droite. On donnera le nom de T-correspondance a la
correspondance
points de Q¥ V¥ de QT+ V) de QE-1

i ¢ ) . .
3 ) droites de Q!?«-droites de OV« droites de Q®

ainsi établie, qui respecte la relation d’incidence, et par rapport a laquelle les trois
hyperquadriques Q@ jouent des réles symétriques.

Dans la suite, des éléments se correspondant dans (3. 1. 1) seront le plus souvent
identifiés, ce qui donnera un sens a des expressions telles que : « I'incidence d’un point

) Cf. 5], [7].
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22 J. TITS

de Q% et d’un point de Q) ». Il y a lieu de préciser, toutefois, pour éviter une ambiguité,
que si des symboles p, g, ..., représentant des points, droites ou V; de certaines des Q,
interviennent dans des expressions telles que pNg¢, pEg¢, etc., ils doivent alors étre inter-
prétés comme ensembles de points de Q(®; si, par exemple, p et ¢ sont des pointsde QU
pNgq désigne 'intersection des V; de Q© qu’ils représentent, c’est-a-dire ’ensemble
des points de Q® incidents simultanément & p et a ¢.

3. 2. La forme trilinéaire fondamentale.

Soit P% I’espace projectifa 7 dimensions contenant Q. Ilexiste une forme trilinéaire
T(po, p)) p@) (pVesPY)

jouissant de la propriété suivante : la forme linéaire obtenue a partir de 7 en fixant deux
des points p) s’annule identiquement si, et seulement si, les deux points choisis appar-
tiennent aux Q® correspondantes, et sont incidents entre eux. Cette propriété définit T
(2 un facteur pres). Réciproquement, la donnée de T caractérise les hyperquadriques Q%)
et la T-correspondance (3. I. 1).

Les systémes de coordonnées x'”, % utilisés dans les P% seront toujours supposés
tels que les Q@ aient pour équations

T =0
et que (%)
T — |x’,(”| + Lyi("')l_xs(o) . x3(1) . x3(2)_.y3(0) .))3(1) '.y3(2) +
. 2. I . . . . . ‘e
(3.2.1) \?‘g (25 6+1) (42D 4 360 G+1D p (62D )

o 47| (5f) représente le déterminant des x” (des ). Le systtme de coor-

données x\), 3 peut étre choisi arbitrairement (4 condition que Q© ait la bonne

équation) et les deux autres sont alors parfaitement déterminés par la condition précédente.
On notera encore deux conséquences des conventions précédentes.

3. 2. 2. Les points XU, YW, X et Y@ correspondent respectivement aux Vi de Q1

déquations £ =o, y0=o0, Y =x"=0 e V=)V =o.

Traitons, & titre d’exemple, le cas du point X ;. En posant dans (3. 2. 1)
%V =9, =0, il vient,

T= x3(1) . (_.xa(o) . x3(2) -+ zxi(o) _yi(z))
i

expression identiquement nulle en les %4, »,® si %% =o.

(%) Cf. [5], p- 51. Le passage des notations de E. Cartan aux ndtres peut étre réalisé par les formules suivantes :

xl = x,0) o3 =%olt) Er=—2®
x2=x,0) Ear=x,1) Ep=—0
%3 = x,(0) E1p = x,(1) &3 =—2,0
=% i =20") =2
x =y, Eoa =211 Easa= '_xo(:)
x2 =9, Esa=2,1) Eaa=—x)
%8 = 9,0 o0 =—23(1) 120="—%5®)
K =50 €128 =51 E10="—5%
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3. 2. 3. Le point p'® de coordonnées x{0, x50 = pO=o0, et le point pV de coordonnées
2V, %, =9, () =0 sont incidents si, et seulement si, les %0 et les x/V sont proportionnels.

En effet, T(p, pW, p®)) =] xi) | est identiquement nul en les %, si, et seulement
si, la condition énoncée est remplie.

3. 3. T-collinéations, trialités.

On appellera T-collinéation ou collinéation du triple (P©, PV, P®)  un ensemble
o= (¢9, o), ¢®) de trois collinéations des espaces P% sur ces mémes espaces, pris éven-
tuellement dans un ordre différent, appliquantles Q% surles Q%, et respectant I'incidence.
On dira que ¢ appartient a un automorphisme ¢ de K (resp. est linéaire) s’il en est ainsi de
chacune des ¢, auquel cas ¢ transforme T en T° (resp.conserve T ). Enfin, on réservera
le nom de T-projectivités — ou simplement de projectivités — aux T-collinéations linéaires
conservant chaque P9, et celui de trialités aux T-collinéations cycliques de période 3,
permutant circulairement PO, P1) et P®), dans I'ordre indiqué.

Toute collindation o de P® sur P¥) (i =ous£i) appliquant QP sur QW) s’éiend en
une T-collinéation bien déterminée. En effet, soit (7, j, k) une permutation de (1, 2, 3), et
disons que les V7,0 et les V3® de Q) sont appliquées par ¢ respectivement sur les V0"
etles V,®) de Q). ¢ induit une application de ’ensemble des V%) de Q® surl’ensemble
des V,0") de Q%), donc une application de Q@ sur QY), qui transforme toute V7, de QW
en une V) de QU7 et qui s’étend par conséquent, d’apreés un théoreme bien connu
de W. L. Chow [g], en une collinéation (unique) ¢% : P6 — P0), De méme, ¢ induit
une application de Q% sur Q%) qui s’étend en une collinéation ¢® : P®_ PE),
o= (9, ¢, ¢@) est alors la T-collinéation en question.

Des systéemes de coordonnées x, y étant choisis dans les P%, soit ¢ une
T-collinéation conservant les six points X3, ¥3®. Il résulte de la proposition 3. 2. 2 que ¢
opére séparément sur les quatre groupes de variables x,9; %, »(0 .0, TLa méme
conclusion est évidemment valable lorsqu’on remplace l'indice supérieur (o) par un
autre. En exprimant alors que ¢ transforme 7 en 79, on voit que ces équations doivent
avoir la forme

x/(0) —x(0)o g xru):xmc,% xf(2)=x<2>aﬁ£
a
x’3(0) e x3(0)6 x’3(1) — x3(1)0 xl3(2) — x3(2)6
(3.3.1) a.a* ,
y’(o) =y(0)0'.k.a* y'(l) — y(l)O'._k_. y (2) =y(2)0'.a*
1.(0) — 5 (05 _k (10— y (e, & @) — y @) F
Yg =D P =D e Vet =0T

ou  x = (%0, %, 2,0y = (y00), »,@) »,0) a=(a;) est une matrice inversible a
9 éléments, a=|a| est son déterminant, a*=(a"1)}, k (20)= K, et o est un auto-
morphisme de K. On représentera par ¢,;c la T-collinéation d’équations (3. 3. 1).
Lorsque o est I'identité, on écrira encore @, 6= Pax-
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La trialité 7, d’équations
x'(0) — x([i—1])
(3-3-2) y'0) = ylli—1)
permute cycliquement les points X, et les points 2,®. Il en résulte que toute T-colli-
néation jouissant de cette derniere propriété est de la forme ¢, %, - 7o-
Les identités suivantes seront utiles :

(3-3-3) Pa,k,0° Poip = Pafob,if.1,0.p
To-Pakyo-To L= Pak, k
(3' 3' 4‘) m)m’c
®b,1- (Pa, k0 To) - Pb,1= Pa, k', 6 - Tos AVEC
(3-3-5) l (Io)-1.1
a'=(b%lab.~— et i =k.
(be)a- by [b]
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Cuaritre II
PROPRIETES GENERALES ET CLASSIFICATION DES TRIALITES

§ 4. Points, droites et plans remarquables.

4. 1. Points autoconjugués, droites fixes, points et plans spéciaux.

Soient Q® les hyperquadriques du § 3, et © une trialité donnée.

p et q étant deux points quelconques de Q) les relations peEgqr et gEp® sont équi-
valentes, la seconde étant transformée de la premiére par <2 (qui respecte I'incidence).
On dira qu’un point pe= Q) est autoconjugué (ac.) par rapport & ~ si pepr, ou, ce qui
revient au méme, si peEpri.

Puisque 7 respecte I'incidence, la transformée dv d’une droite d est contenue dans
toutesles V3 pv correspondant aux points ped ; deux quelconquesdeces V, ont d’ailleurs
d~ pour intersection. En particulier, si d est une droite fixe de ~, cest-a-dire si d=dr,
tout point de d est ac.

4. 1. 1. Sotent p et p' deux points ac. distincts. St p' est contenu dans pr ou dans pr2, il est
contenu dans prOpr3, et la droite d=pp' est fixe, c’est-d-dire que d=prNp'v=pr>Np'.

En effet, soit par exemple p'epr. Alors, pep's® D’autre part, d=pp'Cpr,
donc drcpt®. Mais dcp's®, donc p'eEdrCpr® et p'Eprnpt® De plus, d=pp’ Cpr?,
donc pedr et dv=pp'=d, c.q.f.d.

Quel que soit pe=Q, on désignera par prw, ou simplement par pw, linter-
section prnpr®. Lorsque p est ac., p et pr sont incidents ; il en est donc de méme
de pv et pr?, puisque v préserve lincidence, et pw=prNp:® est un plan. Dans le
cas contraire, pw est un point.

On appellera plans spéciaux les plans po correspondant aux points p ac., et point
spécial tout point appartenant & un plan spécial.

4. 1. 2. Pour un point p non ac., les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) p est spécial ;
(ii) po est ac. 5
(iii) p et pw sont alignés.
4.1.8. Un point spécial non ac., p, est contenu dans un seul plan spécial, a savoir (po) .
4. 1. 4. St p nest pas spécial, (po)w=p. En d’autres termes, o définit une involution sur

Pensemble des points non spéciaux.
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Soit p un point spécial non ac., contenu dans le plan spécial go. On a pegr
et pe=gr® donc geEpt® et gepr, par conséquent ¢=pw, ce qui démontre 1. 3. 4.
et Pimplication (i) — (ii).

Soit maintenant p quelconque, non ac. On a peEpr et poEpt?, donc peE (pow) w2
et pe(pw)r, par conséquent peE (pw)w, ce qui démontre 4. 1. 4 et les implications
(i) — (i) et (ii) — (iii).

Supposons enfin que p soit un point non ac. aligné avec pw. pr? ne contient pas p
(puisque celui-ci n’est pas ac.) ; par conséquent, (pw)t, qui est incidente & p et & pr?
contient tous les points de pt* alignés avec p, et en particulier pw, lequel est donc ac.,
ce qui démontre 'implication (iii) — (ii), la seule qui restait a établir.

4. 1. 5. St p estac., les seuls points spéciaux contenus dans pv (ou dans pz®) sont ceux de pew.

Soit gepr un point spécial. Si ¢ est ac., il appartient & pw en vertu de 4. I. I.
Supposons donc que ¢ ne soit pas ac. ¢ et pr étant incidents, il en est de méme de ¢t
et pr2. Dans la V; p7%, le plan grnp+® et la droite (pg)r®=pr®Ng¢r® se coupent en
un point qui ne peut étre que gw. Il faut montrer que gw=p. Supposons qu’il en
soit autrement. Puisque gw est un point ac. (d’apres 4. 1. 2), ce point appartient & pw
et la droite joignant p a g est fixe (cf. 4. 1. 1). Cette droite ne passe donc pas par g¢.
Mais alors, les V1) pr et (gw)t ont en commun les trois points non alignés p, ¢, go et
elles doivent étre confondues, ce qui est absurde puisqu’on a supposé p==go.

4.1.6. Il existe des points non spéciaux et ils ne sont pas tous contenus dans un hyperplan
de PO,

Supposons que tous les points non spéciaux soient contenus dans un hyperplan 7
de PO, Soit pe Q' un point extérieur a n. p estspécial, donc soit p soit pw estun point
ac.; posons ¢=p ou po suivant le cas. D’apres 4. 1. 5, tous les points de la V,; ¢r, a
Pexception de ceux appartenant & ¢, sont non spéciaux, donc contenus dans ». Par
conséquent, ¢grCm, ce qui est absurde puisque peEgr.

Remarque. — On démontre de la méme facon que si le corps K est infini, I’ensemble
des points non spéciaux est partout dense dans Q' (pour la topologie de Zariski), c’est-a-
dire n’est contenu dans aucune sous-variété propre de Q).

4.1.7. Les plans wc Q' contenant une droite fixe donnée d sont mis en correspondance
biunivoque avec les couples ordonnés (q,q') de points de d, par la relation == gvN q'v®. Lorsque
q7q’, tous les points de w, & Uexception de ceux qui appartiennent & d, sont non spéciaux.

Tout plan nmc Q® est 'intersection d’une V,®), soit ¢r, et d’'une V;®), soit ¢'<2.
Puisque d est une droite fixe, si ©7Dd, ¢ et ¢' appartiennent & d, et réciproquement.
La seconde partie de la proposition est une conséquence immédiate de 4. 1. 5.

4. 2. Les plans pr; et pr, ; la collinéation ,r.
Soit pe= Q@ un point non ac. pr et po étant incidents, il en est de méme de pr2
et (pw)t; nous désignerons par p.mw; — ou simplement par pr; — le plan pr2N (pw ).

De facon analogue, nous poserons ptN (pw )% = prm, (=pm,).
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4.2. 1. pry (resp. pry) est aussi Uensemble des points de pr> (resp. pr) alignés avec p.

En effet, puisque pw=prNp® est incident simultanément & pr et & pi2, la
Vs (po)r (resp. (pw)?) contient p et est incidente & pt® (resp. pr).

4. 2. 2. Tout point ac. contenu dans p (resp. dans pt2) est contenu dans pr, (resp. dans pr,).
En effet, tout point ac. ¢ contenu dans pr (dans p12) est aligné avec p puisque p
et ¢ sont tous deux contenus dans ¢7* (dans g¢r).

4. 2. 3. Toute droite fixe coplanaire avec p rencontre pr, et pr,.

Soient d la droite en question et gtNg¢g'w® (¢,¢9'€d) le plan qu’elle détermine
avec p (cf. 4.1.7). Puisque pegr, g=p®, or p et ¢ sont alignés, donc g&pm,
(d’aprés 4. 2. 1). De méme, ¢ Epr,.

Dans la suite de ce numéro, nous supposerons que p n’est pas spécial ; il est clair qu’on a alors

(po)m = pmy et (po)my=pm;

4. 2. 4. La plus petite variété linéaire contenant les points p et po> et les plans pr, et prm,,
est Uespace PO lui-méme.

En effet, soit v la V, déterminée par p, pw et prw,, c’est-a-dire par p7® et (pow)z.
Ona 7N Q9 =pr?U (pw)r. Lavariété nNpr est contenue dans n N Q%; or, pr2Npr=pw
et (pw)rNpr est vide, car si cette derniére intersection était une droite, p et pw seraient
alignés et p serait spécial (cf. 4. 1. 2). Par conséquent, nNpr se réduit au point pw et
un simple calcul de dimension montre alors que P© est la plus petite variété linéaire
contenant 7 et pr.

7 induit une collinéation de la gerbe des droites passant par pw et contenues
dans pt® sur la gerbe des droites contenues dans (pw )t et passant par p. En faisant la
section de ces gerbes par le plan pr;, on obtient dans celui-ci une collinéation qui sera
désignée par ,v. En d’autres termes, on posera pour tout ¢ & pm,

g,m=pmiN(q.po)T

ou (¢.pw) désigne la droite joignant ¢ et pw. En intervertissant p et pw, on définit
de méme la collinéation ,,t de pr,.

¢ étant un point de pr;, I'ensemble des points de pm, alignés avec ¢ est une droite
qu’on notera ¢,8. Ainsi, ,§ est une collinéation de pm, sur le dual de pm,. On représen-
tera encore par le méme symbole ,3 la collinéation qui lui correspond, du dual de pr,
sur pm, ; celle-ci a pour inverse la collinéation 0.

4.2. 5. La transformée par ~ d’une droite remcontrant prm, et pr, respectivement en des
points q et 1, est la droite joignant les points g, et 1,7

Soient d la droite en question et » la V5 contenantle plan déterminé par d et po.
v est incidente & pr (puisque v et pr contiennent toutes deux les points 7 et pw), et
contient la droite pw.g (droite joignant les points pw et ¢). Doncle point »r appartient
a p7® et ala droite (pw.g)r, c’est-a-dire que vt=g,7. Puisque v contient d, dr contient
vT=g¢,7, et aussi, par raison de symétrie, r,,T, ce qui démontre notre proposition.
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La proposition précédente a pour conséquences immédiates les trois suivantes.

4. 2. 6. o est cyclique de période 3.

4. 2. 7. Si on convient de représenter par ,r, non seulement la collinéation de pm,
définie plus haut, mais aussi la collinéation du dual de pr, induite par celle-1a, alors ,,t
est la transformée de v par 3, c’est-d-dire qu'on a :

6T = pex0 - 5T+ 0

4.2.8. La transformée par © d’un point g pr, est la V, déterminée par les points p et g,,
et par la droite (q,7),3.
De cette derniére proposition et de 4. 2. 2, il résulte que

4.2.9. Les points ac. contenus dans p<® (resp. dans pt) sont les points fixes de la colli-
néation v (resp. pov). Si q désigne un tel point, qw est le plan déterminé par q et par la
droite q,3 (resp. gpesd).

Si la collinéation ,r a un point fixe, elle laisse aussi une droite invariante, donc ¢t
a un point fixe, en vertu de 4. 2. 7. Il en résulte que, pour un point non spécial p, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

pr renferme (au moins) un point ac. ;
p7? renferme (au moins) un point ac. ;
,% Pposséde (au moins) un point fixe.

Un point non spécial p qui jouit de ces propriétés sera dit extérieur @ = (ou point extérieur
de <), par analogie avec la définition des points extérieurs & une conique, points dont la
polaire rencontre la conique. La proposition 4. I. 5. peut alors étre précisée comme suit :

4. 2. 10. 87 g est un point ac., tous les points de qv (ou de q7%), @ exception de ceux contenus
dans qw, sont des points extérieurs.

Enfin,

4.2.11. Si q désigne un point fixe de v (et donc un point ac. de <), on peut établir une corres-
pondance biunivoque entre Uensemble des droites passant par q et contenues dans le plan go, et
Pensemble des droites passant par q et contenues dans le plan pr,, telle que Iaction de © sur le premier
ensemble corresponde a Paction de v sur le second. En particulier, les droites fixes de ~ qui passent
par q sont ainsi mises en correspondance avec les drottes fixes de v qui passent par q.

C’est une conséquence immédiate des propositions 4.2.7%7. et 4.2.9. Si dCqw
est une droite passant par ¢, la droite correspondante dans pm, est (dNpry)ped.

4. 3. Paires de points ac. Points ac. et droites fixes.
Soient ¢ et ¢’ deux points ac. distincts donnés. L’énoncé qui suit concerne deux
espéces de points :
(i) Les points p non ac. tels que ¢Epr, et ¢ Epr, ;
(ii) Les points p ac. tels que pg et pg' soient des droites fixes.
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Remarquons d’emblée que les points de I'une et ’autre espéce appartiennent 2
Pintersection ¢t g¢'z%.

4.9 1. Si g et q' ne sont pas alignés, il existe un et un seul point d’espéce (i) et il nexiste
aucun point d’espéce (ii).

St g et q' sont alignés, qq’ n’étant pas une droite fixe, il existe un et un seul point d’espéce (i) et
il Wen existe pas d’espéce ().

St d=qq' est une droite fixe, les seuls points d’espéce (ii) sont les poinis de d, ce qui signifie
que trois drottes fixes ne peuvent jamais former triangle. Tous les points d’un certain plan (le
plan grN q'x®) contenant d, a Pexception des points de d eux-mémes, sont d’espéce (i). Un quel-
conque de ces points, soit p, peut étre caractérisé par la donnée des droites e=prn,Nqg'w et
¢' =pryNqo, droites soumises aux seules conditions d’étre distinctes de d, d’étre contenues
respectivement dans q'e> et qw, et de passer respectivement par q et q'.

Les points d’espéce (i) ne sont jamais spéciaux.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que l'intersection gt g¢'t® soit réduite
a un point, soit p. Puisque pe=gr et peg't?, on a aussi g=pr* et ¢'=pr. Si p est ac.,
pq et pg’ sont des droites fixes (cf. 4. 1.1), donc p est d’espeéce (ii), ¢ et ¢’ sont alignés,
puisque tous deux contenus dans pe (loc. cit.), et gg' n’est pas une droite fixe puisque
gtN¢g't® est réduite & un point. Si p n’est pas ac.,, gEpw, et ¢ Epn, (cf. 4.2.2)
donc p est d’espéce (i) ; p n’est pas spécial, sinon il serait contenu simultanément dans g
et ¢'w (cf. 4. 1. 5) ce qui est absurde (cf. 4. 1. 3) ; enfin, ¢ et ¢', qui sont respectivement
points fixes de ,7 et p,7, ne peuvent étre alignés, sinon ¢q’ serait une droite fixe (cf. 4. 2. 5)
et grNg¢'t® serait un plan.

Supposons & présent que ¢rNg¢'w® soit un plan =, c’est-a-dire que ¢t et ¢'t?
soient incidentes. Alors, ¢ et ¢'r sont incidents et d=g¢q’ est une droite fixe (cf. 4. 1. 1).
Tout point de d est d’espéce (ii). Soit p= un point n’appartenant pas a d. p n’est pas
spécial (cf. 4. 1. 7). Puisque pEgr et p=gq'? g=p? et ¢'Epr, donc (d’apres 4. 2. 2),
JEpn, et ¢ Epm,, et p est d’espéce (i). La droite pg’ est incidente & p, a ¢’ et a ¢'73,
donc la droite ¢= (pq’')7* estincidente & p12, ¢'% et ¢'t ; en particulier, elle est contenue
dans ¢'w. De plus, puisque p et e sont tous deux contenus dans ¢'7%, tous les points de e
sont alignés avec p, et ¢ est contenu dans pm; (cf. 4. 2. 1). Il en résulte que e=g'w N p=,.
On montre de méme que ¢ = (pg)r =qgo Npr,. Le point p, intersection de pg et pgq’,
est évidemment caractérisé par la donnée des droites ¢ et ¢’. Réciproquement, si ¢ et ¢’
désignent deux droites distinctes de d, contenues respectivement dans ¢'w et go et
passant respectivement par ¢ et ¢’, les droites et et ¢t sont contenues dans 7 et passent
respectivement par ¢’ et ¢ ; elles se coupent donc en un point p de «, etona e=gq'w Npm,
et ¢’ = gw N pr,. La proposition est ainsi démontrée.

4. 3. 2. Sotent q un point ac. et d une droite fixe ne passant pas par q. St q et d sont coplanaires
(sur QO ; ¢f. n° 1. 3), il existe un et un seul point q'd tel que la droite qq' soit fixe. Sinon,
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il existe un point " d et un point q', bien déterminés eux aussi, tels que les deux droites qq' et q'q”
sotent fixes.

Supposons d’abord que d et ¢ soient coplanaires, et soit v la V3V contenant le plan
qu’ils déterminent. Le point ¢’ =ut% appartient a d (puisque d est fixe), et gg’ est fixe
puisque v=g¢'r contient ¢ (cf. 4. 1. 1). L’unicité résulte de la proposition 4. 3. 1.

Si d et ¢ ne sont pas coplanaires, I’hyperplan tangent 2 Q® en ¢ coupe d en un
point ¢’, seul point de 4 aligné avec ¢. ¢¢” ne peut étre une droite fixe, sinon d et g,
appartenant au plan ¢”w, seraient coplanaires. D’apreés 4. 8. 1, il existe donc un point ac. ¢’,
et un seul, tel que ¢¢’' et ¢'q” soient des droites fixes. Réciproquement, si les droites ggq’
et ¢'q” sont fixes, ¢ et ¢ appartiennent a ¢'w, et sont donc alignés, ce qui démontre
Punicité de ¢’ et ¢.

4. 3. 3. St une trialité posséde une droite fixe, il passe au moins une telle droite par tout point ac.
C’est une conséquence immeédiate de la proposition précédente.

§ 5. Equations. Classifications.

5. I. Systémes de coordonnées associés @ une paire (trialité <, point non spécial p). Classi-
fication des paires (x, p).

Soient t une trialité donnée et pe= Q!® un point non spécial (par rapport a ).
On appellera systéme de coordonnées associé & la paire (z, p), tout systéme de coordonnées
%@, 9@ (cf. le no 3. 2) tel que X0 =p, ;0= po, XO=pr, et Y O=pn,; exis-
tence de tels systémes est assurée par la proposition 4. 2. 4. Il résulte des conditions
imposées aux points fondamentaux X, et %,®, que les points X, 7,0, X, 7,2
représentent respectivement les Vg pr, (po) T, pr%, (pw)3, c’est-d-dire que T permute
cycliquement les X, etles 2,% ; on a donc (cf. le n° 3. 3),

T=Pa,ko-To

ol 7, est la trialité d’équations (3. 3. 2). En outre, il résulte des propositions 4. 2. 8 et 3. 2. 3
que la collinéation ,tr a pour équations

x’(o) — x(o)o' .a

Réciproquement, cherchons a quelles conditions doivent satisfaire a, £ et ¢ pour
que la T-collinéation ©= @, .7, soit une trialité. Des identités (3. 3. 3) et (3. 3. 4),
on tire :

(Pak,0-T0)® = Pakc-Pak &k _+Paja| -To® = Pa,¥,0’

. ala
ITI’TI’G P
avec
a'=ac.a.a. ke
lale.k
k,__k“’.k“ |a]
T
¢’ =a?
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T est une trialité si, et seulement si, a’=1x=matrice unité, k'=1, et o' =Iidentité,
C’est-a-dire, si

a“’.a".a:x.la]".{%
(5. 1. 1) K |ale
ko' ko |a|

c®="Iidentité.
Lorsque o est Iidentité, la premiére de ces relations s’écrit
al=1.|a|
d’ott il résulte (cf. 2. 2. 1) que ,
ne peut étre une homologie si K n’est pas un corps de caractéristique 3). Réciproquement,

nous avons vu (cf. 2. 2. 1) que toute collinéation de période 3 dans le plan est projec-
tivement équivalente & une collinéation de la forme x'=x°.a, avec a=aS% et a®=1.|a|;

© ne peut étre une homologie non spéciale (c’est-a-dire,

mais lorsque a satisfait a ces conditions, les deux premieres relations (5. 1. 1) se réduisent
a k=Fk°, c’est-a-dire que T=qa -7, est une trialité dés que £ est un élément fixe de o.
En particulier, on voit que

5. 1.2, La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une trialité © et un point p non
spécial (par rapport d ) tels que la collinéation = soit projectivement équivalente & une collinéation
de période 3 donnée, est que cette derniére ne soit pas une homologie non spéciale.

Considérons & présent deux paires (v, p) et (v/,p’) formées chacune d’une trialité et
d’un point non spécial par rapport & celle-ci, supposons que les collinéations ,v et , 7’
soient projectivement équivalentes, et cherchons a quelles conditions il en est de méme
de (t,p) et (v',p'). En transformant (1/,p’) par une projectivité convenable, on peut
sarranger pour que p', p'rw, p'rmy, p'um, et 7’ coincident respectivement avec p,
P00, pr7y, pry et . Tout systtme de coordonnées associé a (7, p) est alors associé
aussi a (v/,p'), et on a, dans un tel systéme,

T = Qa,k,c-To

T = Qa,¥,5-To
avec a' proportionnel 2 a. De I'identité (3. 8. 5), il résulte qu’en transformant encore =’
par une projectivité convenablement choisie de la forme ¢;;, on peut faire en sorte que
a’'=a, C’est-a-dire que

i

T=9,.T
oll on a posé P = P1,m
m= (k'.k1)".

@, estla projectivité biaxiale d’axes pr et (pw)r, et d’invariant m. Ce dernier n’est pas
quelconque ; en effet, il résulte des relations (5. 1. 1) que le produit ¢, .7 de la projecti-
vité ,, par une trialité  estlui-méme une trialitési, et seulementsi, m® =m. En conclusion :

5. 1. 3. Soient ©, ©' deux trialités, et p, p'e Q) deux points, non spéciaux respectivement par
rapport & © et <'. i les collinéations v et ' sont projectivement équivalentes, il existe un élément
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non nul me K, invariant pour I automorphisme o de K auquel appartient ., tel que les paires (z', p')
et (@,.7,p) soient projectivement équivalentes, ¢,, désignant la projectivité biaxiale d’axes pt et
(p-w) 7, et d’invariant m.

Nous compléterons cette proposition en montrant que

5. I. 4. Les notations étant celles de Dénoncé précédent, les paires (z,p) et (@,.7,p) sont
projectivement équivalentes si, et seulement si, m appartient au groupe (,x)A (cf. le n° 1. 2).

La condition est suffisante car si b est une matrice de déterminant |b|=m telle
que (bo)l.a.b=a, la transformée de @,.T=Qask.ms-To PAr Pbm est, en vertu de
lidentité (3. 3. 5), Parc-To="1-

Réciproquement, supposons que (t,p) et (¢,.7,p) soient projectivement équi-
valentes. Toute projectivité transformant I'une de ces paires en l'autre conserve les
points X% et 1,0 (car X0 =p, X;M=p2=p(o,.7)? etc.), et doit donc étre de la
forme ¢p; (cf. le n° 3. 3). Soit

Qb1 L P T Q=T

ce qui peut encore s’écrire, en vertu de 'identité (3. 3. 5),

g _a
[b]
(lo)=1.1

m.— =1I.

|b]

(b)—1.a.b.

La premiére de ces relations exprime que 'image de |L2I dans ’homomorphisme (,7)f7
est la classe mod. (,v)A de |b|. Mais on sait (cf. 2. 2. 2) que cette image est aussi la classe

|b]|.lo
mod. (,v)A de b

o — | P17 —1|b|. <l_li|'lfsn>_le(pr)A,

. Il en résulte que

i1.[e
ce qui démontre notre proposition.
Des propositions 5. I. § et 5. I. 4, il suit que
5. I. 5. Un systéme complet d’invariants projectifs de la paire (z,p) est constitué par un systéme

complet d’invariants projectifs de la collinéation ,z, et par un élément du groupe (,v)T' =K¥/(,7)A,
quotient du groupe multiplicatif des éléments fixes de o par le groupe (,7)A.

P

5. 2. Classtfication des polarités a points autoconjugués, et des points extérieurs.

Lorsque = est une trialité & points ac. et p un point extérieur, ,7 a des points fixes
et le groupe (,7)T' défini dans I’énoncé précédent est réduit a ’élément neutre (cf. 2. 1. 4).
Par conséquent, la classification projective des paires (t,p) du type envisagé se raméne
a la classification projective des collinéations planes cycliques de période g & points fixes,
qui ne sont pas des homologies spéciales. En se référant & la proposition 2. 1. 2, on pourra
parler de paires (r,p) de type Is, II, ou III, selon le type de ,z, les paires de type III
n’existant que quand K estun corps de caractéristique 3. On dira qu’un point p, extérieur
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N

a une trialité =, est de type Is (II, III) (par rapport a t) si la paire (r,p) est de
type Is (11, III), et qu’une trialité est de type I (1I, ITI) si elle posséde des points exté-
rieurs de type I (II, III).

Toute trialité a points ac. possédant des points extérieurs (cf. 4. 2. 10), la classi-
fication projective de ces trialités se raméne a la détermination des équivalences projectives
entre les types de trialités I, IT et III. Deux trialités appartenant & des automorphismes o
distincts étant évidemment projectivement distinctes, les seuls types & comparer sont
L (id. = identité), II et IIIL.

Dans ce but, commengons par rechercher quel est ensemble des points ac. de la
trialité 7,, d’équations (3. 3. 2), qui est de type Iq. La condition pour qu’un point g Q%
de coordonnées x,?), 5, soit ac. s’obtient, a ’aide de la forme trilinéaire T (cf.len°3.2),
en exprimant que
(5' 2. I) T(Qa /Y) 7’) =0
est une identité en r&P®). Soient £, et 74® les coordonnées de r. Pour alléger les
notations, on supprimera les indices supérieurs des x, y, &, 7.

Des équations (3. 8. 2) de 7, et de I’expression (3. 2. 1) de 7, on déduit que
T (q,qr,7) = (&5 +s) <%xa ~)’oz> + (%5 +s) (%(xj"nj +;-8) —xa-ga—)’sﬂls\)
On voit que (5. 2. 1) est une identité en r si, et seulement si,

%xa._ya=x3-|—_y3=o

C’est-a-dire si ¢ appartient a ’intersection de Q(® et I’hyperplan d’équation x; -+ y;=o.
Par conséquent

5.2. 2. L’ensemble des points ac. d’une trialité de type ILg. est Uintersection de Q) et d’un
hyperplan de PO,
Il s’ensuit que

5. 2. 3. Par rapport a une trialité de type La, tout point spécial est ac. et tout point non spécial
est extérieur, de type L.

En effet, soit p= Q! un point quelconque. La V; pr? coupe ’hyperplan dont il est
question dans la proposition 5. 2. 2 suivant un plan = dont tous les points sont ac. Si
p estac., t=pew (cf. 4. 1. 1), donc tout point appartenant & pw (et par conséquent tout
point spécial) est ac. Si p est non spécial, m=pn; (cf. 4.2.2), et ,v est lidentité
(cf. 4. 2.9).

Il résulte de la proposition précédente qu’une trialité de type Iis ne peut étre aussi
de type II ou de type III. Il nous reste donc & comparer ces deux derniers types, K étant
un corps de caractéristique 3. Considérons la trialité de type III, ©=,;.7, avec

110
(5. 2. 4) a=|010
00 I
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et cherchons 4 nouveau I’ensemble des points ac. de 7. On a cette fois, avec les mémes
notations que plus haut,

T(q,qv,r) = (E3+s) - (%xoc -)’a> + (%3 +0s) - <§ (xj"ni +9;. %‘) —Xg. Ea—)’s-%) +
%2 &y 02 na + %991 - (Bs—n3) —&o- (%o g + 1. %3) + 1y (%o-Y3—1 - 72)

On suppose que ¢ Q, par conséquent, le premier terme de cette expression
s’annule identiquement. Pour que ¢ soit ac., il faut et il suffit que 7(g¢,¢r,r) soit nul
quels que soient les &, etles n,. Posons successivement

€i=ni=0a E3=n3= I
=& =E=na=0,E=1
Ea=mp=1m=1m3=0, Ny =1

il vient
(%3 +s)%=0
%2 +2z. (%3 +93) =0
PP+ xa. (%5 +95) =0
d’ol
(5. 2. 5) X3+ )3 =% =);=0

Réciproquement, ces derniéres équations ont pour conséquence 7 (g¢,qr,7)=o0.
Par conséquent, ’ensemble des points ac. de t est I’hyperquadrique de dimension 3,
intersection de Q! avec la V, v d’équations (5. 2. 5). Cette hyperquadrique Q9nu,
qui est définie dans v par I’équation

Xg?—%y.P5=0
a une droite double 4 d’équations
(5. 2. 6) Ko =D)1 =Xy =)y =X3=J)3=0.

Le point p= X;®, qui est de type III, appartient & la V; polaire de d par rapport
a Q9 ; il en est donc de méme de tous les points extérieurs & © de type III, en vertu de
I’équivalence projective des paires (t,p) de type donné. Soit p’ un point non spécial par
rapport a t, et n’appartenant pas a la V; en question ; de tels points existent d’apres
la proposition 4. 1.6. La V; p'+® rencontre la ¥V, v, donc p’ est un point extérieur,
nécessairement de type II. Par conséquent :

5.2.7. K étant un corps de caractéristique 3, il n’y a pas de différence projective entre les
trialités de type II et les trialités de type I11. L’ensemble des points ac. d’une trialité < de type II est
une hyperquadrique & 3 dimensions (intersection de Q) avec une V,) possédant une droite double d.
Un point non spécial par rapport & ~ est toujours extérieur, et de type 111 ou II selon qu’il appartient
ou non & la V polaire de d par rapport & Q0.

En résumé, on a le

THEOREME 5. 2. 8. Le corps de base K étant donné, toutes les trialités a points ac. appartenant
d un automorphisme donné o de K, de période 3 et différent de I’identité, sont projectivement équiva-
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lentes entre elles (trialités de type Is). Les trialités linéaires (c’est-a-dire appartenant & I’ automorphisme
identique) a points ac. sont de deux types, type Lq et type I ; les trialités de type Lq. ont pour ensemble
de points ac. une hyperquadrique & 5 dimensions, intersection de Q©) et d’un hyperplan de P©). Les
points extérieurs d’une trialité © a points ac. sont tous projectivement équivalents, c’est-a-dire que le
groupe des projectivités conservant =« est transitif sur Uensemble des points extérieurs, sauf si © est de
type II, K étant un corps de caractéristique 3, auquel cas les points extérieurs sont de deux espéces
(type II et type III). Dans ce dernier cas, tout point non spécial est extérieur, et il en est de méme
dans le cas des trialités de type Iq.

Les divers types de trialités se distinguent encore par les propriétés de leurs droites
fixes.

5.2. 0. Sotent © une trialité a points ac. et q un point ac. de <.

St v est de type Lq, toute droite passant par q et contenue dans le plan qe> est fixe. Plus
généralement, si ~ est de type I, le nombre des drottes fixes passant par q est égal au nombre d’éléments
de K fixes pour o augmenté d’une unité ; géométriquement, les droites fixes passant par q peuvent
étre mis en correspondance biunivoque naturelle avec les points d’une droite projective définie sur le
corps des éléments fixes de o.

St © est de type II, K n’étant pas un corps de caractéristique 3, il passe deux droites fixes par
tout point ac. ou v ne posséde pas de droite fixe selon que K contient ou non les racines cubiques de
Dunité.

Enfin, si © est de type II, K étant un corps de caractéristique 3, toute droite passant par q et
contenue dans le plan qw est fixe, ou bien il passe une et une seule droite fixe par q, selon que q
appartient ou non & la droite double d de I’hyperquadrique des points ac. de + (cf. 5. 2. 7).

Cette proposition résulte de la proposition 4. 2. 11 et du fait que tout point ac. ¢
appartient & un plan pm;, o p est non spécial (en effet, si p est un point non spécial
quelconque appartenant a g¢r, ¢Ep?, donc gEpr,). Seule la démonstration de la
derniére partie demande quelques développements.

Soit K un corps de caractéristique 3. Considérons la trialité de type II t=r1,1.7,
définie par (5. 2. 4), et soit p un point de type III par rapport & =. On peut supposer,
sans nuire a la généralité, que p= X,;©. pm, et pm, sont alors respectivement les
plans déterminés par les X;© et par les 2{©. Il en résulte que d, qui est définie par les
équations (5. 2. 6), rencontre ces deux plans, et est donc une droite fixe de v (en vertu
de 4. 2. g et 4. 2. 5). D’autre part, il suit des propositions 4. 2. g et 4. 2. 11, et de la forme
de a, quesi g est un point ac. contenu dans pr, (c’est-a-dire un point fixe de ,7) il passe
une et une seule droite fixe de © par ¢, saufsi ¢ estle point X, c’est-a-dire le point
de rencontre de d et pw;, auquel cas toute droite passant par ¢ et contenue dans ge est fixe.

Considérons a présent un point ac. quelconque, ¢, et soit p’ un point non spécial
contenu dans ¢o. ¢Ep'n,. Si g=d, dCgr (puisque d est fixe) donc ¢t est contenue
dans la V; polaire de d par rapport a Q©), p' est de type III, et la proposition résulte
des remarques faites plus haut. Lorsque gefd, la proposition est une conséquence de ces
mémes remarques si p’ est de type III, et une conséquence de 4. 2. 1151 p’ est de type II.
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Cuaritre II1
GROUPES DES TRIALITES DE TYPE I

§ 6. Définitions. Quelques sous-groupes.

6. 1. Notations.

On désignera par K un corps commutatif, ¢ un automorphisme de K tel que
6®=VT’identité, L le corps des éléments fixesde o, K* et L* les groupes multiplicatifs de K
et L, v une trialité de type Issur K, Gg,; —ousimplement G — le groupe des projectivités
conservant 1, Gi 5 — ou G* — le sous-groupe formé par celles de ces projectivités qui
conservent (a un facteur carré pres) la forme quadratique définissant ’hyperquadrique Q
ou est donnée t, ,G (resp. ,G*) le groupe des projectivités appartenant 2 G (resp. G*) et
conservant un point ou un ensemble de points donné e. Pour le reste, les notations utilisées
sans explication sont celles introduites dans les chapitres précédents.

6. 2. Systéme de coordonnées normal. Simplexe normal.
Un systéme de coordonnées x,%, y, sera dit normal (par rapport a 1) si, dans ce
systéme, <t est la trialité ¢ 4.7, d’équations
x'o0) = x,li-1Do

o) = yo -1l

Dans la suite de ce chapitre, 'indice supérieur (¥ sera généralement omis, c’est-a-dire
qu’on écrira P, Q , x, etc., au lieu de PO, Q0, (0, etc.

On appellera simplexe normal (par rapport a ) le simplexe X = (X,, 1) des points
fondamentaux (dans P) d’un systéme de coordonnées normales. Il est clair que

6. 2. 1. Le groupe G est transitif sur 'ensemble des simplexes normaux.

6. 2. 2. Etant donné une droite fixe d, et un point non spécial p coplanaires, il existe un simplexe
normal tel que p=X; et d=X,7,.

Démonstration. — Soit grN ¢'z* le plan déterminé par d et p (cf. 4.1.7). On a
gEpm, et ¢'Epr,. En vertu des propositions 4. 2. 9 et 4. 2. 7, la collinéation ,r, définie
dans le plan pr;, laisse invariants le point ¢ et la droite ¢',3. Soient X,ekq’,3, X; =g,
X,=q',8 trois points fixes de ,7, distincts deux a deux, et ¥, 1;, Xy&pm, les transformés
par 8 des droites X; X,, X, Xy, X,X;. Posons encore X;=p et 13=/pao.

Choisissons a présent dans P un systtme de coordonnées x,, »,, ayant pour points
fondamentaux Xy, ¥y, tel que Q soit représentée par Xxy.p, =0, et que ,v ait pour
équation x’'=x° (ce qu’on réalise en s’arrangeant pour que le point de prn; de coor-
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données x;=1 soit un point fixe de ,r). Dans ce systéme, T=qa,.Tp, OU @ est une
matrice scalaire. En reprenant, dans le cas particulier qui nous occupe, la démonstration
des propositions (5. 1. 3) et (5. 1. 4), on voit qu’il existe une projectivité ¢p; conservant
les points X, et ¥, (ce qui signifie que b est une matrice diagonale) et transformant <
en la trialité ¢q16.7p. == (X Yy) est donc un simplexe normal, ce qui démontre
notre proposition.

6. 2. 3. Etant donnés trois points ac. q, q', ¢, tels que qq' et q'q’ soient des droites fixes
distinctes, 1l existe un simplexe normal tel que g= X, ¢’ =1,, ¢’ = X,.

On choisit dans le plan grN¢'t* un point non spécial p tel que pm;Ng'w soit
la droite ¢¢” (cf. 4. 3. 1), et on reproduit alors la démonstration précédente en prenant
pour X; le point ¢.

Tenant compte de 6. 2. 1, on peut encore exprimer les deux propositions précé-
dentes en termes de transitivité du groupe G :

6. 2. 4. Le groupe G est transitif sur Uensemble des couples (d, p) formés d’une droite fixe
et d’un point non spécial coplanaires. Autrement dit, G est transitif sur Pensemble des triples
(4,95 ) formés de deux points ac. q, q’, tels que la droite qq' soit fixe, et d’un point non spécial appar-
tenant au plan gt N q'x%. En particulier, G est transitif sur 'ensemble des points ac., sur I’ensemble -
des drottes fixes, et sur ’ensemble des points extérieurs (ce qu’on savait déja : cf. 5. 2. 8).

6. 2. 5. Le groupe G est transitif sur I’ensemble des triples de points ac. (q,q', q") tels que qq'
et q'q’ soient des droites fixes distinctes.

Remarque. — Les propositions 6. 2. 2 et 6. 2. § sont des cas particuliers de la propo-
sition générale suivante, qui se démontre par un procédé analogue, en tenant compte des
résultats établis au § 4 (et principalement au n° 4. 3).

6. 2. 6. Pour que n~ 8 points, linéairement indépendants et représentés par n des 8 symboles X,

Yy, soient les sommets correspondants d’un simplexe normal, il faut et il suffit qu’ils remplissent celles

des conditions suivantes qui les concernent :

X, et ¥, sont extérieurs @ © ; V3= Xz 5

X; et Y; sont ac. ;

Xe Xyt Yie X, Xielr, Yiely?;

X; et ¥, ne sont pas alignés ; si i=j, X; et ¥, sont alignés et la droite qu’ils déterminent est fixe ;

les X; (et de méme les Y;) sont alignés deux @ deux et les droites qu’ils déterminent ne sont pas fixes ;
les plans Xy X, X, et Y1\ Y, ne sont pas spéciaux.

Comme les propositions 6. 2. 2 et 6. 2. 3, celle-ci peut étre exprimée sous forme de
propriétés de transitivité du groupe G. On notera, par exemple, que

6.2.7. G est transitif

— sur les couples de points ac. non alignés,
— sur les triples de points ac. coplanaires déterminant un plan non spécial,
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— sur les hexagones ayant pour cités des drotes fixes, et dont les couples de sommets opposés sont
non alignés.

6. 3. Les groupes de stabilité ,G et Gt d’un point extérieur p.

Soient p un point extérieur et xy, y, un systtme de coordonnées normal tel que
p=X;. Les projectivités appartenant 2 G sont de la forme ¢p; (cf. len® 5. 1). Réciproque-

ment, en exprimant, & 'aide de I'identité (3. 3. 5), que ¢p; conserve T, on trouve les
conditions

be=[5.b
(6. 3- I) !b|=l.(l°.)_1
De la premiére relation, il résulte que /¢ est de la forme m%/m. Si on pose
l=m:m

(6. 3. 2) gbzc.m,
les conditions (6. 3. 1) s’écrivent

c°=c
(6.3.3) I

|‘:[zm.m".m“’ )

Quel que soit m, il existe au moins une matrice ¢ vérifiant les relations (6. 3. 3). Par
conséquent, I’application ¢y;—/ (9p,&,G) est un homomorphisme de G, sur le groupe
des éléments de K* de la forme £°/k. Le noyau N de cet homomorphisme se compose des
projectivités ¢py, avec |b|=1 et b®=b; il est donc isomorphe au groupe SLg(L) (%).
Ce dernier étant son propre dérivé (cf. [12]), N est le dérivé (,G)’ du groupe ,G.
En conclusion

6. 3. 4. Le groupe dérivé (,G)' du groupe ,G se compose des projectivités opy, ot b est une
matrice de déterminant 1 ayant ses éléments dans L; (,G)' est donc isomorphe @ SLy(L). Le

quotient T'y= G/|(,G)" est canoniquement isomorphe au groupe des éléments de K* de la forme k°|k,
donc ausst au groupe quotient K*|L*,

La projectivité ¢p; multiplie la forme 3Xx,.y, par I. Donc, en supposant qu’elle
o

appartiennea G, elle sera contenue dans G* si, et seulement si, / estle carré d’un élément /'
de K. Mais alors, / est aussi le carré d’un élément de la forme £9/k. Un simple calcul
montre en effet que si [=m/m® =12, et si on pose k=1/(m.l'°), on a = (ko/k)2.
Par conséquent,

6. 3. 5. Le groupe ,G* est 'image réciproque, dans ,G, du sous-groupe (,I)? de U, c’est-a-dire
qu'il se compose des éléments de G dont la classe mod. (,G)' est un carré dans . En particulier,
oGl =,U/(,U)? = (K*[L*)[(K*|L* ).

6. 3. 6. Le centre C(,G) du groupe ,G, qui se compose des projectivités onp.1,1, avec | =m[m,
m.m®.m® =1, est aussi le centralisateur de (,G)' (et a fortiori de ,G* et de ,G) dans G.

(*) Les notations sont celles de J. Dieudonné [12].
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En effet, soit ¢ un point quelconque du plan pr; = XX, X,, dont les coordonnées x;
appartiennent & L (ce qui signifie que ¢ est ac.). On montre sans difficulté que les projec-
tivités @p1E (,G)’ qui conservent ¢ n’ont sur Q aucun point fixe commun en dehors
de ¢, p=X; et po =13. De ces trois points, seul ¢ est ac. Il s’ensuit que toute projecti-
vité ¢ appartenant au centralisateur de (,G)’ dans G conserve ¢. En faisant varier g,
on voit que { conserve le plan p=;, donc aussi le point p, et induit sur pm; Pidentité.
Par conséquent, ¢ =q¢mu.1,1, €t ¢ appartient a2 C(,G).

6. 3. 7. Si une projectivité appartenant @ C(,G) laisse invariants tous les points d’une droite
fixe coplanaire avec p, ce ne peut éire que identité.

En effet, la droite en question rencontre les plans pn; = X, X, X, et prn,= 1,111,
(cf. 4.2.3). Or, ’examen des équations de la projectivité g, 1;, déduites de (3. 3. 1),
montre que si cette projectivité laisse invariants tous les points d’une droite rencontrant
les plans X X, X, et 2,7,Y, (auquel cas elle laisse invariants tous les points de la
Vs XoX,X,7,1,1,), ondoitavoir /=m?, d’ou, en tenant compte des relations !=m/mo
et m.me.m® =1, [=m=1.

6. 4. Les glissements. Le groupe G'.

Soient d une droite de Q et v la V; polaire de d par rapport a Q. On appellera
glissement d’axe d, ou d-glissement, toute projectivité biaxiale (spéciale) d’axes d et v
conservant Q. Il est évident que

6. 4. 1. Toute projectivité permutable avec un glissement (distinct de identité) conserve
laxe de celui-ci.

6. 4. 2. Sty estun d-glissement et si p est un point quelconque de P, non invariant par v (pekv),
la droite joignant p et py rencontre d. Si, en particulier, p appartient @ Q , p et py sont alignés
(sur Q).

La premiére partie de cette proposition exprime une propriété générale des projec-
tivités spéciales. Si pe Q , la droite e joignant p et py est contenue dans Q parce qu’elle
contient trois points de Q, p, py et dne.

6. 4. 3. Soient d, ec Q deux droites coplanaires (sur Q ), p leur point d’intersection, et
nC Q un plan contenant e. Tout d-glissement v conserve @ et induit sur © une homologie spéciale
d’axe e et de centre q.

En effet, soit  un point quelconque de =. Si p et d sont coplanaires, p appartient
ala V; v, polaire de d par rapport 2 Q, et est donc invariant par vy. Sinon, ¢ est le seul
point de 4 aligné avec p, et il résulte de la proposition précédente que p, py et g sont
alignés. On voit donc que pour tout point pE, la droite pg estinvariante par y. D’autre
part, la droite ¢ appartient & v, puisqu’elle est coplanaire avec d, donc ses points sont
fixes pour .

6. 4. 4. Etant donnée une droite dc Q , la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
un d-glissement permutable avec « (i.e. appartenant @ G) est que d soit une droite fixe de =, auquel
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cas les d-glissements en question forment avec identité un groupe isomorphe au groupe additif de L,
contenu dans tous les groupes (,G)' correspondant aux points extérieurs p coplanaires avec d. Lorsque
c=1d. (K=0L), tout glissement dont I’axe est une droite fixe de ~ appartient & G.

Si un d-glissement y conserve 7, T conserve y (v~ l.y.t=v), donc d est une droite
fixe de .

Inversement, soient d une droite fixe de 7, y un d-glissement quelconque, p un point
extérieur coplanaire avec d, et x4, y,, un systéme de coordonnées normal tel que d= X, 7,
et p=X; (cf. 6. 2. 2). La V; v, polaire de d parrapporta Q, estla V; X, X,X,7,7,7,.
La droite joignant X, et X;y rencontre d en un point qui ne peut étre que X, seul point
de d aligné avec X,. Il enrésulte que y conservele plan XX, X,, etde méme, par raison
de symétrie, le plan 2,7,%,; v est donc une projectivité de la forme ¢p;. En exprimant
que ¢p,; conserve tous les points de v, on trouve les conditions

1bo
b=| o010

001
l=1.

Mais alors, y =y, appartient & G si, et seulement si, & est un élément de L (cf. 6. 3. 1),
auquel cas ye(,G)' (cf. 6. 3. 4), ce qui démontre notre proposition.

6. 4. 5. Le groupe (,G)' est engendré par les glissements qu’il contient.

En effet, les glissements contenus dans (,G)' engendrent un sous-groupe invariant
de (,G)’, non contenu dans le centre (celui-ci ne renfermant aucun glissement non
trivial), donc confondu avec le groupe lui-méme (puisque (,G)'=SL;(L)).

6. 4. 6. d étant une droite fixe de =, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une autre droite
fixe soit invariante par un d-glissement est qu’elle rencontre d, auquel cas chacun de ses points est
invariant par le glissement. St une projectivité appartenant & G laisse fixes tous les points de toutes les
drottes fixes rencontrant d, c’est un d-glissement.

Si une droite fixe rencontre d en un point ¢, elle appartient au plan go, donc
aussi ala V; v, polaire de d par rapporta Q, et chacun de ses points est invariant par
tout d-glissement. Supposons qu’il existe une droite fixe ¢, invariante par un d-glissement v,
et ne rencontrant pas d. Envertu de 6. 4. 2, tous les points de ¢ devraient étre fixes pour v,
e serait contenu dans v, et déterminerait avec d une V;) ¢t ou une Vy® ¢ ; dans les
deux cas, ¢ devrait appartenir simultanément a 4 et & ¢, contrairement a I’hypotheése.

Considérons a présent une projectivité ¢ appartenant & G et laissant invariants
tous les points de toutes les droites fixes rencontrant une droite fixe donnée d. ¢ laisse
alors invariants les points de tout plan = Q contenant d (si = est spécial, i.e. 7= qo,
c’est évident ; sinon, cela résulte de la proposition 4. 3. 1), donc aussi tous les points
de v. En transformant ce résultat par polarité par rapporta Q , on voit encore que { laisse
invariants tous les hyperplans contenant d. C’est donc une projectivité biaxiale spéciale
d’axes v et d, c.q.fd.
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6. 4. 7. 1l existe toujours dans G un glissement non trivial laissant invariants deux points ac.
donnés quelcongues.

Soient ¢ et ¢’ les deux points en question. En vertu de 4. 3. 2, on a de trois choses
P'une : ¢gq' est une droite fixe, il existe un point ¢ tel que ¢¢” et ¢'¢” soient des droites
fixes, ou bien il existe deux points ¢" et ¢'"’ tels que ¢¢”, ¢"¢'""" et ¢'"’q' soient des droites
fixes. En posant suivant le cas d=g¢q’, ¢'¢” ou ¢’¢""’, on voit, d’aprés 6. 4. 6, que tout
d-glissement conserve g et g¢'.

6. 4. 8. St q,q',q" désignent trois points ac. tels que qq' et qq soient des droites fixes
distinctes, il existe dans G un glissement conservant q et amenant q' en ¢'.

Soient y un d-glissement quelconque appartenant & G, r un point ac. invariant
par y mais n’appartenant pas & d, ¢ une droite fixe passant par r, mais ne rencontrant
pas d — et par conséquent non invariante par y (cf. 6. 4. 6) — 7'==r un point de e,
et 7 son transformé par y. Il existe (cf. 6. 2. 5) une projectivité appartenant & G et
amenant 7, r' et 7 respectivement sur ¢, ¢’ et ¢". Le transformé de y par cette projectivité
satisfait aux conditions de 1’énoncé.

On désignera par G’ le sous-groupe invariant du groupe G engendré par les
glissements qu’il contient. En vertu des propositions 6. 4. 4 et 6. 4. 5, G’ est aussi engendré
par les sous-groupes (,G)' correspondant aux divers points extérieurs p. La notation G’
sera justifiée a posteriori lorsqu’on verra (cf. 7. 2.2) que G’ est le groupe dérivé de G.
Tous les glissements dont il sera question dans la suite de ce chapitre seront supposés appartenir & G.

§ 7. Structure des groupes G et G*.

7. 1. Structure des groupes G|G' et GY|G'.
7. 1. 1. b désignant un point extérieur, on a G'N,G=,G".
Démonstration. — Lorsque o est I'identité, on a ,G=,G"=(,G)'c(’, etla proposi-
tion est évidente. On supposera donc que o differe de I'identité.
Introduisons dans les P% un syst¢tme de coordonnées non normal, x,%, 49, tel que
le point X; coincide avec p et que T=qa1,5.T9, avec
001
a=( 100
o1o0

La permutation des coordonnées x,%, »,% définie par les cycles

(7.1.2) (xs(i)’ x[—i](i)’)’s(i)s )’[-il(i)) (x[z—il(i)’ x[l—i](i)’ .)’[2—1']("),.)’[1—@‘](1.))

conserve la forme trilinéaire fondamentale T et les équations de = ; elle définit donc
une projectivité appartenant & G. Cette projectivité, et la projectivité analogue obtenue
en remplagant ¢ par i+ 1 dans les indices inférieurs de (7. 1.2), engendrent un groupe
d’ordre 8 qui permute transitivement les 8 points fondamentaux X, 2® du systéme de
coordonnées dans P®, En bref, on peut dire que ces points jouent un réle symétrique
par rapport a .
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On désignera par y, 5,1, la projectivité d’équations

1 Ii I
¥'oq=hy. %y, )’az}l_')’tx

o
qui n’est autre que la projectivité ¢, ; avec
h=1]hg?
. kg 0 0
h=h—. o h o
\ 3 0 0 hy

Les conditions pour que X, appartienne 2 G se déduisent de P'identité (3.3.5); elles
peuvent s’écrire

(7.1.3) ho P he® =h® k. (Bry®)t==+1 ()

On démontre exactement comme au n° 6. 3 qu’un élément ¢; de ,G appartient
a (,G)' (resp.a ,G*) sietseulementsi /=1 (resp.si /e K*2). En particulier, une projec-
tivité Xa, satisfaisant & (7.1.3) appartienta (,G)’ si k3= + 1. Par raison de symétrie,
elle appartient & (x,G)’ si b= + 1.

Soit @p; un élément quelconque de ,G*. On a [=1[?, et aussi (d’apreés la pre-
miére des relations (6. 3. 2), qui reste valable ici) [.[6.[/"=(['.l'®.]'®")2=1. On peut
supposer, aprés multiplication éventuelle de [’ par —1, que ['.['9./'9"=1. La
projectivité ¢ =% pnn OU hy=1, hy =10, hy=(I'0")"1, hy=1 appartient a (x,G),
donc a G'. Or, @pi.¢=0¢,1E(,G)’. Par conséquent, op;=0q.1.y (', et, plus géné-
ralement, ,G*CG’'. Mais il est clair, d’autre part, que G'N,GC,G* (puisque G'CG*).
Donc G'n,G=,G*, c.q.fd.

7. 1. 4. G’ est transitif sur Iensemble des points ac.

En effet, soient ¢ et ¢’ deux points ac. distincts.

Si g et ¢’ sont alignés, la droite ¢¢’ n’étant pas fixe, il existe un point ¢ tel que les
droites ¢’q et ¢”q' soient fixes (cf. 4. 3. 2), donc aussi un glissement amenant ¢ en ¢’
(cf. 6. 4. 8).

Si gq’' est une droite fixe, et si r5%¢, ¢' et ¢” désignent respectivement un point
quelconque de cette droite et un point ac. appartenant au plan 7w mais non a la
droite ¢g’, ¢” est aligné avec ¢ et ¢’, et aucune des deux droites g¢” et ¢'q” n’est fixe. Il
existe donc, d’aprés ce qu’on vient de voir, un glissement amenant ¢ en ¢” et un autre
amenant ¢” en ¢'; leur produit améne ¢ en ¢'.

Enfin, si ¢ et ¢’ ne sont pas alignés, et si d et ¢” désignent respectivement une droite
fixe passant par ¢ et le point de cette droite aligné avec ¢’, il existe, d’aprés ce
qu’on vient de voir, un produit de deux glissements, amenant ¢ en ¢”, et un glissement
amenant ¢” en ¢'; il existe donc un produit de trois glissements amenant ¢ en ¢'.

(*) Les hy étant donnés a un facteur -4 1 prés, on peut toujours les normaliser de telle sorte que le dernier
membre de cette relation soit -+ I.
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7. 1. 5. G' est transitif sur Pensemble des couples (g, q') de points ac., tels que qq' soit une
drotte fixe.

C’est une conséquence immédiate des propositions (7. I.4) et (6. 4. 8) et de la
remarque suivante : Si ¢, ¢’ et ¢” sont trois points ac. situés sur une méme droite fixe d,
il est possible, en vertu de 6. 4. 8, d’amener ¢’ en ¢” par un produit de deux glissements
conservant ¢, le premier transformant ¢’ en un point de go non situé sur d, et le second
transformant ce point en ¢”.

7. 1. 6. Soient d une droite fixe, 7 un plan non spécial contenant cetie droite et G' le groupe
des éléments de G’ qui conservent ©. St K= F, (corps de 2 éléments), le groupe induit sur = par G’
renferme toutes les homologies spéciales d’axe d; il s’ensuit, en particulier, que G’ est transitif sur
Pensemble des points de 7 n’appartenant pas @ d. Si K = F,, le groupe induit sur = par G’ se compose
de Pidentité et d’une seule homologie spéciale d’axe d.

Démonstration pour K==F, (pour K=F,, cf.len°7.3).

On a m=g¢grNg'7® Soit x4, y un systtme de coordonnées normal tel que ¢g= X,
et ¢'=1,. Alors, n= X,¥;X;. Introduisons dans = le systtme de coordonnées non
homogenes x==xy/%;, = y;/%3. La projectivité o,4; avec 1:=meEK*? et [=m/m",
appartient & x,G*, donc a G’ (cf. 7. 1. 1), et induit sur = la projectivité d’équations

x'=m.x
= (m)ty

Soient & et v deux éléments quelconques de K, et ¢ une projectivité appartenant a G,
conservant X, et 13, et transformant X; en le point de = de coordonnées x=£/(m—1)
y=n/((ms")~1—1) (Pexistence d’une telle projectivité est assurée par la propo-
sition 6. 2. 4). Un simple calcul montre que le commutateur ¢=1.¢ % 4:.0. @11, qui
appartient & »G’, induit sur = I’homologie spéciale d’équations

x'=x4§
Y=yt
ce qui démontre notre proposition.
7. 1.7, St K52 F,, G' est transitif sur I ensemble des points extérieurs. St K = F,, les orbites

de G' dans cet ensemble sont au nombre de 2.

Si K=F,, c’est une conséquence immédiate des deux propositions précédentes.
Le cas K'=F, sera envisagé au n° 7. 3.

Les propositions 7. 1. 7, 7. I. I et 6. 8. 5 entrainent le
THEOREME 7. 1. 8. 8t K=F,, G'=G" et le quotient, G|G' est canoniquement isomorphe
au groupe (K*|L*)[(K*|L*)%. Si K=F,, G' est un sous-groupe d’indice 2 de G=G™.

7. 2. Structure du groupe G'.

TaEOREME 7. 2. 1. G’ est simple.

Démonstration pour K= F,.

On désignera par H un sous-groupe invariant de G’ renfermant au moins une
transformation ¢ distincte de I'identité. Il faut montrer que H=G".
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Soit ¢ un point ac. quelconque. Il existe un glissement non trivial conservant ¢
et ¢¢. Le commutateur de ¢ et de ce glissement appartient & H et conserve ¢; s’il est
l'identité, ¢ conserve I’axe du glissement. Par conséquent, H contient au moins une
transformation différente de I'identité et conservant soit un point ac. soit une droite fixe.
On supposera que ¢ elle-méme est dans le cas.

Si ¢ conserve un point ac. ¢, le commutateur de ¢ et d’un glissement quelconque
dont ’axe passe par ¢ conserve toutes les droites fixes passant par ¢; s’il est identité,
¢ conserve ’axe du glissement. On pourra donc, sans nuire a la généralité, supposer
que ¢ conserve une droite fixe d.

Envisageons successivement diverses hypotheses.

a) § laisse invariants tous les points de d et au moins un point extérieur p, coplanaire avec d.
¢ appartient alors & HnN,G*, qui est un sous-groupe invariant de ,G*. Mais
d’aprés la structure de ,G* et les propriétés connues de SL; (L) (cf. [12]), tout sous-groupe
invariant de ,G* contient (,G)’ ou est contenu dans le centre de ,G*, qui est lui-méme
contenu dans C(,G) (cf. 6.3.6). Or ¢ ne peut appartenir & C(,G) (cf. 6.3.7). Donc H
contient (;,G)’ et aussi, en vertu de 7. 1. 7, les groupes analogues correspondant aux autres

points extérieurs. On a par conséquent H=G’, et le théoréme est démontré dans ce cas.

b) § laisse invariants tous les points de d et il existe au moins une droite fixe e rencontrant d
et non invariante par .

Soit 7 un plan non spécial contenant d. Sil’homologie ¢ induite par ¢ sur = n’est
pas spéciale, elle posséde un point fixe p en dehors de d, et on se trouve dans le cas de
Ihypothése a). Si ¢ est spéciale, le commutateur de ¢ et d’un e-glissement quelconque
induit 'identité sur © (en vertu de 6. 4. 3). Ce commutateur est distinct de l’identité,
puisque ¢ ne conserve pas ¢ (cf. 6. 4. 1), et on est ramené a ’hypothése a) en le substi-
tuant a .

c) ¢ ne laisse pas invariants tous les points de d.

Soit ¢ une droite fixe rencontrant d en un point qui n’est pas invariant pour ¢. Les
droites ¢ et e} ne se rencontrent pas, en vertu de 4. 3. 1. Le commutateur de ¢ et d’un
e-glissement y quelconque, qui est aussi le produit du e-glissement v~ et du (ed)-glisse-
ment {~1.y.{¢, conserve tous les points de d mais ne laisse pas invariante la droite e
(d’apres 6. 4. 6). On se rameéne donc a ’hypothéese b) en substituant ce commutateur a ¢.

d) ¢ laisse invariants tous les points de d et toutes les drottes fixes rencontrant d.

S’il existe une droite fixe rencontrant d surlaquelle ¢ n’induise pas la transformation
identique, on se ramene a I’hypothése c) en substituant cette droite & d. Si, par contre,
¢ laisse invariants tous les points de toutes les droites fixes rencontrant d, c’est un
d-glissement (cf. 6. 4. 6), et en substituant & 4 I'une quelconque de ces droites, soit d’, on
se raméne & ’hypothése b) ; en effet, une droite fixe quelconque rencontrant d’ en un
point distinct du point d’intersection dNd’, ne peut étre invariante par ¢ en vertu
de 6. 4. 6 et du fait que trois droites fixes ne peuvent former triangle (cf. 4. 3. 1).

Le théoréeme est ainsi démontré,
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COROLLAIRE 7. 2. 2. G’ est le groupe dérivé de G.

7. 9. Le cas K=F,.

Lorsque K'=F,, ¢ estl’identité et G estle groupe de type G, sur K, considéré par
Dickson [1x] et Chevalley [8] (cf. 8. 1. 1). On sait que ce groupe posséde un sous-groupe
invariant simple d’indice 2, H, isomorphe & PU,(F,)(*). Les groupes (,G)’' correspon-
dant aux divers points extérieurs p étant simples, ils sont contenus dans H qui doit donc
coincider avec G’, ce qui démontre le théoréme 7. 2. 1.

Etant donné que ( »G)'=,G, G' ne peut étre transitif sur I’ensemble des points
extérieurs, sinon G’ serait confondu avec G. La proposition 7. 1. 7 s’ensuit immédiatement.

Il reste 2 démontrer la proposition 7. 1. 6. Soient == gt N¢'7* le plan en question
dans cette proposition, et ¢, ¢’, ¢” les trois points de la droite d. Toute projectivité appar-
tenant & G’ laisse invariants ces points, et induit donc sur = soit I’identité, soit une
homologie spéciale. Il n’est cependant pas possible que toute homologie spéciale d’axe ¢
soit la restriction & = d’une projectivité appartenant & G’, car on en déduirait, comme
dans le cas K==F,, que G’ est transitif sur ’ensemble des points extérieurs. D’autre
part, si ¢ est une droite fixe distincte de d et passant par ¢”, 'unique e-glissement non tri-
vial induit sur = une homologie spéciale (distincte de I'identité). La proposition 7. 1. 6
est ainsi démontrée.

N. B. En dépit de son manque d’élégance, le recours au n° 8. 1 et aux propriétés
connues du groupe de type G, sur K=UF, asemblé préférable a un traitement direct qui
aurait conduit & donner au cas particulier envisagé un développement sans rapport avec
la grandeur du corps !

§ 8. Deux cas particuliers.

8. 1. c est identité. Les groupes de type G,.

TaEOREME 8. 1. 1. Les groupes Gy iq. ne sont autres que les groupes « exceptionnels » de
type Gy, de Engel-Killing-Cartan-Dickson-Chevalley (2). Dans ce cas particulier, les théo-
rémes 7. 1. 8 et 7. 2. 1 redonnent le résultat connu : ces groupes sont simples sauf si K =F,.

Nous montrerons pour commencer (cf. 8. 1. 8) I'identité entre les Gg i et les
groupes G, de E. Cartan [3], [4] et L. E. Dickson [x0] [xx] (pour les corps K particuliers
envisagés par ces auteurs). Ensuite, nous indiquerons, sans toutefois entrer dans le détail
des calculs et des raisonnements, le lien avec la définition de C. Chevalley [8]. L’équi-
valence des définitions de Dickson et de Chevalley a d’ailleurs été établie par R. Ree [15].

Soient v une trialité de type Ig, X4 ¥4 un systéme de coordonnées normal, et
P'=3%3+49;=o0 l’hyperplan de P contenant les points ac. de = (cf. le n° 5. 2). On
utilisera, dans cet hyperplan, le syst¢tme de coordonnées «x;, y;, z=x3=—7y;. L’hyper-

(%) Cf.[11] et (pour la notation) [12]. On trouvera au § 11. 5 des indications sur une nouvelle démonstration
de cette proposition.

(%) Cf. [18], [14], [3], [4], [10], [11], [9]. Lorsque K est le corps des nombres réels, G est la forme réelle
non compacte de G,, c’est-a-dire, avec la terminologie de E. Cartan, la forme de caractére § = 2.
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quadrique Q'= QNP a pour équation z2—3x;.y;=o0. A tout point g Q’ est associé
le plan goc Q'. On dira que deux points ¢, ¢'E Q' sont conjugués si ¢' =g ; cette
relation est réflexive et symétrique.

Une projectivité de ’hyperquadrique Q = Q©® sur elle-méme, (resp. sur Phyper-
quadrique QW) conservant chaque famille de V; (resp. appliquantles V,0 de Q sur
les V5 de QW) est entiérement caractérisée par sa restriction a la section hyperplane Q'.
Il S’ensuit que :

le groupe G est isomorphe & sa restriction & P, laquelle sera encore désignée par G ;
la trialité © est entierement caractérisée par sa restrictiona Q’.

Tenant compte du fait que la V; gv (¢ Q’) est elle-méme déterminée par le
plan gw, on voit donc que

8.1.2. La trialité ~ est entiérement caractérisée par la correspondance q— qw, ou encore par
la relation de conjugaison dans Q'. G est le groupe de toutes les projectivités de P’ conservant cette
correspondance (cette relation).

Soient g (x;, y;, x5 =—y3=2), ¢' (%';,¥';, ¥'3=—y'3=2') deux points quelconques
de P’ et r (£, m«) un point quelconque de P. Si on remplace dans la forme trilinéaire
fondamentale (3. 2. 1) les %(%, 9,9, les 2V, 9, et les x4,®, y,® respectivement par les
coordonnées de ¢, ¢’, et r, il vient

T(q, ¢'t, %) =2Eq. 8y + 2 Hy .1

ou on a posé
=205 % F Mt 1] Xl ol — Hot 2] XLt 1]
=% 2" — 2 X+ it Vil — Nt 2l Vit 1)

Hy=—2.2'+Zy;.x';

Hy=—2z.2/4+2%x,.9,
Lorsque r appartient a P, d’ou §;=-—mn3={, cette expression devient
(8.1.3) B8+ ZH. 0+ K8
ot R=83— Hy=32(y;.x';—x;.9';).
Si on consideére les &;, n;, { comme des indéterminées, (8. 1. g) apparait comme un systéme
linéaire & 7 parameétres de formes bilinéaires antisymétriques, invariant par G.

&

8.1.4. Deux points distincts, q, ¢ P’ sont conjugués (ce qui implique en particulier qu’ils
appartiennentd Q') si, et seulement si, ils annulent simultanément les formes B;, H; et £, c’est-a-dire
toutes les formes du systéme (8. 1. 3).

Si ¢ et ¢' sont conjugués, g=q¢'v, donc la forme T(g, ¢'t, r?) — et a fortiori

Pexpression (8. 1.3) — est nulle quels que soient les &y, n,. Réciproquement, soient
¢, ¢ P’ deux points, solutions du systéme d’équations
(8.1.5) E,=H,=Z=o0

En considérant ce dernier comme un systtme d’équations linéaires en les x';, y';, 2/,
et en exprimant qu’il posséde au moins deux solutions linéairement indépendantes
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(g et ¢'), c’est-a-dire que le rang de la matrice des coefficients est au plus égal & 5, on
trouve I'unique condition
(8.1.6) —22+Zx;.9;=0
exprimant que ¢ appartient & Q' (ce qui est vrai aussi de ¢’, par raison de symétrie).
Mais un simple calcul montre qu’on a lidentité
I8y Hy= (—22+2x;.9;) . (—22+ Zx'; 0"y).

Il résulte donc des relations (8. 1. 5) et (8. 1. 6) que E;. Hy=o0. Et comme, d’autre part,
B3—H;=Z=o0, on a Ey;=H;=o0. Par conséquent 7T (g, ¢'v, 77%) est nul quel que
soit 7, et ¢g=¢'r, c.q.f.d.

Des propositions 8. 1. 2 et 8. I. 4, il suit que
8.1.7. G est le groupe de toutes les projectivités conservant le systéme (8. 1.3), ou, ce qui revient
au méme, le systéme linéaire engendré par les 2-formes 2 AY;+ Xyt A Xt o]y XiAZ 4 it 11 A Vit 2
et Zx;ny;. En d’autres termes, G est le groupe de toutes les projectivités de P’ conservant le
systéme (8. 1. 5) ou, ce qui revient au méme, le systéme d’équations

ZAD; T+ i 1) A Kj+9) = O
(8.1.8) L X AZ Ik A+ 2) = O
( ZX;N);=0

C’est essentiellement la définition des groupes de type G, de E. Cartan et
L. E. Dickson (1).

La description des liens entre le groupe G = Gg ;4. et le groupe de type G, sur K,
selon C. Chevalley [8], sera basée sur la considération de certains éléments particuliers de G,
a savoir, la projectivité cyclique d’ordre 6, «, définie par la permutation de coordonnées

(8 I. 9) (xO:.yb xla)’Oa xz)yl) (xs, .y3)
la projectivité (t)a, (teK) d’équations
%'y =xo—1. (x3—23) +12. 9

X'y =%

x;2=x2 R
(8. 1. 10) x’3 =% 1J

Jo=lo

Yi=1+t.%

Vo=l 1. %

Vs=Jst+ 1t

(1) C’est exactement, aux notations prés, la définition de E. Cartan [4, p. 297] dans le cas réel. On notera
par contre une petite différence avec les indications données aux pp. 146 et 147 de [8], et avec les définitions de
L. E. Dickson [10], [11]. Dickson prend pour point de départ, non le systéme (8. 1. 8), mais le systéme de 6 équations
(8.1.8") gE;=H;=o0

dont il montre que ’équation £ = o est une conséquence. Son raisonnement n’est cependant pas absolument correct.
En fait, la famille de droites définie par (8. 1. 8') se compose des droites définies par (8. 1. 8) (droites fixes de 7),
et de toutes les droites s’appuyant sur les plans X, X, X, et ¥,2,7, ; les deux systémes ne sont équivalents que si on
se borne a considérer les droites appartenant 3 Q. De méme, dans [3], p. 146, les équations de la derniére ligne ne
sont conséquences des équations (32), que par restriction au céne 7 = o.
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le glissement (2)By=¢upn,1, avec
1 00
(t)b=| o1 0
ot 1

la projectivité (¢, u)y=qQuue1 (t, uKk*), avec

t oo
(t,u)c= ou (1)
00—
et enfin les projectivités (¢)a, et (¢)B, (n=1, 2, ..., 5), transformées respectives

de (t)oy et (t)B, par " On montre (sans grande difficulté) que
8.1.11. Le groupe G est engendré par les projectivités (it)e,, (t)B, (n=0, 1, ..., 5),
et (t, u)y.

Considérons a présent un espace vectoriel & 8 dimensions V' ayant P pour espace
projectif quotient, et soit %y, », un syst¢tme de coordonnées dans V dont 'image dans P
soit le systéme normal utilisé jusqu’ici. Si, dans les équationsde o, (t)a,, (2)B, et (t,u)y
déduites naturellement de (8. 1. 9), (8. 1. 10) et (3. 3. 1), on considere les x4, y, comme des
coordonnées affines, et non plus projectives, ces équations définissent des transformations
linéaires de V, o*, (t)a,*,(t)B,* et (¢, u)y*, quiinduisent respectivement sur P les
projectivités o, (t)a,, (¢)B, et (¢, u)y. Les transformations (¢)a,*, (¢)B,* et (¢, u)y*
engendrent un groupe G*, et il résulte de la proposition 8. 1. 11 que G est isomorphe au
quotient de G* par son centre.

On désignera par X *, 7,* la base de V associée au (i.e. duale du) systéme
de coordonnées %y, ¥,, V' T’hyperplan de V correspondant & I’hyperplan P’ de P,
X Yy R =12%3=—215, le systtme de coordonnées dans ¥V’ correspondant au systeme de
coordonnées projectives utilisé précédemment dans P/, X;*, ¥V* {¥*=X*—1,* la
base associée, W le sous-espace a 14 dimensions de I’espace V'AV’' défini par les
équations (8. 1. 8), et enfin 4, B,, C,* et Cb(n=o0,1,...,5) les éléments de W,
transformés respectifs de

Ay =T * ATp* + Xg* A Z*

By = X *ATp*

C=X ¥ A1 ¥+ Xp¥aA V¥ —o2 X% A ¥ *
Cd=X,*A1* — X * A 1o *

par la transformation induite sur W par o*". Les transformations linéaires de V'AV’
induites par les éléments de G* laissent invariant W (en vertu de 8. 1. 7) ; leurs restrictions
a W constituent un groupe, isomorphe a G*, qu’on désignera encore par G*, les éléments
de ce groupe correspondant a (t)a,*, (¢)B,* et (t,u)y* étant, eux aussi, représentés
par les mémes symboles (¢)a,*, (t)B,* et (t,u)y*.

Selon la définition de Chevalley, le groupe de type G, est un groupe de transfor-
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mations linéaires d’un espace vectoriel & 14 dimensions sur K dans lequel sont définis
certains éléments distingués H,, X,, ou r parcourt!’ensemble des 12 racines de G,. Les H,
sont tous combinaisons linéaires de deux d’entre eux qui constituent, avec les X,, une
base de l'espace. Le groupe est engendré par certaines transformations x,(t), A(y),
ou t= K, et y est un homomorphisme dans K* du groupe additif P, engendré par les
racines de G,. L’action de ces transformations sur les H,, X, est donnée explici-
tement (cf. [8], p. 36).

On démontre alors, par simple vérification, que si o, b, désignent les racines de G,
disposées comme sur la fig. 8. 1. 12, et si y(t,u) : P,—K* est ’homomorphisme qui

Fig. 8.1.12

applique «, et s, respectivement sur ¢ et u,

8.1.13. La correspondance
Ay, Xy, (t) oan* <> xg, (1)
B, < Xy, (t) Ba* < 2, (2)
Cp>Hy  (Lu)y*—h(x(tu))
C'y <> Hy,

établit un isomorphisme (de groupes linéaires) entre le groupe G*, opérant sur W, et le groupe de
bpe G,, selon la définition de Chevalley.

Le centre de ce dernier étant réduit a 1’élément neutre, on voit que
8. 1. 14. G est isomorphe & G*.

8. 2. K est un corps fini.
Soient % et A les nombres d’éléments de K et L. x =X\ ou A3 selon que o est ou
non Iidentité. A un isomorphisme preés, la trialité <, de type Is, et le groupe G=Gg,s sont
entiérement déterminés par la donnée des nombres » et A.
Dans le cas particulier envisagé, les théorémes 7. 1. 8 et 7. 2. 1 deviennent :
8.2.1. 8t xz=2, G=GT=G" estun groupe (fini) simple.
En effet, K*/L* est un groupe cyclique dont I’ordre
toujours impair.

—1
— 2
Y I—1 ou A24A41 est
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On établira & présent divers résultats de caractére énumératif sur lesquels on
s’appuiera pour calculer I’ordre du groupe G (cf. 8. 2. 8).

8.2.2. Les points ac. appartenant a une droite fixe donnée sont au nombre de » + 1.
C’est évident.

8.2.3. Les droites fixes passant par un point ac. donné sont au nombre de X+ 1.
C’est une conséquence immédiate de 5. 2. 9.

8. 2. 4. Les points ac. sont au nombre de (x®. 22 +x%.A+1).(x+1).

En effet, soit d une droite fixe donnée. Partageons I’ensemble des points ac. en
trois parties disjointes : E,, E,, E; formées respectivement des points de d, des points ac.
n’appartenant pas & d mais coplanaires avec elle, et des points ac. non coplanaires avec d.
En vertu de la proposition 4. 3. 2, par tout point de E; (resp. de E;) passe une et une
seule droite fixe rencontrant E; (resp. E;). D’autre part, si ¢ désigne un point quelconque
de E, (resp. E,), une des droites fixes passant par ¢ est contenue dans E,UE,; (resp.
dans E;), et les A autres sont contenues entierement — a I’exception du point ¢
lui-méme — dans E; (resp. E,). Par conséquent, si 7; est le nombre de points
deE; (1=1,2,3), ona ny=x».A.ny=x.A. (x4 1) et ng=x.A.ny=x2.7% (x4 1). Au total,

ny+ng+ng= (2. N+x%.Ar+1).(x+1), cq.fd

8.2.5. Les droites fixes sont au nombre de (x> 2X2+x.A+1).(A+1).

C’est une conséquence immeédiate des trois propositions précédentes.

Notons que les propositions 8. 2. 4 et 8. 2. 5 sont, en un certain sens, duales I’'une de
Pautre (cf. ’appendice), et qu’on pourrait aussi démontrer 8. 2. 5 en intervertissant dans
la démonstration de 8. 2. 4 le réle des points ac. et des droites fixes.

8.2.6. Les points ac. non alignés avec un point ac. donné sont au nombre de »3.)2.

Soit ¢ le point ac. donné et soit #, (resp. n,) le nombre de points ac. ¢’ ¢, alignés
avec ¢, et tels que la droite g¢' soit (resp. ne soit pas) fixe. En vertu de 8. 2. 2. et 8. 2. 3,
n, =x.(A+1). D’autre part, il résulte de 4. 3. 1, par un raisonnement analogue a celui
dont on a fait usage dans la démonstration de 8. 2. 4, que ny=x.A.n;=x2A. (A+1).
Le nombre total de points ac. alignés avec ¢ est donc

14n+ny=(AN+%x.A41).(x+1)—x3.2% c.q.fd.

8.2.7. Les points extérieurs sont au nombre de »3. (x®. 32+x . A+1). (x+1). A24A+1)"L

En effet, a tout couple (¢, ¢’) de points ac. non alignés est associé naturellement un
point extérieur p=grNgq'7? (cf. 4. 3. 1). Inversement, tout point extérieur p est associé
a (A24A+41).22 couples (q,q’') distincts, ¢ étant I’'un quelconque des A2+ A+ 1 points
ac. de pm,, et ¢’ étant 'un des A? points ac. de pm, non alignés avec ¢. La proposition
résulte alors du fait que le nombre total de couples (g, ¢’) est, d’apres 8. 2. 4 et 8. 2. 6,

w3 (A% A1) (x4 1)
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8.2.8. L’ordre du groupe G est
g=x3. (3 —1). 3. (R—1). (2. R+ %A+ 1)

En effet, puisque G est transitif sur ’ensemble des points extérieurs (cf. 6. 2. 4), g est
le produit du nombre de ceux-ci par 'ordre du groupe ,G (p désignant un point extérieur
quelconque) qui est, d’aprés 6. 3. 4,

(k—1). A—1) 8. (R—1). (MB—1) =2 (x—1).(B2—1). A2+ A+1).
Lorsque x =X\ (o ="identité) on retrouve la formule
g=2.(2—1).(3%—1)
donnant ’ordre des groupes de type G,. Lorsque x =23, on a
(8.2.9) g=A2. (R2—1).(M—1). (A8 424 1)

qui est aussi I'ordre des groupes trouvés par D. Hertzig et par R. Steinberg [17]
(cf. Introduction).

8. 2. 10. Les valeurs de g correspondant aux diverses valeurs de ) dans (8. 2. 9) sont distinctes
deux & deux et différent des ordres des autres groupes finis simples connus (1). Il s’ensuit en particulier
que les groupes finis Gg,o (o5= Uidentité) sont deux & deux non isomorphes, et ne sont isomorphes a
aucun autre groupe fini simple connu.

La caractéristique de K est le nombre premier dont la contribution a g
(a savoir A'?) est la plus grande ; cela résulte immédiatement du fait que g divise

A2, (A2 1), (A —1) =AL2, (A —1)2. (AS 4 1)

(qui est d’ailleurs 'ordre de Sp,(Fs), ce qui permet, si on y tient, de se référer au théo-
réme 1 de [x1]). La démonstration peut alors se faire par la méthode d’Artin [x]. Les six
nombres figurant dans le tableau 2, p. 469 de[1],sont ici 127, 127,67,67, 1 et 0, ol 7 est
I’exposant de la caractéristique dans A. Il s’ensuit que si A est impair, les seuls groupes
simples considérés dans [x] dont ’ordre pourrait égaler g sont Sp,(Fs) et G,(F) (dans
les notations d’Artin : §,(A%) et E,(3?)). La méme conclusion est d’ailleurs valable
lorsque A est pair ; en effet, si r>1, le groupe G est de premiére classe (cf. [1], p. 471),
et si r=1(A=2) cela résulte de I’examen du tableau g (7bid.). Enfin un simple calcul
montre que Sp,(F) et G, (Fys) n’ont jamais 'ordre g.

La comparaison avec les formes non normales des groupes de type Eg, considérées
dans [18], est immédiate, les nombres du tableau 2 étant, pour ceux-ci, 367, 187, 127, 67,
2 et —1I.

(1) Cf. par exemple la liste donnée dans [1], & laquelle il faut ajouter les groupes de type Eg, formes non normales,
définis dans [18] (cf. aussi [17]).
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CHAPITRE IV
LES TRIALITES DE TYPE II

§ 9. Corps de caractéristique différente de 3.

9. 1. Le corps contient les racines cubiques de Punité.

Soient K un corps de caractéristique différente de 3 renfermant les racines cubiques
de l'unité, 1, ¢, €2, II un plan projectif sur K, et P I’espace projectif & 7 dimensions des
tenseurs homogeénes (i. e. donnés a un facteur prés) une fois contravariants et une fois
covariants, de trace nulle, définis dans II. A tout systéme de coordonnées u* donné dans II
est associé dans P un systéme de coordonnées ¢, avec #;;=o0 (on fera constamment usage
dans ce chapitre de la convention de sommation sur les indices muets). Les tenseurs

dont l’invariant quadratique é.t‘i.ﬁi est nul forment dans P une hyperquadrique dont
I’indice est maximum par suite de ’hypothese faite sur K (lorsque 2 =0, on donne un
sens a I’expression %.t"’..tﬁ- en la développant, compte tenu de #;=o0, et en simplifiant
formellement par 2).

Soient P®), Q®), ti®) trois répliques de P, Q, #;, Comme précédemment, 'indice
supérieur (o) sera éventuellement omis. La forme trilinéaire

T = 2. 10, 1}0), 3@ ¢ £0), £ i1 gH@)

qui est invariante pour les projectivités de II, définit entre Q©), Q1) et Q® une
T-correspondance ; en effet, elle se raméne a la forme (3. 2. 1) par la substitution
t[s‘+2]h_ " 1](l:; —tk, xi(k)

0. 1. 1) Hi+T ) — ik yl#)
£ = % . (1—¢). (. 2™ 4. y, ()

La trialité = d’équations
101 = ¢ i—1)
est de type II ; en effet, elle n’est autre que la trialité ¢, .7,, avec

1 00
a=|0¢c 0
0 o ¢
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ainsi qu’il résulte des formules de transformations (9. 1. 1). Un point de P de coor-
données #; est ac. par rapport a T si, et seulement si,

(2.8, . t—e. 5. 1) D = (2—¢) . B, . 15 P =0
quels que soient les £,i® satisfaisant & #%® =o, c’est-a-dire si

| #;.t5=0 pour iz=k
[ty 8% =1t . 1Y =tl,. 1%

ce qui exprime que #/; est un tenseur décomposable de la forme #;=u/.;,. Par conséquent,
les points ac. de 7 correspondent biunivoquement aux drapeaux (u,v) constitués par un
point u 1l et une droite » de II passant par . u et v seront nommés respectivement
le centre et axe du drapeau (u,v).

Les combinaisons linéaires de deux tenseurs décomposables #;=u/.v; et ¢t7,=u'l.v’,
sont elles-mémes des tenseurs décomposables si, et seulement si, u7=p.4/ ou v';=p.y,.
Donc, par le point ac. représentant le drapeau (u,v) passent deux droites de points ac.
représentant respectivement I’ensemble des drapeaux de centre u et ’ensemble des drapeaux
d’axe v, et quisontdes droites fixes de = en vertu de 5. 2. 9. Par conséquent, ’ensemble des
droites fixes de 7 est en correspondance biunivoque naturelle avec la somme de I’ensemble
de points et de ’ensemble des droites de II ; deux droites fixes se rencontrent si, et seulement
si, elles correspondent respectivement a un point 21l et a une droite » passant par u,
auquel cas leur point d’intersection est le point ac. correspondant au drapeau (u,v).

Toute collinéation ou réciprocité ¢ de II induit sur P une collinéation ¢* qui
conserve Q et T, et qui est linéaire ou non en méme temps que ¢. Réciproquement, toute
collinéation ¢* de P conservant Q et 7 induit une permutation des droites fixes de © a
laquelle correspond une permutation ¢ des points et droites de II conservant I’incidence,
c’est-a-dire une collinéation ou une réciprocité de II. On montre aisément que les deux
applications ¢—¢* et ¢* —¢ ainsi décrites sont inverses ’'une de ’autre.

En résumé :

THEOREME Q. I. 2. Sotent K un corps de caractéristique différente de g contenant e, et =
une trialité de type I sur K. L’ensemble F des droites fixes de <, muni de la relation d’incidence :
« deux droites fixes a et b sont incidentes si elles se rencontrent », peut étre identifié a I’ ensemble des points
et des droites d’un plan projectif défini sur K, 11, muni de la relation d’incidence usuelle. Aux points ac.
de © correspondent les drapeaux de I1. Les permutations induites sur F par les collinéations (resp. les
projectivités) de P qui conservent <, sont les collinéations et les réciprocités (resp. les projectivités et les
réciprocités linéaires) de 11. Le groupe des collinéations (des projectivités) de P conservant «, qui opére
effectivement sur F, est donc isomorphe au groupe des collinéations et des réciprocités (des projectivités
et des réciprocités lindaires) d’un plan projectif défini sur K.

9. 2. Le corps ne contient pas les racines cubiques de unité.

Soient X le corps en question, K = K (€) son extension par g, P et Q définiscomme
précédemment, t une trialité de type II de Q, P et Q les extensions de P et Q 3 K.
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v étant définie par des équations algébriques, on peut parler de son extension %, qui est
une trialité de type II de Q Soit IT le plan prOJCCtlf sur K associé & * selon 9. 1.2.

L’involution »* des couples de points de P conjugués sur K, qui conserve %, induit
sur IT une collinéation involutive ou une polarité, soit . Puisque © posséde des points ac.
et non des droites fixes (définies sur K'), » conserve des drapeaux, mais ne conserve aucun
point ni aucune droite de II; c’est donc une polarité, et plus précisément une polarité
hermitienne (i.e. appartenant & I’automorphisme non trivial de K/K), possédant des points
autoconjugués. Les points ac. de = sont les points ac. de 7 invariants pour o* ; ils corres-
pondent aux drapeaux de IT invariants pour @ donc aussi aux points autoconjugués de o
(formant la « conique hermitienne » associée a =). Les projectivités de P conservant =
deviennent, par extension a P, les projectivités conservant % et o¥, qui induisent sur i}
les projectivités et les réciprocités linéaires conservant .

En résumé :

THEOREME Q. 2. I. St le corps K ne contient pas €, le groupe des projectivités conservant une
trialité « de type II sur K est isomorphe au groupe des projectivités et des réciprocités linéaires d’un
plan projectif I définit sur K=K (¢), qui conservent une polarité hermitienne donnée o, @ points
autoconjugués. Ces deux groupes induisent des groupes de permutations isomorphes (en tant que groupes
de permutations) respectivement sur ’ensemble des points ac. de « et sur Uensemble des points auto-
conjugués de .

Remarque. La méme méthode peut étre appliquée a I’étude des trialités linéaires
sans points ac., et permet notamment de montrer que
9. 2. 2. S © est une trialité sans points ac. sur un corps K de caractéristique différente de 3,
lecorps K (c) (éventuellement confondu avec K) posséde une extension K de degré § telle que le groupe
des projectivités conservant « soit isomorphe au groupe des projectivités et des réciprocités d’un plan
projectif 1 défini sur K, qui conservent dans ce plan, soit une collinéation vy de période 3 sans point
Jfixe appartenant & un automorphisme de KK (¢), soit simultanément une telle collinéation et une
polarité hermitienne o telle que v ..y .w=identité, selon que € appartient ou non @ K.

§ 10. Corps de caractéristique 3.

THEOREME I10. I. Sur un corps K de caractéristique 3, le produit ~=y.y d’une trialité <,
de type L. et d’un glissement v permutables est une trialité de type II dont les droites fixes et les points
ac. sont les droites fixes et les points ac. de ©y invariants par v, ¢’est-d-dire, respectivement, les droites fixes
de v, rencontrant d et les points ac. de <, coplanaires avec d. Toute trialité ~ de type II posséde une et
une seule décomposition ~=ry.v du type indiqué. Par conséquent, le groupe G des projectivités
conservant © est le normalisateur du glissement vy dans le groupe de toutes les projectivités conservant ~,

(groupe de type G,).

Démonstration. Soient 7, et y une trialité de type g et un glissement permutables,
d Paxe de y (qui est une droite fixe de 7)), et T=1.7. *=1%.y*=v® est I'identité,
puisque K est de caractéristique 3, donc = est une trialité.
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Il est clair qu’un point ac. (resp. une droite fixe) de 1, invariant(e) par y est ac.
par rapport a = (resp. est une droite fixe de 7).

Réciproquement, soit p un point ac. de 7. peEpr et pepr?, donc pyespr, et
py*Epr,. En outre, p, py et py? sont alignés (cf. 6. 4. 1). Il s’ensuit que p est ac. par
rapport & Ty, sinon py ne serait pas ac. non plus, bien qu’appartenant au plan p.m,,
en vertu de 4.2. 1. Supposons que py>=p>=py?; alors la droite définie par ces trois
points serait contenue dans pt, (qui contient en effet p et py?) et dans pr? (qui contient p
et py), et serait donc une droite fixe de 1), rencontrant d en vertu de 6. 4. 1, et non
coplanaire avec elle puisqu’en vertu de I’hypothése faite sur p, p n’appartient pas a
la V; polaire de d par rapport a Q. L’hypothése py>=p impliquant une contradiction,
p est invariant par ¥. )

Toute droite fixe de =, étant constituée de points ac., est invariante par v, et est donc
une droite fixe de ty=7.y"L

L’ensemble des points ac. de + étant un sous-ensemble propre de I’ensemble des
points ac. de 7y, T ne peut étre de type I, et est donc de type II.

Soient enfin 1 =1,.y=1'g.y’ deux décompositions de = en produits d’'une trialité
de type Iy et d’un glissement permutables. Il résulte de la partie déja démontrée du
théoréme que v et v’ ont méme axe d (4 peut par exemple étre caractérisé comme I’unique
droite fixe de T rencontrant toutes les autres). y”=vy.y'~! est donc aussi un d-glis-
sement qui ne peut étre que l'identité, sans quoi t'g=r1,.y” serait de type II. Par
conséquent y=1y' et 1o=1'q. Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque. On pourrait aussi démontrer aisément le théoréme précédent par voie
analytique, en se reportant au n° 5. 2. Notons par ailleurs que certaines conclusions de
ce numéro relatives aux trialités de type II sur un corps de caractéristique g se retrouvent
comme corollaires immédiats du théoréme 10. 1.

La structure du groupe G des projectivités conservant une trialité de type II est
donnée par le théoréme suivant, valable quelle que soit la caractéristique de K.

THEOREME 10. 2. Sotent K un corps quelconque, v, une trialité de type Iz, d une droite fixe
de ©o, G, le groupe des projectivités conservant =, et ;G, le sous-groupe de Gy formé par les projectivités
conservant ~, et d. Le groupe T des d-glissements est un sous-groupe invariant de ,G,, isomorphe
au groupe additif K+ du corps K. Le normalisateur G d’un élément de T' dans Gy ne dépend pas de
cet élément, et est donc aussi le centralisateur de T dans G, ; inversement, T' est le centre de G. Le
quotient ;G,|T" est le produit semi-direct R.H d’un sous-groupe invariant abélien R = K**, espace
vectoriel & 4 dimensions sur K, et d’un sous-groupe H isomorphe & GLy(K), la représentation
linéaire de H dans R définie par automorphismes intérieurs étant équivalente & la représen-
tation linéaire de GLy(K) dans Uespace des tenseurs by, (3, j, k=0, 1) symétriques (b= b%;),
de trace nulle (b, =o0). G|T' est le produit R.H' de R par le groupe H'=SL,(K), dérivé
de H.

Quand K est un corps de caractéristique 3, la représentation linéaire de GL,(K)
dans Pespace des tenseurs b%;, symétriques et de trace nulle est réductible, le plan
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d’équations bly,=5%; =o0, étant, dans ce cas, invariant par les transformations de la
représentation. Par conséquent,

10. 3. Lorsque K est un corps de caractéristique 3, le groupe ;Go|T' (resp. G|T') posséde un
sous-groupe invariant de la forme Ry. H (resp. R,. H') ou R, C R estun espace vectoriel & 2 dimensions.

Le théoréme 10. 2 est susceptible d’une vérification analytique directe. Les calculs
peuvent étre simplifiés par l’introduction de notations appropriées. Par exemple,
Si %y, Yo est un systetme de coordonnées normal par rapport a =y, tel que d= X%,
et si 'on pose

X =1’ Jo="7
X1=0 n=ul
Xy =—1 Jo=1%
x3=1% Js=1t4

les équations générales d’une projectivité appartenant a ;G, s’écrivent

‘ w'i=d\.ul

(IO. 4) tlii=aik‘a*mj' (bkmn'u”'l—tkm) (i9j, ka m, n=0, I)
v'y=a*i;. (¢ ub 4 by 15, 4 0;)
ou
a’;) = a est une matrice inversible,
’ .
(a%i) —a-1
by = b7y
biy=

Cop = bF1g. b = (6%0)2—b"11 - b0
Co1 €10 = B¥pp . 6% = blgg. 0% — 8%, . b1y
€113 = %1 . B% = (0111)%— 8% . 8°11

On recherchera encore la fagon dont le groupe ;G, opére sur ’ensemble D
des droites fixes de 1, qui rencontrent d (dans le cas particulier d’un corps de carac-
téristique 3, D est aussi ’ensemble des droites fixes de ©=1,.y : cf. 10. 1), ou encore,
puisque les éléments de D sont tous invariants par les d-glissements, la fagon dont ;G,/T’
opére sur D. .

Les droites éléments de D sont contenues dans la V, v=u®=ul=1",=o0, inter-
section de I’hyperplan #;=o0 qui renferme tous les points ac. de 7, etdela V; u®=ul=o,
polaire de d par rapport 2 Q. La grassmannienne des droites de v est une variété de
Iespace projectif »Av (on ne croit pas devoir expliquer le sens de cette notation). Au
syst¢tme de coordonnées ', #; (i, j=0, 1 ; #);=0) dans v est associé dans vAv le systéme
de coordonnées « pluckériennes »

Prii=vnts
p=vAr0 (4,6, m=o0,1)
D= AT,
liées par les relations
Pl = 0¥ =i+ PP =0
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Parmi les droites de v, celles qui sont fixes par 7, sont caractérisées par les relations (8. 1. 8)
qui deviennent ici

\ =0

[ pF=1";
Ces équations définissent dans v Av une variété linéaire w a 4 dimensions. L’ensemble des
points de w qui représentent des droites de v (intersectionde w avecla grassmannienne)
est le cone cubique d’équations paramétriques

/1710—%3
S oo =X
1’111-—7\ U-
o=
p—_v

La projectivité (10. 4) induit sur w la projectivité d’équations

h . —— qh km_ o%kn pk
pi]’—alc'a i-a ;i'pmn

\ b= l’j‘i_! (0% plop 4 blo0- 011+ 3 B%0 - £ 11— 3 - 41 - £%0)

On voit, en particulier, que

10. 5. St K n’est pas de caractéristique 3, le groupe ,GofT' opére effectivement sur I’ensemble D
des drottes fixes de =, qui rencontrent d. Ces droites peuvent étre représentées dans un espace projectif
a 4 dimensions par les points d’un cone cubique projetant une cubique gauche, de telle fagon qu’au
groupe de permutations de D induit par ,Go|I' corresponde le groupe des projectivités de ce cone.

St K est de caractéristique 3, les éléments du groupe R, (cf. 10.3) laissent invariantes les
droites fixes de ~, qui rencontrent d, et le groupe (,Go/T")|Ry opeére effectivement sur I’ensemble D de
ces droites. D peut étre mis en correspondance biunivoque rationnelle (mais non birationnelle) avec
un sous-ensemble D, d’un plan projectif, qui est le plan tout entier sv K est un corps parfait, de telle
Jagon qu’au groupe de permutations de D induit par (,Go|T") R, corresponde le groupe des permutations
de D, induites par les projectivités du plan qui conservent cet ensemble.

Remarque. Les groupes de type G, présentent encore d’autres particularités
remarquables dans le cas des corps de caractéristique 3, telles, par exemple, que I’existence
d’isogénies exceptionnelles (cf. [16]). Ces diverses particularités sont toutes liées entre
elles ; nous nous proposons de revenir ultérieurement sur cette question.
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APPENDICE

§ 11. Les polygones généralisés.

1. 1. Définitions, exemples.

Considérons une « géométrie a incidence» ('S, C,i) constituée par deux ensembles S
et €, entre lesquels est donnée une correspondance 7, I’ « incidence », deux éléments se S
et ce( étant dits incidents s’ils se correspondent dans ¢ (sic).

Nous appellerons

— points ou sommets les éléments de §;

— cdtés les éléments de C';

— pinceau associé a un élément de SUC Pensemble des éléments (de ’autre espéce)
qui lui sont incidents ;

— drottes les pinceaux associés aux cOtés ;

— étoiles les pinceaux associés aux sommets ;

— chaine de longueur n joignant deux éléments e, f&&SUC une suite e=e,, €, ..., €, =f
de 7 éléments appartenant alternativement & § eta C et tels que pour tout m_> 2
¢, et e, ; soient incidents ;

— chaine irréductible une chaine ¢, ..., ¢, telle que ¢,5=¢, , pour tout m_>3;

— géométrie duale de (S, C,i) la géométrie (C,S,i) obtenue en permutant § et C,
c’est-a-dire en appelant sommets les éléments de C et cotés les éléments de S, et

— automorphisme de (S, C,1) toute permutation simultanée de S et C qui respecte .

Si, étant donnés deux éléments de SUC, il existe toujours au moins une chaine
de longueur <7 et au plus une chaine irréductible de longueur <z qui les joint, nous
dirons que ('S, C,i) est un n-gone généralisé (ou simplement un n-gone) (1).

Exemples.

Les polygones ordinaires sont des cas particuliers de polygones généralisés.

(S,C,1) est un digone généralisé si ¢ est triviale, c’est-a-dire si tout sommet est
incident a tout coté.

Les plans projectifs sont des triangles généralisés ; il y a d’ailleurs essentiellement
identité entre les deux notions (cf. le n° 11. 2).

Les points autoconjugués et les droites fixes d’une polarité dans un espace projectif
a 3 dimensions, ou les points et les droites appartenant & une hyperquadrique ordinaire
ou hermitienne quelconque ne contenant pas de plans, sont les sommets et les c6tés d’un
quadrangle généralisé.

Les points ac. et les droites fixes d’une trialité t sont (en vertu des propositions 4. 3. I
et 4. 3. 2) les sommets et les c6tés d’un hexagone généralisé, que nous dirons associé @ .

(1) On peut aussi définir les polygones généralisés en partant d’un ensemble § dont certaines parties, les
droites, sont distinguées. Ce point de vue, moins symétrique (et un tant soit peu moins général) que le point de vue
« abstrait », adopté ici dans un but de concision, a sur lui Pavantage d’étre plus « géométrique ».
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I1.2. Adjacence ; perspectivités et projectivités ; polygones dégénérés et polygones propres.

(S, C,t) étant un n-gone généralisé, deux éléments de SU C seront appelés adjacents
s’ils peuvent étre joints par une chaine de longueur strictement inférieure a 7. Si 7 est
impair, deux éléments de méme espéce (deux sommets ou deux cotés) sont toujours adja-
cents ; si zn est pair, tout c6té est adjacent a tout sommet. S’il y a dans SUC un élément
adjacent a tous les autres, le n-gone (S, C, 1) sera dit dégénéré.

Soient d; et d, deux pinceaux associés a des éléments de SU C non adjacents. Tout
élément ¢,=d, est adjacent a un et un seul élément ¢;ned,. Nous appellerons perspec-
tivité application © : d; —d, ainsi définie, projectivité le composé d’un nombre fini quel-
conque de perspectivités, et pinceaux projectivement liés deux pinceaux tels qu’il existe une
projectivité de I'un d’eux sur I’autre. Un n-gone (.S, C,7) sera dit propre si deux pinceaux
de méme espéce (deux droites ou deux étoiles) sont toujours projectivement liés ;
lorsque 7 est impair, cela implique que deux pinceaux quelconques sont projectivement liés.
I1 est clair que dans un n-gone propre, toutes les droites et toutes les étoiles ont le méme
nombre d’éléments; lorsque 7 est impair, ces deux nombres sont nécessairement égaux.
Les n-gones impropres (i.e. non propres) sont en fait des cas d’exception, dont il est facile
de donner une description compléte.

Exemples.

Il y a identité entre les plans projectifs et les triangles non dégénérés. Les triangles
propres sont les plans qui satisfont & ’axiome selon lequel il existe au moins trois points
sur chaque droite (axiome Eo de [1g]).

L’hexagone associé a une trialité de type II sur un corps de caractéristique 3 est
dégénéré (cf. le théoréme 10. I).

I1I.3. Un « théoréme de Chow » 9] pour les trialités.

Soient P et Q définis comme dans les chapitres précédents, et ~ une trialité de Q possédant des
droites fixes. Si on exclut le cas d’une trialité de type II en caractéristique 3, tout automorphisme de
Phexagone associé & © est induit par une collinéation de P conservant « ou transformant v en <1,
Cette collinéation est unique sauf si v est de type La, auquel cas deux collinéations induisent I’ auio-
morphisme donné, Pune conservant © et ’autre transformant ~ en <L

II. 4. Dédoublement d’un polygone généralisé. Polygones dont les étoiles ont deux éléments.

Soient (S, C,i) un n-gone généralisé, I' T’ensemble SUC, X P’ensemble des
«drapeaux » (s,¢) formés d’un sommet s et d’un c6té ¢ incidents, et v la correspondance
entre I' et 2 définie comme suit

yi(s,c) —>y=s ou ¢ (y&T, (s,c)X).

Alors, (2, T, ) est un 2 n-gone dont les étoiles ont deux éléments, et que nous nommerons
le double du n-gone (S, C,i). La proposition suivante est facile 2 démontrer :

Un n-gone généralisé non dégénéré dont les étoiles ont deux éléments est un n-gone ordinaire
st n est impair, et est isomorphe au double d’un (n|2)-gone généralisé si n est pair.
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Lorsque n=6, cette proposition et le théoréme 11.3 redonnent Pessentiel du
théoréme g. 1. 2.

I1.5. Hexagones généralisés dont les pinceaux ont trois éléments.

Un hexagone généralisé dont les pinceaux ont tous 3 éléments est isomorphe a I’ hexagone associé
a une trialité de type Lg sur le corps K=F,, ou au dual de celui-la.

Un raisonnement simple permet de déduire de cette proposition et du théoréme 11. g
I'isomorphisme connu (cf. § 7. 8) entre le dérivé du groupe de type G, sur le corps F,,
et le groupe projectif unitaire PU;(F,). Considérons en effet dans un plan projectif II
sur Fy une polarité hermitienne =, et soient § I’ensemble des points de II qui ne sont pas
autoconjugués par rapport a m, C I’ensemble des triangles autopolaires par rapport a m,
et ¢ la correspondance qui associe a tout triangle &C ses trois sommets. On vérifie aisément
que (S,C,i) est un hexagone dont les pinceaux ont trois éléments, et que tout auto-
morphisme de cet hexagone est induit par une et une seule collinéation de II conservant .
Il en résulte que

Le groupe des collinéations d’un plan projectif sur le corps Fy qui conservent une polarité hermi-
tienne donnée dans ce plan est isomorphe au groupe des projectivités conservant une trialité de type Iy,
(groupe de type G,) définie sur le corps F,.
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