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Sur des développements de fonctions elliptiques

Raouf CHOUIKHA

Résumé :
Dans ce travail, on améliore certains résultats annoncés dans la Note [1].
On montre en particulier que les développements se généralisent. Des ex-

pressions trigonométriques, on déduit des équations modulaires pour les

coefficients.

On the expansions for elliptic functions

Abstract :
In this paper, we improve some results announced in the Note [1]. In parti-
cular we show the generalization of the expansions. From trigonometric

expression we deduce some modular equations of the coefficients.



§1 - Dans une Note précédente [1], on a mis en évidence un développement de la
fonction P (z) de Weierstrass relative a 8, = %E, le résultat suivant montre
qu'en fait ce développement est encore valable dans le cas ol g, est un complexe

quelconque.

Théoréme (1.1) :

La fonction P(z) de Weierstrass relative a 9% et 83 admet le développement

suivant :
TT2
P(z) = ey - 7
hol 3 (.. =z
W X Bz k51n Zw)
pzl P

Les coefficients sz étant définis par la relation de récurrence :

(1.2)  (2p+2)(2p+1) =[4 2+1z (2w 2] 2w 26 5
. P p sz+2 P e3k'n i sz p a2 0<r<p Bzr sz_zr

ou (2w,2w') sont les périodes primitives, avec ey = Plw'), Bz=l et
2
(@Y (o —1pe2
a, = (“J kgz 1293).

Démonstration :

On considére pour cela les solutions périodiques complexes de 1l'équation diffé-

rentielle :
u'"! +u2 -uta =0
(1) u(0) = 1+s

u'(0)=0

oll s et o sont des complexes.

Ces solutions peuvent s'écrire : ®(z) = % - 6 P(zt+w')
ou P(z) est la fonction de Weierstrass relative a 8y = %E- %

et g, = 6_3[1-4 s -6s”- i%; (s+%—)].

Lemme (1.3) :

Lorsque les coefficients sz, pe]N“ vérifient les conditions suivantes :

2 2
- 2 (2w (2w
(2042) 2pr1I8, L, = L6p™ (2] (st Ip, - (2] 62, P B2

I ) 2 (142s)%+3a-1
avec B, =1, a,=-7 12




alors, les solutions périodiques de 1'équation (1) sont de la forme :

2

TZ Zp
®P(z) = 1+s+6a., I B (Shl_‘)
p21 2p 2w

La démonstration de ce lemme reprend celle du théoréme (1.1) de [1], en précisant
que les coefficients a, s'écrivent : a, =a, B, . Plus exactement, on montre

2p 2p 2 "2p
gque la série converge au voisinage d'un point Z > puis on utilise le prolongement

analytique (les détails seront donnés dans une prochaine publication).

Remarque (1.4) :

a) Compte tenu de 1'homogénéité des g, et des e;» on déduit que az(w,w')=m_2a2(l,T)

!
ou T =£ﬁr est le rapport des périodes. La relation (1.2) montre qu'en fait les

sz ne dépendent que du rapport T.
b) La fonction de Weierstrass peut s'écrire également :

2 2
i i

Fle) = 2 2 .. Tz 2p e 2 2 2p
4o 3 sz(ez)(51n EG) 4o 3 sz(el)(51n EBT)

car l'action du groupe modulaire fait permuter les e ainsi que les fonctions

az(ei) qui vérifient :

2 \6
1 . e A= o I 1
g2 = —§ w—z (az(e1)+a2(e2)+a2(e3)) 3 A= 16(2(,0] 32(91) aZ(eZ) 32(e3)

aé3(e1)+a2(e2)+a§(e3)

_4A 4 ' =L
et J-27 g 3 avec az(el)--T2 az(el).

aé(el)az(ez) 32(93)

On sait que la fonction S, de Jacobi est reliée a P(z) par :

e.-e e, -e
P(z)-—e3= 5 1 3 ol k2 = e2-e3
sn (zVel—eB,k) 173

Les périodes primitives de sn étant : 4K==4w¢e1-e3, 21K'==2w'¢e1—e3.

Proposition (2.1)

e, -e

|30

3
3

La fonction sn(4K, 2iK') relative & k™ = admet le développement suivant :

—e

%1

2p
2K . Tu . Tu

sn(u,k) = — sin 5 [1-+P§l sz+2(51n EE) ]



Les coefficients sz étant définis par les relations de récurrence :

2

Yor Yom = Bap-2 3 Yopp t 2

(2.2) 2 I

Yo, Yoo =B
r+m=2p 2r "2m T4p

%
r+m=2p+1
avec y2=1 et les sz définis par (1.2).

Ce résultat se déduit du théoréme (1.1) et d'un calcul qui donne

2p
il T2 2
————— = 2w sin >— [1+ = ¥y (sin ——) 1.
OEN 2w p21 2p+2 2w

Corollaire (2.3) :
T

Soit q=e'"", alors sous les hypothéses de la proposition (2.1), on a les rela-

tions suivantes :

1
nt+=
PRy ¢ 2 Y 2p+l %
1) g = _w Ja. g -2ptZ pour tout nelN
2nt+l w 2 2p
1-q p2ntl 2 p-n

d'oli 1la relation modulaire sur les coefficients Y2p

Y (1) (2pt1 Y (nt) (2p+1
(-1)™ /() ¢ 2R - ( ]= /o) § SR ( ]
P > 2p
pzm 2 p-m pzl 2 p

avec n =2m+l un entier positif.

(On note (g) = ?ng%?TT)‘

Démonstration :
2ptl
Du fait que 2 2P sin2P+1)(= s (-1)° sin (2n+1)x et en vertu du dévelop-
nsp-1 p-n
pement trigonométrique classique de la fonction sn (voir [2]) :
atk
_21 . g . T
sou = pg * g2t sin(2n+l) 5y

on déduit alors les relations par identification.



§3 - On a vu dans [1] que la fonction théta peut s'écrire sous la forme suivante :

2
GA(V) = 64(0) Exp[% (ﬁ) pilczp(sin ﬂV)2p]

.. _ - _w'
(on écrit 64—801 et 6(v)=0(v,1) avec = " ).

Les coefficients c2P vérifiant la relation de récurrence

2 —
(3.1) (2p+2)(2p+1)c2p+2 4p Cyp = 29p

et les a2p sont définis par :

2 2
_ 2 2w (2w
(3.2) (2p+2)(2p+1)a2p+2 = [4p~+12 e3(:r) 1 o (;—)O<i<pa2r 3)5-2r

2
_fw 19 a2 . gl 1) =
avec az-(“) (g2 12e3). De plus, on a : w czp(w,w ) CZP(T).

Des formules déduites de la transformation d'ordre impair sur 6(nv,nt), on

trouve le résultat suivant (voir [2]) :

Proposition (3.3) :

Soit n un entier impair . Lorsque les coefficients c2p vérifient la relation

(3.1), alors on a 1'égalité :

2 2p n-1
n” % czp(nt)(51n ntv) = 3 CZP(T) T

[(sin n(VHFE))Zp—(sin1T£)2p]
pzl pzl r=0 ?

Une autre relation modulaire peut étre déduite grace aux expressions trigonomé-

triques de la fonction théta.

Proposition (3.4) :

Lorsque les coefficients c2p vérifient (3.1), alors pour tout entier m non

nul, on a 1'égalité :

(-1)" " _om CZE(T) ( ZpJ

l-q2m 3ﬂ2 pzm 2

d'ou 1'équation modulaire pour les coefficients C2P

c, (1) [2 (mt) (2
m(—l)m+1 5 _2p" ° P = SZR____ P
p2m 22p-1 p-m pzl 22p-1 p-1

[he!

[\



satisfaite pour tout mz1.

Ceci résulte des deux types de développement de la fonction théta, a savoir :

64(\)) m m
log =4—~ =2 % -9 __ _5; vy —9 cos(2mmwv)
8, (0) 2m m
4 m21 m(1-q“") mzl m(1-q“)
- LZ I e, (t)(sinwv)?P,
3n pzl P

Remarque (3.5) :

Pour les transformations d'ordre 2, comme la transformation de Landen, en utili-
63(v)84(v)

sant 64(2V’ZT)=——EZ(6:E;7_

ol Gi(v) =Bi(v,T), on trouve 1'égalité suivante :

(3.6) 4 3% ¢, (1) sin2p v4—coszp'v-1 = T c. (21) sin2p 2v.
2 2
p21 ‘P p21 P

Les formules de trigonométrie permettent d'identifier les coefficients :

(3.7) zR 2 2n e, (21) (-DP" (p’_‘n) =hc, +4 (-1)? mgp c, (1) (’;‘)
n2 -

§4 - Dans cette partie, on va mettre en évidence quelques propriétés des coefficients

a, du développement de la fonction P(z). On verra en particulier que les a0

2p

vérifient des équations modulaires identiques & celles des coefficients C2p'

Proposition (4.1) :

Soit n un entier impair. Les coefficients du développement de P(z;2,21) sont

définis par la relation (3.2). Alors on a 1l'égalité :

2 - 2p n-1 u 2p 2p
n~ = a, (nr)(singi—) = 3 a, (1) = [[shuw(i-g)] -(sin‘n%) 1.
pz2l P pzl P u=0
Démonstration :

Ce résultat se déduit du théoréme (1.1) ainsi que de la démonstration de la

fonction de Weierstrass ([2] page 310).



§5 -

Proposition (4.2) :

. 1 (L 2) .. . A 3
Soit az(T) = (gz 12 e3j, alors pour n impair, on a : n az(nT) = 3 a2p,n.a2p(T)

ﬂz p22
n-1 (sin‘n(%-u))2p- sian-E')2p
ou la valeur des a est donnée par : a =Lim I n n
2p,n 2p,n - A
u>0 p=0 sin™ =~
On a aussi :
n-1
2 2B, (1) 2p1 4
a.(nt) = an(T) L o =z 2 sin 2 .
2 2 n ki n
u=1 pz21

Remarque (4.3) :

En utilisant la transformation de Landen, on trouve 1'égalité suivante :
2p 2p
4 3 a, (T)((sin%g) +(cos%¥j -1) = 3 a, (21) sin2p mv.
pzl P pz1 P

Ainsi, les coefficients a5 vérifient une égalité identique a (3.7).
Par ailleurs, des expressions trigonométriques de la fonction P(z), on peut

déduire une relation modulaire entre les coefficients.

Proposition (4.4) :

Lorsque les coefficients a2p vérifient la relation (3.2), alors pour tout entier

m non nul, on a :

D"mg” _ 1 22p¢0) (ZP)
1-¢*" 1202 pam 22P7L \pm

d'ot 1'équation modulaire :

-n)™ Z2p © (ZP) iy 22 o) (ZP).
p2m 22p—l p2l 22p-1 p-l

Démonstration :

Ce résultat se déduit du théoréme (1.1) et de 1l'expression

- 2 -D"ng™ . 2mrz
Pzttt ; 2,21) =e (1) +41" = sin” —=.
3 2m 2
mzl 1-q

Remarques :
Il est intéressant de préciser qu'en général une fonction développable en série

de Fourier, n'est pas toujours développable en série de puissances de fonctions

circulaires.



En effet, soit par exemple une fonction f qui s'écrit f(x)= % a cos? x H
d'aprés les formules d'Euler-Fourier, on trouve : p20
Zm n m n . . s
JO cos X cos px dx = 2n—1 E%B si n-p est pair et positif

d'oli 1'expression des coefficients de Fourier de f :

YAl a n
1 n n
a = z anJ cos xcospxdx = I -1 | n-
P v o n2p 2 _EE

Cette technique se heurte souvent a la difficulté de montrer la convergence de

la série I a_cos® x. Ce type de développement a été signalé par Lebesgue
p20
(3] p. 29).
Le fait que la fonction de Weierstrass P(z+t; 2,21) soit développable en série
de Fourier était bien connu (voir [2]) ; cepepdant le théoréme (1.1) précise

qu'une fonction elliptique peut s'écrire sous la forme d'une série de puissances

de fonctions circulaires.
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