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Sur des développements de f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s 
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Résumé : 
Dans ce t r a v a i l , on améliore c e r t a i n s r é s u l t a t s annoncés dans l a Note [1] 
On montre en p a r t i c u l i e r que l e s développements se g é n é r a l i s e n t . Des ex-
p re s s ions t r igonomét r iques , on dédui t des équat ions modulaires pour l e s 
c o e f f i c i e n t s . 

On the expansions f o r e l l i p t i c f u n c t i o n s 

Abs t rac t : 
In t h i s paper , we improve some r e s u l t s announced in the Note [1 ] . In p a r t 
cu la r we show the g e n e r a l i z a t i o n of the expansions. From t r igonomét r i e 
expression we deduce some modular équat ions of the c o e f f i c i e n t s . 



§1 - Dans une Note p récéden te [ 1 ] , on a mis en évidence un développement de l a 
f onc t i on P ( z ) de Weie r s t r a s s r e l a t i v e à g^ = y j , l e r é s u l t a t su ivan t montre 
qu 'en f a i t ce développement e s t encore v a l a b l e dans l e cas où g^ e s t un complexe 
quelconque. 

Théorème (1 .1 ) : 
La f o n c t i o n P ( z ) de Weie r s t r a s s r e l a t i v e à g^ e t g^ admet l e développement 
su ivan t : 

2 
P ( z ) = e 0 

j , 2 „ D r • p 
4oj L g„ s m tt-

Les c o e f f i c i e n t s p^p é t a n t d é f i n i s par l a r e l a t i o n de r écu r rence : 

( 1 .2 ) (2p+2)(2p+l)$2p+2 " [ A P 2 + 1 2 e
3 [ ~ ] 2 ] h p i ^ j ^ l Q<l<p hr %-2r 

où (2U),2GJ') sont l e s pé r iodes p r i m i t i v e s , avec e^ = P ( ( J J ' ) , f ^ = 1 E T 

a 2 = ( ï ) ( g 2 " 1 2 e 3 ) ' 

Démonstration : 
On cons idère pour ce l a l e s s o l u t i o n s pé r iod iques complexes de l ' é q u a t i o n d i f f é -
r e n t i e l l e : 

u" + u 2 - u + a = 0 

(1) < u(0) = 1 + s 

u1 (0) = 0 

où s e t a sont des complexes. 

ffil" ï = Ces s o l u t i o n s peuvent s ' é c r i r e : cp(z) = ^ - 6 P(z+w') 
1 a 

où P ( z ) e s t l a f o n c t i o n de Weie r s t r a s s r e l a t i v e à = 12 ~ 4 
e t g 3 = 6 \ l - 4 s 3 - 6 s 2 - ^ ( s + | ) ] . 

Lemme (1 .3 ) : 
Lorsque l e s c o e f f i c i e n t s f^p» P 6 ® v é r i f i e n t l e s cond i t ions su ivan te s : 

2 2 
(2p+2)(2p+l)$2p+2 = ( 2 s + l ) ] p 2 p - ( ^ ) * * 2 ^ h r h r i r 

« i _ M 2 ( l + 2 s ) 2 + 3 a - l avec p2 = l , a 2 - - l - ^ 



a l o r s , l e s s o l u t i o n s pér iod iques de l ' é q u a t i o n (1) sont de l a forme : 

i\2> V M - l + s + 6 a 2 Z B2p (s in g j 

La démonstrat ion de ce lemme reprend c e l l e du théorème (1 .1 ) de [1 ] , en p r éc i s an t 
que l e s c o e f f i c i e n t s a ^ s ' é c r i v e n t : a2p = a 2 ^2p' e x a c t e m e n t , on montre 
que l a s é r i e converge au vo is inage d 'un po in t Zq, pu is on u t i l i s e l e prolongement 
ana ly t ique ( l e s d é t a i l s se ron t donnés dans une prochaine p u b l i c a t i o n ) . 

Remarque (1 .4 ) : 
a) Compte tenu de l 'homogénéi té des g^ e t des e^ , on dédui t que a^CwjU1 )=<JJ 3 ^ ( 1 , T ) 

U)1 

où T = ~ e s t l e rappor t des pé r iodes . La r e l a t i o n (1 .2 ) montre qu 'en f a i t l e s 
f$2p ne dépendent que du rappor t t . 
b) La fonc t ion de Weie rs t rass peut s ' é c r i r e également : 

2 2 
P ( z ) = e„ - x— = e1 

4 . 2 E P 2 p ( e 2 ) ( s i n g ) 2 " ' W 2 ) ( s i n ^ 

car l ' a c t i o n du groupe modulaire f a i t permuter l e s e^, a i n s i que l e s fonc t ions 
a 2 ( e ^ ) qui v é r i f i e n t : 

g2 = ~ | I 2 f a 2 ( e l ) + a 2 ( e 2 ) + a 2 ( e 3 0 5 A = a 2 ( e l } a 2 ( e 2 } a 2 ( e 3 } 
u) y v J 

4
 a 2 3 ( e l ) + a 2 ( e 2 ) + a 2 ( e 3 } 4 , , , 1 , , 

et 27 a « ( e 1 ) a 2 ( e 2 ) a 2 ( e 3 ) " 9 ; a V 6 C a
2

( e l } " a 2 ( e l } ' 

§2 - On s a i t que l a fonc t ion s^ de Jacobi e s t r e l i é e à P ( z ) par : 
e l " e 3 . . 2 e 2 _ e 3 ou k = P ( z ) - e = 

sn ( z / e ^ - e ^ k ) e r e 3 

Les pér iodes p r i m i t i v e s de sn é t a n t : 4 K = 4ùi Ve^-e7, 2i K' = 2u)' / e , - e n . 

P ropos i t ion (2 .1 ) : 

2 e 2~ e 3 La fonc t ion sn(4K, 2 i K ' ) r e l a t i v e à k = admet l e développement su ivant 
V e 3 

s n ( u , k ) = - s m - [1+ S Ï 2 p + 2 L S I N 2KJ 3 

Dél V y 



- h -

Les c o e f f i c i e n t s é t a n t d é f i n i s par l e s r e l a t i o n s de récurrence 2p 

( 2 - 2 ) 2 E = 0 ; Y? + 2 E v v = r , „ '2r '2m ^Ap-2 ' 2p+2 , _ '2r '2m P4p r+m=2p r r+m=2p+l F 

avec Ï 2 = l e t d é f i n i s P a r (1*2). 

Ce r é s u l t a t se dédui t du théorème (1 .1 ) e t d 'un ca l cu l qui donne 

\2p 

/ P ( z ) - e „ 
TTZ Ç TTZ*̂  - 2a. s in ^ [1 + ^ y 2 p f 2 l^sin ^ J ] . 

Coro l l a i r e (2 .3) : 
ILTT 

Soit q = e , a l o r s sous l e s hypothèses de la p ropos i t ion ( 2 . 1 ) , on a l e s r e l a -
t i o n s su ivantes : 

. 1 n+;r / n n 2 
i d J g = ^ fTT y 

2n+l IT 2 L 
1 2 ^ ^ ^ 

i - q pàn+l 2 2p p - n j 
pour tou t nelN 

d 'où la r e l a t i o n modulaire sur l e s c o e f f i c i e n t s -y 2p 

M Ï T ^ J . - ) ^ ) 
( " î r / ^ ï ï ï 2 P ^ n 2 -i>m 0 2 p pàm 2 

avec n = 2m+l un e n t i e r p o s i t i f . 

( 0 n n o t e ® = T û f e r } 

2p+l 

^ p-m J 
= / - a„ (nT) Z 2p+2 

pàl 2 2p P J 

Démonstration : 
f 2p+l 

s in (2n+l)x e t en ve r tu du dévelop-Du f a i t que s i n 2 ^ ^ x = E ( - l ) n 

nSp-1 V. p-n 
pement t r igonométr ique c l a s s ique de la fonc t ion sn (vo i r [2]) : 

2TT q snu - — E kK 1-q 

,1 
n+2 
2n+l s i n ( 2 n + l ) | | 

on déduit a l o r s l e s r e l a t i o n s par i d e n t i f i c a t i o n . 



§3 - On a vu dans [1] que l a f onc t i on t h ê t a peut s ' é c r i r e sous l a forme su ivan te : 

e 4 ( v ) = e 4 ( o ) E x P [ | [ f j ^ c„ ( s i n -nv) 2 p ] zp 

(on é c r i t 8 = 8,... e t 9 (v )=0 (v ,x ) avec x = — ) . 4 U1 (JI) 

Les c o e f f i c i e n t s c„ v é r i f i a n t l a r e l a t i o n de récur rence 2p 

(3 .1 ) ( 2 P + 2 ) ( 2 p + l ) c 2 p + 2 - 4 p c 2 p = a 2 p 

e t l e s a„ sont d é f i n i s par : 2p 

(3 .2 ) ( 2 p + 2 ) ( 2 p + l ) a ^ = [ 4 p 2 + 12 ] a ^ - Z a . a 2p+2 3 U J ] a 2p U J 0 < ; < p ° 2 r > 2 r 

avec a 2 = ( ë 2 ~ ^ 2 e 3 ^ ' P-*-us» o n a : ^ c2p^(j j '<jjl ^ = ' 

Des formules dédu i t e s de l a t r ans fo rma t ion d ' o r d r e impair sur 8 (nv ,nx) , on 
t rouve l e r é s u l t a t su ivan t (vo i r [2] ) : 

P ropos i t ion (3 .3 ) : 
Soi t n un e n t i e r im] 
( 3 . 1 ) , a l o r s on a l ' é g a l i t é : 
Soi t n un e n t i e r impair . Lorsque l e s c o e f f i c i e n t s c 2 p v é r i f i e n t l a r e l a t i o n 

n-1 
n 2 E c 0 ( n x ) ( s i n m r v ) 2 p = I c„ (x) E [ ( s i n ir(v + ̂ ) ) 2 p - ( s i n ir - ) 2 p ] 2p ^, zp n n 

PSI pâl ' 2 p r=0 

Une a u t r e r e l a t i o n modulaire peut ê t r e dédui te grâce aux express ions trigonomé-
t r i q u e s de l a f onc t i on t h ê t a . 

P ropos i t ion (3 .4 ) : 
Lorsque l e s c o e f f i c : 
nu l , on a l ' é g a l i t é : 
Lorsque l e s c o e f f i c i e n t s c 2 p v é r i f i e n t ( 3 . 1 ) , a l o r s pour t o u t e n t i e r m non 

/ ,\m m ( - 1 ) q 
1-q 2m 

c _ ( x ) f 2 p ^ 
JL_ y 

2 0 2 p - l 3ir pàm 2 VP ~mJ 

d 'où l ' é q u a t i o n modulaire pour l e s c o e f f i c i e n t s c 2 p : 

. . c„ (T ) f 2p ^ 
( 1 \ m + 1 v 2p m(-l.) E — 

pèm 2 2p- l Vp-m. 
= E 

c„ (mx) 2P 
pSl 2 2p- l 

2p 

I P - U 



s a t i s f a i t e pour t o u t m â l . 

Ceci r é s u l t e des deux types de développement de l a f o n c t i o n t h ê t a , à s avo i r : 

8 4 (V ) m m 
l o 8 Q fr,\ = 2 Z 2 E r — cos(2mirv) 

9 . ( . 0 ) .. 2NU . , , ^ 2IÏK 4 mâl m(l -q ) mâl m(l -q ) 

= E c„ ( t ) ( s i n i rv ) 2 p . 
BIT2 P I L 2 P 

Remarque ( 3 . 5 ) : 

Pour l e s t r a n s f o r m a t i o n s d ' o r d r e 2, comme l a t r a n s f o r m a t i o n de Landen, en u t i l i -

8 3 ( V ) 8 4 ( V ) 
san t 04(2V ,2T) = —^ ^ ^ ^ où 8^(v) = 9^ (v ,T ) , on t rouve l ' é g a l i t é s u i v a n t e : 

( 3 . 6 ) 4 E c„ ( t ) f s i n 2 p v + c o s 2 p v -1 ] = E c (2T) s i n 2 p 2V. 
pà l 2 p ^ J p*l 2 p 

Les formules de t r i g o n o m é t r i e pe rme t t en t d ' i d e n t i f i e r l e s c o e f f i c i e n t s : 

( 3 . 7 ) Z 2 2 " c 2 n ( 2 , ) ( - D P - g = 4 c + A ( - l ) P , c 2 m ( . ) ( j 
£ rrèp v 
2 

§4 - Dans c e t t e p a r t i e , on va m e t t r e en év idence quelques p r o p r i é t é s des c o e f f i c i e n t s 

a^p du développement de l a f o n c t i o n P ( z ) . On v e r r a en p a r t i c u l i e r que l e s a^ p 

v é r i f i e n t des équa t i ons modula i res i d e n t i q u e s à c e l l e s des c o e f f i c i e n t s c2p* 

P r o p o s i t i o n ( 4 . 1 ) : 

So i t n un e n t i e r impa i r . Les c o e f f i c i e n t s du développement de P ( Z ; 2 , 2 T ) sont 

d é f i n i s par l a r e l a t i o n ( 3 . 2 ) . Alors on a l ' é g a l i t é : 

n 2 E a„ ( n T ) f s i n ^ f P = E a„ (x) Y [ [ s i n ( s i n t t ^ ] . 
pSl P ^ J pâ l P m=0 

Démonstrat ion : 

Ce r é s u l t a t se d é d u i t du théorème ( 1 . 1 ) a i n s i que de l a démons t ra t ion de l a 

f o n c t i o n de W e i e r s t r a s s ( [ 2 ] page 310) . 



Proposi t ion (4 .2) : 

Soi t a„ ( x ) = -rr f g „ - 1 2 e 2 1 , a lo r s pour n impair , on a : n^ a„(nx) = Z a„ a„ (x) 
2 \ 2 -V 2

 p à 2
 2 P ' n 2 P 

n-1 f s i n * ( ^ ) ] 2 P - f s i n ^ ) 2 p 

où la va leur des a„ e s t donnée par : a_ = Lim Z ^ ^ * ' 2p,n r 2p,n _ n . 2 nu u-»0 m=0 s m - y 
On a auss i : 

n-1 

a 2 ( n x ) = a^(x) 
. 2 2p„ (x) f .2p-,4 

n u-1 pfcl 11 ^ n > 

Remarque (4 .3 ) : 
En u t i l i s a n t l a t ransformat ion de Landen, on trouve l ' é g a l i t é suivante : 

4 X a 2 p ( x ) ^ s i n Y ^ P + ^ c o s y ] P " l ] = S a 2 p (2x ) s i n 2 p irv. 

Ains i , l e s c o e f f i c i e n t s a„ v é r i f i e n t une é g a l i t é ident ique à ( 3 . 7 ) . zp 
Par a i l l e u r s , des expressions t r igonométr iques de la fonc t ion P ( z ) , on peut 
déduire une r e l a t i o n modulaire en t r e l e s c o e f f i c i e n t s . 

Proposi t ion (4 .4 ) : 
Lorsque l e s coeff : 
m non nu l , on a : 

" - M 
J.-4 1411 

d'où l ' é q u a t i o n modulaire : 

Lorsque l e s c o e f f i c i e n t s v é r i f i e n t l a r e l a t i o n ( 3 . 2 ) , a l o r s pour tou t e n t i e r 

f i \ r a m i a„ (x) ( -1 ) mq _ _1 2 2p 
, 2m 2 ,. i2p-1-q 12tr pàm 2 

pîm 2 pli 2 

Démonstration : 
Ce r é s u l t a t se déduit du théorème (1 .1 ) e t de l ' e x p r e s s i o n 

P(z+x ; 2,2x) = e ( X ) + 4 T T 2 Z ( - V ™ * ™ s i n
2 BS£. 

J màl 1-q 

§5 - Remarques : 
I l e s t i n t é r e s s a n t de p r é c i s e r qu 'en général une fonc t ion développable en s é r i e 
de Four ie r , n ' e s t pas t ou jou r s développable en s é r i e de puissances de fonc t ions 
c i r c u l a i r e s . 



En e f f e t , s o i t par exemple une fonc t ion f qui s ' é c r i t f ( x ) = Z a cosp x ; 
p>0 P d ' ap rè s l e s formules d 'Eu l e r -Fou r i e r , on t rouve : 

r2ir n cos x cos px dx = , n - l 
n 

ÏÏIE 
s i n-p e s t pa i r e t p o s i t i f 

v 2 ' 

d 'où l ' e x p r e s s i o n des c o e f f i c i e n t s de Fourier de f : 

f2ïï 
a = — Z a p tr n ^ v 

n cos x cos px dx = E 
nàp 2 

n 
n-1 

C n > 

«12 

Cette technique se heur te souvent à l a d i f f i c u l t é de montrer l a convergence de 

la s é r i e Z a cosP x. Ce type de développement a é t é s igna lé par Lebesgue 
pâO P 

( [3] p. 29). 

Le f a i t que la fonc t ion de Weiers t rass P(z+x ; 2,2x) s o i t développable en s é r i e 
de Fourier é t a i t bien connu (vo i r [2] ) ; cepepdant l e théorème (1 .1) p r éc i s e 
qu'une fonc t ion e l l i p t i q u e peut s ' é c r i r e sous la forme d 'une s é r i e de puissances 
de fonc t ions c i r c u l a i r e s . 
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