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CHAPITRE 7 : GROUPES DE LIE.

1) Rappels. (Les notations concernant les variétés sont précisédes p. 117).

(1.1) DEFINITION. - Un groupe de Lie est une variété G, de classe Cm,

munie d'une lot de groupe telle que l'application (x,y) b x_ly soit une

application C de G x G dans G.

EXEMPLE : Pour tout espace vectoriel de dimension finie E sur K =R ou

. . . . 2 .
€, GL(E) est un groupe de Lie, de dimension n2 si K =R, (2n) si K= (.

En effet, GL(E) est un ouvert de £L(E) (cf. pour plus de détails, §5)

REMARQUES :

1) En réalité, on peut remplacer dans la définition, c” par c? 3

c'est-a-dire qu'un groupe de Lie est automatiquement muni d'une structure de
variété analytique. On dira plus précisément que G est un groupe analytique

si G est un groupe de Lie connexe.

2) Méme si G n'est pas connexe, sa dimension est bien définie car,
d'aprés (1.1), les tramslations, & gauche ou a droite, sont des difféomorphis-
mes de G : la translation <vy(a) : x# ax transforme e en a, donc son
application tangente en e, Y(a)i est un isomorphisme de 1'espace tangent en

Te(G), sur 1'espace tangent en a, Ta(G).

€,



3) Les composantes connexes de G, en particulier la composante
neutre, sont ouvertes et fermées dans G car, pour tout X € G, on peut, au
moyen d'une carte, trouver um ouvert connexe contenant x, c'est-a-dire que

G est localement connexe.

ALGEBRE DE LIE D'UN GROUPE DE LIE.

y ~
Rappelons qu'un champ de vecteurs X sur G est la donnée, pour

Y
tout x € G, d'un vecteur tangent en x, XX.

. © w . e

On dira que ce champ de vecteurs est C (ou C°) s'il vérifie la
condition suivante : pour toute carte (U,¢ ) de G, les composantes en x €U
foe]

, .
de XX sur la base de TX(G) associée 3 la carte, sont des fonctions C

(resp. Cw) de x.

EXEMPLE : Soit X € Te(G), alors, pour tout x € G, Y(x):(X) € TX(G). En
Y] P
posant XX = Y(X):(X) on définit un champ de vecteurs sur G dont on vérifie

. 0 a w . . . P
qu'il est C , et méme C , par simple application de la définition.
On va maintenant caractériser les champs de vecteurs introduits dans

1'exemple précédent

(1.2) DEFINITION. - On dit qu'un champ de vecteurs X sur G est invariant

par translation si, pour tout (x,y) € G x G, on a

Yool R =X .



(1.3) PROPOSITION. - Les champs de vecteurs invariants par translation sont
exactement les champs de vecteurs X définis, d partir de la donnée

d'un vecteur X € Te(G), par la formule :

(1.4) '%X = y(x)i(X).

- 3 o
En particulier, ces champs sont C , et c”

DEMONSTRATION

" . . . P
1) Si X est invariant par translation, la formule de définition

montre (en faisant y = e) que
Y e
X, = y(x) (Xe)
N . s g Y
donc X est bien du type considéré avec X = X .

e

2) Réciproquement, supposons X défini par la formule (1.4). On a

MOMECSIERTOMRTCOMeN

[y(x)ov(y)] i(x)

[y ov(5] (0

1
]

Y(xy), (X).

c.q.f.d.

oo W .
L'ensemble des champs de vecteurs C (ou C) sur G constitue
un espace vectoriel réel et méme une algébre de Lie lorsqu'on définit le cro-

"y . .
chet [X, ?] de deux champs de vecteurs comme on va l'expliquer ci-dessous.

Tout d'abord, pour toute f appartenant & l'ensemble c (U) des

. o P Y
fonctions C sur un ouvert U de G, on définit Xf par

Y] v
(X£) (x) = X _(£).



[ee)

. Y . ~ i ©
Du fait que X est C , il résulte que Xf € C (U), on peut donc calculer

YXt.

Soit Z(f) = %?f - YXf. On vérifie que

Z(fg) = z(f)g + fZ(g).

[s0)

Donc, l'application %x qui, & toute f C  au voisinage d'un point x € G

associe Z(f)(x) est linéaire et vérifie

2 (fp) = & ()g() + £(x) Z (g).

Elle définit donc un vecteur tangent en x, %x' On a ainsi défini un champ
ny RV e . o

de vecteurs 7, noté [X, %], dont on peut vérifier qu'il est C . Le crochet

o 0 .. ©

(X,Y)l+ [X,%] définit sur 1'ensemble des champs de vecteurs C (ou Cw)

une structure d'algébre de Lie.

On retiendra les formules

[X,¥] () = [X, ¥ £e0 = &t - |WD) (),
(1.5) PROPOSITION. - L'ensemble des champs de vecteurs invariants 4 gauche cons-—
titue une sous—algébre de Lie de l'algébre de Lie des champs de vec—

teurs C._ (ou C®) sur G.

DEMONSTRATION : elle résulte immédiatement du :

(1.6) LEMME. ~ Pour qu'un champ de vecteurs X sur G soit invariant par
translation d gauche, 11 faut et 7l suffit que, pour tout x € G, et

toute £ EC (U) oi G est un ouvert queleconque de G, on ait :



Y(x)[%(f)] = %[Y(x)f].

PREUVE : En effet, on a, pour tout (x,y) € G x G

Xyl = ¥ el = X e D1 = GaHITE D@

et Yo el = Gnaly) =% L ®.

Xy

Donc, on aura 1'égalité annoncée, pour tout x et toute f, si et seulement si,

on a, pour tout x et tout y dans G :

>m<_1 = y(x Y% ]
Xy

. . Y . . -
c'est-a-dire ssi X est invariant a gauche.

c.q.f.d.
3y .
REMARQUE : Ainsi, X est invariant 3 gauche ssi il commute aux translations
d gauche considérées comme opérateurs sur les fonctions.
(1.7) DEFINITION. - L'algébre de Lie des champs de vecteurs sur G, invariants

par translation d gauche, est appelée algébre de Lie de G et noté

L(G).

(1.8) D'aprés la proposition (1.3), L(G) est isomorphe, en tant

. - . . v
qu'espace vectoriel, 3 Te(G). En effet, les deux applications : X#& X de

e
n ..
L(G) dans Te(G) et X v % de Te(G) dans L(G) (o0 X est défini par

(1.4)) sont réciproques l'une de 1'autre, et évidemment linéaires.

Nous noterons G 1'algébre de Lie obtenue en transportant la struc-

ture d'algébre de Lie de L(G) sur Te(G) et nous dirons aussi, par abus de



langage, que G est l'algébre de Lie de G.
Soit (X,Y) EAQ x G , leur crochet sera donc défini par

[x,Y] = [X,Y].

soit £ C  au voisinage de e, on a donc
[x,71(6) =% (¥£) - ¥ (¥f).
e e
Mais X=X, et (DG =¥ (B) = [y (D] () = Y[Eoy () 1.

X(x+m Y(foy(X)))

S
(o]
=
e
o
~
<o
Hh
N
]

X(x e Y(t» £(xt))).

D'oli, en notant Xx(f(x)) 1'action de X sur f

(1.9) [X,Y1(E) = X (Y (£(x))) = Y (X (Exy))).

Notons en outre que, puisque 1'algébre de Lie de G s'identifie & G,

elle est de dimension finie, égale & celle du groupe.

LE FONCTEUR L.

(1.10) Soit G et H deux groupes de Lie et u : G > H un morphisme
de groupes de Lie (c'est-d~-dire un morphisme de groupe c). L'application
linéaire ui : G~ H définit, par transport de structure, une application lin&ai-
re

L(u) : L(G) - L(H).

(1.11) PROPOSITION. - Les applications L(u) et ui sont des morphismes d'al-

gébres de Lie.



DEMONSTRATION : ui [x,Y] (£) = [X,Y] (fou)

[X,Y](fou) = Xx[Yy(f(U(xy)))] - Yx[Xy(f(u(xy)))]

et XY (E@ONT = XY (E@ERu@NT = ug (0 LY (F(Eu(x))]

w00 [u () - (E(En))]

w XY ) = w00 Lu ) £Em] = u, () Lug(o  £En)]
c'est-a-dire

up ([%,7]) = [ug(x), u (V)]

c.q.f.d.

(1.1.2) REMARQUE. - On peut démontrer que, pour que le morphisme de groupes

. o . . . . . . w
u: G~>H soit C , il suffit qu'il soit continu ; il est alors, en fait, C .

L'APPLICATION EXPONENTIELLE.

Soit X € G = Te(G) ; on sait, du simple fait que G est une varié-
P . 1 o s . .
té, que 1'on peut trouver un chemin de classe C, c'est-3d-dire une application
1 . '
I' de classe C d'un intervalle ouvert I de R, contenant O, dans G tel

que :

d
= ' = U ' = % (— ' ~3~-d1
'o) = e et ' (o) X, ol ' (o) T*(dt t=o), c'est-da~-dire que,

(o]
pour toute f C autour de e :

X(E) = <= [E ()] .



Du fait que G est un groupe de Lie, on va obtenir en fait un

résultat plus précis

(1.13) DEFINITION. - On appelle sous—groupe a un paramétre du groupe de

Lie G, tout movphisme de groupes de Lie de R dans G.

En utilisant une carte de G en e et la théorie des équations

différentielles, on démontre

(1.14) THEOREME. - Pour tout X € G, 7l existe un unique sous—groupe d un

paramétre FX tel que X = F'X(o).

(1.15) DEFINITION. - Soit X & G, soit Ty le sous-groupe d un parameétre

associé d X, on pose :

exp(X) = Tx(l).

On définit ainsi une application exp : G » G, dite application expo-

nentielle

(1.16) PROPOSITION (mémes notations). — Pour tout t €R, on a :

FX(t) = exp(tX).

DEMONSTRATION. - Tout revient, par définition, 3 prouver que

FtX(l) = FX(t).



Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout u €R, on a
r X(u) = Fx(tu).

Or uwp FX(tu) est évidemment un sous-groupe i un paramétre de G et, si

fee]

f est C au voisinage de e, on a, d'aprés la régle de dérivation d'une

fonction composée

¢ ada E(rp(@) = t()

d

— T

du £ X(tu))u=o
donc, le vecteur tangent associé& 3 u H»FX(tu) est tX c'est-a-dire que

T X(u) = FX(tu).

c.q.f.d.

REMARQUE : On retiendra les formules

d . . _ .
(1.17) X(f) = aE—(f(exp tX))t=0 qui exprime que Fx(t) = exp(tX) ;
1.18 Xf -4 ¢ X)] i i X =y S®
(1.18) X)) (x) = e (x exp tX) r=o dui exprime que X = y(x), H
(1.19) exp(t+s)X = exp(tX)exp(sX) qui exprime que t b exp tX

est un sous—groupe a paramétre. Cette formule implique que exp tX et exp sX

commutent.

(1.20) THEOREME. - Pour tout morphisme de groupes de Lie u : G » H, le dia-

gramme ci-dessous est commutatif :

[k
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DEMONSTRATION. - Soit X € G. Par définition de u_, on a

ui(X)f = X(fou) = é%—(f(u(exp tX))t=O.

Or t v u(exp tX) est évidemment un sous—groupe d un paramétre de H.
- _ L o . . e o g
D'aprés 1'égalité précédente, il est associé 3 u*(X) c'est-a-dire que

1'on a, pour tout ¢t

u(exp tX) = exp(t ui(X)).
c.q.f.d.

REMARQUE. - Ce théoréme signifie que la bijection de G sur 1l'ensemble

- - e .
Hom( R,G) des sous—groupes & un paramétre de G transforme u  en applica-

tion :

g b uog de Hom(R,G) dans Hom( R,H).

2) Opérateurs différentiels et algébre de Lie.

oo

Soit % € L(G) ; soit Cw(G) 1'espace des fonctions C sur G, a
valeurs complexes. L'application f b Xf est une application linéaire de Cm(G)
dans lui-méme, telle que supp(%f) C supp f. On peut démontrer qu'il résulte
des propriétés ci-dessus que f b Xf  est un opérateur différentiel sur G, ce
qui se vérifie, plus facilement, en remarquant qu'il s'agit d'une application
linéaire de Cm(G) dans lui-méme qui '"'se 1it'" dans toute carte (U,¢ ) de G
comme un opérateur différentiel 3 coefficients COo dans l'ouvert U' = ¢ (U)

de ﬁRn.
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Par définition un opérateur différentiel dans U' est une appli-
. . o, . A o o -
cation linéaire P de C (U') dans lui-méme : uw Pu=2Za Du ot les a
a
... o . . o0
sont des multi-indices et les a une famille de fonctions C sur U'
qui, sur chaque compact de U', sont toutes nulles sauf un nombre fini :

cf, par ex. HORMANDER : linear partial differential operators, Springer 1964,

page 29.

. Y . . . .
Dire que f + Xf '"se lit" suivant P, c'est dire que, si

supp v € U, on a

X) = P(voe 1) wv).

Y
Dans le cas de X, l'opérateur P sera toujours de la forme

du

ubr Ta, —
1 90X,

i

. ,\‘ - 3 - » 3
c'est-a-dire que f » Xf est un opérateur différentiel du premier ordre,

sans terme de degré zéro.

Cet opérateur différentiel est en outre invariant par translation &
gauche, car, d'aprés le lemme (1.6) on a, pour tout x € G et toute

£ € c7(G)
Y(x)[%f] = %[y(x)f].

[ v
Soit D(G) 1'algébre engendrée, dans £(C (G)), par les X, c'est-a-
dire 1'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients complexes de pro-
y
duits d'opérateurs X. On voit, par récurrence, que les T € D(G) sont encore

des opérateurs différentiels invariants par translation & gauche et on démontre
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(2.1) THEOREME. - Tout opérateur différentiel invariant par translation d

gauche sur G appartient a D(G).

Ainsi, D(G) est 1'algébre associative des opérateurs différentiels sur

G, 1invariants par translation & gauche.

En fait, D(G) posséde, par rapport & l'algébre de Lie L{(G), une
propriété tout a fait fondamentale : c'est 1'algébre enveloppante universelle
de 1l'algébre de Lie L(G)c complexifiée de L(G) : ceci signifie qu'il existe
un morphisme d'algébre de Lie 1 (ici, 1'injection canonique) de L(G)C
dans D(G) et que, pour tout morphisme d'algébre de Lie ¥, de L(G)C dans

une (C-algébre associative A, il y a une factorisation unique VY = Wl ol

ol wl : D(G) > A est un morphisme d'algébres associatives

3) Distributions et algébre de Lie.

(3.1) DEFINITIONS. - On notera Q(G) L'espace des fonctions différentiables
a support compact dans G, d valeurs complexes. Pour tout compact K,
@K(G) désignera l'espace des f € P(G) dont le support est con—
tenu dans K. Lorsque K est contenu dans le domaine ¥ d'une
carte (U,¢ ) de G, l'espace @K(G) est, par défimition, en bijec—

tion avec _@w (K)( R™) par l'application £ » f, «p—l. Or l'espace
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g@¢(K)('Rn) peut étre muni de la topologie de la convergence uni-
forme des fonctions ainsi que de toutes les dérivées. Nous suppo-
serons, dans la sutte, EZK(G) muni de la topologie obtenue par
transport de structure d partir de celle-ci ; on pourrait montrer

que cette topologie est en fait indépendante de la carte (U,¢ ),

pourvu que K C U.

On appellera distribution sur G toute forme lindaire T sur
P (G) telle que sa restriction d tous les EZK dont le domaine est
contenu dans une carte soit continue. (Il suffit de le vérifier

pour les cartes d'un atlas).

(3.2) EXEMPLES
1) Toute mesure u définit une forme linéaire sur ¥ (G) dont la

restriction 4 %(G) est évidemment une distribution.

2) Tout X € G définit une distribution. De plus, cette distribu-
tion a son support réduit a {e} car, si e & supp f, on a évidemment

X(f) = o.

(3.3) Soit T1 et T2 deux distributions. Par analogie avec le produit de con-

volution de deux mesures, on définit T1 * T2 par

<E, Ty * T,> = <E(xy), (T, ® TZ)(x,y)>

ol T1 8 T2 désigne la distribution produit, définie sur G x G, de T1 et de

T,. Cette définition a un sens quand T1 ou T2 est 3 support compact.

En particulier, si G est compact, elle a toujours un sens. On montre enfin que
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1'on peut appliquer la régle de Fubini

<f,T1 * T,> =<<f(xy), Tl(x)>, Tz(y)>

=<<f(xy), Tz(y)>, T, (x)>.

Il est commode d'adopter la notation des physiciens, c'est-3d-dire
d'écrire [ f(x) dT(x) au lieu de <T,f>, cette notation se manie comme
1'intégrale ordinaire en ce qui concerne la linéarité et 1'application for-

melle du théoréme de Fubini, mais non en ce qui concerne la continuité.

EXEMPLES

1) Remarquons que toute fonction f localement intégrable définit
une mesure, donc a fortiori une distribution dite, dans ce cas, réguliére, et
qui est la mesure fdx de densité f par rapport 3 la mesure de Haar & gau-
che du groupe, supposée fixée. Nous noterons, abusivement, f cette distribu-
tion. Soit T wune distribution & support compact, calculons T * £ et f % T

poue toute ¢ € Z(G), on a

< ¢,T#f> = [[o(xy)dT(x)d[ £(y)dy] = J dT(x) [ ¢ (xy)f(y)dy

il

SATG0) o (N EE Lyydy = [ w(y)dy J £(x Ty)dT(x).

Ce calcul, ici en partie formel, peut €tre justifié ; il montre que

T*f est définie par la densité

(T*£) (s) = f £(t 1e)dT(e) = <f(t 's), T(t)>

. e . _ .. -1
cette derniére notation &tant une abréviation pour <t » £(t "s8), T>.
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On trouve de méme que, en notant A le module de G :

(E¥T) (s) = f £(st 5y At V) dT(t) = <f(st ) A(e V), T(s)>

I

Par exemple, si X €G :

(£*X) (s)

é% (f(s exp (-tX)) A(exp - tX))t=o

Y d
(Xf) (s) + £(s) EE'(A(EXP ~- tX)) t=o
' - g N - d
c'est-d-dire que f%X = - Xf + kf ol k = EE>(A(exp (—tX)))t=o

Si G est unimodulaire, on a donc f*X = - %f, mais sinon, la cons-—
tante k n'est pas nulle pour tout X et dans ce cas, f v f¥X n'est pas
défini par un champ de vecteurs sur G puisque c'est un opérateur différentiel
comportant des termes '"d'ordre o'. On verra plus loin que, une fois introduite
la représentation adjointe, on peut calculer la valeur de k : on trouve

k = - tr(adX).

2) Soit X &G, YEG, on a :

<f,X%Y> = <XX,<Yy, f(xy)>>

d'ol [X,Y] = X*Y - Y*X,

Soit @' (G) 1l'ensemble des distributions A support réduit & {e}
{e}

c'est une algébre de convolution, car si supp T, C {e} et supp T, C {e}, il

1 2

en est de méme de supp (T1 * TZ)' Cette algdébre est isomorphe & D(G) ; pour

le voir, il vaut mieux, toutefois, examiner d'abord les opérateurs différentiels

invariants par translations 3 droite.
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4) Ecritures "a droite'. Réalisations de 1'algébre enveloppante.

Si 1'on privilégie les translations & droite au lieu des transla-
tions & gauche sur le groupe G, on associe a chaque X € Te(G) le champ de

. . . - . d P
vecteurs invariant par translations a droite X défini par

%i =5 HE M on sx D(D) = tx
d'oi 'S -4 ] = - (X*f
od (X £)(s) = TS f((exp tX)s) t=0 (X*£) (s)
c-3-d %6y = - xxp) = - X)) .
B . nvd  nd NNy, v v
On en déduit : (X7, Y 1 (f) = (IX,Y] (£))
d'od (X4,¥ ) ) = 1X.Y1E) (o) = [1,Y1(E) = - [X,Y1(E).

Ainsi, le crochet d'algébre de Lie défini sur G par transport de structure
- . . N . vd .
a partir de l'algébre de Lie des X est donné par

(4.1) [x,v14 = - [x,v].

Il s'agit donc de la structure d'algébre de Lie opposée & la structure
initiale.
Nd © ' - d i
Les X engendrent, dans L£(C (G)), 1'algébre D (G) des opérateurs
différentiels invariants par translation & droite, évidemment é&galement isomor-—
« 134 - . - . ud - d
phe a l'algébre enveloppante de 1'algébre de Lie des X . Cette algébre D (G)

est isomorphe a l'algébre %' e}(G) des distributions a support réduit a {e}l,

{

(qui a, elle, un caractére intrinséque), par 1'application qui, 3 D € Dd(G)
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. c gt U
associe T 7 {e}(G) définie par
v
<£,Tp> = (D) (e)
dont la réciproque est l'application qui, a8 T € EZ'{e}(G) associe l'opérateur :
f = Txf,

. d . . . . ~
Ainsi, D(G), D (G) et ZZ'{e}(G) sont trois réalisations de l'algébre enve-
loppante de G ou L(G). Précisons les différents isomorphismes entre ces

algébres

- Le plus simple est celui de Qa'e(G) sur Dd(G) : 4 toute
T € E@'e(G), on associe 1'opérateur différentiel : £ » T % f, invariant par

. N . . N . . vd
translation & droite. Sa restriction & G est 1l'application X > -X et l'on a

(Xxf)(s) = é%-f((exp—tX)s) t=o"

Remarquons maintenant que G opére a gauche sur l'ensemble de tous

les opérateurs différentiels T sur G par :

Y(S)T[Y(S—l)f]

(s,T) > y(s)T oli (y(s)T) (f)

(translation a gauche) et par

(5,T) > §(s)T ol (5(s)T) (£) = 6(s)T(6(s 1)E)

(translation & droite). Avec ces définitions, on trouve que D(G) est bien

e a . d
1l'ensemble des opérateurs différentiels tels que y(s)T = T, alors que D (G)
est celui des opérateurs différentiels tels que &(s)T = T. A partir de cette

. . . . . . d
situation, il est facile de trouver un isomorphisme entre D(G) et D (G)
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v
il suffit de définir T pour tout opérateur différentiel T. Pour cela, on

pose v

TN

v v
T(£) T(f)

est une involution qui &change D(G) et Dd(G).

=<

et il est immédiat que T v

- On en déduit 1'isomorphisme de Q?'e(G) qur D(G) : 3 toute

v
TN

v n
T € Qa'e(G), on associe f » Txf, dont la restriction &8 G est X pr» X

(c'est donc bien l'injection canonique quand on identifie G a L(G) ).

- Les isomorphismes réciproques sont faciles & préciser

Dd(G) +E@'e(G) :a TE Dd(G), on associe f » (DE)(e)

D(G) +E@'e(G) : 34 T €D(G), on associe £ » (Df)(e).

REMARQUES :

1) On prendra garde au fait suivant : 1'application "naturelle' de

27X e}(G) dans D(G) qui, a3 T € EZ'e(G), associe U, : f v f*¥T n'est pas

{ T

un homomorphisme d'algébres : on a en effet

= Upr Ups

UT*T'
C'est donc seulement un isomorphisme d'espaces-vectoriels. De plus,

on a vu que, si X € G, UX n'est pas toujours un champ de vecteurs si G n'est

pas unimodulaire.

2) Evidemment, la propriété universelle caractérisant 1'algébre enve-

. d - .. .y
loppante est vraie pour 'D(G), D (G) et QZ'e(G) a condition de considérer
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chaque fois le morphisme correspondant de Gm dans D(G) ou Dd(G) ou @' (G).
= e

Concrétement, on a :

a) G C EZ'e(G). Donc QF s'identifie a 1'espace vectoriel complexe
G ® iG engendré par G dans Qﬁ'e(G) et le morphisme est 1l'injection cano-

nique.

d . .. -
b) Dans le cas de D (G), le morphisme associe 3 tout X € G 1'opé-

rateur différentiel
f » Xx*f

C ~ . ber s . ~
et G peut €tre identifiée & 1'espace vectoriel complexe engendré, dans Dd(G),

par ces opérateurs ;

c) Dans le cas de D(G), le morphisme est 1l'application X v X et

¢ . C e . .
G s'identifie & L(G)C, 1'espace vectoriel complexe L(G) @ iL(G).

5) Exemples de groupes de Lie.

L'exemple le plus simple est &videmment fourni par G =R" ou, plus

généralement, par un espace vectoriel de dimension finie sur R.

Remarquons que, d'une maniére générale, si V est un espace vectoriel
de dimension finie sur R et si v €V, l'espace tangent TV(V) est canonique-
ment isomorphe 2 V de la fagon suivante : tout x € V définit le vecteur

(o)
tangent XX € TV(V) qui associe & toute fonction £ C autour, de v, le
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nombre
(5.1) X (6) =L [f(v + tx)]
: X dt t=o
(dérivée dans la direction de x).

Si 1'on applique cette formule 3 une forme linéaire sur V (qui est

o
évidemment C !) on trouve en particulier

X () =S (5w + tf@ ] = £() = (5,6,

. . . 1
Enfin, si I : I -V est un chemin de classe C dans V tel que

I'(o) = v et si (el,...,en) est une base de V, on trouve, en posant

n
r'(c) = Z T.(t)e., que

. i i

i=1

' -~
r'(o) XX
n

oi x= Z F'i(o)ei est la dérivée, au sens élémentaire, de la fonction vecto-

i=1

rielle T.

Dans la suite, nous identifierons toujours TV(V) d V au moyen de
1'isomorphisme ci-dessus ce qui nous redonnera en particulier la formule élé-

mentaire

' (o) =

t ™3

I'.(o)e..
1 1 i

i
Revenons a la structure de groupe de V. On a

v = To(V) = V.

L'algébre de Lie V est commutative, c'est-ad-dire que, pour tout (X,Y) € G x G

ona [X,Y] = o0, résultat qui est exact, plus largement, pour tout groupe de Lie
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abélien car on a alors [X,Y]d = [X,Y] puisque %d - X (cf 3.6). D'autre

part, la formule (4.2) exprime que le sous—groupe & un paramétre tangent

en o & X est l'application FX : t v tx ce qui donne Fx(l) = x, c.a.d.

exp (x) x. Ainsi 1'application exponentielle est 1'identité : V - V.

(5.2) Nous allons maintenant étudier les groupes GL(V), oli V est un espace
vectoriel de dimension finie sur R, ou sur €. Pour cela, suivant HOCHSCHILD.
(La structure des groupe de Lie, DUNOD), nous envisageons plus généralement

la situation suivante qui englobe les cas précédents et s'applique aussi aux

algebres de CLIFFORD.

Soit A wune algébre associative 3 unité, de dimension finie sur R.

8 - - o
Puisque A est un espace vectoriel de dimension finie, c'est une variété C

et Cw.
n n
Soit (el,...,en) une base de A. Si x = .2 x, e, et y = .Z FECH
n 1=1 i=1
ona Xy= X X. Y. e, e,
i=1 1] 1 ]
j=1 n
. e, = X ..
et e eJ 2 cle e

ot les c. sont déterminés par la loi d'algébre de A. Il en résulte que

ijk
les composantes de xy sur la base (el,...,en) sont des polyndmes du second
degré en (xl,...,xn, yl,...,yn), ce qui implique, vu la définition de la

structure de variété de A, que la multiplication est une application analytique

A x A->A.

Soit G 1'ensemble des éléments inversibles de A. Pour que x € G,
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il faut et il suffit que les applications linéaires g, ' Yy Xy et
dX : ybyx de A dans A soient bijectives, ce qui équivaut & det(gx) # o

et det(dx) # o. Comme les applications x b det(gx) et x v det(dX) sont

continues, on en déduit que G est ouvert dans A.

Par conséquent, G est une sous-variété de A, de méme dimension

que A, et, en tout point s € G, Ts(G) = TS(A) = A,

D'autre part, G est un groupe pour la multiplication de A et
c'est un groupe de Lie puisque cette multiplication est analytique. On a 1l'iso-

morphisme d'espaces vectoriels G = To,(G) = A, calculons maintenant la struc-

ture d'algeébre de Lie de G.

Soit (x,y) € A x A, soit f wune forme linéaire sur A. On a :

[x,y () = xg(yn(f(in))) - yg(xn(f(in)))-

Or n+ f(&n) est encore une forme linéaire, donc

Yn(f(En)) = f(gy)
et de méme : xg(f(iy)) = f(xy).
D'oll : [x,y1(£) = £(xy - yx)
c-3-d : (Ux,y1,£) = (xy -yx,£), d'oi [x,y] = xy - yx.

On a ainsi démontré

(5.3) PROPOSITION. - L'algébre de Lie G s'identifie canoniquement a l'algébre

de Lie de l'algébre associative A.

av
Exercice : Vérifier que le champ de vecteurs x invariant par translation &

R P Y :
gauche, associé a x, est défini par X, = t£x.
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Calculons maintenant 1'application exponentielle. Pour cela, pour

tout x € A, soit

Tout d'abord, cette série converge. En effet, vu la continuité de 1'applica-
tion bilinéaire (x,y) » Xy, si1 x - |x| est une norme quelconque sur A, il
existe une constante k > o telle que l'on ait |xy| <k|x||y|. En posant
Il = k]x‘, on définit une nouvelle norme telle que Ixyl < Ixllyl d'ou,

pour tout n €N

I < =™

n

s X . . -
donc la série 2 o7 converge normalement. Cette majoration montre meme

qu'elle converge uniformément par rapport & x dans toute boule de centre o,

donc que Exp est une fonction entiére: A - A.

Une simple identité de série entiéres montre que

Expl (t+s)x] = Exp (tx)Exp(sx)

donc Exp(tx) est inversible et a pour inverse Exp(-tx).

Ainsi Exp est en fait un sous—-groupe 3 un paramétre de G. On a :

d b tn—1 n
— Exp(tx) = Z 57 X
dt n=1 (n-1)!

d 4 (tx) | = x

one dt P t=o0

ce qui montre que t b Exp(tx) est le sous-groupe & un paramétre Fx associé

a x par le théoréme (1.14). D'ou
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exp (x) = Fx(l) = Exp(x) c'-a-d

(5.4) PROPOSITION. - [Lorsqu'on identifie l'algébre de Lie G d A, l'appli-

cation exponentielle devient l'application entiére A ~ G définie

par :
+o0 n
X
exp (X) = z n—'
n=o
Cette théorie s'applique en prenant A = L(V) oli V est un espace vectoriel

de dimension finie sur R, ¢ ou H. Dans ce cas G = GL(V) et exp(x) est

1'exponentielle matricielle habituelle.

Choisissons en particulier A =R muni de sa multiplication habituel-
* * . N .
le. Alors G =R et exp : R+R est bien d'aprés (4.5) 1'exponentielle

habituelle ; de méme pour € ou pour le corps H des quaternions.

6) Sous-groupes des groupes de Lie. Exemples.

Soit G un groupe de Lie, soit H wun sous—groupe fermé de G.
On sait déja que H est un groupe localement compact lorsqu'on le munit de la
topologie induite, mais on démontre de plus que H, muni de cette topologie,

est une sous-variété de G s'il n'est pas discret : c'est donc un groupe de Lie.

Dans ces conditions, H = Te(H) s'identifie & un sous—espace vecto-

riel de G qui est en fait une sous-algébre de Lie, et qui est aussi 1'ensemble
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des X € G tels que le sous—groupe a un paramétre correspondant : t v exptX
ait son image dans H. L'application exponentielle H - H se déduit par

restriction de celle de G.

Les sous-groupes de GL(n, R), GL(n, €) introduits aux chapitres
précédents étaient tous des sous—groupes fermés, donc des groupes de Lie, et
les résultats énoncés ci-dessus permettent de calculer leur algébre de Lie.
Un autre procédé peut aussi étre employé : il consiste a appliquer le résultat
suivant (ou d'autres énoncés voisins) de géométrie différentielle.

(6.1) Soit M et M' des varidtés C  de dimension m et m' avec m' < m.
Soit f une application C : M~ M' et yo EM'. 5% f—l(yo) #0 et st f
est de rang m' en tout point de f—l(yo), f_l(yo) est une sous—variété de
dimension mm' de M dont l'espace tangent en tout x est le noyau de £X

x°

l-er exemple

6.2) PROPOSITION. - Soit u : G~ G' wun morphisme de groupes de Lie. Alors
H = Ker u est un sous—groupe de Lie de G dont l'algébre de Lie H

est le noyau de ui.

DEMONSTRATION : On sait que l'on a, pour tout X &€ G :

(6.3) ulexp X] = exp [ui(X)].

Pour que exp tX € H pour tout t €R, il faut et il suffit que 1l'on ait, pour

tout t €ER :



26

ufexp tX] = e
< e ,
c-3i-d : exp [u*(tX)] = e
e
ou exp [tu*(X)] = e
.o - e . . .
ce qui équivaut a u*(X) = 0 car cette relation implique que le vecteur

e . - - e
tangent u*(X) associé au sous—groupe a un paramétre t v exp(tu*(X)) est

le vecteur nul.

APPLICATION : Algébres de Lie de SL(n, R) et SL(n, €).

(6.4) L'application X » det X est un morphisme de groupes de Lie

GL(n, R) »CR* (ou GL(n, €) +~C*) car c'est la restriction d'une application poly-—
nomiale L(n, R) >R (ou £L(n, €) » €). D'autre part, la définition méme

du déterminant montre que sa différentielle en la matrice identique I est
1'application trace. D'aprés (5.2), on en déduit que SL(n, R) (resp. SL(n, €))
est un sous—groupe de Lie de GL(n, R) (resp. GL(n, €)) dont 1l'algébre de Lie
s'identifie a la sous—algébre de Lie de L(n, R) formée des matrices de trace
nulle, l'application exponentielle s'identifiant alors 3 1l'exponentielle matri-

clelle définie en (5.4)

Remarquons que la formule (6.3) s'écrit ici

(6.5) det(exp(X)) = etr(X).

REMARQUES (notations de (6.2)).

1) L'application u est de rang constant sur G car, de 1'égalité

u(t) = u(x) u(x_lt)
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N G' -
c-a-d u =1y (u(x))ous YG(X 1) valable pour tout x € G
e x _ G’ e e G, -1\x
on déduit : u, =y (u(X))* o U o Y (x )*
G' G, -1 - . .
or Y (u(x))i et v (x ): = [Y(x)i] 1 sont des isomorphismes d'espaces
vectoriels.

2) D'aprés (6.2), on a :

dim H = dim G - rang(ui).

2-éme exemple

Le groupe U(n, K) (ot K =€ ou R, auquel cas U(n, K) = 0(n))

est le sous—-groupe fermé de GL(n, K) défini par 1'équation :

P Xx =1,

C'est donc un sous—groupe de Lie de GL(n, K) dont l'algébre de Lie
s'identifie 3 1l'ensemble des Y € L(n, K) telles que, pour tout t €R,

exp tY € U(n, K).

Cette condition s'écrit

t exp(tY) exp tY = I
c-a-d : exp(tt Y) exp tY = I
t = -1
ou encore : exp(t Y) = (exp tY) = exp (-tY)

.o . t = . e <
ce qui équivaut a Y = - Y, par unicité du vecteur tangent a un sous—groupe

4 un paramétre.
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Ainsi : U(n,K) s'identifie 3 1'ensemble des matrices carrées n x n telles

t o . . ..
que Y =-Y (matrices antihermitiennes).

Lorsque K =R ou C, on trouve en appliquant la proposition (5.2)

*
a4 G=1U(, K) et a 1'application u : X+ det X de G dans G' =K que

SU(n, K) s'identifie 3 1'ensemble des matrices carrées n X n
antihermitiennes et de trace nulle (lorsque K =R, antihermitiennes signifie

antisymétriques).

Par exemple

10 b
SU(2) est l'ensemble des < >, a €ER, b €¢C.

-b -ia
o a b
S0(3) est l'ensemble des -a o c (a,b,c) EiR3

-b -c o)
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7) Propriétés de 1'exponentielle ; Formule de Taylor : applications.

Nous admettrons le résultat suivant

(7.1) THEOREME. - L'application exponentielle est analytique et induit un
tsomorphisme de variétés analytiques d'un certain voisinage ouvert
connexe de O dans G sur un voisinage ouvert connexe de e

dans G.

(La démonstration consiste 3 reprendre celle de (l.14) et &

examiner comment Ty dépend de la condition initiale F'X(o) = X).

(7.2) COROLLAIRE 1. - La composante neutre G, de G est engendrée algébri-

quement par exp(G).

DEMONSTRATION. - Soit U 1le voisinage de e dans G dont il est question

dans le théoréme précédent. Le sous—groupe H engendré par U est ouvert
(donc fermé) dans G et connexe. Donc H = G,. D'autre part, on a

U Cexp(G) € G, (car G est connexe) donc exp(G) engendre Go.

c.q.f.d.

REMARQUE. - La composante neutre de G est un sous—groupe de Lie de G qui

a la méme algébre de Lie et la méme application exponentielle (car c'est une
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sous—variété ouverte de G et les sous—groupes d un paramétre ont évidemment
leur image contenue dans Go), Ceci explique que les propriétés de G refle-

tent celles de Go, et non celles de G, quand G n'est pas connexe.

EXEMPLE. - SO(n, R) = 0(n, R) (car toute matrice antisymétrique est de trace
nulle).
(7.3) COROLLAIRE 2. - Soit u et v deux morphismes de groupes de Lie

G+ H (c'est-a-dire en fait, deux homomorphismes de groupes conti-
e e P .
nus) tels que u, = V.. Alors u et v coftnetdent sur la compo-

sante neutre de G.

DEMONSTRATION. - On a, pour tout X &€ G

ulexp X] = exp[u:(X)] = exp[vi(X)] = vl exp X]

donc u et v coincident sur exp G . Comme ce sont des morphismes de groupes,

ils colncident sur le groupe engendré.

c.q.f.d.

Formule de Taylor

(7.4) LEMME.~ Soit f wune fonction c¢”  sur G, d valeurs réelles. Soit F

la fonction ¢" sur R définie par :
F(s) = f(x exp sX)

ol x €6, X €aG.
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On a, pour tout n €N :

F(n)(s) = (%nf)(x exp sX).

ny
DEMONSTRATION. - La notation X désigne la puissance niéme de X dans

D(G), de sorte que la relation est vraie pour n =o0

On a :

d d n
Fts) = I [F(s+t)]t=o = a{~f(x exp sX exp tX)|t=o = (Xf) (x exp sX)

d'oti 1'on déduit facilement le résultat par récurrence, en remplacant f par

X"

(7.5)

(7.6)

pour

(7.7)

dans ce qui précéde.

COROLLAIRE 1 (Formule de Taylor). — Avec les mémes hypothéses :
- tk ~n n
f(x exp tX) = X T (XE)(x) + o(t ).
k=0
REMARQUE. - Si f est analytique, la série de Taylor ci-dessus converge

t assez petit car alors F est analytique (6.1).

COROLLAIRE 2. - On suppose toujours f c”, on désigne maintenant

par G la fonction ¢” sur RP définie par :

G(tl,...,tp) = F(x exp tlxl... exp thp).
Pour tout (nl,...,np) en’ on a:
|n| n, n n
E (0,0,.0) = (¥, x22 P My
5t 1.9t P
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DEMONSTRATION. - D'aprés le corollaire 1, on a
n
E—E— G(t.,...,t o) = (%np f)(x exp t, X,...exp t X )
n 1’ *Tp-1° p 171 p-1 “p-1
ot P
p
et on continue par récurrence sur p.
c.q.f.d.
(7.8) REMARQUE. - Ce dernier résultat permet d'écrire la formule de Taylor

(ou le développement en série si f est analytique) pour G.

Coordonnées canoniques.

Soit U wun voisinage de e dans G, ouvert, analytiquement isomorphe
a4 un voisinage V de o dans G par 1'application exponentielle. Soit
(Xl""’xn) une base de G et B 1'isomorphisme d'espaces vectoriels (donc de

c . n U
variétés analytiques) de R sur G associé i cette base

B(Xl""’xn) = x X +...+ x X .

Pour tout x € G, soit ¢(x) = B—l[exp—l(x)]. D'aprés ce qui précéde
(U, ¢) est une carte de G en e et v(x) = ( Xl""’xn) équivaut 3

X = exp(xlx1 +.. .+ Xan).

Par définition, (Xl""’xn) sont des ''coordonnées canoniques' de x ; plus

précisément, nous dirons que (U, ¢) est la carte canonique associée &

(Xl,...,Xn).

Soit wi(x) = X, de sorte que ¢(x) = ( wl(x) s e ey wn(x)).
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n
Les v, sont des fonctions C sur G, de plus si X = X x.X. €,
on a :

X( @i) = X,

1l
™

- d -4
En effet X(w,) = g lv (exp tX)] _ =7 (ex)f _ = x.

Autrement dit, (Xl""’xn) est la base de G = Te(G) canonique-

ment associée a la carte (U, ¢).

Application : Calcul de (exp tX)(exp tY).

Appliquons & 0" le résultat (6.7), 11 vient :

N 172 n, n
G(t,u) = ¢.(exp tX exp u¥) = z ___Ji_r (X Y

+n. <
1’11 1’12\['1

2

Calculons des premiers termes de ce développement de Taylor :

terme constant : ¢i(e) = 0,
n
ny . _
terme en t : (X wi)(e) = X( ¢i) = X (si X = ifl xiXi)
. n
terme en u : (Yy.)(e) =Y(y.) =y, (si Y= 2 vy.X.)
i i i jop i
2 12 _ 1 v
terme en ¢t : E(X wi)(e) =3 X [X wi] .
Mais, X [i’w ] = 4 [ (Xo.)(exp uX)] = il—[li- ¢.(exp uX exp tX)| ]
i i du i P u=o du 'dt i t=0" u=
Or wi(exp uX exp tX) = wi(exp(t+u)X) = (t+u)xi,
v~ v2 - QZ _ ..
d'od (X wi)(e) = 0o, et de méme ( wi)(e) = o, donc le coefficient de u

est également nul.

0 ) () +o((fe]+uD™.

O.
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ALY

terme en tu : (X Y wi)(e).
Or (% + %)2 wi(e) = 0 (méme raisonnement que pour (%2 wi)(e)),
c—a—-d : (%2 + % ¥+ % % + ?2) wi(e) = o,
ou (% Y+ Y %) wi(e) = o,
et Yoo =5 1X¥+ X ¥1o (@ =3 1XY - ¥ X1v (o

N N

[X¥T0 () =3 (XY] (o) =3 2

n
(en posant [X,Y] = X z, Xi)'

1-1

On obtient donc :

¢.(exp tX exp u¥) = tx, + uy, *+ E—L—l-z + o((lt] + |u|)2).

i i i 2 1
tu 2
exp(tX) exp(uY) = exp[tX + uY + -5 [X,Y] + o (lt| + |u)? 1.
t2 2

D'od : (7.9 exp(tX) exp(tY) = exp(t(X+Y) + - [X,Y] + o(t™))

Lo . . 2
(en utilisant le fait que 9. est analytique, on peut remplacer o(t ) par

o(t3y)y.
On déduit de (7.9) que :

exp (-tX) exp(-tY) exp(tX)exp(tY) = expl t(-(X+Y) + g—[X,Y] + to(t)) ]

exp [t (X+Y) + %—[X,Y] + to(t)]

d'ol, par une nouvelle application de (7.9),

(7.10) exp(-tX)exp(-tY)exp (tX)exp(tY) = exp(tz[X,Y] + o(tz)).
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Par une méthode analogue, en utilisant la formule de Taylor, on obtient

(7.11)  exp(tX)exp(tY)exp(-tX) = exp(tY + t2 [x,Y1] + o(tz)).

(Les formules 7.9, 7.10, 7.11, vu leur démonstration, sont vraies pour

t et u assez petits).

Groupes de Lie abéliens connexes.

(7.12) PROPOSITION. - Soit G un groupe de Lie, X et Y deux éléments de
G. Pour que [X,Y]) = o, 71 faut et il suffit que l'on ait 1'une des

deux conditions suivantes :

. 2
(1) Pour tout (s,t) €R", exp sX exp tY = exp tY exp sX ;

(11) Pour tout t €R, exp tX exp tY = exp tY exp tX.

PREUVE : Si [X,Y] = o0, on a [i,?] = o0 c-a-d. que ¥ et Y commutent

dans D(G). On en déduit d'aprés (6.7) que, pour toute fonction F analy-
tique sur G, le développement en série de Taylor de G(s,t) = F(exp sX exp tY)
est le méme que celui de H(s,t) = F(exp tY exp sX). Il en résulte que exp sX
et exp tY commutent pour s et t assez petits, donc pour s et t quel-

conques puisque exp sX = (exp S—X)n pour tout n €EN.
Réciproquement, supposons simplement que, pour tout t €R, on ait
exp tX exp tY = exp tY exp tX.
On en déduit alors, pour t assez petit, d'aprés (6.9)
2 2

52~ [X,Y]+ O(tz) = —tz- [y,x]+ O(tz)

1] ~ i
d'ot [X,Y]=[Y,X]. c.q.f.d.
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(7.13) REMARQUE. - Si [X,Y] =0, t%» exp tX exp tY est donc un sous—grou-

pe a un paramétre de G associé & Z € G tel que, d'aprés (6.9)

tZ = t(X+Y) + o(t)

exp tX exp tY = exp t(X+Y) pour tout t € R.

En particulier

exp X exp Y = exp(X+Y).

(7.14) COROLLAIRE 1. - 57 L'algébre de Lie d'un groupe de Lie connexe est

abélienne, le groupe est abélien, et l'application exponentielle est

un homomorphtsme surgectif du groupe additif de G sur G.

PREUVE : Dans ce cas, d'aprés la remarque ci-dessus, exp est un homomorphis-

me de groupes. Donc, d'aprés (6.2), G = exp(G).

(7 .15) COROLLAIRE 2. - Tout groupe de Lie abélien connexe est isomorphe 4 un

1
groupe "rrl‘ X ]Rk .

PREUVE : Soit G wun tel groupe. Puisque exp est un homomorphisme de groupes

topologiques, en posant V = Ker(exp), on a une factorisation

ex
__—P___}G
(oi ¢ est canonique et u est une bijection
u
\Y

continue).

[ S— ey
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D'autre part, d'aprés (7.1) 1'application exp est ouverte ; on en déduit,
d'aprés la définition de la topologie-quotient,que u est ouvert. Ainsi, u

est un isomorphisme de groupes topologiques.

Toujours d'aprés (7.1), le noyau de u est un sous-groupe additif
de G, fermé et méme discret. Or, tout sous—groupe discret H # {o} du groupe
additif d'un espace vectoriel réel de dimension finie V est du type

Z X, + ... +2X ou (Xl,...,X est un systéme libre dans V (lorsque

1 k

. . + . .
dim V = 1, se ramener 8 V =R et poser X1 = inf HN (R - {o0}), puis rai-

»

sonner par récurrence sur dim V, en quotientant V par un sous—-espace RX
de dimension 1 tel que G NRX # {o0}).

Ainsi, Ker u = ZXl + ...+ Z Xk ; complétons (Xl""’xk) en une
base (Xl,..., Xk’ Xk+1 ces Xn) de G et soit Vl et V2 engendrés respec-—

tivement par (Xl""’ X s Xn). On a

(Xk+1""

On en déduit facilement un isomorphisme

Sry = Vl/v Yy

. . - N -k
et Vl/ est bien isomorphe a Tk et V2 a RTC.
v

Ces isomorphismes de groupes topologiques sont des isomorphismes de groupes de

Lie ; ceci résulte de (1.12) mais peut aussi se vérifier directement.

c.q.f.d.
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En particulier

(7.16) COROLLAIRE 3. - Tout groupe de Lie abélien connexe compact est iso-

morphe 4 un tore o,

8) Représentations infinitésimales.

Soit G wun groupe de Lie et 7 une représentation continue de G
dans un espace vectoriel réel de dimension finie (en particulier, V peut
étre 1'espace sous-jacent 3 un espace vectoriel sur €, ou sur le corps H

des quaternions).

En fait, w est un homomorphisme de groupes topologiques de G
dans GL(V). Or GL(V) est un groupe de Lie, dont 1'algébre de Lie s'iden-
tifie 3 L£(V) (4.4). Par conséquent (1.12), 7 est un morphisme de groupes
de Lie et, d'aprés (1.11), ﬂ: est un morphisme d'algébres de Lie

G - L(V) c-3-d une représentation de G dans V.

(8.1) DEFINITION. - La représentation wi ainst définie est appelée représen—
tation infinitésimale de 1l'algébre de Lie G de G et notée dm

ou m_  ou simplement .

D'aprés cette définition, pour tout X € G, dn(X) est 1'image du

vecteur tangent a4 la courbe t » exp(tX). Donc dn(X) est tangent 3 ¢t » u(exptX),
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d'ol, d'aprés (5.1)

8.2) an(X) = = (n(exp 001,

(dérivée au sens élémentaire de la fonction vectorielle t #» m(exp tX)).
Soit &£ € V,n €V ; comme les applications T » T(f) et T » <T(£)]n> sont

linéaires, de L£(V) dans V et R respectivement, a fortiori
(8.3) dr(X) (8) = & [m(exp tX) (&) ]
dt t=o

(8.4) «ar(X) (8) | n> = - [<nlexp t0E[n>1

On peut "reconstituer™ w 4 partir de dm grice a la formule
(8.5) m(exp X) = exp dun(X)

qui résulte de (1.20).

Cette formule détermine w sur exp(G), donc sur la composante neutre

de G, ce qui permet de relier les propriétés de nm et de dm
(8.6) PROPOSITION. -~ Soit w wune représentation d'un groupe de Lie connexe G

dans un espace vectoriel réel de dimension finie V. Les sous—espaces

invariants de V sont les mémes pour m et dm.

DEMONSTRATION

1) Supposons que V' soit un sous-espace de V invariant par les
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m(s), s € G et soit X €G. On a, pour tout g € V'

an(X) (5) = <= [n(exp t0OE]

=0

Lim [ £ (rexp £ -£) |
t=0

d'oi dn(X)(§) € V' car V', étant de dimension finie, est fermé dans V.

2) Réciproquement, supposons V' invariant par les dm(X).

Pour tout & € V', on a, d'aprés (7.5)

+00
(exp X)(£) = [exp(dn(x)) I(£) = = é%vdn(x)“(g)
n=o
Ny
= lim ( = ET—dﬂ(X)n(g)).
N n=o ’

D'oli n(exp X)(E) € V'. Donc V' est stable par 1les u(exp X), ce qui suffit,

puisque exp(G) engendre G.

(8.7) COROLLAIRE. - [La représentation m est irréductible si et seulement si

dm  est Zrréductible.

L'intérét de la proposition (7.6) est de ramener la recherche des
sous—espaces de V invariants par tous les opérateurs w(s) a celle des
sous—espaces invariants par dn(G) : comme G est de dimension finie, si
(Xl""’xn) est une base de G, il suffit de chercher les sous-espaces stables

par dﬂ(Xl)...dw(Xn) (qui engendrent dm(G)).



9) Représentation adjointe.

Soit G wun groupe de Lie. Pour tout x € G, soit O, 1'automorphis—-
P -1
me intérieur correspondant : s B xXsX = = OX(S). L'application linéaire (o )e
X’ *

est donc un morphisme d'algébre de Lie que 1'on note Ad(x) et l'on a le

diagramme commutatif habituel

exp exp

—_—— O

Ad(x)

Q) —s

|

c'est-a-dire que, pour X € G : (8.1) exp (Ad(x)(X)) = x exp X X

D'autre part

Ad(xx") = (0 )y = (0, 0 0.0y = (05 o (0,4), = Ad(x) Ad(x")

donc Ad est une représentation de G dans 1l'espace vectoriel réel de dimen-

sion finie G.

(9.1) DEFINITION. - La représentation ainsi définie s'appelle la représenta—

tion adjointe de G.

(9.2) EXEMPLE : Reprenons 1'exemple de 1'algébre associative A défini en
(4.3). Soit H un sous-groupe fermé de G, donc un groupe de Lie dont 1'algeébre
de Lie H est une certaine sous-algebre de Lie de 1'algébre de Lie de 1'algé-

bre A.
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Pour tout x € H, o apparait comme la restriction & H de 1'appli-
X
°x -1 ] i
cation a F——> xax de A dans A. Or S est linéaire, donc identique

. -1
i sa différentielle, ce qui donne, par restriction : Ad(x)(a) = xax pour

tout a € H.

En particulier, H est nécessairement stable par tous les S

En utilisant (8.1) on obtient aussi, avec les mémes notations :

exp(xax_l) = x(exp a)x-1 ol exp est l'exponentielle

usuelle.

Dans cet exemple, 1l est évident que Ad est un morphisme de groupes
de Lie G - GL(G). Nous allons le démontrer maintenant dans le cas général.

Pour cela, nous envisageons la situation suivante:?

(9.3) Soit G wun groupe de Lie opérant A gauche analytiquement sur une variété

analytique X, c-d-d. que G opére 3 gauche sur X par :

(s,X) v s.X

GxX =» X

et que cette application est analytique.

Supposons qu'il existe un point fixe xo € X pour 1l'action de G,
c-d-d. que S.Xo, = Xo pour tout s € G. Si nous notons vy(s) 1'application

x> s.x, comme Y(s)(Xo) = Xo, l'application y(s):° est un endomorphisme

b

de TX (X) que nous noterons T(s).

Comme v(s's) v(s')y(s), on a :

T(s")m(s).

m(s's)

donc m® est une représentation de G dans T (X).
o



43

(9.4) PROPOSITION. - La représentation = ainsi définie est une application

analytique : G ->-GL(TX (x)).

DEMONSTRATION. - Comme 7 est um homomorphisme de groupes, 1l suffit de démon-

trer que T est analytique au voisinage de e.

Pour cela, soit (U,y ) une carte de G en e et (V,y) une
carte de X en Xo. Quitte 3 restreindre U, nous pouvons supposer, grace i

la continuité de (s,x) » s.x en (e,Xo), qu'il existe un voisinage ouvert

W de %o contenu dans V tel que, si s €U et x €W, s.x € V.

Puisque (s,x) » s.x est analytique, il existe une application analy-
UxW ——— >V tique F de ¢ (U) x (W) dans

P(V) telle que :
$ x Y Y

¥

o (U) x p(W) ———> (V)

¥ le(s), v(x)] = y(s.x)

quand s EU et x €W,

Pour tout s €U, ona s.WCV et la relation définissant % montre
que vy(s) se lit

y(s) -
1% > V n e %(w (s),n) = %(¢ (s),.)

v v dans les cartes (W,y), (V,9) en

F(KP (S), -)
P (W) > P(V) Xo .

. . - - Xo
Dans la base de TX (X) canoniquement associée d& (V,V), y(s)* a pour

o

0y .
matrice la matrice jacobienne de F(y¢ (s),.) calculée en ¢(xo)

Y
Jd)(xo) [F( ¢(S)") ]'
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Il s'agit de démonter que s )[%‘(w (s),.)] est analytique, par

v Jw(x

exemple dans U. Or, dans la carte (U,¢ ), cette application se lit

g
E e le(xo) [F(g9')]

qui est évidemment analytique (c-3a-d. que les coefficients de cette matrice

sont des fonctions analytiques de E£).

(9.5) COROLLAIRE. - [La représentation adjointe est un homomorphisme analyti-—

que G + GL(G).

PREUVE : I1 suffit d'appliquer la proposition précédente en choisissant X = G,

S.X = SXs et Xo = e.

(9.6) THEOREME. - [La représentation infinitésimale de G dans G associée
a la représentation adjointe de G dans G est la représentation
adjointe, notée ad, de G dans G définte par :

ad(x)(Y) = [X,Y] .

DEMONSTRATION. - Notons ad 1la représentation infinitésimale. Le diagramme

sulvant est commutatif.

____Jﬁl___*g GL(G)

exp exp

ad

| —> @

5 £(G)

On a donc, pour tout X € G et tout t ER :
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Ad(exp tX) = exp(ad(tX))

+ o0 n
ot exp(ad(tx)) = T =+ ad(®)"  (cf. 4.5).
n=o

Soit Y € G, calculons de deux maniéres Ad(exp(tX))(tY).
Tout d'abord, d'aprés ce qui précéde :
+ n+]

Ad(exp tX)(tY) = 2
n=o

ad(x)" [Y] .

n!

D'autre part, d'aprés (38.1)

exp [Ad(exp tX)(tY)]

exp tX exp tY exp(-tX)
t2 2
exp(tY + TR [X,Y] + o(t%))

1

donc, si t est voisin de O :
t2 2
Ad(exp tX)(tY) = tY + 5 [X,Y] + o(t7).

En identifiant avec 1'expression précédemment obtenue, il vient :

adx(Y) = [X,Y]
c.q.f.d.

Exemple d'application.

(9.7) PROPOSITION. - Soit G wun groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G.
St H est distingué dans G, H est un tdéal de G ; si H est un

idéal de G et st H et G sont connexes, H est distingué dans G.

DEMONSTRATION. - Si H est distingué, on a pour tout x € G, oX(H) CH, d'oi

Ad(x) (H) € H, ce qui entraine, pour tout X €6, ad(X)(H) CH (cf.(8.6)) c-i-d.

que H est un idéal de G.
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Réciproquement, si H est un idéal, on a, pour tout X €G :
ad(X) () C H,
donc, d'aprés (7.6), pour tout x € G,
Ad(x)(H) CH
ce qui implique, pour tout Y € H :
Ad(x)(Y) € H
c'est-a-dire : exp(Ad(x)(Y)) € H (§5)

ou x(exp Y)x-1 € H.

Si H est connexe, il est engendré par les exp Y, cette derniére

relation montre donc qu'il est distingué.

c.q.f.d.
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CHAPITRE 8 : ALGEBRE DE LIE D'UN PRODUIT SEMI-DIRECT.

CAS DU GROUPE DE POINCARE,

1) Algébre de Lie d'un produit semi-direct. Cas du groupe affine. Cas de ST(2).

(L.1) Soit G un groupe de Lie, produit semi-direct topologique de deux sous-
groupes fermés N et H, le sous—-groupe N é&tant distingué&. Alors 1'algébre
de Lie G est somme directe, en tant qu'espace vectoriel, de 1'idéal N, algébre

de Lie de N, et de la sous~algébre H, algébre de H. En effet :

a) Si X€NMNH, on a, pour tout t €R, exp tXx EN NH c-a-d.

exp tX = e d'ot X =0. Ainsi N N H = {o}.

b) Soit X € G, &crivons exp tX = g(t) h(t) avec g(t) €N et
h(t) € H. Comme la projection sur H est un homomorphisme de groupes, h : R -+ H
est un sous-groupe d paramétre de H, donc il existe Z € H tel que
h(t) = exp(tZ). On en déduit g(t) = exp(tX) exp(-tZ) et g est donc une courbe
tracée sur N, tangente en e & un certain Y € N. Mais la formule de Taylor
(ch. 7, 6. 9) montre que le vecteur tangent 4 t B exp tX exp(-tZ)

est X-Z d'oli Y = X-Z c-3-d. X = Y+Z avec YEN et Z € H. Ainsi,

G =N+ H
c.q.f.d.

On peut donc dire, en un sens &vident, que 1'algébre de Lie G est

produit semi-direct de 1'idéal N et de la sous—algébre H. Cette situation

donne lieu 3 des formules analogues a4 celles du produit semi-direct de groupes.
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Soit (x,x') €EN x N et (X,X') €H x H, on aura :

(x+X, x'+X") = [x,x'] + [X,x'] - [x",x] + [X,X"]

avec [x,x'] +[x,x"] -[x",x] EN et [X,X'] €H.

(1.2) Ainsi, G est isomorphe 2 N x H muni d'une structure d'algébre de Lie
définie par

[ (x,X), (x',x"] =x,x'] + [X,x'] - [x",x],[x,x'])

ot [X,x'] désigne le crochet de X et =x' calculé dans G ou abusivement,

celui de (0,X) et (x',0) calculé dans N x H. Concrétement, on se pose en
général le probléme suivant : connaissant les algébres de Lie N et H, cal-
culer G. Si 1l'on identifie G & N x H, la structure d'algébre de Lie de G
est parfaitement définie quand on sait calculer les crochets du type [X,x]

avec X €H et x €N. Quant 3 1'application exponentielle G - G, on se conten-
te pratiquement de savoir que ses restrictions éb N et H sont les exponentiel-

les de N et H.

On peut donner une formule générale pour la structure d'algébre de Lie
de N x H (cf. HOCHSCHILD . La structure des groupes de Lie, Ch. IX, th. 3.1)
mais il est plus simple de la retrouver dans chaque cas particulier : le princi-
pe est de calculer [X,x] = (ad X)(x) en utilisant le fait que ad est la

représentation infinitésimale associée & Ad d'ol

(1.3) [%,x] = (ad X)(x) = $p [Ad(exp £X) ()]

et, par définition, Ad(exp tX) est 1'application tangente en e & 1'auto-
morphisme intérieur s » (exp tX) s exp(-tX) de G. Il est important dans

la pratique de remarquer que l'on n'a besoin en fait-que de la restriction
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de Ad(exp tX) & N, restriction qui est la différentielle de 1la
restriction &8 N de 1'automorphisme intérieur considéré ; on sait que

cette restriction n'est autre que 1'action de H sur N définissant

le produit semi-direct.

(1.4) Exemple du groupe affine et de ses sous—groupes.

Le groupe affine est le produit semi-direct externe de R" et de
GL{(n, R), o GL(n, R) agit canoniquement sur R". L'algébre de Lie sera le
produit R” x L(n, R), muni de la loi déterminée par la formule (1.3), ol
x € r" (algébre de Lie de IRn), et X € L(n, R) (algébre de Lie de
n

GL(n, R)). La restriction &8 N =1{R~ de 1'automorphisme intérieur associé a

exp(tX) est l'application linéaire s » (exp tX)(s) d'oil :
[Ad(exp tX)] (x) = (exp tX) (x)

et [X,x] = X(x). Ainsi

(1.5) PROPOSITION. - L'algébre de Lie du groupe affine de R" est le produit

R® x L(n, R) muni de la loi :
[ X)), (x",XD] = X(x") - X"(x),[%,X']) oz [X,X'] = XX'-X'X.
(c-3-d. que £L(n, R) agit canoniquement sur mn).

Le méme calcul reste valable si 1'on remplace GL(n, R) par un de ses
sous—groupes fermés. On obtient ainsi 1'algdbre de Lie de tout groupe d'isomé-
tries d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (cf. Ch. I, 3.11),

connaissant 1'algdbre de Lie de O(E,B) que nous déterminerons plus loin. En

résumé :
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~

(1.6) PROPOSITION. - L'algébre de Lie du produit semi-direct R" x G, on
G est un sous—groupe fermé de GL(n, R) agissant canoniquement
sur ", d'algébre de Lie G, tidentifiée d une sous-algébre de

Lzie de L£(n, R), est le produit R" x G, muni de la loi :

(x,X) (x",X") = X(x") - X"(x),[x,Xx']) ou [X,X'] = XX' - X'X.
(1.7) EXEMPLE : L'algébre de Lie du groupe des déplacements de Rn, pour le
produit scalaire canonique, est le produit : R" x 80(n), ol SO0(n) est

1'algébre de Lie des matrices carrées d'ordre n, antisymétriques.

(1.8) Calcul de 1'algébre de Lie de ST(2).

Réalisons ST(2) comme le produit semi-direct externe € x U.
L'algébre de Lie de € est €, l'exponentielle étant 1'application identique,
1'algébre de Lie de U =U(l, €) est, d'aprés le Ch. 7, § 4 et 5, 1'algébre
de Lie abélienne i R, 1l'exponentielle étant 1'exponentielle usuelle. Comme
il est d'usage, nous 1'identifions a4 R, 1'exponentielle devenant alors 1'appli-

. ie
cation © P e .

L'algébre de Lie de ST(2) est donc € x R, et sa structure est bien
précisée si nous savons calculer le crochet [X,z] o XE€R et z €C.

Pour cela, nous utilisons la méthode exposée en (1.2)

- la restriction @ N = € de 1'automorphisme intérieur

s b (exp tX)s exp(-tX) est ici

z b (exp tX)zz = exp(2tX)z,
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(car W opére sur € par (u,z) =~ uzz).

Cette application est linéaire, donc identique 3 son application

tangente Ad(exptX) d'oll

[X,z] = [exp(ZtX)z]z=o = 2Xz.

CL’Q
rt

Ce qui donne, pour le crochet de € x R, la formule générale

[(z,X),(z",x")] =[X,2'] + [2,X'] = 2Xz' - 2X'z.

On peut aussi considérer ST(2) comme le sous-groupe fermé de GL(2,C),
u oz
constitué des matrices ( ) ol u€W et z €C, et calculer son algébre
o u
de Lie en utilisant le ch. 1, § 4 et 5. On trouve que cette algébre est 1'ensem-
io b
ble des matrices ( ) («w€R, b € €), évidemment isomorphe & la réalisation
o -io
précédente. Cecl peut se retrouver trés simplement en remarquant que 1'on peut

trouver facilement les sous—groupes a4 un param@tre suivant de G :

Les éléments de £(2,C) tangents 3 ces sous-groupes sont, respectivement

Ils sont évidemment indépendants ; comme on sait, d'aprés 1.1, que 1'algébre

de Lie de ST(2) est de dimension 3, ils constituent une base de cette algé-
ia b

bre qui est donc 1l'ensemble des ( ).
o -ia
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2) Algébre de Lie du groupe orthogonal d'une forme bilinfaire symétrique

Soit B wune forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace
vectoriel réel E, de dimension finie n. Il s'agit de calculer 1l'algébre de
Lie du groupe O(E,B). On peut toujours trouver une base de E dans laquelle

B s'écrit :

i i T
1Y T xy
1 i=p+1

B(X’Y) =
i

L
»
-
1

(éventuellement, p = n si la forme est définie positive).

Dans cette base, la matrice de B est A = (Ip ° ), ol Ik note la matrice
unité d'ordre k, et oi q = n—-p. Le groupe 8(E,£§ est isomorphe (cf. Ch I)

au groupe matriciel, noté O(p,q), des matrices carrées réelles X d'ordre n

telles que :

% A X = A.

C'est un sous-groupe fermé de GL(n, R), donc un groupe de Lie, dont
1'algébre de Lie O0(p,q) est une sous—algébre de 1'algébre de Lie des matri-
ces carrées d'ordre n ; plus précisément, d'aprés le ch. 7, § 5, 0(p,q)
est 1l'ensemble des matrices Z telles que exp(uZ) appartienne a O(p,q)

pour tout n, c-i-d. telles que

exp(utZ)A exp uZ = A
N -1 t :
c—-a-d A 7 exp(u Z)A = exp(-uZ)
-1t
ou : exp(u A " ZA) = exp(-uZ)
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-1 -1 . . .
(car exp(A X A 7) = A(exp X)A pour l'exponentielle matricielle), et
ceci équivaut, d'aprés 1'unicité du vecteur tangent & un sous~-groupe i

un paramétre, a

At S A =7, coa-d. 3 Az + %7a =0
Z1 Z2
En écrivant Z par blocs : Z = ( ), ol Zl et Z4 sont carrées
23 Z4

de dimension p et q respectivement, on trouve que cette condition &qui-
vaut 3 1'antisymétrie pour Z, et Z4, et a Z3 = tZz, d'oll
2.1) PROPOSITION. - ['qlgébre de Lie O0(p,q) est L'ensemble des matrices

. , e t N
carrées réelles 7 d'ordre n qui vérifient AZ + "ZA = 0, ou

I o Z1 Z2

A= ( P ). Clest aussti l'ensemble des 7 = (t ) ou Z1 et
o —Iq Z2 Z3

Z, sont carrées antisymétriques d'ordre p et q respectivement,

3

et ou z, est quelconque, d'ordre p x q.
2.2) Le groupe SO(p,q) est, par définition, le sous-groupe fermé de O(p,q)
défini par la condition det X = 1. Ainsi, son algébre de Lie est formée des
matrices de O(p,q) vérifiant de plus det(exp uZ) = 1, ce qui équivaut &
tr(Z) = o, et est vérifié par toutes les matrices de O(p,q). Ainsi,

S0(p,q) = 0(p,q), ce qui était prévisible si 1'on remarque que det X ne

prend que les valeurs +1 et ~1 sur O(p,q), ce qui implique

0(p,q9)o € SO(p,q), donc que O(p,q) et SO(p,q) ont la méme composante neutre.
On a vu au tome 1, ch. 2, que SO(n) = SO(n,0) est toujours connexe, et que
$0(1,3) a deux composantes connexes ; on démontre plus généralement que, si

o < p < p+tq, SO(p,q) a deux composantes connexes.
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2.3) EXEMPLES

a) L'algébre de Lie 0(n) = SO(n) est l'ensemble des matrices

carrées réelles antisymétriques d'ordre n. Par exemple 0(3) = SO0(3) est

1'ensemble des

3
Z = -a o Yy avec (a,B,y) € R™.

b) L'algébre de Lie de S0(1,3) est 1l'ensemble des

avec Zl € 0(3) et (a,b,c) € R3.

O T e 0
p—

2.4) Cas du groupe des isométries.

' associée 3 1la

Le groupe des isométries de E pour la "distance'
forme B est isomorphe (cf. Ch. I) au prodult semi-direct R" x 0(p,q) donc

on peut lui appliquer 1.6, on obtient

PROPOSITION. - I'algdbre de Lie du produit semi-direct R" % 0(p,q) oul

0(p,q) agit canoniquement sur Rn est le produit R" x 0(p,q),

mini de la lot :
(x,X) (x',X") = (X(x") - X"(x), [X,X']) ou [X,X'] = XX' - X'X.
Bien entendu, cette algébre de Lie est aussi celle du produit

semi-direct R x S0(p,q), et de R x S0.(p,q), qui est la composante neutre

du produit semi-direct étudié.

Cette proposition détermine 1'algébre de Lie de R" x 0(1,3).
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3) Algébre de Lie du groupe de Poincaré. Bases usuelles.

3.1) L'algébre de Lie du groupe de Poincaré IR4 x SL(2, §) est produit
semi-direct de 1'algébre de Lie ab&lienne R4 et de 1l'algébre de Lie
SL(2, €) constituée des matrices carrées complexes d'ordre 2 de trace

nulle. Toutefois, sous cette forme, la crochet n'est pas simple 3 expliciter.

Pour obtenir une expression simple du crochet grdce 3 la méthode
. . 4 ' A
1.2, il vaut mieux remplacer IR par l'espace vectoriel isomorphe H des
matrices hermitiennes en considérant que son algébre de Lie (abélienne)
s'identifie &galement & H (1'exponentielle est donc 1'application identi-

que). Alors le groupe est le produit semi-direct H x SL(2, €) oli SL(2, €)

agit sur H par
A.Z = AZA® (A € SL(2, €), Z €H).

Soit X € SL(2, €). D'aprés (1.2), Ad(exp tX) est tangente & Z P (exp tX).Z,
donc lui est identique, puisque cette derniére est linéaire. Ainsi, si

X €SL(2, €) et ZEH, on a :
d * *
[X,2] = (adX)(Z) = I [ (exp tX) Z(exp tX) ]t=o = XZ + ZX

d'ol le résultat

(3.2) PROPOSITION. - L'algébre de Lie du produit semi-direct H x SL(2, €)

s'identifie & H x SL(2, €) de la maniére sutvante :

a) St Z.l EH et XiE SL(2,¢) (i=1,2) ona:

. * *

ol [xl, x2] =X, X, = X, X
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b) exp(Z) =Z st ZE€H et exp X est L'exponentielle

matricitelle s X € SL(2, @©).

3.3) En général, on utilise cependant plutdt 1'algébre de Lie de R4 e S0.(1,3),
déterminée en (2.4), en effet, cette algébre, dont le crochet est simple 2
expliciter, est isomorphe & 1'algébre de Lie du groupe de Poincaré, comme

nous allons le vérifier malntenant.

3.4) Base de 1'algébre de Lie de SL(2, €).

On détermine une base 'naturelle'" de cette algébre, en liaison avec

le probléme qui nous intéresse, 3 partir des remarques suivantes.

a) Le sous—groupe SU(2) de SL(2, €) a pour image dans SO0(1,3).,
le sous~groupe SO0(3) des rotations de R3. Considérons les matrices repré-
(base

sentant dans SU(2) des notations d'angle © autour de e)s e

2 73

canonique de R3). Ce sont, respectivement
cos 6/2 -isin 6/2 cos 6/2 -sin ©/2 ) e-le/2 o
. . i . ’ i6/2
<—151n e/2 cos 6/2 sin /2  cos 6/2 o ele/
(cf. tome 1, Ch. I, fin de 2.11). Lorsque © varie, on obtient ainsi 3
sous—groupes 3 un paramétre dont les vecteurs tangents & 1'origine (dérivées
par rapport & 6 en o) s'expriment facilement en fonction des matrices

de Pauli o 0, introduites au chapitre I, les dérivées sont, respecti-

12 727 73

vement

. 2 2 ¢ . 2
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Comme ces 3 matrices sont indépendantes sur (R, elles constituent une base

de SU(2), puisque SU(2) est de dimension 3.

Remarquons que o, = ( )y 0, = ( ), 0, = ( )
1 O i 0 0 -1

appartiennent également & SL(2, €). Comme SL(2, €¢) est de dimension 6,
les 6 matrices (Ok, iok) (k =1, 2, 3) forment une base de SL(2, €) qui
se décompose en une base (Ok) du sous-espace des matrices hermitiennes et
une base (iok) du sous~-espace supplémentaire des matrices antihermitiennes

qui n'est autre que 1'algébre de Lie de SU(2). On note donc que

SL(2, €) = SU(2) ® i SU(2).

. > - >
b) La transformation de Lorentz pure d'axe m, ol m est un vecteur

unitaire de (R3, et de paramétre ¥ €MR est représentée, dans SL(2, C),

par la matrice

L(g,x) = ch x/2 g, + sh x/2 h(g),

oi h désigne 1'isomorphisme habituel (cf. tome 1, ch. 1) de Ra sur H, tel

que h(eo) = 0o, h(gi) =0 (i=1, 2, 3). Comme |$| = 1, on vérifie aisé-
> . . > 2 . . 2

ment que h(m) est involutive : h{(m)” = o, (en particulier 9 = 0o) et,

. - . +
de cette relation, il résulte par un calcul imm&diat que x » L(m,Xx) est un

sous—groupe a un paramétre de SL(2, €). Le vecteur tangent associé est

%; L(E,X)|X~o = % h (;). On retrouve ainsl naturellement en choisissant succes-
sivement m= e, (i =1, 2, 3) 3 matrices indépendantes de SL(2,C) :

l-0 l—o l-0 En résumé :

2 712 72 2 73°
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PROPOSITION. - L'algébre de Lie SL(2, €) des matrices carrées complexes
2 x 2 de trace nulle est somme directe de la sous—algébre SU(2)
des matrices antihermitiennes et du sous-espace 1 SU(2) des matri-

ces hermitiennes de trace nulle.

On peut prendre pour base de SU(2) les matrices - %—ok
(k = 1,2,3) tangentes chacune au sous—-groupe d un paramétre Cons-—

titué des rotations autour de ey

I

o=

On peut prendre pour base de i SU(2) les matrices
(k = 1,2,3), images des précédentes par l'application ow io, et qui
sont tangentes chacune au sous—groupe 4 un paramétre constitué des
transformations de Lorentz pures d'axe e

K

3.5) Base correspondante de 1'algébre de Lie de SO0(1,3),.

On sait qu'il existe un homomorphisme continu, donc un morphisme de
groupes de Lie, de SL(2, €) sur S0.(1,3), qui associe & tout X € SL(2, €)
la transformation de Lorentz propre uy @ oX + X.x. Nous allons calculer les

images par u: de la base de SU(2) introduite ci-dessus en utilisant la

formule
e d
u*(X) =1t {(u(exp tX))t=O.
a) Lorsque X = - i/2 0> U (exp tX) n'est autre que la matrice de
. > 3 . ces s s 4
la rotation autour de e dans R identifié 3 un sous-espace de R . Par

exemple, pour k =1 :
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1 0 0 0

u(exp(-t 1/2 01) = c 1 0 0
0 O cos® -sin®
0O O sin® cos6
0 0] 0 0

d'ol : ui(— i/2 01) = © 0 0 0 que nous noterons Fl.

0 0 0o -1
(0] 0 1 0

On définit de méme u:(— i/2 ok) =F pour k = 2,3 et le calcul est analogue.

k

b) Lorsque X = %—ok, u(exp tX) est la matrice de la transformation

s .. .
de Lorentz pure d'axe e définie vectoriellement par les formules

k

= chy x° + shxxk

! x - (1 - chx)xk é; + x° shy é;

X¥ M

ce qui donne, par exemple, pour k = 1, la matrice :

chy shy 0 0
h ch 0 0
utexp(§ o)) = [ X X

(0] (0] 1 (0]

0 0 0 1

0 1 0 0
d'od u:(%-al) = 1 o 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

(calculs analogues pour k = 2,3). On a alors la
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3.6) PROPOSITION. - a) L'image par l'application tangente & u en e de

la base de SL(2, €) introduite en 3.4 est constituée des matrices :

01 0 0 o 0 1 0
1 00 0 1 0 0 0 0 1
B = = u (5 o), E, = = u (5 0y
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 1
0 0 0 O 1
Ey = =“i(5°3)‘
0 0 0 0
1 00 0
b 0 0 0 0 0
Fp = 000 =u (- 50, F, 0 o1 = u (- 5 0,)
0 0 0-1 0 0 0 0
0 0 1 0 0-1 0 0
o 0 0 0
0 0-1 0 i
F3= =u:(-%o3)
010 0
0 0 0 0

b) le sous~groupe 4 un paramétre associé d Ek (resp. Fk)
est constitué des transformations de Lorentz pures d'axe é; (resp.

des rotations d'axe é;).

e) Les 6 matrices ainsi définies forment une base de
S0(1,3) et u: est un isomorphisme d'algébres de Lie de SL(2, €)

sur S0(1,3).

d) L'application u est ouverte et induit un Lsomorphis-

me de SL(2, m)/(t 1) Sur le groupe de Lorentz propre SO0(1,3)o.
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PREUVE. - Il est évident que les 6 matrices sont indépendantes, donc consti-
tuent une base de S0(1,3) , qui est de dimension 6 d'aprés 2.3.b). Ainsi,

u: est un isomorphisme, donc u est ouverte en e, donc partout puisque
c'est un morphisme de groupes. On en déduit d) (cf. fin du ch. II du tome 1).
Le reste a déja été prouvé.

c.q.f.d.

REMARQUE. - On reviendra, au chapitre suivant, sur l'algébre de Lie de SL(2, C),

ce qui aménera A introduire une base notée Mij (o <i < j<3) telle que :

RN . - _ . . _
Si 1l'on convient de poser Mji Mij lorsque 1 # j, et g.. B(ei,ej),

on a la formule :
= - . . - . M.
[M; 00 Mol = gy Myp * 850 My = 85p My ™ 85 Mip

c'est-3-dire :

[El, E2] =-F, [Ez, E3] =-F [E3, E1] =-F,
[El, F3] =-F, [Ez, F1] = - F, [E3, Fz] = - F,
[Fl, F2] = F3 [F2, F3] =T [F3, F1] = F2.

On remarque que ces formules se déduisent par substitution circulaire des 3

suivantes

[El’ E2]=[E29 F1]=[F21 1
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D'autre part, on a la formule :

[Mij’ el =g €5 7 By ©

| B = = =
d'otl [E;, el =¢ [E,, ec]l = e, [E3, eo ] = eg
c-a-d [E., ea]l = ¢ 1<i<3
i i
de méme : [Ei’ ei] = eo 1<i<3
et [E., e.] =0 si i # j (1 <i, j<3)
enfin [Fl’ eZ] = e, [Fl’ e3] =-e,
[F2, e3] = e1 [FZ’ el] = - e3
[F3, el] = e, [F3, e2] = - e,.
On a ainsi obtenu :
3.7) PROPOSITION. - L'algébre de Lie du groupe de Poincaré admet pour base

(eo, €1s €95 €g5 El’ E2’ E3, Fl’ F2, F3) avec les relations de com-

mutation précisdes ci-dessus, les autres crochets étant nuls.

Les vecteurs (eo, e;s €y e3) engendrent un idéal abélien iso-

morphe d Rq.

Les vecteurs (El’ E2, E3, Fl’ F2, F3) engendrent une sous-algé-

bre isomorphe 4 SL(2, €) et S0(1,3).

Les vecteurs (Fl’ FZ’ F3) engendrent une sous—agébre isomorphe

a Su(2).
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REMARQUE. - En introduisant le tenseur complétement antisymétrique eijk
avec € = 1, 1les formules s'écrivent :

123

[Ei’ Ej] = [Ej’ Fi] = [FJ, Fi] = - €ijk Fk

[Fioesl=e4p

[Ei’ eo] = ess [Ei’ ei] = e, (1

N
e
N

3).
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CHAPITRE 9 : ETupe DE L'ALGEBRE DE LIE DE O0(p,q),

1) Algdébre de Lie du groupe orthogonal d'une forme bilinéaire symétrique :

1.1) On consid&re un espace vectoriel réel de dimension finie E, et une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée B, sur E. On désigne par £

1'isomorphisme E - E  défini par :
B(x,y) = <x,L(y)> = <y,L(x)>.
On pose, pour tout u € L(E)

u' = ﬂ—l tu L.

»

On sait que, alors

u € 0(E,B) & u' = u—1
(cf. pour tout ceci le ch. 1 du tome 1).
On a vu au ch. 8, 2.1 que 1'algébre de Lie de O(E,B) et de

SO(E,B) est l'ensemble, noté O(E,B) ou SO(E,B) des v € JL(E) tels

que :
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n

Lorsqu'on considére E =R, et B définie par :
P .o n ..

B(x,y) = 2 xlyl - 2 xly1
i=1 i=p+1

on pose q = n-p et on adopte les notations O0(p,q), SO(p,q), O(p,q), SO(p,q).

Les éléments des ces groupes ou algébres de Lie sont de plus identifiés 3

des matrices dont la forme a été précisée au ch. 8, 2.1).

1.2) THEOREME. - a) Il existe un isomorphisme d'espace vectoriel du produit
extérteur E A E = AZE sur SO(E,B). A tout x A y€E AZE, cet
. , . P T~ . ,
18omorphisme associe l'élément x Ay € SO(E,B) qui est l'applica-

tton lindaire de E dans E suivante :

TN

x Ay : x'p B(x',x)y - B(x',y)x.

b) Lorsqu'on munit AZE de la structure d'algébre de Lie
déduite de cet isomorphisme, on obtient la formule suivante pour le

erochet :

[ xAy,x'"Ay'] = B(x,y")x"Ay + B(x',y)y'Ax + B(x,x")yAy' + B(y,y")xAx'.

PREUVE. - On sait qu'il existe un isomorphisme’associé a B, de [L(E)

sur 1'ensemble BL(E) des formes bilinéaires sur E x E. L'image

de u € [L(E) dans cet isomorphisme est la forme 0, définie par :

wu(x,x') = B(u(x),x").
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La condition u' = —-u qui exprime que u € SO(E,B) est équivalente
au fait que v, est antisymétrique. Ainsi, 1'image de SO(E,B) C [L(E)
par l'isomorphisme u > est 1'ensemble ABL(E) des formes biliné-
aires antisymétriques. Il est bien connu que ABL(E) est isomorphe 3

2 _*

% * . A . - . .
E - AE = AE , lui-méme isomorphe & A2E par 1l'application

L ANL2:x Ayr £(x) A £(y). Au total, il existe donc bien un isomor-
phisme d'espace vectoriel de A2E sur ABL(E) et sur SO(E,B), qu'il

suffit de préciser :

. *
A xAy€E AZE, on associe tout d'abord £(x) A L(y) € A2E .
Nous identifions toujours un produit extérieur d'ordre p au tenseur

antisymétrisé correspondant, ce qui donne :
2(x) A L(y) = £(x) @ £(y) - £(y) 8 £(x) EE @ E".

. . . * * .
L'isomorphisme canonique de E° @ E° sur BL(E) associe 3

£(x) 8 £(y) - £(y) © L(x) 1la forme bilinéaire
(x',x") » <x'  L(x)><x", L(y)> - <x',L(y)><x",L(x)>
c'est-d-dire :

(x',x") » B(x',x) B(x",y) - B(x',y) B(x",x)

ou (x',x") » B(B(x',x)y - B(x',y)x,x").

On reconnait sous cette forme qu'il s'agit de 1'image dans BL(E),
par uk ¢ , de l'application linéaire u =x Ay définie dans

1'énoncé, ce qui prouve a).
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La formule b) résulte alors de simples calculs.
Tout d'abord, on trouve que :

—~ —~ —~ o~ —~—~—~ o~
XAY o X'Ay' = B(y',x)x' 8 y - B(x',x)y' 8 y - B(y',y)x' 8 x + B(x',y)y' 8 x

N
oi x' ® y désigne l'extension 3 E @ E de 1'isomorphisme défini en a)

x' 8y : £m B(E,x")y.

On en déduit 1'espression de :
S~ A~ T Y~ A~

N
[xAy, x'Ay'] = xAy o x'Ay' - xX'A¥y" o XAY

d'oi le résultat annoncé.

1.3) PROPOSITION. - Dans L'isomorphisme défini au théoréme précédent, la repré-
sentation adjointe de O(E,B) ou de SO(E,B) devient une représen-

tation dans AZE définie par la formule :

Ad(u) = uAu. (u € SO(E,B) ou O(E,B)).

PREUVE. - Adu(xay) est, par définition, l'image inverse par isomorphisme

1

de u ;7T§ u = € SO0(E,B). Or :

g S —1

uxAy u (&)

i

u [B(u—l(E),X)y - B(u—l(E),y)X]

B(u T (E),%) u(y) - B(u 1(E),y) u(x)

B(g,u(x)) u(y) - B(g,u(y)) u(x) car u € SO(E,B)

A~
u(x) A u(y) (g).
c.q.f.d.
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1.4) REMARQUES

1) Constantes de structure de 1'algébre de Lie SO(E,B).

Soit (el,”,en) une base de E. Soit gij = B(ei,ej) et e.

. = e, Ahe,.
1] 1 J

D'aprés le théoréme 1.2 b, on a la formule
[eij’ el = Bk ©ie "t Big %k T Bk %ie T Bip Sjk ¢

. . 2 ..
Comme les eij’ pour 1 < j, forment une base de AE, on a ainsi les cons-

tantes de structure de 1'algébre de Lie A2E.

2) Constantes de structure de 1'algébre de Lie du produit semi-direct

de E et O(E,B).

On sait (cf. Ch. 8) que 1{algébre de Lie de ce groupe, qui est celui

des isométries affines de B, est somme directe de E et de SO(E,B). On

peut prendre pour base les Mij = e;A ej et les M,

e.. On a alors les
oi i

relations de commutation suivantes

(M, M pT= gy Mop * 85 Moy~ 85 Mip T Bip Myie

et [M.., M_] =

i Mo5 7 B Yoi

(car [M.., M ]=1[M.., e ]l= M..(e

| -~ P . .
ij’ ok i’ %k ij k) d'aprés la définition du crochet,

cf. Ch. 8, § 2). Ceci s'applique au groupe de Poincaré (cf. Ch. 8, § 3.5).

3) Forme de Killing.

Par définition, la forme de Killing K d'une algébre de Lie A est

la forme bilinéaire symétrique définie sur A x A par

K(X,Y) = tr(ad X o, ad Y).
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Grdce aux relations de commutation écrites ci-dessus, on trouve que, si la base

des e, est orthogonale pour B (c-3-d. gij =0 si 1#3]3)
K(eij’ ekﬁ) =0 si {i,3} # {k,4}
K(eij’ eij) = -2 (n-2) 8:; gjj (pour i # j).

Ainsi, la base des eij est orthogonale pour K si n 2 3, ce qui prouve que,
si dim E 2 3, K est non dégénérée ; on démontre que ce résultat est équiva-
lent au fait que SO(E,B) est semi-simple : cette caractérisation peut méme
gtre prise pour définition kcf. HELGASON, differential geometry and symmetric

spaces 1962, ch. II, § 6). Nous verrons plus loin comment relier K & B,

Lorsque dim E = 2, les groupes SO(E,B) sont tous isomorphes & S0(2) ou
SO0(1,1). Ces groupes sont abéliens : S0(2), isomorphe & MU, est bien connu

(cf. Tome 1, ch. 3) quant a SO0(l,1), sa composante neutre est 1l'ensemble des

cht sht -
u

ic
matrices (Sht cht)

t €ER, elle est isomorphe 3 R.
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2) Compléments d'algébre.

2.1) Extension de B aux puissances tensorielles de E.

r
Considérons © E, la propriété universelle qui le définit montre immédia-

tement que l'application :

(Xlg---xrs yly---syr) g B(X19 yl) .o B(Xr9 yr)

3>
(E1 X ... X Er) X (E1 X v X Er) R

T iy
se factorise en une forme bilinéaire symétrique, encore notée B, sur (8E) x (8E) ;

cette forme est donc définie, sur les éléments décomposés, par

B(x1 8 ... @ Xr’ ¥q Q ... @ yr) = B(Xl’yl) “e B(xf,yr).
x T
D'autre part, puisque £ est un isomorphisme de E sur E, 8¢ est un iso-
r r r
morphisme de @ E sur 8E" = (®E) . On a, par définition :
r
<x; 8 ... 8 xr,(@ﬂ)(y1 e ... 8 yr)> = <¥1 8 ... 8 xr,l(yl) 8 ... @K(yr)>
by
= .H <Xi’£(yi)> = 'H B(Xi,}’i)
i=1 i=1
= B(x1 @ ... 8 X .5 ¥y Q@ ... 8 yr).
r r
Ceci montre que B est non dégénérée sur @ E et que le couple (B, @ f)
r
se comporte sur @ E comme le couple (B,£) sur E. Dans la suite, on adoptera

r
en général la notation £ au lieu de @ £.

2.2) Extension de B aux puissances extérieures de E.

T
. PP r . - .
On identifie A E au sous—espace des tenseurs antisymétriques de @ E par
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o]
=
=
»
|
o
7~
"
]
[s]
]
N’
]

e X & ... 8 x
-1 -1
T 5 (D) o (r)

o}
wn

"
me M4

r

. €5 Xo(l) @ ... & Xo(r).

o T

(Cette formule, od S, désigne le groupe symétrique, et €5 la signature de

o €S, définit 1l'opérateur d'antisymétrisation a).

-~ . P o r % . P
De meme, on identifie A E au sous—espace des tenseurs antisymétriques
Tox Toox
de @ E = (8 E) .

Il est important de remarquer que le crochet de dualité que nous noterons

] ]
<x1 A oo A Xr’ X'y Ao A X r%a s

r T
P .. . * - ~ P -~
défini par restriction de la dualité (8 E, @ E" ) c-a-d égal par définition a :

<a(x, 8 ... 8x ), a(x', @ ... @ x' )>
]. r l r

A 3 . - * . - 3
ne coincide pas avec la dualité entre ATE et ATE obtenue en identifiant

. r % r * .« .
canoniquement A" E a (A" E) . En effet, pour cette dualité canonique que nous note-
rons <,> , la valeur du crochet devrait étre det(<xi,x'i>) (¢f. BOURBAKI, Alg., ch.

3 : Algébre multilinéaire.), c—-3-d :

1 1
(2.2.1) <X Q ... @ Xr’ a(x 1 Q@ ... @ x r)>8
car
' ' = ' '
<x; e ... 8 X, a(x 1 ® ... 80 x r)> 9 ) € <x, Q . X, X (1) @...8 x o(r)>
=2 ¢ <x , x' >
o

1]
5 <Xy, X 0(1)>...

det (<Xi’ x'j>)

alors que, puisque la forme multilinéaire associée & a(x'1 ® ... 8 x'") est

alternée par la construction,
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<a(x1 @ ... 8 Xr)’ a(x'1 8 ... 8 x'r)> = r! <X, @...8 xr,a(xiﬁ...@ x'r)>
s ' 1 = 11 1
c~-a-d (2.2.2) <X Aooo A XXy Ao AKX 78 r! det(<xi,x j>) et,
plus généralement, si z € MVE et z' €47 E*, <z,z'>8 = 1! <z,2'>,

r
r .
Ceci provient du fait que A E est le quotient de @ E par le sous-es—

pace N engendré par les tenseurs décomposés ayant deux facteurs é&gaux.
i e
Son dual est donc 1'orthogonal dans (8 E) = @ E de Nr’ c-d3~d 1l'ensemble

r

T
¥ % . ..
des formes alternées, ou encore a(8 E') = A~ E . Mais la formule de dualité

est, pour une telle forme £

«p(x1 Ao A X f) = <x1 8 ... 0 Xr’f>

c-a-d : 2.2.1.
T ' r r
Or on sait que © E = Nr ® a(® E), de sorte que @ E/N = A" E s'identi-

fie canoniquement i a(; E) par projection ; dans cette idZntification, le
dual de a(; E) s'identifie & celui de A' E,c-a-d & A'E", grdce 2 la formule
ci-dessus. Malheureusement, la projection ; E » a(g E) parallélement 3 Nr
est égale A %T a et ne donne donc pas l'identification habituelle de ATE
a a(; E).

Calculons maintenant les restrictions de B et £ 3 A'E.

L(x, A ... A Xr) = K(a(x1 8...8 Xr))

1 €5 £2(x

r

€ £(x

) é . 0(1)8...8 Xo(r))
>

)8...80(x. )
= Sr o(1) G (r)

a(K(xl) ...0 Z(Xr)) = ﬁ(xl)A...AE(Xr:

T r
ce qui est bien connu : la restriction de £ 3 A'E est AL (cf. BOURBAKI,

loc. cit. ch. III, § 5, n° 7, remarques), ceci montre que A£(ATE) C ATE* donc
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* . .
que K(ArE) = A'ET car £ respecte la dimension ; de plus, on a vu au passage

que EIArE = 22, soit z, t € ArE, on a :

B(z,t) = <z,£(t)>@ = r! <z,£(t)> d'aprés (2.1).

Comme on vient de voir que £ est un isomorphisme, il en résulte que B res-—
. - r P . . ~ r
treinte & A'E est non dégénérée et forme avec la restriction de £ & AE
un couple possédant encore les propriétés des E, B et £ initiaux, pour la
.. T T % . 4y cq .. .. .
dualité < >8 entre AE et AE . Si l'on utilise la dualité ordinaire, il

faut remplacer £ par r!Z.

On retiendra la formule

B(x1 Ao Ax,y Aael A vy, = <x; A ..o A xr,l(xl) A oo A E(Xr)>8
c-3-d
(2.2.3) B(x1 A .. A XpsYq A .. A yr) = r! det(B(xi,yi)),
qui résulte immédiatement de 2.2.2.
Supposons par exemple que (el,...,en) soit une base de E et posons
toujours eij =e; A ej. La formule 2.2.3 permet de calculer la matrice de B

), en fonction de celle de B dans E

2 .
dans A"E, c¢-a~d celle des B(eij’ ek[ s

c-3a-d des gij = B(ei,ej). En particulier, si la base (ei) est orthogonale, il

en est de méme de la base (eij) (pour i < j) et l'on a :

. . .2
2.3) Relation entre la forme de Killing et l'extension de B a A'E.

En comparant la formule précédente avec les calculs effectués en 1.4.3,

on constate que
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K = -(n-2)B.
2.4) PROPOSITION. - Pour tout u € O(E,B), Ad(u) € 0(A’E,B) = 0(A’E, K).
PREUVE. - Plus généralement, d'aprés 2.2.3, on a, pour tout entier r =1, le

lemme suivant :

LEMME. - Pour tout u € O(E,B), A"u € 0(A"E,B).
c.q.f.d.
T ox r_¥
2.5) Extension de B a ® E et AE
T ox
On peut étendre B 3 8 E de deux maniéres.
T r

- - . . *
- par transport de structure, grace d 1'isomorphisme £ : 8 E » @ E

P . I3 3 3 . - *
Par définition, si les x'i, y'i appartiennent & E , on posera :

-1 -1
B(x'1 8...8 x'r,y'1 8...8 y'r) = B(L (xi 8...9 xé),ﬂ (yi 8...8 y;))

1

e (x)e. .87 x), e  (y)e. .00 (3!

. . - *
- En appliquant la construction de 2.1 ol l'on remplace E par E . Par

définition , on posera

\] 1]
B(x':5y',).

nan

1] 1 1] 1] -
B(x1 8...8 Xl ¥q 8...0 yr) =
i=1

e e * ' ' -1, , -1, ,
Comme, par définition de B sur E , ona B(x ;oY i) = B(L “(x i),ﬂ (yi)),

ces deux définitions colneident.
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2.6) Bases orthonormées directes.

On dira qu'une base (ei) de E est orthonormée si |B(ei,ej)] = Gij'

Soit (fi) une deuxiéme base orthonormée, cherchons d quelle condition la
matrice de passage P de (ei) a (fi) appartient & O(E,B). Comme P est
la matrice de 1'application linéaire u, déterminée par les conditions u(ei) = fi’

et calculée dans la base (ei), il faut et il suffit pour cela que u soit une

isométrie.

Oor, si x= 2 x  e. et y= Z yl e., on a :
. . i
1=l 1=1 i
B(u(x), u(y)) =Z xty B(fi’ fi) alors que B(x,y) =2 x ¥y B(ei, ei) donc
u est une isométrie ssi B(fi’fi) = B(ei, ei) (1 €1i<n) ce qui signifie que

les vecteurs de méme indice dans les deux bases doivent avoir leurs carrés de

méme signe.

Supposons choisie une base particuliére de référence (ei) dans E ; si
n . . .
par exemple E =R, ce sera la base canonique. Dans la suite, nous dirons alors
qu'une base (fi) est orthonormée directe si la matrice de passage P appartient

a SO(E,B). D'aprés ce qui précéde, ceci équivaut 3 :

s(fi) est de méme sens que (ei), fi est orthonormée, et pour tout i,

’ =
B(ei,ei) B(fi’fi)'

11 est immédiat que le déterminant de n vecteurs, et plus généralement,
fys o s . n ~
toute forme multilinéaire alternée sur E prend la méme valeur sur toutes les

bases orthonormées directes.

Une derniére remarque nous sera utile par la suite : soit (ei) une base

- i *
orthonormée, et (e = e, ) 1la base duale, on a :
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* i
e, = e = ¢, l(e. ol e. = B(e.,e.).
i i ( 1) i ( i’ 1)

En effet, <ej,£(ei)> = B(ej,ei) = 6ij €.

2.7) Adjoint d'un tenseur.

Définition des applications ¢ et v v et Y .

r
2.7.1) Définition de b ot Choisissons une base (el,...,en) de E et r <n
. r n~-r P
Soit (X,,...,x.) €E et T : E + R définie par :
1 r X, e.+X
1 r
Txl...xr(xr+1""’xn) = det(xl,...,xr, Xpypr-eeoX )
e e o . - . - n-r_%
la forme T X est multiplinéaire alternée, donc appartient & A E .
1700 %y
. . r =T _* ~ . P
L'application T:E - A" E est elle-méme r-linéaire alternée, donc

. r ~T_%
se factorise en wr : AE > A E telle que :

T =y (x; A A x)
x1 <X r*7l r
c-3~-d que wr(x1 Ao A xr)(xr+1,...,xn) = det(xi).
Identifions maintenant An_rE* a (An-rE)* de la maniére habituelle (dite

canonique par opposition 3 celle définie en 2.2), la définition devient :

<Xr+1 Aol A X s Lpr(x1 A .. A xr)> = det(xl,...,xn).

2.7.2) Définition de .

r

n
Soit AE = @& A'E 1'algébre extérieure de E, le morphisme
Y ¢ AE - [\Ea'E est d

(o]
éfini par la condition ¥(x) =y (x) si x€ AE.

Nous allons en donner une définition globale (c¢f BOURBAKI, loc. cit., ch. 3,
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* .
§ 8, n° 5). Pour cela, pour tout x € AE (resp. x' € AE ) soit Yy 5x

(resp. Yyt s GX,) les endomorphismes de AE (resp. AE*) définis par :

YX(Z) =x ANz Gx(z) =2z A x (z € AE)
et YX,(z') =x'pz! GX,(z') =2z'" A x' (z' € AE*).
Soit e=¢e, A ... he , et e' = e* Ao A ™ , les bases de A"E et
1 n 1 n

AnE* associées a (ei).
2.7.3) PROPOSITION. — Pour tout x € AE, on a ¢(x) = tyx(e').
PREUVE. - Pour tout =z € AE, on a :

<z, tyx(e')> = <x A z,e'> (dualité canonique).

Supposons x € AE et z€A%E. Si rts >n,ona xAz=0 etsi I+*s <n,

+ . -
ona xAz€A" sE, donc <x A z,e'> = 0 d'aprés la définition de la dualité

* . . S ~r
entre AE et AE . Ainsi, tyx(e') s'annule sur tous les A E sauf sur A" E,
t . n-r_% . . . . L.
donc yx(e Y EA E. Si1 x et z sont décomposables, il vient plus précisé-
ment :
t ' _ * *
<xr+l A oo A xn, yxl Ao A x (e")> = <x1 A ... A xn,e1 A ... A e >
T
= det(xl,...,xn)
=.<xr+1 A oo A X s wr(x1 A ..o A xr).
c.q.f.d.

2.7.4) REMARQUE : (1) si x €EAE et z€AN"'E ona: xAz-=2x et

<z,P(x)> = <z, tyx(e')> = <x A z,e'> = ).
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Ceci permet de préciser la définition de wr quand r=0 ou r=n, cas

ol la définition initiale, en fait, ne s'applique pas. On pose

bo(A) = de' = Xet Al A e; et y (&) = ¢ (Oey A ... he) =1,

c-a-d wn(x1 A oo A Xn) = det(xl,...,xn), et la formule établie ci-dessus

est satisfaite,ainsi que les diverses propriétés de ¢ et -

(2) 11 est immédiat que ¢ et y, sont invariants dans tout changement

de base de déterminant 1.

e s * .o
2.7.5) Définition de ¢ et de ¢ On définit ¢ : AE > AE , de maniére ana-

-r_¥ . . . .
logue, par ¢(x) = t(Sx(e') ; on a w(ArE) = A" 'E donc ¢ induit un isomorphis-
. ,T n-r_% .. _ ,_1\0n(n-T)
me ¢ AMNE > A E lié a wr par ¢ = (-1) wr'

2.7.6) Exemples. - Soit H C {1,2,...n} et e, = e. A ... Ae. oi 1, < ... <

H 11 i 1
est la suite des éléments de H dans l'ordre strictement croissant. Alors
-r -T_% *
w(eH) = wr(eH) e A" Ek, et A'TTE a pour base 1'ensemble des e K ol
*
Card(K) = n-r ; la composante de w(eH) sur e K est
<eps w(eH)> = det(ei seves€s s € seces€y )
1 P pt+l n
od ip+l < ... < in est la sulte strictement croissante des &léments de K.

Ainsi, <eys w(eH)> =0 si KNH#+ @, mais si K = B (complémentaire de H)
<e s w(eH)> = det(ei yeeey €. , €, R
H 1 p Tp+l n HH
ol p = (_1)v’ v étant le nombre de couples (i,j) € H x H®  tels que

He®
i > j. On en déduit que

w(eH) =p e
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* *

P 2] : e = e .
ar exemple lp(e1 A A er) er+1 A A e n

a N P 1 P
Grace a ces formules, on vérifie que ¢ est défini par

<

~
b

~
|

= "o (e)

et de méme que : ¢ T (x'") tYX,(e).

REMARQUES. - a) On peut noter aussi les formules

t r(n—r)w t o _ (_1)r(n-r)¢

et " .
n-r r . n-r

b. = (-1)
b) Pour un lien entre ¢,¢ et le "produit intérieur", cf. BOURBAKI,

loc. cit..

¢) Les définitions précédentes ne font pas intervenir B, Il n'en

est plus de méme dans ce qui suit.

2.7.7) Définition de 1'adjoint.

r . . P,
Soit A € A E, on note *A, et on appelle adjoint de A, 1'E&lément

) € 4R

Par exemple, avec les mémes notations qu'en 2.7.4, mais en supposant la base

_ * -1, *
(ei) or thonormée, ey = Pype £ (e HC) = Pyuye (i ; . ei) ey
car Z—l(e?) = ¢. e.. En particulier :
i i i
* n
(e1 A oo A er) = (. il Ei)(er+1 A oo A en).
i=r+l
) * %
On a aussi ( eH) =0 . ( 1 ei) I ( n ei)eH.
HH i€ H HH 1€H
Mais ( I ei)( I ei) = (—1)q oi q est le nombre de signes -de la forme B
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+
et p o = (—1)V Vool vk = card(H x HC) = r(n-r) d'od :

*(*e ) = (_l)r(n—r)+qu

et, par linéarité, on a :

* *A - (_1)r(n—‘r)+q A

oi A€ ANE et q est le nombre de signes - de la forme B.
. . * . . - .
En particulier A+ A est un isomorphisme de AYE sur A" YE dont 1'inverse

r(n-r)+q *

est AP (-1) A.

2.7.8) REMARQUES. 1) En utilisant les formules de la remarque 2.6.4, on trouve
en particulier que :
*

* 3 —
(Ae) = X c-a-d (x1 A ... A xn) = det(xl,...,xn) et

¥ _ _1h\4 - (-1n4
A= (-1)" )e -1 Ael A ..o A e -

2) La définition de l'adjoint est invariante pour tout changement de base

de déterminant 1 mais les formules établies ci-dessus concernant les e; et

*

les e ne sont invariantes que dans une méme classe de bases orthonormées
directes.
2.7.9) PROPOSITION. - Soient A€ A'E et A' € A" 'E oma :
* *
BCA, A') = (n-r) ! (A AA").
PREUVE. - Si A= x. A ... Ax et A'=x A... Ax , ona:
—_— 1 T r+l n

* 1 i
(A AAY) = det(xl,...,xn)
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alors que B(*A, A') = B L (p(a)), A")

(n-r)! <A', ¥(A)> (dualité canonique)

) !
(n-r)! <Xr+1 Ao A X s Lp(x1 A ..o A Xr)>

(n-1)! det(xl,...,xn).

2.7.10) COROLLAIRE. - S2 A et A' appartiennent 4 AE (0 <t <n) et si
q est le nombre de signes — de la forme B, on a :

Bc*a, *a'y = E‘%f—)l -1)9 B(a,A").

*A') = (n-r)! *(A A *A'), alors que :

PREUVE. - B( A,
B(A,A") = (1) BTOTH X *pr py
= () (PTG L ey

r(n-r) %

*
et A A A' = (-1) A" AA d'ol le résultat.

2.8) Produit vectoriel.

DEFINITION. - Soit A € AYE, A' € A’E, on pose :

Ax A =% @anan,

n- (1’.'+S )E)

(ains?t A x A' € A , et on dit que A x A' est le produit vecto-

riel de A et de A'.

EXEMPLE. - Si n = 3, si on choisit pour B une forme définie positive (c-a-d
espace euclidien), on retrouve bien le produit vectoriel habituel. En effet,

soit (el, e,s e3) une base orthonormée, on a :

* 3
ep xey = (e hey) = ey~ ey
* *
e, X ey = (e2 A e3) = ey, e
* * .
e, X ey = (e3 A el) = (—e13) =e,.
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ST

2.8.1) THEOREME. - L'Zsomorphisme x A yrm x Ny de AZE sur SO(E,B)
défint en 1.2 peut aussi Etre défini de la maniére suivante :

a tout A€ AZE, 1l associe l'opérateur X tel que

X(x)

-9 ¥ x x (q désigne le nembre de signes — de

la forme B).

PREUVE. - Identifions A2E a2 a(FE @ E). On a la suite d'isomorphismes :

EefE L8l 5 eE L),

N
l'image x @ y de x @ y par cet isomorphisme est 1l'opérateur linéaire associé

3 £(x) 8 yEE* @ E c-a-d :
E b <g, £(x)>y = B(g,X)y.
Ainsi, & X Ay =%x@ y -y @ x est associé :
£~ B(g,x)y - B(g,y)x.

et . . 2
On reconnait x A y, par conséquent, l'isomorphisme induit de A"E sur son

image est bien celui de 1, 2.

LEMME. - Soit A € E 8 E, son image X dans l'Zsomorphisme précédent vérifie,

pour tous &,n €E :

B(X(£),n) = B(A,£ @n).

En effet, si A=x8y

B(X(£),n) = B(£,x) B(y,n) = B(x,£) B(y,n) = B(x @ y,£ ® n).

A partir de ce lemme, on redémontre facilement que l'image par A w X de A2E
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v n
est SO(E,B). En effet, A € SO(E,B) ssi A vérifie, pour tous &,n €E :

B(A(E),n) = - B(E,A(n))
c-a-d B(A,E 8 n) = - B(A,n 8 )
ou < 8 n, £L(A)> = - <n 8 &, £(A)>.

Or, ceci signifie que la forme bilinéaire associde 3 {£(A) est antisymétrique

2 2

c-a-d que £(A) € A E* c~3a-d que A € A'E.

o . PR Y
On achéve maintenant la preuve du théoréme en remarquant que, si A € SO(E,B),

>BMAEOn-noE) =

BA(E),n) B(A,E A n)

* M|k

_ _1394
20D D gt *ae )

EDT*FAnean = EDIBETA N £),0)

= (-1

1Y B*A x £,n).
c.q.f.d.

REMARQUE. - Mémes remarques sur 1'invariance qu'en 2.7.8) 2).
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CHAPITRE 10: CENTRE DE L'ALGEBRE ENVELOPPANTE.

1) Retour sur 1'algébre enveloppante.

On a introduit au Ch. 7, l'algébre enveloppante U(g?) de la complexi-

fiée GC de 1'algebre de Lie d'un groupe de Lie G, sous forme concréte

(algdbre de distributions ou d'opérateurs différentiels sur G). On va reve-

nir ici sur la définition de cette algébre.

1.1) Présentation heuristique.

Soit A une algébre de Lie sur K =R ou €. On cherche une algébre

associative 3 unité U telle que :
ACU et, pour tous x,y €A, [x,y] = xy - yx
(o (x,y) » xy note la multiplication dans U).

Supposons A de dimension finie, de base (el,...,en). On peut

toujours supposer que U est engendrée, en tant qu'algébre, par les éléments

(e;5...5e_), quitte 3 la remplacer par la sous-algébre qu'ils engendrent
! " oy o
. . N . . . . . . m -
(ceci revient & choisir U "minimale"). Ainsi, les e; ... e -, ot
o 1 m
il,...,im € {1,2,... n} et (oc.1 TEERLH ) €N, forment une famille géné-

1 m
ratrice, au sens des espaces vectoriels, dans U. Mais cette famille n'est

pas libre, car on dispose des ''relations de commutation " définissant le
crochet de A. Si, par exemple, A est de dimension 2, et vérifie la rela-

tion de commutation [el,eZ] = e,, on a, dans U,
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On congoit que cette formule permette, par récurrence, d'exprimer tout

B B Y Y A A
roduit 1 2 1 2 1 2 binai linéai d
p e e, e e, oo ey comme combinaison linéaire de
a, &,
produits du type e, e, - De méme, si A est de dimension n, on congoit
o a
que les produits e 1... e 1 suffisent 2 engendrer U.

Ceci signifie, dans le cas d'un groupe de Lie, que D(G), 1'algébre

des opérateurs différentiels invariants par translation 3 gauche, est engen-
a o

1 Yvon
X .

. Y
drée par les X1 cee X

1.2) Présentation abstraite. (Mémes notations qu'en 1.1).

Comme au tome 1, Ch. 4, soit Tr(A) =A® ... 8 A (r facteurs) et
+00

soit T(A) = @ Tr(A) 1'algébre tensorielle de A (on convient que
r=o
T°(A) = K). La structure d'espace vectoriel sur K de T(A) est celle
de somme directe, la structure d'alg@bre s'obtient en prolongeant par bili-

¥
néarité la multiplication (x,y) ¥ x 8 y définie a priori de Tr(A) 8 T" (4)

+r' <
dans T7F (A). Cette multiplication ne dépend que de la structure d'espace
vectoriel de A. Si 1'on choisit une base (el,...,en) de A, T(A) appa-
rait comme 1'alg@bre des polyndmes non commutatifs en les n indéterminées

(el,...,en), a coefficients dans K, ce qui signifie simplement qu'elle

admet pour une base les e, ...y (o 1 < igg n, r €EN).
1 r

Soit I 1'idéal de T(A) engendré par les x 8y -y 8 x - [x,y]
pour x,y € A. L'introduction de I permet de mettre en relation les struc-

tures d'algébres de T(A) et de A, en effet, il n'est pas difficile de

montrer que :
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1.3) PROPOSITION. - a) L'algébre U = T(A)/I est une algébre associative

a unité.
b) Soit ¢ le morphisme A -+ U composé de l'injection

canonique A -+ T(A) et de la surjection canonique T(A) - U.
Alors, ¢ est un morphisme d'algébre de Lie (c—d-d que ¢ est
linéaire et vérifie pour tous x,y €A,
v (Ux,y]) = o(x) ¢(y) - ¢(y) ¢(x)) et posséde la propriété
universelle sutvante :@: pour tout morphisme d'algébres de Lie ¢'
de A dans une algébre assoctative 4 unité U', 1l existe un
unique morphisme d'algébres assoctatives ¢ : U+ U' tel que

o' = Yo 9.

La propriété universelle énoncée en b) caractérise le couple ( ¢,0U)
d un isomorphisme pré&s. Comme ¢ est injective, on identifie souvent A

¢v(A), ainsi A CU et, en oubliant ¢, on dit souvent que U est

7

1'algdbre enveloppante universelle de A. On emploie la notation U(A) pour
cette algébre. La propriété b) signifie en particulier que toute représen-
tation de 1'algébre de Lie A dans une algébre associative se prolonge en

une représentation d'algébre de U(A).

Avec cette définition précise de U(A), on peut maintenant démontrer
ce que 1.1 laissait espérer (on trouvera le détail de cette démonstration
dans HOCHSCHILD, la structure des groupes de Lie, Dunod, Ch. X ou DIXMIER,

algébres enveloppantes, Gauthier-Villars Ch. 2, 2.1.11).
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1.4) THEOREME de POINCARE-BIRKHOFF-WITT.

Sott (el""’en) . une base de l'algébre de Lie A. Soit J
L'ensemble des suites finies o d'entiers p tels que o <p <n

(y compris la suite vide), croissantes au sens large. Pour

1

= 1 1 (& = =
g (11,...,1p) J, posons e, e.l... eip (et e 1). Les

e forment une base de U(A).

a )
. 1 n . - .
Autrement dit, les € ceef s dont on avait remarqué en 1.1 qu'ils
formaient un systéme générateur, sont indépendants, et U(A) apparait
comme 1'algébre des polyndmes en les n indéterminées (el,...,en) satis-—

faisant aux relations de commutation définissant la structure de A.

1.5) REMARQUES. - 1) Lorsque K =R, on peut définir U(A), U(Am) et
U(A)m (Am et U(A)c sont les complexifiées respectives de A et de
U(A)). On vérifie que U(A)c et U(Am) sont isomorphes de maniére évi-
dente.
2) Le degré (appelé souvent filtration, cf. par ex. DIXMIER,

ouvrage cité) d'un &lément x de U(A) se définit facilement :

- soit aprés choix d'une base, en utilisant 1.4 : c'est le degré du poly-

ndme exprimant X.

- soit en définissant 1'ensemble Up(A) des éléments de degré < p
comme 1'image canonique dans U(A) de @ Tr(A). Dans ce cas, le degré de
0
X est le plus petit entier p tel que x € Up(A).

Bien entendu, ces deux définitions coincident, c-a-d que Up(A)

est un sous—espace vectoriel de dimension finie de U(A), admettant pour
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[0 o

base les e 1... enn tels que

C
1 + ...+ o < p. Lorsque A =G, cette

1
notion de degré ou de filtration coincide avec les notions d'ordre d'un

opérateur différentiel ou d'une distribution.

Base symétrique de U(A).

Nous allons introduire une base de U(A) qui ne dépend pas de l'ordre
des éléments (e,,...,e ) de la base de A, ceci au moyen de deux défini-
1 n
tions équivalentes.

a) Etant donné M = (rl,...,rn) GﬁNn, on désigne par e(M) le coefficient
rl . trn dans le développement de 1 (t,e, + ... + t e )|M| ol

' n TETT_ 171 n n

|M| =r, + ... + r . Ce coefficient est la somme, divisée par |M|!, de

mondmes formellement distincts (c-d-d que les mondOmes correspon-—

1 1
r.!l...r !
1 n

dants sont distincts dans T(A)) : tous ceux ol figurent ry fois e

r, fois e S fois e - Par exemple, si M = (3,2), on obtient 10 monb-

2 20"
mes,
e3 2 + 2 3 + 2 2 + 2 2e + 83 + ez e + e,e 2e + e.e,e ez +
182 T 281 T G188 T 618281 T E2%1% T &2%1%0% 152%1%2 261%2%1
2
+ elezelez + elezelezel,

distincts ou non, suivant les relations de commutation définissant le cro-

chet dans A.

b) Etant donné M comme en a), on pose

f1 = f2 =, = fr = e1
1
fr +1 B = fr1+r2 = e2
f = = f = e
rn_1+1 rn_1+rn n
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1

) f «..f
] ! 1 v
M|! riteeer ! €g o(1) o(p

Avec |M| = p, on a alors e(M) = l y? ce

qui constitue la 2-&me définition.

Il n'est pas difficile de vérifier que 1'ensemble des e(M) forme une
base de U(A) (si l'on veut 1'écrire, il faut partir de 1.4) : la démons-
tration consiste i prouver plus précisément que les e(M), pour IMI < p,

forment une base de Up(A).

On prend pour base en général les r1!...rn! e(M), c-a-d. les :
1
- Z f ...f
1 : >
Ploesgy 7D a(p)
ol (fl’ ..,f ) € {el, .,en}p. L'élément ainsi construit ne dépend effecti-

vement que de M = (r

., ) ol r est le nombre des f, égaux a e .
n 1 k

k

Lorsque A est abélienne,

dans ce cas, bien sfir, U(A) =K |[e .,en] ce qui résultait aussi de 1.4

ou de la définition de U(A).

Dans le cas général (A non nécessairement abélienne), on reconnait en
1
— Z £ .
P! L e a(1) a(p)

Sp
de f1 8 .

base de 1'espace sp(A) des tenseurs symétriques d'ordre p. L'image cano-

1'image canonique du tenseur de T(A) symétrisé

. 8 fp' Pour p fixé, l'ensemble de ces symétrisés est une

nique de sp(A) dans U(A), notée Up(A), admet donc pour base les e(M)

pour |M] = p. On en déduit que

(A).

_ P
v (&) = uP@eu
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Les éléments de Up(A) sont évidemment appelés €léments symétriques homo-

génes d'ordre p.

2) Algébre symétrique et symétrisation.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif

K et T(E) 1'algébre tensorielle de E. Soit J 1'idéal de T(E) engendré

par les x 8y -y 8 x.

2.1) DEFINITION. - On appelle algébre symétrique de E et on note S(E)
l'algébre quotient T(E)/J. Cette algébre commutative posséde la

propriété universelle suivante :

Soit ¢ : E » S(E) [Ll'application canonique ; pour toute
application linéaire ¢' de E dans une algébre associative
commutative 4 unité S', 11 existe un unique morphisme d'algébres

assoctatives ¢ : S(E) +~ 8' tel que ¢' = Yoy .

E_ %Y o S()

g

SV

REMARQUE. -~ Cette définition et les propriétés qui en découlent ne sont

qu'un cas particulier de 1.2 et 1.3 : celui oi A est abélienne.

2.2) Notons (comme au tome 1, ch. 4) s, le projecteur de Tr(E) sur le
sous—espace Sr(E) des tenseurs symétriques d'ordre r, défini par

sr(x) = ;%— 2 o0.Xx. On peut vérifier que 1'idéal J est gradué c-a-d que
‘0€&S :
r
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J= ® J o J =JNTYNE) et que J_ est le noyau de s (cf.,
cen T r T r
par exemple, BOURBAKI, Alg. lin., ch. III, § 6, n® 3). On a donc :

r . -_—
T (E) = Jr ] sr(E), T(E) =] & (r g!N Sr(E))'

Ceci montre que S(E) est isomorphe a & sr(E) en tant qu'espace vectoriel.

Soit z € Tr(E), 1'isomorphisme associe 3 la classe de z dans S(E)

'élé (S
1'€lément sr(z) Sr(E)'

Bien entendu, Jo = Jl = {0}, ce qui fait que 1'on peut identifier
E = Sl(E) a un sous—espace de S(E) ce que l'on fait toujours. Soit x,y € E,

leur produit x ® y n'est pas en général un tenseur symétrique, ce qui mon-

tre que ) Sr(E) n'est pas une sous—algébre de T(E), donc que 1'isomor-
r e N
phisme de S(E) avec ® Sr(E) n'est pas un isomorphisme d'algébre.
r €N
L'image dans ® s_(E) du produit xy calculé dans S(E) est
r €N

SZ(X 0 y) = E-(x @ y+y 8 x). Il importe donc de ne pas confondre le produit

dans S(E) et dans T(E).

On a vu au tome I, ch. 4, que le choix d'une base de E(el,...,en) permet
de définir un isomorphisme 6, d'espaces vectoriels, de Sr(E) sur 1'espace
Kr[Xl,...,Xr] des polyndmes homogdnes 3 r indéterminées :

e(sr(e.11 8...8 eir)) = X.l... X r.

On en dé&duit un isomorphisme d'espaces vectoriels de S(E) sur
K[Xl,...,Xn] : soit z € T (E), cet isomorphisme associe donc & la classe
de z dans S(E), 1'é€lément e(sr(z)). Ainsi a e, «..e € S(E) est

1 r

associé Xl"'xr’ ce qui montre que cet isomorphisme est en fait un isomor-

phisme d'algébres.
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Lorsqu'on identifie E & un sous-espace de S(E), l'existence de 1'iso-
q p

morphisme précédent se traduit par le fait que pour toute base (el,...,en)
1 “h
de E, les e ..l forment une base de S(E), ce qui est un cas particu-

lier du théoréme de Poincaré-Birkoff-Witt et améne 3 identifier souvent
S(E) a Kle,,...,e ]. Mais cette réalisation de S(E) a 1l'inconvénient de
1 n

dépendre de la base. En voici une autre qui n'en dépend pas

2.3) On dit qu'une fonction f : E » K est polyndmiale s'il existe un poly-
néme P i coefficients dans K et des s e g* (1 <i<d°P) tels que f

s'exprime sous la forme :

X o P(yl(x),..., ym(x)) = P(<x,y1>,..., <x,ym>).

L'ensemble des fonctions polynomiales sur E est une algébre associative
& 3 élément unité. Soit (el,...,en) une base de E, pour toute f Eiﬁi il
existe évidemment un unique P € K[Xl,...,Xn] tel que, pour tout
Xx= X xi e; € E, on ait

i=1

f(x) = P(xl,...,xn) = P(ei(x),..., e;(x)).

La bijection & > K[Xl""’xn] ainsi mise en évidence est un isomorphisme.
* . PR, e . :ﬂ;
En remarquant que les ei(l < i <n) sont des &léments particuliers de R
on voit que 1'Egalité qui définit cette bijection signifie que le bijection

inverse K[XI""Xn] + & est 1'application :

* *
P P(el,...,en).

*

n]'

. . . . et = *
Ainsi, par ce choix d'une base, jt est identifiée 3 Kle,,...,e
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. . . £1 ]
Soit ¢' 1le morphisme canonique de E sur E : w'x est la forme

e . * P . . .
linaire y » <x,y> sur E . On peut considérer ¢' comme application liné-
. " Ax . .. *
aire de E dans 1'algébre des fonctions polyndmiales sur E
D'aprés la propriété universelle de S(E), il existe donc un morphisme d'algs-
bre associative ¥ : S(E) ~ S' tel que Yoy =¢', oi ¢ est l'application

canonique E » S(E), comme on identifie ¢ & 1'injection canonique, ceci

signifie que ¢ prolonge ¢. Si X, € E(1 <i <p), on aura :

w(xl...x Y = ")
X X
P 1 P
R . e L kK
= Xl"'xp (si 1l'on identifie E & E ).
Le morphisme i est un isomorphisme car, si (el,...,en) est une base
r r
de E, il applique la base des ell...enn de S(E) sur la base correspondan-—
*

te de <#b = K[el,...,en]. En résumé :
THEOREME. - Il existe un isomorphisme canonique  de L'algébre symétrique

S(E) sur l'algébre ¥ des fonetions polyndmiales sur E¥. Soit

X

1,...xp €E, w(xl,...,xp) = xl...xp est la fonection :

Y <Xp,Y> .. <xp,y>.

Soit (el,...,en) une base de E. Soit z € S(E) et P € K[Xl,...,X ]
tel que z = P(el,...,en). Alors, y(z) est le fonction polyndmiale
P(el,...,en) c-3-d :

n
. *
v P(<y,e1>,..., <y,en>) = P(yl,...,yn) (siy= X yiei).
i=1

REMARQUES. 1) Cet énoncé signifie que les deux identifications de S(E) a
Kle,y,...,e_] coincident formellement : dans 1'une, e,,...,e_ sont des
1? *n 1 n

. *
indéterminées, dans 1'autre ce sont des fonctions sur E .
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2) Concrétement, si apr@s choix d'une base on identifie S(E) a
5 . A s * . .
K[el,...,en], d toute fonction polyndmiale f sur E , on associe 1'unique

polyndéme P tel que 1l'on ait, avec les notations du théoréme :

E() = P(ypseeesy) = Pleg(3),ennse ()

-~

c-a-d. f = P(el,...,en).

2.4) Prolongement 3 S(E) des applications linéaires E - E.

Soit ¢ : E > E linéaire. Identifions S(E) & l'ensemble des fonctions
~ * . . t .
polynOmiales sur E ; si f € S(E), la fonction ¢f = f, ¢ appartient encore
da S(E). On obtient ainsi un morphisme d'algébres S(E) - S(E) qui prolonge
¢ . En effet,bdans cette réalisation de S(E), les x € E sont identifiés
e . . P * P .

aux formes linéaires qu'ils définissent sur E et la définition précédente
associe 4 x la fonction polyndmiale vy v <X, t¢ (y)> = <p(x),y> c—a-d

1'élément ¢(x) € E.

Si, aprés choix d'une base, P € K[X "Xn] est associé 4 f, on trouve

17"

que le polyndme ¢P associé 3 ¢f est @P(el,...,en) = P(y (el),...,¢ (en)).

2.5) Symétrisation.

Soit A une algébre de Lie de dimension finie, de base (el,...,en) sur
K=R ou C. Les deux bases de U(A) et la base de S(A) (obtenue en
identifiant S(A) 2 K[el,...,en]) que nous avons mises en évidence sont
indexées par le méme ensemble d'indices N"'. On définit donc un isomorphisme

A d'espaces vectoriels de S(A) sur U(A) en appliquant 1'éElément
r T
1

e ...enn de la base de S(A) sur 1'élément correspondant de la base symé-

trique de U(A) c¢-d-d par la condition :

.e n) = r, ... ro P e(M).
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I1 n'est pas difficile de voir que, pour tous &léments yl,...,yp de A,

on a plus généralement :

-L 2
(2.6)  Alype-.y) = o o €s Vo) Vo lp)’

Dans cette formule, le produit yl...yp est calculé dans S(A) et le pro-

duit est calculé dans U(A). Sous cette forme, on voit que

Y5 (1) Yo (p)

1'isomorphisme A ne dépend pas en réalité de la base (el,...,en).

Ceci peut également se voir de la maniére suivante : identifioms S(A)

a ® s (A). Par restriction de l'application canonique, il existe pour
p EN
tout p une application Xp : sp(A) > Up(A). Soit yl...yp €A, on a

1
A (s (y, @ ... 8y)) =) (= Z y . 8 ... 8y )
p pl P PP e o(1) a(p)
1
=— X y e ¥
1
P! Jegp oD o (p)
et on a déja remarqué en 2.2, que sp(y1 8 ... 8 yp) représente, dans
cette réalisation de S(A), le produit MAREER yp calculé dans S(A). Ainsi
A (y1 ces Y) = lT z Yo(1) *** Yo(p)
P PP P [ eg o(p)
P
Comme Un(A) = Un—l(A) @ Un(A), ona UA) = @ Un(A), donc la suite

n N
des Ap définit une application lin€aire X de S(A) dans U(A) qui n'est

autre que celle que 1l'on a déji introduite. Ainsi,

2.7) PROPOSITION. - La formule (2.6) définit un isomorphisme canonique

d'espaces vectoriels de S(A) sur U(A), appelé symétrisation.

REMARQUE. - Si A n'est pas commutative, U(A) non plus. On en déduit que
A est un isomorphisme d'algébres ssi A est commutative ; cf. toutefois

ci-dessous § 3.
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3) Centre de U(A) et éléments invariants dans S(A).

(on reprend les notations de 2.5).

3.1) Prolongement d'un homomorphisme d'algébres de Lie.

Soit £ : A > A un homomorphisme d'algébres de Lie. La propriété

. . . . . * ~
universelle de U(A) montre qu'il existe un unique morphisme f  d'algdbres

associative unitaires rendant le diagramme suivant commutatif

A—> A

i i (1 est 1'injection canonique)
*
U(A) ——> U(4).

Autrement dit, f se prolonge d'une manid@re unique en un endomorphisme

d'algébres f* de U(A).

De méme, du seul fait que f est linéaire, elle se prolonge d'une

.- . . - v
maniére unique en un endomorphisme d'algébres f de S(A) (cf. 2.4).

Bien entendu, formellement, les définitions de ¥ et f* sont les
mémes : si Yl""’Yp € A, le produit Y1 ces Yp calculé dans S(A)
(resp. dans U(A)) a pour image par ¥ (resp. f*) le produit
f(Yl) .o f(Yp) calculé dans S(A) (resp. dans U(A)). L'expression du

prolongement est donc &vidente quand on &crit les é€léments de S(A) ou

U(A) sous forme de polyndmes aprés choix d'une base.

Ceci s'appliquera en particulier quand A = G est 1'algébre de Lie
d'un groupe de Lie G ou sa complexifiée g¢ et quand f = Ad(x) avec

x € G.
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3.2) Prolongement d'une dérivation.

Soit f wune dérivation de A c¢-3-d. une application linéaire

D: A-> A vérifiant de plus, pour tous X,Y € A :

p([x,Y]) = [D(X),Y] +[X, D(V].

3.3) PROPOSITION. - [a dérivation D se prolonge d'une maniére unique en
une dérivation D' de U(A) et en une dérivation D" de S(A).

De plus, si X désigne la symétrisation, on a :

D'ox = AoD"

e-a-d. que le diagramme suivant est commutatif :

U(A)-————EL———a U(A)

AI A
"
S(A) —2 5 5(A)
PREUVE. - Rappelons d'abord qu'une dérivation d'une algébre associative
telle que U(A) ou S(A) est une application linBaire A de cette algé-
bre dans elle-méme vérifiant en outre, pour tous x,y éléments de 1l'algé-

bre

A(x,y) = Ax)y + xA(y).

Ceci &tant, du simple fait que D est linéaire, on déduit qu'on peut
la prolonger linéairement & T(A) en posant pour tout (jl,...,jp)
appartenent a 1'ensemble {1,...,n}( N des suites finies de {1,2,...n}

(y compris la suite vide) ;

Ale, ® ... e, ) = (De, )Be. B ... Be. +...+e, @ e, © ... @(De, )
iy ip iy, ip iy 3, ip
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L'existence de A résulte du fait que les ejle...@ ej forment une base
de T(A). La formule définissant A montre en outre qugil s'agit de 1'unique
application linéaire prolongeant D & T(A) qui puisse &tre une dérivation.
En utilisant la base des e.1 8...8 ej on vérifie que A est effectivement
une dérivation. ’

Du fait que A est une dérivation, on vérifie que 1'idéal J engendré
par les x8y - y®x est stable par A, c-3a-d que A(J) CJ, ce qui montre

que A définit, par passage au quotient, une dérivation D' de S(A)

telle que, si yl,...,yp € A,

! =
D (yl...yp) (Dyl)yz...yp +o..+ yl...(Dyp).

Cette formule montre que D' prolonge D et, puisque 1 et A engen-
drent S(A), elle assure que D' est 1'unique dérivation de S(A) prolon-

geant A.

3.4) Jusqu'ici, nous n'avons utilisé que la linéarité de D, c-3-d que
nous avons démontré que toute application linéaire A - A se prolonge

d'une maniére unique en une dérivation de S(A).

En utilisant maintenant le fait que D et A sont des dérivations de
A et de T(A) respectivement, on vérifie que 1'idéal I engendré par
les x8y - y®x - [x,y] est lui aussi, stable par A, ce qui permet de
définir, par passage au quotient, une dérivation D" de U(A) vérifiant
formellement la méme &égalité que D' (mais ici, les produits sont calculés
dans U(A)), ce qui assure qu'elle est 1'unique dérivation de U(A) pro-

longeant D.

Enfin, 1'égalité D'oA = A.D" se vérifie facilement par le calcul

il suffit de permuter ) et

g €S8 k
P

dans 1'expression de

I Mo

1

D'c A(yqee¥p-e-¥ )-
SORRRM R
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3.6) Appliquons ce qui précéde lorsque D = adx, o x € A, est définie

par :

D(y) = [ad(x)] (y) = [x,y].

Le calcul du prolongement D' de D a U(A) est simple. En effet,
1'application y » xy - yx est évidemment une dérivation de U(A) qui

coincide sur A avec D donc, par unicité
D'(y) = xy - yx.

~

Quant 2 D" elle est caractérisée par (3.3), sans plus.

Notons plus précisément D'X et D"X les prolongements de ad(x) a U(A) et
8(A) respectivement. Il est fondamental de remarquer que x D'x et
X D"x sont des représentations de A dans GL(U(A)) et GL(S(A)) res-
pectivement ; autrement dit, ces représentations munissent canoniquement

S(A) et U(A) de structures de A-modules.

Pour D'X, cette affirmation résulte facilement d'un calcul direct : i

partir de D'x(y) = [x,y], on vérifie que 1'égalité

D' = D" D" _ Dll D"
[x,y] Xy y X

-~

résulte de 1'identité de Jacobi appliquée 3 1'algébre de Lie de 1'algébre

associative U(A).

Pour D"x, cette affirmation n'est qu'un cas particulier de la situation

plus générale suivante :

Soit p et p' des représentations de A dans des espaces vectoriels

V et V'. On définit p @ p' par

(p ®p")(x) =p(x) 81 +18 p'(x)
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et on vérifie que p @ p' est une représentation de A dans V 8 V'. On
en déduit qu'on peut définir a partir de o une représentation T de A

dans T(V) en posant

t(x) = & p (%)
k 2o k=1
ot p (x) = p(x) 8 L +18p (%)

p(x) 8 18...86 1+ 18 p(x)018...81 +...+ 18108...80(x).

La formule méme qui définit t(x) montre que T(x) est 1'unique déri-
vation de T(V) prolongeant p(x) (cf. la preuve de 3.3). On sait
qu'on peut lui associer une dérivation de S(V), cette dérivation o(x)
définit une représentation ¢ de A dans S(V) qui laisse stable les

composantes homogénes de S(V).

1]

En appliquant ceci 3 p(x) ad(x), on obtient bien le résultat annoncé

pour D". En résumé :

3.7) PROPOSITION. - Soit x € A.

a) La dérivation D ad(x) de A se prolonge & U(A) par le

formule

[

D'x(y) Xy - yX.

[y

b) Soit D"X le prolongement de D d S(A). Les applications
X & D’x et X+~ D"X munigsent U(A) et S(A) respectivement de

structures de A-modules.

e) La représentation X est un isomorphisme de A-modules de S(A)

sur U(A).
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EXERCICE. - le méme résultat vaut pour chaque Un(A) et chaque Sn(A).

Le centre, noté Z(A), de U(A) est, par définition, 1'ensemble des
zZ € U(A) tels que yz = zy pour tout y € U(A). Comme 1 et A engen-
drent U(A), le centre est aussi l'ensemble des 2z tels que Xz = zX
pour tout x € A, c-a-d d'apr&s 3.7 a), l'ensemble des 2z tels que
D"x(Z) = 0o pour tout x € A (ensemble des &léments invariants du A-module

Uu(a)).

Soit Y(A) 1l'ensemble des &lé&ments invariants du A-module S(A)
c-3-d des y € S(A) tels que D'x(y) = o0 pour tout x € A. D'apras

3.7 ¢)

3.8) COROLLAIRE. - L'image par symétrisation de Y(A) est Z(A)

A(Y(A)) = Z(4).

REMARQUE. - Bien que Y(A) et Z(A) soient toutes deux des algébres
commutatives, il existe des contre—exemples montrant que la restriction de
X 3 Y(A) ne définit pas en général un isomorphisme d'alg@bres de Y(A)
sur Z(A) (bien que ceci soit vrai dans certains cas) : cf. DIXMIER,
algébres enveloppantes, Gauthier-Villars. Cependant, on peut démontrer

que Y(A) et Z(A) sont toujours isomorphes en tant qu'algébres.

4) Centre de 1'algébre enveloppante pour un groupe de Lie.

Supposons maintenant que A est 1'algébre de Lie G d'un groupe de

cps s L . s < C
Lie G, ou sa complexifiée (en général, on s'intéresse & U(G) ).,
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4.1) Pour tout s € G, on sait que Ad(s) est un morphisme d'algébre de
Lie de G dans G (ou de g? dans g@, par complexification) qui vérifie,

pour tout X € G : Exp(adX) = Ad(expX).

D'aprés les propriétés universelles de S(G) et de U(G), on peut pro-
longer Ad(s) & chacune de ces deux algdbres, en obtenant chaque fois un

morphisme d'algébres (et de méme pour les complexifides).

On a vu que le prolongement 2 S(G) (ou S(G)m) est donné par les formules sui-

vantes

PR . A s *
- si P €5(G) est considéré comme fonction polynémiale sur G

Ad(s)P = PotAd(s) ;

-si P, aprés choix d'une base Xl""’Xn de G est considéré comme

un polyndme en Xl""’xn’ (Ad(s)P) (Xl"°"xn) = P(Ad(s)(Xl),...,Ad(s)(Xn)).

- ¢ . . . .
Quant au prolongement a U(G) , il s'écrit facilement, dans les réalisa-

tions concrétes vues au ch. 2.
En effet, si X € G, on vérifie facilement que
Ad(s) X = s(s) X

oi &8(s) est la restriction,é 1'ensemble L(G) des champs de vecteurs
invariants par translation a gauche,de la translation & droite définie pour

tout opérateur différentiel T par :

(6()T)(£) = 8(s)[T(8(s D) ] (f € C7(6)).
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On en déduit, par unicité, que la restriction de 6(s) i D(G) est le
prolongement de Ad(s) & l'algébre enveloppante U(g)c lorsque celle-ci
est identifiée 3 D(G). Si 1l'on identifie U(Q)m 3 D(G)d, on trouve de
méme que le prolongement de Ad(s) est vy(s), ceci a partir de la for-

mule :

Ad(s)%d = y(s)%d.

.. P C .
Lorsqu'on écrit les éléments de U(G) sous forme polynomiale, 1'expres-
sion du prolongement est &vidente, a partir du fait qu'il s'agit d'un mor-

phisme d'algébres

[Ad(§)P] (Xl,...,Xn) = P(Ad(s)Xl,...,Ad(s)Xn)

ol Xl"'xn est une base de G (attention, ici, ces indéterminées ne sont

pas commutatives).

4.4) Soit X € G, les opérateurs adX et Ad(expX) sur U(g)m (ou U(G))

sont 1iés par une relation analogue 3 celle qu'ils vérifient sur G :

PROPOSITION. - Pour tout P € U(Q)m, on a :

Exp(adX) (P) = Ad(expX)(P).

PREUVE. - Dans cet &noncé&, on a noté adX 1le prolongement de adX, initia-
lement défini sur G, a U(g)c (cf. 3.7. a)). Pour tout P fixé, les
n . C
(adX) ' (P) appartiennent, pour tout n €N, au sous-espace de U(G) cons-
titué des éléments de degré au plus égal 3 celui de P, ce qui assure la
(adx)"”
1

convergence de la série b) (P) ; c'est la somme de cette série

n €EN
qui est notée Exp(adX)(P).
On vérifie ensuite que, du fait que adX est une dérivation, Exp(adX)
. . e - C
est un morphisme d'algébres, ce qui, par unicité du prolongement & U(G)

d'un endomorphisme d'algébres de Lie de G, achéve la démonstration.
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4.5) PROPOSITION. - a) La symétrisation X commute avec l'action de G

sur S(G) et U(G) : pour tout s € G, on a, en notant tougjours
- €
Ad(s) les prolongements a S(g)“: et U(G) de Ad(s)
Ad(8) o) = XoAd(s).

b) Si G est connexe, L'ensemble Z(G) (resp. Y(G))
C “w s
des éléments invariants du G-module U(G) (resp. S(G)) cotneide

avec 1'ensemble des éléments de U(G) (resp. S(G)) invariants par

1'action de G.

PREUVE. ~ a) Plus généralement, pour tout morphisme u d'une algébre de
Lie A dans elle-méme, les prolongements de u & U(A) et S(A) commu-

tent avec la symétrisation : vérification immédiate.
b) Soit X €G et P E U(g)m. Si P € Z(G), on a successivement :

ad(X)(P) = o, donc Exp(ad(X)(P)) = P, donc Ad(expX)(P) = P.

On en déduit que Ad(s)(P) =P pour tout s € G puisque exp(G) engendre

G (car G est connexe).

Réciproquement, en remarquant comme en 4.4. que l'on travaille en réali-

té en dimension finie, ona :

ad(X)(P) = lim %[Exp(tad(X))(P) -
t > o0

= lim %-[Ad(exth)(P) -P].
t>o0

On en déduit que, si P est invariant par Ad(s), on a ad(X)(P) = o,
c-a-d P € Z(G).

Ainsi, on a démontré la partie de b) relative 3 Z(G) ; en utilisant a),
on obtient le résultat pour Y(G). Bien entendu, les mémes résultats valent
pour les espaces réels sous-jacents car on peut prouver que si A est une

algébre de Lie réelle, le centre du U(A)C est le complexifié de celui de U(A)
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5) Calcul d'éléments du centre dans le cas de groupes d'isométries.

Le principe du calcul est le suivant : on détermine Y(G) grace
d 4.5. b), puis on utilise le fait que 2Z(G) = A(Y(G)). Le calcul de

. . ~_ s * ., .
Y(G) revient au calcul des fonctions polyndmiales sur G invariantes

par 1'action de G. Dans ce but, on introduit la représentation coadjointe

de G dans gf, s +» CoAd(s) tAd(s—l). La formule

(Ad(s)P = PoTAd(s)

. . * . .
montre que les fonctions polyndmiales P sur G lnvariantes par

Ad sont les fonctions invariantes par CoAd c¢-3-d. telles que :

pour tout s € G, P.CoAd(s) = P.

5.1) Cas de SO.(E,B).

a) Calcul de la représentation coadjointe :

Comme SO(E,B) s'identifie 3 A2E par un isomorphisme qui
*
dépend de B (cf. Ch. 9), son dual s'identifie 3 (AZE) = AE".

On sait que
Ad(u) =u A u (u € SO(E’B))a
on en déduit que :

CoAd(u) = tu._1 A tu_l; c-d—-d que CoAd(u)(& A n) = tu_l(z‘;) A tu—l(n).

b) Polyndmes invariants.

2_% . cae o . P
L'espace A'E est muni d'une forme bilinéaire symétrique, encore
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notée B (cf. Ch 9.2.5) pour laquelle, pour tout u € S0,(E,B),

-1, t-1
u

CoAd(u) = tu A est une isométrie ; en effet, il suffit de

. *
remarquer que, si u € 0(E,B), alors tu € O(E ,B), d'ol

t

tan fueowm?E*,B) (Ch. 9.2.4).

Moyennant ces remarques, il est immédiat de trouver des fonctions
- 2 % . . .. <
polynomiales sur A E invaraintes par CoAd. Comme G agit isomé-

. 2. % . ~ . P
triquement par CoAdu sur AE , i1l agit de méme isométriquement par

AkCoAdu sur Ak(AZE*) = AzkE* (cf. Ch. 9). Les fonctions polyndOmiales

suivantes sont donc invariantes

A b B(A,A)

A » B(AMAA, AAA)

A » B(APA, APa),
(on s'arréte & p tel que 2p SdimE < 2p + 2).

Lorsque dim E = 2n' est paire, on peut remplacer le dernier de
o ” ~ . n' 2n'_*
ces polyndmes par un polynOme de degré moitié. En effet, A A € A E,
n' n'
et cet espace est de dimension 1, de sorte que B(A A, A A) n'est autre,
]
- o - n
3 une constante prés, que le carré de la composante de A A sur une
base. Mais cette composante, elle-méme, est G-invariante. En effet,

|

' ' -
S0.(E,B) agit sur A" E par An CoAdu = A2n tu 1

= det(uh)id = id,
c~a-d. trivialement.

Apré&s choix d'une base, on pourra donc prendre comme dernier poly-

ndme invariant, par exemple :



107

1
Aw ™ a) (si dimE = 2n').

c) Calculs effectifs.
Calculons d'abord 1l'expression de 1'élément le plus simple :
Aw» B(A,A) dont 1'image C dans 1'algébre enveloppante est appelée

élément de Casimir.

Pour cela, soit (X.) une base de A2E orthogonale pour

1’1 <1i<m

B, posons B(Xi’xi) = &g (en général, on choisit |€i| =1 c-3-d une

base orthonormée).

m
* *
Soit A= 2 a, X.1 . La base des X.1 est orthogonale pour B
i=1

également et B(X.”, X.”) = B(e, £(X.) L(X.)) = €. Ainsi
également e i 0 X)) = B(ey s € ; ) = €;- insi,

S - 3 2
B(A,A) = X e a; = z e; <Xi’ A>" et le polyndme correspondant dans

i=1 i=1 moo5 o,
S(G), identifiée 2 R[Xl""’xm]’ est donc : 2 e Xi. Son image

i=1

par symétrisation a la méme expression car A(Xiz) = Xiz.

On retiendra que, si dans la base (Xi)’ la forme B (ou

la forme de Killing, qui lui est proportionnelle) a pour expression

B(X,Y) = = eixlyl, d'oli B(X,X) =2 eixiz,

. . . 3 2 . <
le Casimir a pour expression C = X2 €; X.1 . Si la base est orthonormée,

les deux expressions sont formellement les mémes

2 2 2
B(X,X) = 2 €% s cC =2 es Xi (ei =1).

Pour la calcul des autres polyndmes, il n'y a pas de difficulté
dans S(G). La recherche des symétrisés peut &tre difficile ; dans les

cas qui nous intéressent, elle sera cependant toujours possible.
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Exemple de SL(2,C) et S0,(1,3).

En appliquant la méthode précédente, on trouve, & une constante
multiplicative prés, deux polyndmes invariants dans 1'algébre symétri-
que :

Ap B(A,A) et Am T(AAA).

Dans les notations du ch. 8 (E, =M =eo A e M =e, ANe, = -F

1 01 1’ 12 1 2
etc...), ils ont respectivement pour expression :
3 2 2 2 2 2 2
- I M z Mij =BT EymEygrFy v Fyv By
i=1 © 1<i<j<3 H

et M M

Moy Mp3 = Mgy Myg * Moy Myy = = (E) Fy + E) Fy + Eg Fy).

1 272

Comme chacun des mondmes qui figurent dans ces deux polyndmes est
produit d'él8ments qui commutent dans 1'algébre enveloppante, les

symétrisés ont la méme expression.

5.2) Eléments invariants de S(E) quand E est muni d'une forme

bilinéaire symétrique.

Remarquons que l'étude du cas de SO0o(E,B) nous a placés, en fait,
dans la situation suivante qui se retrouvera pour E € S0.(E,B) en
5.3 : on se donne une représentation p d'un groupe G dans un espace
vectoriel E de dimension finie sur R, muni d'une forme bilinéaire
symétrique B, et on cherche les fonctions polyndmiales f sur EX
constantes sur les orbites de la représentation p* définie par

p*(s) = tp(s—l) (en 5.1 1le rdle de E est tenu par AZE).
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L'existence de 1'isomorphisme £ de E sur EX associé 3 B
PO * . . PR
permet d'éliminer E . En effet, 1'application f v foef dé&finit évi-
. . ' - J%* . P
demment un isomorphisme de 1'algébre des fonctions polynOmiales
¥ ' « . s
sur E sur 1l'algébre 8%’ des fonctions polynomiales sur E , dans lequel
. X, . * . .
les fonctions f sur E lnvariantes par o deviennent les fonctions
sur E invariantes par la représentation L de G dans E déduite de
* v . . N
p par transport de structure au moyen de l'isomorphisme £, c-3-d.
o -1 % - - .
définie par L(s) =4 1.p (s)ol =4 1otp(s 1)05. Autrement dit,

L(s) = p(s_l)' (notations du Ch. 1) est dé&fini par 1'égalité, vala-

ble pour tout (x,y) €E X E
B(L(s)x,y) = B(x,p(snl)y)-

Supposons maintenant choisie une base (el,...,en) de E, toute
fonction polyndmiale g sur E est définie par un polyndme
PEKe" *] ; dstermi le polynd € 6
€1 seeese 3 déterminons le polyndme Q K[el,...,en] associé
a la fonction polyndmiale go£_1 =f sur EF qui correspond & g.

Par définition :

£(y) = Qceq,y>,...5<e ,y>), g(x) = P(<x,e1*>,-.-,<x,en*>),
et £(y) = g£ Y.
Dol £(y) = P(<L 1y e e sl T e %),
-1 * -1 -1, % _ =1, =
or </ (y),e.1 > =B (y),L (ei )> = <4 (ei ),y>
et £(y) = Pley,l e Mruen T (e M),

- *
Le probléme est donc ramené au calcul des £ 1(e.1 ).

]
m
-

Supposons par exemple la base e orthogonale avec B(ei,ei)
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-1, %, _
alors £ (ei ) = €5 ©; et

f(y) = P(El <Y,el>,---,sn<y,en>) = P(€1 Yl,---,en Yn)
d'ol 1l'on déduit, par unicité, que :

Q(el,...,en) = P(e1 O ERRE en).
(S1 la base (ei) est orthonormée, ]si] =1).

En résumé, pour trouver des Q € K[el""’en]’ invariants par

Y . a s . .
p , on cherche des fonctions polyndmiales g invariantes par L ;

*

" *
4 une telle fonction est associé un polynOme P(e1 seees€ )

(cf. 2.3), si la base (ei) est orthogonale, on pose :

Q(el,...,en) P(e1 CIERERTI-N en).

5.3) Cas de E ¢ SO(E,B).

Soit G

E © SO(E,B), le groupe des isométries affines de E
pour B.
a) Calcul de la représentation adjointe.

D'une maniére générale, si G =E ¢ H, oli H CGL(E) agit
canoniquement sur E, c-3-d. si G est un groupe de transformations
affines de E, on va calculer, pour (x,u) € G (avec x € E, u € H)
et (y,v) €G (avec y€E, vEH d'od v € L(E)), Ad(x’u)(y,v).

I1 suffit de différentier 1'automorphisme intérieur
-1 -1 -1
(y,v) » (x,u)(y,v)(x,u) ~ = (x + u(y) - uvu "(x), uvu ),

ce qui donne :
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Ad(x’u)(y,V) = (u(y) - uvu_l(X), uvu—l)

1l

(u(y) - Adu(V)(X), Adu(V))-

Limitons-nous maintenant au cas oi H = O0(E,B), ou S0.(E,B), ou
SO(E,B)... etc.. Identifions G & E X A2E ; ainsi, avec les notations

du chapitre 8,

O

Ad 0y 1) = (uy) - Ad (V) (x), Ad (1))

Ici, Y E AZE et Adu =u A u.

~ . . . . 2
b) Calcul de la représentation coadjointe transportée dans E x A'E.

Nous sommes ici dans la situation de 5.2. En effet, E X A2E

est muni de la forme bilinéaire symétrique

B((y,Y), (¥',Y')) = B(y,y"') + B(Y,Y') a laquelle est associé 1l'isomor-

phisme (y,Y) v» (L(y), £(Y)) de E x A2E sur E x AZE*E (3 condition

A, .. *
de considérer la dualité < , > 9 entre A2E et AZE ).

Cecl nous améne 3 calculer (Ad

) = (Ad L)'= L(x,u).
(x,u)

) 3 )
1 vty ,uh

On a, par définition :

B(Ad(x’u)'(Z,Z),(y,Y)) = B((z,Z),Ad(x’u)(y,Y))

NS
B(z,u(y)) - B(z, Ad (Y)(x)) + B(Z, Ad (Y))

L
B(u'(z),y) + B((Ad)'(2),Y) - B(z, Ad (Y)(x)).

Mais, on a déja utilisé, & la fin du chapitre 9, la formule

BK(E),m) =3 BMAE AN (A€ NE, (£,n) €E xE)

N N

~—
qui donne B(z, Adu(Y)(X)) B(x A z, Adu(Y))

B((Ad )" (x A 2),Y).
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On en dé&duit que :

1
' - ' ' . L
(Ad(x,u)) (z,2) = (u (z),(Adu) (z 2(x A 2)).
Comme u € SO0o(E,B), on sait de plus que u' = u_1 ; d'autre part,
(Adu)' = (uhuw'=u Au' (par un calcul tré&s simple).
Ainsi :
: _ -1 -1, -1, 1
(Mdy ()2 = @@, W AY @ - g x A D),
ﬁu/\“)
et Lig,uy (22) = (@), (w AW (2 + ZuT @ A 2).

Par exemple, avec les notations classiques pour le groupe de Poincaré :

(z,Z2) = (X,z,(uX AuX)(Z + l-X—l.x A z))

L x,% 2

(x,z € R4, X € SL(2,€), Z € A2R4).

. . . . 2
c¢) Fonctions polyn3m1a1es invariantes sur E A AE.

Définissons Fp (0 <2p +1<dim E) pour (a,A) €E x A2E

par :

Fo(a,A) B(a,a)

Fl(a,A) = B(a A Aya A A)

Fp(a,A) B(a AAA...AA, a A AA...A A)

——

p facteurs

On a alors :
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F (L ey (A) = E_(u(@),(u & w)(A)) ok A" = A +2u A a
= B(u(a) A‘u Au)(A") A(u Au)(A')..u, u(a) Afu A ufA') A..L)

>
p facteurs

B(a A A" Av..A A"y a AA" AcL A AY)

(car u € S0,(E,B))

ap (A + %-u—l(x) Aa) A...p (A + % u_l(x) A a)

=apAAA...NA

et a A A" A...p AT

d'ot Fp(L(x,u)(a’A)) = Fp(a,A). Ainsi, toutes les fonctions Fp sont

invariantes (et, évidemment, polyndmiales).

REMARQUE : Cas ot dim E = n est impair.

Supposons n = 2n' + 1, alors on peut remplacer Fn' par un polyndme de
degré moitié en remarquant que a A A A...A A,ol A figure n' fois ,
appartient 3 APE qui est de dimension 1. On voit, en utilisant le
calcul ci~dessus que, E © SO0,(E,B) opére trivialement dans AnE,

donc que la composante de a A A A...A A sur n'importe quelle base est

invariante.
d) Calculs effectifs. -~ Soit (el,...en) une base orthonormée.
o i o i 2 ¢ 2
5.3.1) Fo(a,A) = B(a,a) =B(Z a e., £ a e.,)=2X¢, a.” =2 c¢c.e. (a.)" .
. i’ ., i i i i1 i
n ) 1i=1 i=1
Ainsi, Fo = 2 ei(ei )", D'apré&s 5.2, il lui correspond un &lément
i=1
invariant de K[el,...,en] qui est
n n
2 2
2 eg.(ge. e.) = 2 g. e.
. it o1 . i1
i=1 i=1

et, par symétrisation, 1'image dans Z(G) a la méme expression car les

n 2 .
mondmes e, sont commutatifs dans U(G).
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5.3.2) Soit a =X at e, et A= 3 AY e; A ej € AZE. Rappelons
i< j
que la base des e, A ej = Mij de A E est orthogonale, mais

non orthonormée car B(ei A ej, e.l A ej) = 2 e; gj. On a :

- k ,ij
apNA-= a A e A e.1 A ej.

j<n
n

AW
AWANLY!

1 1
1 k

En 8tudiant les 3 places possibles de k par rapport 3 1 et j,

i, 1.1 i, 1.1 i, 1,1
apA-= z (a 1A 2 3+ a 3A 12_ a 2A 1 3)e.1 A e, A e,
< i . L <
1 S 1 <12 <13 n 1 2 3
avec B(e. ANe. Ne. ,e. he. he. )=31"'1¢e. €. .
o T R TS T B o2 '3
i, i1 i, 1.1 i, 1.1
d'oi F. (a,A) 31 > (a 1A 2 3+ a 2A 3 1+ a 3A 1 2)2 £ €. €
1 <i, <i 1 t2 '3
11 St 513
c—-3-d. que F1 = 31 z (ei*(ei A e, )* +...)2 €; &5 E; o
il < '12 < '13 1 2 3 1 2 3

En utilisant 5.2, on trouve que 1'élément invariant correspondant dans

1'algébre symétrique K(el""’en’Mlz"") est proportionnel 3 :

z [e. M, . + e. M. . + e, M, . ] €. €. €. =

i, <i, <ig ) Loty 1y 134 3

5.4) Cas des groupes de Poincaré de dimension 3 et 4.

5.4.1) Le groupe de Poincaré usuel.

On applique 5.3 avec n = 4., On trouve ainsi deux fonctions poly-

A . . . . .
nomiales invariantes F, et F Pour les calculer, on utilise la base

1
canonique de R4 (eo,el,ez,e3) : elle est orthonormée et

€o = - €] T T €)= " gq = 1. On adopte pour la base de 1'algébre de Lie
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les notations du Ch. 8, ce qui donne

pos 2 2_ 2 2
o = €o el e2 83 y
2 2 2 2
et Fl = Wy - W1 - w2 - w3 ol :
Wo = &) Myg + ey My, +eg My, =-e) F) —e) F)-egFy

1 23 ¥ ey Mgy + ey My, 1 T e By tegky
Wz = eo M13 + e1 M30 + e3 M01 = eo F2 - e1 E3 + e3 E1
Wy =eolMy, +te Mygte My =-eoFy-e E)+e) ki

e . 2 ~ . .
Le symétrisé de Fo,, noté P, a la méme expression, puisque Fo est

somme de mondmes produits de termes commutant entre eux. Notons W

1'é18ment de 1'algébre enveloppante défini par

ol wo,...,w3 sont définis par les mémes &galité&s que ci-dessus, mais
les deuxiémes membres &tant calculés dans 1'algébre enveloppante.

On trouve, pour le symétrisé A(Fl) de F1

2

2
X(Fl) =W -

P.

N

.. 2 . o
Ainsi, W appartient au centre de 1'algébre enveloppante.

5.4.2) Le groupe de Poincaré de dimension 3.
I1 s'agit du produit semi-direct R3 € S0,(1,2). On utilise les
mémes notations que pour le groupe de Poincaré usuel pour les bases de

RB et de 1'algébre de Lie. On trouve deux &léments du centre:
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-~ 1'un associé & Fo, : €0 - e, - e,
- 1'autre qui est associé 3@ la fonction donnant la composante

de a A A sur e, A e A e, (ici n=3 est impair), ce qui donne

eo M + e1 MZO + e2 MOl'

5.4.3) Structure du centre.

On démontre que, pour ces deux groupes de Poincaré, le centre
est exactement 1'ensemble des polyndmes des deux éléments particuliers

que 1'on a déterminés (cf. p. ex. S. J. TAKIFF, transactions of the A.M.S,

Vol. 170, August 1972, p. 221-230).
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NOTATIONS CONCERNANT LES VARIETES DIFFERENTIELLES.

[e2]

Soit M wune variété C (en général, M sera un groupe de Lie G).

Une carte de M est notée (U,¢), ou (U,¥),... etc.. Dans cette
notation, U désigne 1'ouvert de M domaine de la carte, et ¢ est

un difféomorphisme de U sur un ouvert ¢(U) dans un espace R™,

En tout x € M, la notation TX(M), ou TXM, désigne l'espace tangent.
Les vecteurs tangents, éléments de TXM, sont en général considérés comme
(e

des formes linéaires sur 1'algébre des germes de fonctions C en X.

o
Leur valeur sur une fonction C  au voisinage de x est donc bien définie.

. . . 1 . ©
S1 u est une application de classe C (en fait, C dans les cas
qui nous intéressent), d'une variété M dans une variété M', 1'applica-

. . *
tion tangente en x ,de T M' dans T M', est notée u _.
X u(x) X

Enfin, les sous-variétés M' d'une variété M sont toujours plongées
dans M, ce qui &quivaut au fait que la topologie de M' est induite par

celle de M.



