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UNE REMARQUE SUR LE LEMME DE BOREL-CANTELLI 

par Alain VILLENEUVE 

0 - INTRODUCTION. 

Dans ce qui suit, on désignera par (Q,&,P) un espace probabilisé et 

par (A ) , une suite d'événements de d. 
* n n^l 

Pour évaluer P(lim sup A ) , le traditionnel lemme de Borel-Cantelli 
nxl 

' 00 

règle définitivement le cas où H P(A ) < + < » : P(lim sup A ) « 0 ; et dans 
, n vi n 

n = l n>,l 
le cas où 2 P(A ) « + 0 0 , il exige l'indépendance mutuelle des A n pour 

n=l n 

conclure que P(lim sup A ) • 1• 
n^l 

R.M. Fischler [5] [ó] [7] a donné des extensions de ce lemme dans le 

cas où la suite (A ) , est mélangeante. Les différentes démonstrations 
n n>l 

proposées sont sans rapport avec la démonstration du cas traditionnel et, 

par ailleurs, Fischler [5] évoque la possibilité d'un point de vue différent 

à partir de résultats de Sucheston sur les suites 0-î. 

1 
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Le but de cette note est d'abord de reprendre le point de vue évoque 

par Fischler dans [5] pour donner de nouvelles démonstrations des exten

sions de Fischler et préciser leur lien avec le cas traditionnel, puis 

d'examiner le cas où la suite ( A n ) n > | est stable pour montrer que le point 

de vue adopté est assez restrictif ; enfin de donner une extension dans le 

cas où la suite (A ) , est mélangeante de Cesáro ou stable de Cësaro. Une n n^l 

possibilité d'extension est proposée en conclusion. 

1 - CAS OU LA SUITE (A ) , EST MELANGEANTE. 
n n^l 

Si ( B

n) n >j
 e s t une suite d'événements de & , pour tout n^l, on désigne 

par 1 B l'indicatrice de B^ et par , lfi ,...) la sous-tribu de CL 
n n n+1 

engendrée par les variables aléatoires 1- , 1_ • 
n n+1 

DEFINITION l. - Une suite (B ) 1 d'événements de <2> est dite 0-1 si la 
co n 

tribu queue <£ • f\ # 0 « , 1 , . ,...) est équivalente à la tribu 
n* 1 n n+1 

{0,£2} , c'est-à-dire si P(A) « 0 ou P(A) * 1 pour tout A e (t . 
00 

Si l'on envisage une autre probabilité II sur (iî, Ct) et si l'équivalence 

avec la tribu {0,Œ} a lieu selon II f on parlera de suite II-(O-l). 

La remarque élémentaire qui sert de point de départ est résumée dans 

le lemme suivant : 
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LEMME 1. - Si la suite (A ) . admet гаге sous-suite (B ) , telle que : 
n n>J n n^l n 

a) (B ) , est une suite 0 - 1. 
n n^l 

b) la suite (1 ) ne converge pas presque sûrement vers 0, alors 

n n ; / 1 

P (lim sup A n) = 1. 

n¿l 

Preuve. - De façon générale D = {ü)£f2|r (ш) -|-* О} appartient à la tribu 
0 0 n 

queue Ûl = Г\ &(1_, » 1« >•••) associée à la suite (1_ ) v 1 car 
n=l B n V l B n n > , l , 

r % 00 00 00 

l n D = Г] ( U ( П {ü)£fi| 1g (u)) |< ̂  })) pour tout n>,l, et, puisque la 
k=l ç F n m=p m 

suite (B ) . est 0-1, P(D) = 0 ou P(D) = 1. 
n n ^1 

Puisque la suite (1^ ) n >j
 n e converge pas presque sûrement vers 0, 

m 

P(D)>0, donc P(D) = 1. 

Or D » lim sup B n , car 1 R (Îî)ç{0,l> pour tout n>,l, et, puisque 
пзу1 n 

(B«)« i e s t u n e sous-suite de (A ) . , D * lim sup В ç lim sup A ; donc n n^l 4 n n>/l 9 , Y vr , * n 
n*l n>,l 

P(lim sup A ) » 1 • 
П>/1 

La forme traditionnelle du lemme de Borel-Cantelli, établie habituellement 
00 

à partir de la divergence de la série à termes négatifs E log(l-P(An>) 
n=l 

(divergence qui montre, moyennant l'indépendance mutuelle des , que 
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p( f\ C o A ) = 0 pour tout p>,l, donc que P(lim inf C A ) = 0 ) , apparaît 
n=p , M 

alors comme une conséquence du lemme 1, tout au moins quand P(A n) +> 0. 

COROLLAIRE 1. (Borel-Cantelli). - Si les événements A (n>/l) sont mutuellement 

00 

indépendants et si la série E P(A ) diverge> on a : P(lim sup A ) • 1. 
n=l n>/\ 

Preuve. - Puisque les événements A^ sont mutuellement indépendants, il 

résulte de la loi du tout ou rien de Kolmogorov que la suite (A^)^^^ est 0-1. 

La suite (1 A ) .ne converge pas presque sûrement vers 0. En effet, si 
A n ̂ 1 
n 

P(A^) 0, c'est une conséquence du théorème de la convergence dominée de 

Lebesgue, car ll^l^l pour tout n>,l • 
n 

Si lim P (A ) = 0 , puisque la série f P(A ) diverge, il en est de 
n + -h» n 

^ n=l 
00 

même de la série E ( p( A

n) 0"P(A n)) et, puisque les variables aléatoires 
n=l 

1 sont mutuellement indépendantes, il résulte du théorème de Lyapounov (cf. 
n 1 A.+...+ 1 - (P(A )+...+P(A )) 

H. Cramer [3] p. 6 2 ) que _ _ J \ î n 

-, i / 2 c o n v e r g e en 
[P(A,) (1-P(A,))+.. .+P(An) (l-P(An))] 

loi vers une loi de Gauss réduite ; et, en particulier, si X = 1 
n 1 A n 

(P(A,)+...+ P(A)),lim P{x< 0} mi. 

OO 

Or, si la suite (1 ) converge presque sûrement vers 0, la série £ 1 
A. n ^1 A 

n n-1 A

n 
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converge presque sûrement, car 1 ASI) C { 0 , l } pour tout ról, et, à partir 

00 

• P • S • 

de la divergence de la série Z P(A ) , X — — — ^ - 0 0 . 
n= 1 

D'où lim P {X <0} s 1 et une contradiction. 

Le lemme 1 permet alors de conclure que P (lim sup A^) = 1. 

L'intérêt de cette démonstration, beaucoup moins directe que la démons

tration habituelle , est donné par la remarque 1 ci-dessous. 

Comme deuxième conséquence, le lemme 1 redonne avec de nouvelles 

démonstrations les extensions de Fischler aux suites mélangeantes. 

DEFINITION 2. - Une suite (B ) . d'événements de CL est dite mélangeante 
n n>l 

si pour tout ke d, on a lim | P (B O A) - P(B ) P(A) | * 0. 
n + 0 0 

Sij de plus, lim P(B n)
 s a (0¿a£l), la suite ( B

n) n^i
 e 8 t dite 

n + 0 0 

mélangeante de densité a . 

COROLLAIRE 2 (FISCHLER). - Si la suite ( A n ) n > J est mélangeante et si la 

suite numérique (P(A n)) n ? J ne converge pas vers 0, on a 

P(lim sup A ) • 1• 
n*l 

Preuve. - Si la suite ( p( A

n)) n vi>
 à valeurs dans le compact [ o , l ] , ne 

converge pas vers 0, la suite (A ) , admet une sous-suite (B ) . telle 
n n>/l n nvi 

que lim P (B n) = a > 0. 
n -> + 0 0 

5 
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Puisque la suite ( A

n) n >j
 e s t mélangeante, selon Sucheston fl lj , la sous-

suite (B ) , de (A ) , admet elle-même une sous-suite (C ) , qui est 

n n^l n n^l n n^l 4 

0-1. 

Puisque lim P (B n) = a > 0, donc aussi lim P (C n) = a > 0, il résulte du 

n-*+°° n -r +°° 

théorème de la convergence dominée de Lebesgue que la suite (1_ ) 
n 4 

ne converge pas presque sûrement vers 0. 

D foù P (lim sup A n) = 1 à partir du lemme 1. 

n*l 

REMARQUE 4- Les deux démonstrations précédentes montrent donc en parti

culier que la forme traditionnelle du lemme de Borel-Cantelli et la 

première extension de Fischler ont en fait la même origine : l'existence 

d'une sous-suite 0-1 qui a de bonnes propriétés. La proposition du para

graphe 2 montrera au contraire qu'il n'en est pas ainsi pour l'extension 

aux suites stables. 

Dans le cas particulier où lim P (A^) s 0 (ce qui implique le 

n-* -к» 
caractère mélangeant de la suite (A ) Fischler a d'abord montré 

oo n n * ! 

que l'on pouvait avoir Z p ( A

n ) =
 + 0 0 et 0<P (lim sup A ) < 1 [5] ; 

П = 1 П7/1 

puis, sous l'hypothèse de l'existence d'une décomposition finie de la 

suite (A- n) n j en sous-suites 0-1, que P(lim sup А д) s 0 ou P(lim sup A )"1 J7J 
n*l n*l n 

Montrons que ce dernier résultat est une conséquence immédiate du lemme 1. 
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COROLLAIRE 3 (FISCHLER). - Si la suite (A n) , est telle que 

lim P (A^) = 0 (donc mélangeante)y 

n + + » 

(A ) ., a une décomposition finie en sous suites 0-1, on a n n>l r J > 

P (lim sup A^) = 0 ou P (lim sup A n) = 1. 
n^l n>l 

Précisons d'abord l'hypothèse de l'existence d'une décomposition finie 

en sous-suites 0-1 ; à partir du résultat de Sucheston [il] affirmant que 

toute sous-suite d'une suite mélangeante admet elle -même une sous-suite 

0-1,il est toujours possible d'assurer l'existence d'une décomposition 

d'une suite mélangeante ( A

n) n^j en une famille au plus dénombrable de sous-

suites (P?) . f (j-1,2,...) qui sont toutes 0-1 (chaque A appartenant à une 

Il n^i n 

et une seule sous-suite (A^) , ) ; dans le cas où la famille de sous-suites 
n n^l 

est finie, on parlera de décomposition finie de la suite (A^) j en sous-

suites 0-1. 

Preuve. - Soit (A^)n^j (j=l,2,...,m) la décomposition finie de la suite 

(A ) , . 
n'n^l 

S'il existe j Q e |l,2,...,m^ tel que la suite ( A ^ ° ) n > 1

 n e converge 

pas presque sûrement vers 0, il résulte du lemme 1 que P (lim sup A R )
 8 5 1> 

car (A^o)n^l est une sous-suite 0-1. 
00 

Si, pour tout je: |l,2,...,mj , 1AJ 0, alors aussi £ 1AJ 
n n=l n 

converge presque sûrement ; et il résulte de la réciproque du théorème 
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d'associacivité des familles sommables à termes ^ 0 que £ 1 
n 

converge presque sûrement ; donc 1 i 0 ; et P (lim sup A ) = 0. 
ri. « n 
n n>l 

REMARQUE 2. - La condition de l'existence d'une décomposition finie en 

sous-suites 0-1 est nécessaire si P(lim sup A ) = 0 et non nécessaire 

nil 

si P(lim sup A ) = 1. 
n^l 

Si P(lim sup A ) = 0, 1 P j S . 0 (cf. preuve du lemme 1) et la 
,, n A * 

nal n 
suite (A ) . est 0-1 (cf. Sucheston [ill p. 452). n n* 1 L j r 

Dans le cas où P(lim sup A ) = 1, le caractère non nécessaire de 
n>J n 

l'existence d'une décomposition finie apparaît sur un exemple emprunté 

à Fischler [fQ et légèrement adapté ici : 

fl - [b, 1 [ ; ÛL est la tribu des boreliens de ÍÍ ; P est la mesure 

de Borei sur (9L ; 

Si (A ) - est la suite définie par : 
n n> 1 

A 1 = C 0 4 [ , A 2 = [ i , l [ , . . . , A n = í Í 5 , Í l L [ ) 

où n - 2 m+j est l'unique décomposition de n>l telle que m«N et 0<j$2 m 

on a : lim P(A ) = lim — = 0 . 
n -III 

n-M-°° nr^Hc 2 

Et P(lim sup A n) = 1, c.r, pour tout m>.0, 
n¿l 

Í t^m 9 ^ " Í J j-0,l,...,2m-l constitue un recouvrement 
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de Q = [0,1 [ . 

Il n'existe aucune décomposition finie de la suite (A ) - en sous-
n n^l 

suites 0-1. 

En effet, soit (B ) .la sous-suite de (A ) t définie par * n n>l n nyl 

Un raisonnement analogue à celui concernant la suite (A ) v, permet 
° n n^ 1 

d'affirmer que P(lim sup B ) = 4" • 
. n 2 

t^l 

Puisque lim P(B ) « 0, il résulte du corollaire 3 qu'il n'existe 

aucune décomposition finie de la suite (^ n) n >|
 e n sous-suites 0-1. 

D'où le résultat car, si (A^) j admet une décomposition finie en 

sous-suites 0-1, cette décomposition détermine canoniquement une décompo

sition finie de la suite 0 * n ) n > | e n sous-suites 0-1 (puisque toute sous-

suite d'une suite 0-1 est elle même 0-1). 

REMARQUE 3. - Même dans le cas d'une suite ( À

n) n^j °~l (
c e <lui e s t u n e 

hypothèse plus forte que le caractère mélangeant (cf. Sucheston 0 0))» la 
oo 

divergence de la série Z P(A ) ne suffit pas pour assurer que 
n»l n 

P(lim sup A n) = 1 . En effet, soit (fi, ÊL,P) l'espace probabilisé intro
ït 1 

duit dans la remarque 2 et A R = [ o , -^1 pour tout n^l. 

La suite (A R) , est 0-1 car 1 JLâ; 0 (cf. Sucheston [ i l ] p.452). 
7 n 
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OO 00 

1 p • S 

En outre E P(A ) = E — diverge et, puisque 1 0, 
n=1 n= 1 n 

P(lim sup A ) = 0. 
n^l 

Il faut noter que le résultat précédent ne dépend pas du tout de 
oo 

la "rapidité11 de la divergence de la série E P(A ) ; mais provient 
n-I n 

d'une "localisation" des événements A . Une certaine condition de 
n 

"dispersion" des événements A^ permet de donner une forme plus analytique 

du lemme 1. 

LEMME 2. - Si la suite (A ) , admet une sous-suite (B ) , telle que 
n n^i n n^l ^ 

(B ) , est une suite 0-\et ilexiste e>0 tel que E P(B O A) = + » . 
n=l 

pour tout A€<3L tel que P(A)>l-e, on a P(lim sup A ) = 1. 

Preuve . (ab absurdo).-

Supposons que P(lim sup A )<1 ; puisque (B ) - est une sous-
n > ] n n n^I 

suite 0-1 de (A ) . on a aussi P(lim sup B )̂ 1 , donc P(lim sup B ) = 0. 
n}\ n^l 

Puisque P(lim sup B^) * 0 , l B P.s. 0 et, puisque, pour tout n>l, 
n ^ oo n ' 

lg f o,l], la série E l g converge presque sûrement. 

Alors, si X = £ lfi et si, pour tout k>,l, • f x < k } puisque 
n=l n 

lim P(C,) - l, pour tout e>0 il existe un entier k tel que P(C. )>l-e. 
K O R 
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En outre J* XdP^kQ et il résulte de la propriété de Beppo-Lévi 

C k 
o ^ 

appliquée à la suite croissante j Z 1^ /1 ( j que : 
^ n=l n o m ' 

z P ( B n n c k ) = z ( J i B dP) = / ( i i B o c k ) dP 
n=1 o n=1 n 1 k n=1 n O 

O 

• (nll 'B > d P = / X d P i k o 

O 

D'où la contradiction car e>0 est quelconque. 

REMARQUE 4. - Le lemme 2 est plus général que le corollaire 2. En effet, 

si (A n) n^j est une suite mélangeante telle que la suite numérique 

(P(A )) .ne converge pas vers 0, la suite (A ) . admet une sous-

n n^l o r n 

suite 0-1 ( B

n ) n > | telle que lim P(
B

n)
 5 8 a > 0 (cf • preuve du corollaire 2) 

et, en particulier, il existe un entier N¿1 tel que p ( B

n )
 > ^ P o u r n > N * 

(X ri 

Alors, si e = > pour tout A 6 Cl tel que P(A) > 1-e, on a 

P(Bnf>A) « P(B n) - P(B nAC f iA) > j > 0, quel que soit n>N. 
00 

D'où la divergence de E P(B A A) pour tout Aê tel que P(A)>l-e 
I n 

et les hypothèses du lemme 2. 

REMARQUE 5. - Le lemme 2 donne un critère pour toute suite (A ) . 
n n}l 

"extraite" d'une chaîne de Markov (X ) rt dont la tribu queue est 
n n>,0 n 
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équivalente à { 0,Q } ("extraite11 au sens : k^ e ÙL(X^) tribu engendrée 

par X^ pour tout n^l) ; c'est le cas, par exemple, pour une chaîne de 

Markov ergodique (cf. Revesz [ io] ) ou pour une chaîne de Markov 

récurrente dont l'ensemble des états est dénombrable, qui a des probabi

lités de transition stationnaires et telle que P[X Q=i^ = i pour un 

certain état i (cf. Blackwell et Freedman [ 2 ^ ) . 

2. - CAS OU LA SUITE (A ) . EST STABLE. 

n n^l 

La notion de suite stable introduite et étudiée sous son aspect 

fonctionnel par Renyi .[9] généralise d'une certaine façon la notion de 

suite mélangeante. 

DEFINITION 3. - Une suite (B ) d'événements de CL est dite stable si 
n n >̂  1 

lim P(B nAA) = Q(A) existe pour tout A £ Q. 

L'application Q : Af-*Q(A), de & dans [O, l] définit une mesure 

bornée et absolument continue par rapport à P (cf. Renyi [ïQ) ; si a 

désigne la densité de Q par rapport à P, on dit que la suite (B ) , est 
n n^l 

stable de densité locale a (0£a£l). 

Dans le cas où la suite (A^)^^ est stable, Fischler fó") , en uti

lisant une propriété de serci-ergodicité d'une suite stable, a donné une 

première approche de P(lim sup A ). Nous donnons ci-dessous une nouvelle 
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preuve de ce résultat en le faisant apparaître comme une conséquence 

directe de l'aspect fonctionnel développé par Renyi• 

THEOREME 1 (FISCHLER). - Si la suite (A ) . est stable de densité 
n n̂ .1 

locale a , on a : P(lim sup A ) ̂  P {a>0} . 
n>/l 

Preuve. - Puisque la suite (A ) , est stable de densité locale a , n n n^l 

la suite des indicatrices 1^ converge faiblement vers a dans l'espace 

2 n 

L (fo,GL,P) muni de sa structure habituelle d'espace hilbertien : 

4X,Y> = E(XY) = / XY dP pour tout couple (X,Y) d'éléments de L2(fi,a,P) 
fi 

(cf. Renyi [9] ). 

Il résulte alors d'un théorème de Banach et Saks [l] qu'il existe 

une sous-suite (B ) , de (A ) t telle que n'njl n n^l M 

i B . . . . . i B 

X » 
n 

n 

converge en moyenne quadratique vers a. 

Alors, de façon générale, il existe une sous-suite 0 ^ ) ^ ^ de 

<Vn>l t e U e <*ue Y n ^ <* • 

On a alors {a>0}clim sup B car si w elim inf C 0B , on a 
, * n , fi n ' 

n^l n>/l 

lim X (a>) - 0 j donc aussi lim Y (OJ) = CX((jl)) » 0. 
n-*+°° ir*+°o 
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REMARQUE 6. - En particulier, si la suite ( À

n? n >j
 e s t stable de densité 

locale a et si P{a=0} = 0 , on a P(lim sup A ^ ) « 1 ; ceci donne en par-
n>l 

ticulier une nouvelle démonstration du corollaire 2 de 1, car toute suite 

mélangeante de densité a>0 est une suite stable de densité locale 

constante a, 

REMARQUE 7.- Il résulte d'une propriété de compacité faible dans les 

espaces de Hilbert que toute suite ( A ) . d'événements de (X admet 
r n n^.1 

une sous-suite stable (cf. Renyi [9]). Il est donc toujours possible 

d'assurer l'existence d'une décomposition d'une suite (A n) n >j quelconque 

en une famille au plus dénombrable de sous-suites stables ( A J ) ,(i-l.2... 

n n^l J * 
de densité locales respectives aj(j=!,2,...) (chaque A r appartenant à une 
et une seule sous-suite (A^) . . ) . On a alors le résultat suivant : 

n vi^l 

COROLLAIRE. - Soit ( A

n) n >j une suite quelconque d'événements de CL . Si 

(A ) 1 admet une décomposition (AJ)n t(j=1,2,•..) en sous-suites n n^i n J£ I 

stables de densités locales respectives ou (j=l,2,...) vérifiant 

oo 

P( r\ {aj=0})=0 on a P(limsup A ) = 1 

Le lemme 1 peut être adapté au cas des suites stables de la façon 

suivante (P(A/C) désignant la probabilité conditionnelle de A par 

rapport à C) : 
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LEMME 3. - Soit (A ) - une suite stable de densité locale a telle que 
n'n^l 

0<P(C)<1 (C = {a-0}). 
oo 

Si E P(A n C) c + °° * on a P(lim sup A ) = P{a>0} ; 
n=l n^l 

Si la suite (A ) , admet une sous-suite (B ) .telle que 
n n^l n 11)1 

(^r)n>j soit une suite P( /C) - (0-1) et que (
l B

n) n^j
 n e converge 

pas P( /C) presque sûrement vers 0, alors P(lim sup A ) • 1. 
iu/l n 

Preuve* - De façon générale, si C = CQ̂> O N A : 

P(lim sup A ) = P(lim sup A ) O C)) + P(lim sup (A nC)), 
i n . n t n 

n»l n>l n^l 

On a P(lim sup (A n C)) = P(C)» 
n^î 

Pour tout k€ A , puisque la suite (^n)n>j
 e s t stable de densité 

locale a, on a lim P((A aC)0A) = Q(CAA) = /_ adP = J adP ; car 
n++ °° n cnk A 

J adP = 0 et la suite (A O C) , est stable de densité locale a. 
c n 'n^l 

Il résulte du théorème de Fischler que 

P(lim sup (A nC)) ̂  P{a>0> = P(C) ; et l'égalité car 
n*l n 

lim sup (A AC) = (lim sup A )n CCC. 
n£l n>l 

oo 

Si E P(A nOC) converge, à partir de la forme habituelle du lemme 
n=l 

de Borel-Cantelli, on a P(lim sup (A OC)) = 0 , et la première partie 
n^l 

du lemme 3. 
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Si la suite (A ) v, admet une sous-suite (B ) , P( /C) - (0-1) 
n n^l n n^l 

et telle que la suite ( U ) v l ne converge pas P( /C) presque sûrement 
D n \\ 
n 

vers 0, il résulte du lemme 1 que P(lim sup A^/C) = 1, donc 

P((lim sup A n ) n C ) = P(C) ; et la deuxième partie du lemme 3 puisque 
n»l 

P(C) + P(C) = 1. 

REMARQUE 8. - Bien sur, les hypothèses du lemme 3 peuvemt être modifiées 

et présentées comme dans le corollaire 3 du lemme 1, puisque la suite 

(A^H C) n >j est mélangeante de densité 0, ou bien comme dans le lemme 2. 

L'aspect restrictif du lemme 1 dans le cas des suites stables 

apparaît dans le résultat suivant . 

PROPOSITION. -Si (A ) , est une suite stable de densité locale a et 
n n^l 

si a n*est pas presque sûrement constante^ la suite ( A n ) n > 1 n'admet 

pas de sous-suite (0-1). 

Preuve. - (ab absurdo) 

Si (B ) t est une sous-suite (0-1) de (A ) , , la suite (B ) 
n n»l n n^l v n n*l 

est mélangeante (cf. Sucheston [il]). 

Puisque la suite (A n) n^j est stable de densité locale a , donc aussi 

la sous-suite (B ) , , on a 

lim P(£ ) = / adP = E(a). 
n++«> ' Q 
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et la suite mélangeante ( B

n ) n ? |
 e s t mélangeante de densité E(a) ; 

donc : 

lim P(B nnA) = E(a) P(A) = / E(a) dP, 
n->+ oo n A 

pour tout A e Ci. 

En outre, puisque ( B

n ) n j
 e s t stable de densité locale a, on a 

lim P(B O A) = / adP, 
n 

n - M - oo A 

pour tout A C5t# 

On a donc a = E(a) P-presque partout ; et la contradiction. 

COROLLAIRE. - II existe des suites (A ) . n'ayant aucune sous-suite 
n n^l v 

(0-1) et telles que P(lim sup A ) = 1. 
n>l 

Preuve. - Soit (fi, âL,P) l'espace probabilisé défini par : Q • [o,l] ; 

Ob : tribu des borëléens de [0,1^ et P : mesure de Borel sur Ût . 

Si f est une application continue de [0 , l ] dans [o ,l} et, si pour 

tout n^l , A R = — , •*—-— , la suite ( A

n) n >j
 e s t stable de densité 

locale f (cf. Renyi [9] p. 300). 

En particulier, si f est presque sûrement non nulle, il résulte 

du théorème de Fischler que P(lim sup A r)2 p{f>0j = 1. 
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D'où le résultat, à partir de la proposition précédente, pour 

toute suite (A ) . associée à une application f, continue, non presque 
n n ^ 

sûrement constante et presque sûrement non nulle, de [0 , Q dans [ o , • 

3, - CAS OU LA SUITE (A ) - EST MELANGEANTE DE CESARO. 
n'n^l 

La remarque 8 a montré les limites de la méthode basée sur l'existence 

d'une sous-suite (0,1) ayant de bonnes propriétés. Au contraire la 

méthode fonctionnelle utilisée en 2 dans la nouvelle démonstration du 

théorème 1 de Fischler peut être reprise pour obtenir une nouvelle 

extension du lemme de Borel-Cantelli. 

DEFINITION 4 (Fischler). - Une suite (B ) . d'événements de & est 
n n^ i 

1 n 

dite mélangeante de Cesaro de densité a si lim - Л P(B ЛА)-оР(А), 
ir**» J J 

pour tout A € 4L. 

En particulier, il résulte du classique théorème de convergence en 

moyenne de Cesaro que toute suite mélangeante de densité a est une suite 

mélangeante de Cesaro de densité a et il résulte de l'inégalité triangulaire 

que toute suite faiblement mélangeante de densité a au sens de Renyi 

([в] p. 226) est mélangeante de Cesaro de densité a. 

On a alors l'extension suivante . 
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j 

THEOREME 2. - Si la suite ( A

n ) n > 1 d'événements de est mélangeante 

de Cesaro de densité a>0, on a P(lim sup A n) « 1 

Tï£ l 

Preuve, - Reprenant la preuve du théorème 1 de Renyi p. 295) 

i n 2 
pour les variables aléatoires X = — E 1. de L (ft,&,P), si (A ) . r n n . , A. / n n M 

J-l J 

est mélangeante de Cesiro de densité a, la suite ( X ) , converge 
n n^l 

2 
faiblement vers a dans l'espace de Hilbert L (ÎÎ,&,P). 

Il résulte alors du théorème de Banach et Saks,déjà cité [\\ , qu'il 

existe une sous-suite (Y ) de ( X ) - telle que Z_ * *• a. 
n n£l n n^l n n 

Il existe alors une sous-suite (Z ), v 1 de (Z ) - qui converge 
n^ k*l v n n^l ̂  ° 

presque sûrement vers a, c'est-à-dire lim Z (a)) * a pour tout 

a> 6 C avec P (C) - 1. 

On a alors C ç lim sup A 

Si co^lim sup A^ , il existe n

w£l tel que implique 1^ (u>) m 0 
n^l n 

1 n 

et par suite, lim X^COJ) * lim — E 1. (a)) * 0. 
n-*+<» rr*+» n j»l j 

Alors, puisque (Y (u)) , est une sous-suite de (X (u>)) ̂ , , 
n n^i n n£l 

lim Y 0*>) - 0 et donc, à partir du théorème de convergence en moyenne 

/ 1 n 

de Cesaro, lim Z (u>) = lim — E Y . (u)) « 0. 
n n i 

ir*+«> n"N*» J = l J 
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Puisque (Z (u))), , est une sous-suite de (Z (ü))) - on a 
n^ k^l n n>,l 

alors lim Z (oo) • 0, et, comme a>0, u)^/c. 

D'où P(lim sup A ) « 1. 

REMARQUE 9. - La démonstration précédente peut être simplifiée si on 

1 n m 
a l'hypothèse plus précise X = — E 1 A *° » a. En général, il n'en 

n n • « " • 
J " l J 

est rien,car l'hypothèse de convergence en moyenne quadratique de X^ 

(qui ne peut être une convergence en moyenne quadratique que vers a) 

est équivalente au caractère uniformément mélangeant de Cesaro de la 

suite ( A n ) n ^ : 

lim {sup | - E P(A./Î A) - oP(A)|} « 0. 

(cf. Fischler [6] p. 7 5 ) . 

Comme la notion de suite stable de densité locale a généralise 

la notion de suite mélangeante de densité a , on peut généraliser la 

notion de suite mélangeante de Cesaro de densité a par la notion de 

suite stable de Cesaro de densité locale a et donner l'extension du 

théorème 1. 

DEFINITION 5. - Une suite (B n) j d'événements de 6L est dite stable 

/ 1 n ' 
de Cesaro si lim — E P ( B.OA) * Q(A), pour tout A€(5t. 
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PROPOSITION. -Si (B ) , est vene suite stable de Cesaro, c'est-à-dire 
n n>l ' 

1 N 

si lim — E P(B.HA) « Q(A) existe pour tout A de & y 

Q(A) est une mesure absolument continue par rapport à P. 

Preuve. - Par définition,Q est une application de & dansJR+ , additive 

car P est additive. 

Si (A^Oj. j est une famille dénombrable d'éléments deux à deux 
^ oo co 

disjoints de Gt , on a Q( U A, ) « I Q(A. ) î 
k-1

 K
 k-1 

0 0 j n 
La série E ( — E P(B./1 A. )) est uniformément convergeante 

k-1
 n

 j-1 J ^ 

par rapport à n car ^ P(Bj/l Â .) N<
 P^ A^)> P o u r t o u t k*1 e t t o u t > 

00 oo 

avec Z P(A, ) - P( U A, ) . 
k=l K

 k-1 K 

oo oo H 

On a alors : Z Q(A. ) « Z (lim - I P(B.f> A. )) 
k-1 k-1 rr*+«> n j = l J k 

1 N 

= lim Z (i- Z P(B.OA.)) 
n-»--*» k-1 j«l J 

. n °° 
- lim - Z ( Z P(B.rtA,)) 

irH* n j-i k=l J 

IX oo oo 

- lim ^ Z P(B.fl ( U A. )) » Q( U A.) 
IÎ^HX, n j = i J k=l K k-1 ' 

En outre, si P(A) « 0, P(B/ÌA) = 0 pour tout donc Q(A) « 0 et Q 

est absolument continue par rapport à P. 
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En particulier, il résulte du théorème de Radon-Nikodym qu'il 

existe une variable aléatoire a telle que Q(A) = f adP, avec 

0£a^l. On dit alors que ( B

n) n >j
 e s t stable de Cesavo de densité locale a. 

REMARQUE 10. - En notant que toute suite stable est une suite stable 

de Ce$aro, la preuve de la proposition ci-dessus constitue une autre 

démonstration du théorème 2 de Renyi [9] p. 296. Comme exemple non 

trivial de suite stable de Cesaro on peut considérer une suite construite 

à partir d'une famille finie ou dénombrable de suites mélangeantes de 

Cestro de la même façon que, dans l'exemple 5 de Renyi [Q] p. 301, une 

suite stable est construite à partir d'une famille finie ou dénombrable 

de suites mélangeantes. 

y 
THEOREME 3. - Si la suite (A ) , est stable de Cesaro de densité 

n n^l 
locale ou on a P(lim sup A ) > P{a>0}. 

i n njl 

Preuve. - Il suffit de reprendre exactement la preuve du théorème 2 à 

partir du théorème de Banach et Saks [ï] pour montrer que 

{u)€ n|a(u))>0} ç lim sup A . 
n^l 

4. CONCLUSION. - Indiquons en conclusion une autre direction possible 

pour étendre le lemme de Borel-Cantelli. 
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LEMME 4.- Si une suite (A ) , d'événements de GL admet une sous-
n n^i 

suite (B ) w l telle que n n^l ^ 

oo 

Z P(B ) = + oo et 
n= 1 

V"+,B P 
- — — a , avec P{a=0} = 0, 

P(Bj) + ...+P(Bn) 

alors P(lim sup A ) = 1. 

Preuve. - Si X = a , il existe une sous-suite 
n P(B,)+...+P(Bn) 

(Y ) . de (X ) , telle que Y P ' S ' > a. n n^l n'n^l n n 

oo 

Puisque Z P(B ) = + 0 0 i pour tout CDcfî tel que a(u)) ̂  0, 
n=l 

00 

Z 1_ (a)) = + » et {a^O} C lim sup B . i B — n n=l n n^l 

Donc, si P{a=0} = 0, P(lim sup B ) = I et P(lim sup A n> = 1. 
n^l n^l 

COROLLAIRE. - Si une suite (A ) , d'événements de & admet une sous-si 
n n> 1 

00 (B ) . telle que : Z P(B ) = + 0 0 , n n^l n n * 
n=l 

n-1 n 
Z ( Z cov(l_ 1 R ) ) 

l i m x.| J - l - l — v i . 0 _ 
n ^ ( * PCB.)) 2 

i=l 
on a P(lim sup A ) - 1. 

"4» 
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2 V " ' * + l B n 1 
Preuve. - Pour tout n>l , a (p(B u...+ p ( B ) >* P(B|)*.. .+P<B )

 + 

n-1 n 1 n 1 n 
Z l cov(l_ ,1 ) 

n 2 

( I P(B.)) Z 

i=l 

et à par partir des hypothèses : 

2 V - +

 ,B 
S . 0 ( P<B1)+....P(Î11> > * ° 

1 B 1

+ - ' + 1 B N 

Alors, comme E ( p ( B ) + ̂  % .+P(B )^
 S 1 P O U R T O U T N - 1 » 

1 n 
1 B 1

+ - - ' + , B N 

?(B + >+P(B ̂  m'^* > 1 e t l e résultat à partir du lemme 4. 

En particulier, si les B^ sont deux à deux indépendants, 

P(lim sup A ) = 1 ; c'est le résultat de Erdos et Renyi [4] présenté un 
n^l 

peu différemment. 

Pour avoir une nouvelle extension du lemme de Borel-Cantelli, il 

serait donc intéressant de déterminer, par exemple, à quelles conditions 

1 n <g 0 0 

X

N = P(B ) + .. .+P(B ) * a a v e c a c o n s t a n t e n o n nulle et E P(B )=+a> 
1 * " * n n=l n 

puisqu'en général la suite (X ) - n'est pas uniformément bornée sur fi 
n n̂ # 1 

(si lim P(B_) = 0), il ne faut pas exclure à priori le cas où a^l 
n-t-+«° 

(cas où X n " V W a). 
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