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Sur les ORDRES MAXIMAUX, SANS DIVISEURS de ZERO, NOETHERIENS, 

dont tous les IDEAUX (à DROITE ou à GAUCHE) sont BILATERES. 

G. MAURY. 

INTRODUCTION 

Cet article fait suite à la thèse [3] et utilise quelques-uns des résultats 

qui y sont obtenus, ainsi que la notion de puissance symbolique nième d'un idéal 

premier introduite par A.W. GOLDIE en [5]. Il traite des ordres maximaux, sans 

diviseurs de zéro, dont tous les idéaux à gauche et tous les idéaux & droite sont 

bilatères et qui vérifient, de plus, la condition de chaîne ascendante pour les 

idéaux. Dans la première partie, nous établissons une condition nécessaire et suf

fisante pour qu'un anneau non commutâtif, sans diviseurs de zéro, dont tous les 

idéaux à gauche et tous les idéaux à droite sont bilatères, vérifiant, de plus, 

la condition de chaîne ascendante, soit un ordre maximal de son corps des fractions. 

La condition obtenue redonne, si on l'applique au cas commutâtif, une caractérisatior» 

connue des domaines d'intégrité noethériens intégralement clos (fc]» [?])> appelée 

caractérisation (C) en [3]. La deuxième partie donne des conditions nécessaires 

et suffisantes pour qu'un ordre maximal régulier noethérien à droite et à gauche, 

sans diviseurs de zéro, ait tous ses idéaux à gauche et tous ses idéaux à droite 

bilatères. On se reportera aux mémoires [2] ou [3] pour les définitions concernant 

les ordres maximaux réguliers. Le présent article complète l'exposé Q2] . La troi

sième partie, assez courte, étudie certains suranneaux d'un ordre maximal A , noe

thérien, sans diviseurs de zéro, qui sont plats en tant que A-module à gauche et 

A-module à droite. 
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Ordres maximaux,. • . 

- I -

R désigne dans cette partie un anneau non nécessairement commutatif, à élé

ment unité 1, sans diviseurs de zéro, noethérien , dont tous les idéaux à droite 

et tous les idéaux à gauche sont bilatères. Soit P un idéal premier de R. Soit P ^ 

la puissance symbolique nième de P [5] . Soit S » R - P , S est un sous-demi-groupe 

de R contenant 1, R vérifie la condition de ORE à droite et à gauche par rapport £f 

S. L'anneau de fractions de R selon S est R c * CR en notant R e * {s 'a,a€R, 

8 6 S} et -R - {as , a € R , s € S } . Aux lemmes 1 à 6 on suppose 
S 1 

00 

Lerrne 1 : Supposons P ^ - 0. On peut écrire : 

( Va6 R) , ( V s 6 S) , 3 S2 6 S , 3 s j€ S avec sa * aSj , as « s 2a. 

Démonstration : A cause de l'égalité Ra » aR, on a toujours sa » aSj,Sj€ R. Il 

faut démontrer que s ] appartient à S. Si a appartient à S, aSj appartient à S donc 

aussi S j . Soit a appartenant à P, si a est nul on peut prendre &j ~ 1, si a est non 

nul, il existe n tel que a appartient à P ^ et tel que a n'appartient pas à P^ n + 1^ 

(sans quoi a appartiendrait à P et serait nul). Supposons S j € P , alors sa 

appartiendrait à p ^ p donc a appartiendrait â P^ n + 1\ contrairement à l'hypothèse 

[on remarquera que dans le cas particulier envisagé ici, la définition de P ^ 

s'obtient par récurrence ainsi : P ^ - P, si p^""^ est défini, on définit. P ^ ainsi 

P< n)«{x€R ,3 s , s '€ S tels que sxsf€ P ( n"°P (ou ePP ( n~ 0)}]. 

Lemme 2 : R g a tous ses idéaux à gauche et tous ses idéaux à droite bilatèree : 

Démonstration : Soit x € R g . Il faut démontrer R gx « xR g. Posons x - as" 1,8 6 S f a e R 

donc xR g - as
- 1 R g » aR g » {aRx'^xCS} - { R a x ^ x C S } • {Rx

f" 1a,T ,fe S} si l'on a 

ax - x'a (lemme 1), et xR g » aR g - R ga » R gx. 
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Lerrvne 3 : Soit R 1 un sous-anneau de K, corps des fractions de R, contenant R; on a 

R , s • s * ' • 

Démonstration : Soit ab - iç K , a ,b£R,b î 0 ; dfaprès le lemme 1, s étant donné dans 

S, on peut trouver s' et s" dans S tels que sa « as 1 et bs 1 « s"b. On a donc sab"1» 

as fb~ x • ab^s" et sab~€R f équivaut à ab^s'^R' d'où R f

c « R f. D'ailleurs si l'on 

suppose x « ab A dans R' on a sx • xs",s € S,s11 € S, et de même xs - s jX,s 6 S,s . € S. 

Lerrme 4 : Un idéal Q de R est P-primaire à gauche si et seulement si : 

(H) 1) il existe n ç N tel que P n c 8 ; 2) xacQ et x entraine &eP. 

Démonstration : On sait que Q est P-primaire à gauche [V] si : 

1) Il existe n € N tel que PnçQ ; 

2) XÀc£, x£(j9 entraîne AçP, X et A désignant des idéaux de R. Si la condition 

(H 2))est vérifiée , XAc£, X^J entraîne l'existence de xéX, T^Q tel que l'on 

ait Va*À, xacC donc a*P et AcP donc Q est P-primaire à gauche. Réciproquement 

si Q est P-primaire à gauche, soit x^Q et xaeQ alors on a RxaRc£, Rx.aRçG avec 

Rx^j donc aRcP et se?, Remarquons que tout idéal P de R est premier si et 

seulement si ab«P entraîne a ou bcP. 

Lemme S : L9intersection d'un idéal premier (respectivement primaire à gauche) de R g 

avec R est un idéal premier (respectivement primaire à gauche)de R. 

Démonstration : Soit Q' un idéal P'-primaire de R , Pfidéal premier de R c. Soit P. -

P'OR. Pj est premier car abçP^a^beR, entraîne abeP* donc a ou bé>Pf donc a ou 

bgPj. Soit Q] « e'HRc Considérons a,b€ R et ab€ Q{>a ; on en déduit abe QF ,af£QF 
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donc b f P ' donc b € P r Par ailleurs P'ncQr entraîne P ' V ï R S C , et = ( P h R ) U £ P , n 

n R £ £ j D'après le lemme 4 Ql est Pj-primaire à gauche. 

Lemme 6 : Soit P p » R gP = P R g Pp est l'idéal maximum de R g et tout idéal contenant 

Pp est P ̂primaire à gauche. 

Démonstration : 1/ensemble des éléments de la forme s 1 p 9 p € P ^ s e S forment un idéal 

de R c (utiliser le lemme 1)«, Tout élément de R c non contenu dans cet idéal est de la 

b b 
forme s - is f,s€ S,s'€ S donc est inversible dans R g« Ainsi tout idéal propre de R g est 

contenu dans cet idéal égal d?ailleurs à R g P - P R g * Remarquons que R g est noethérien 

2 

(car tout idéal I de R g s'écrit R g I
f avec I' = IflR)- Soit I un idéal contenant P p 

2 

et soit Q un idéal premier associé à I [V] * On a P p £ i c £ (I est bilatère) donc 

Q = P p . Le seul idéal premier associé à I est Ppc Par ailleurs Pp est le seul rési

duel à gauche propre premier de I car I*. Y * A avec Y ^ I entraîne AYcl et I étant 

bilatère A ^ I ^ P p donc À - P p , et Pp est idéal premier minimum contenant I de sorte 

que I est Pp-primaire ([Vj,th 5c 1 ) . 

Proposition 1 : Soit R un anneau vérifiant les conditions du début de ce paragra

phe (noethérien> à élément unité3 sans diviseurs de zéro, dont tous les idéaux (à 
GC 

droite, à gauche) sont bilatères). Soit P un idéal premier de R tel que f^l P ^ n ^ = o 

et tel qu'il n'y ait pas d'idéaux P-primaires entreP et P ^ 2 \ Soit S * R - P o Pour 

n * 1 , 2 , . . on a, a désignant un élément convenable de R indépendant de n, 

p£ » R s a I 1 * a^iS e^ ^ eS^ 101 ^éal premier minimal de R non nul (cfest à dire Q pre-

mier non nul et QfCP entraîne Q = P) * Les idéaux propres de R g sont p£ fn * 1 , 2 , . . r 
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Démonstration • On a Pp / P p sinon Q P^ f 0 d'où (~\ ( P^nR) M i or on a 

d après GOLDIE [5J P^nR » P^ n\ 1 ' anneau local associé par GOLDIE à P étant ici R g. 

(n) ^ 2 
On aurait donc (~\ P n * 0, contrairement à l'hypothèse, Soit alors a € P p et a ^ P p 

et 1 = Pp * R ga ; I est Pp-pnmaire (lemme 6 ) , I O R est P-primaire Qemme 5 ) conte

nant P p O R - P ( 2 ) donc IDR - P ou I O R = P ( 2 ) et I » R gP » P p ou I -
 R

g P
( 2 ) » Pp 

[ 5 J . Mais ceci entraîne I = Pp car a^P^. Ainsi on a Pp » Pp + R ga, d*où l'on 

déduit d'après le lemme de NAKAYAMA (cas non commutatif) Pp * R ga. De même Pp « aR g 

et pour n » 1 , 2 , . . . p£ * a nR g = R^
1 1, 

Tout idéal dë R g est un Pp n = 1 , 2 , , , En effet soit I un idéal de R g engen

dré par a^ i » ),...,r, On a ai = ^i**^9 a i ^ ^ P ' s ° i t r j * inf(r^,... ,r^) 

r 2~ rl r " r l r l 
I = ( R

s

aj * R s a 2 a R s a

r

a ^ a e t a ] e s t i n v e r s ^ l e d a n s R s d o t l c 

I = R ca ; R ne contient donc qu'un seul idéal premier non nul et par suite P ne 
b b 

contient aucun idéal premier non nul, car autrement soit Q cP un idéal premier non 

nul, fiRg * R g# serait premier dans R g ^Tout élément de G R g s'écrit qs \ q € C , s€S 

Alors, as ^ s * 1 g C R g et a,b^S entraînent as
 lb € № g et, si l'on a s *b « br 3 , 

r £S,ab€ £ R g O R , ab « ^ s \ l = r € R, qj « r s ^ G donc r € Ç et ab€#>a,b^Q contrai

rement à l'hypothèse Q premierj Dès lors #R g - P R g entraîne Q « P . 

Proposition 2 ; Avec les hypothèses de la proposition précédente, R g est un ordre 

maximal du corps des fractions K de Rc 

Démonstration : Cela résulte d vun résultat de ASANO ([2], th 2,9), compte tenu que 

tout Rg-idéal est inversible Démontrons ce dernier point. Soit T un Rg-idéal, il 

existe * € R g tel que V T t R g , AT est visiblement un idéal à droite de R g donc bilatère 
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(lemme 2) donc XT » R gx= xR §, x€Rg-{0} (proposition 1). Soit T « X *xRs, posons 

T* = R S

X " " ^ on a T*T » R s x
- 1 X . X~*xRg = R g et T T * - X^xRgRgx" 1* - X^RgXx"*X -

x ' ^ X = A " ! X R - = R 0 R 0 est un ordre maximal régulier puisque l'on a V x e R c 

b b b b o 
R sx - xR s, 

Théorème 1 : Soit R un anneau sans diviseurs de zéro3 noethêrienâ dont tous les 

idéaux à droite et tous les idéaux à gauche sont bilatères* et à élément unité. 

R est un ordre maximal régulier de son corps des fractions K si pour tout idéal 

principal de R, Ra, ae R, a î 0, et pour tout idéal premier P associé à Ra, il n'y 
00 

a pas d'idéaux P-primaires (à gauche) entre P et P^2\ et si l'on a P ^ « 0. 
1 

Démonstration : Il est bien connu d'abord que R admet un corps des fractions £f] • 

Soit P un idéal premier associé à Ra, D'après les propositions 1 et 2, R pour 

S = R-P est un ordre maximal de K et P est un idéal premier minimal de R. soit 
n 

Ra = une décomposition réduite en idéaux tertiaires de Ra, étant 

P^tertiaire donc P^primaire (à gauche) puisque P^ est minimal (i - l,...,n). 

Donc tout idéal principal non nul est intersection d'idéaux primaires dont les 

radicaux sont des idéaux premiers minimaux (condition C2 du théorème 11,9 page 

98 de la thèse [3]) . Par ailleurs tout idéal premier minimal Q de R est idéal 

n 

premier associé à Ra pour a€ Q9 a 0 : en effet de Ra • X^, X^P^-primaire, 

i=n p. 

on déduit TT £ R a £ # donc P^ - Q pour un i, i<i<;n, Donc pour tout P premier 

minimal, S » R-P, R g est un ordre maximal (condition du théorème 11,9 de la 

thèse [3J ), Enfin pour tout ordre R' dans K contenant R et pour S » R-P, P premier 

minimal on a Rp 8 pR' d'après le lemme 3 (condition Cj du théorème II 9, de la 

thèse [3]) . D'après le théorème II 9, de la thèse [3] on peut alors affirmer que 

R est un ordre maximal dans K. 
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Dans tout ce qui suit et jusqu'à la fin de la première partie» R, qui est 

toujours un anneau à élément unité, sans diviseurs de zéro, noéthérien, est de plus 

un ordre maximal régulier de son corps des frations, qui, sauf au lemme 7, a tous 

ses idéaux à gauche et tous ses idéaux à droite bilatères. 

Lemme 7 : Soit P un idéal premier minimal de R, on a : 

n = o o 

Démonstration : Soit K » S~\ P n. Si K est non nul, désignons par X la classe de 
n=l 

A idéal de R, modulo l'équivalence d'Artin R (cf. JY] ou [ i ] ) • On a K ̂  R car 

K = R entrainerait V * R, ce qui est impossible ( c fc [3] , lemme* 1 1 , 1 page 97). On 

pourrait alors écrire. K = . . * S r fir et « P par exemple, i - l,...,r 

et T étant des éléments premiers dans l'ensemble des classes (théorème 11 ,5 page 93 

de la thèse [3J ) * Comme on a K c P n pour tout n entier naturel on peut écrire 

P + 1 __Pi Po P Po P 

P 1 r? P Q2 - c c C r

 r et ?OQ2 ..,Q r

 r donc T = pour un j, 2<j<r . Or ceci 

est impossible car on a ï pour i ̂  j, i,j»l,.e«r. Il y a contradiction et 

K = 0. 

Lemme 8 : P ^ est le plus grand idéal de la classe P11 modulo R et lfon a 

oc 

P « 0, P désignant un idéal bilatère minimal non nul. 

Démonstration : D'abord les P ^ sont tous distincts pour n - 1 , 2 . . . En effet, si 

l'on avait P ( n"^ p t n ) Cela signifierait (cf. [5] proposition 3,3) 

gp(n)pgp(n l)p p 0 u r ^ e g i j g a u x F et 6 convenables appartenant à F^Vassons 

aux classes modulo R, compte tenu de P ^ » P^11"1^, il vient : 

£.P ( n ) T ç P ( n \ p et (JTe T et G,F£P puisque P est maximum dans sa classe 

modulo R (cf . [3 j ) . 

(*) F est ici la famille des idéaux qui rencontrent S . 
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Soient s e F, s ' e G, s et s 1 appartenant à S, on en déduit ss'£ P, ce qui est 

impossiblec On ne peut donc avoir P ^ t P^ n ^ avec n + n'« 

Deuxièmement, P ^ est le plus grand idéal de la classe de P 1 1 modulo R. 

En effet, on sait d'après GOLDIE ( [p\, théorème 4,3) que P ^ est P-primaire 

(k ) 
des deux cotés, n - 1,2,... Les idéaux P sont donc les plus grands idéaux de 

" T k T ( k ) 
leur classe P 'modulo R, k • 1,2,-. ,< Les -classes P , k » l,...,n sont des classes 

T'-primaires contenant P n (cf* [ï], théorème 11,6 page 94 et lemme 11,1); ce sont 

donc des classes parmi les p \ k a l,...,n. Comme les classes P sont distinctes, 

on a l'égalité P ^ = P^ et P ^ e s t élément maximum de la classe P^, k""l,..,,tu 

On montre alors en remplaçant P n par P^n\ comme au lemme 7, que l'on a 

P ( n ) = 0. 

1 ' 

Lgmmg g : Ayec les hypothèses précédentes on a pour n=l ,2,... , R g P ^ « P ^ R

S " 

V - - (ppj" • 

Démonstration : L'anneau local associé par GOLDIE à P dans l'article [p] grâce 

00 

à la condition P ^ • 0 est R g, En appliquant les résultats de GOLDIE ( [5] , 

théorème 4,6) on peut écrire : P ( n ) « ( V p j n r > R d'où résulte P ( n ) R g - R g P
( n ) - (PpJ 1 

car on peut montrer que si I est idéal de R g, I H R * I' est idéal de R tel que 

R g I
f * I< Il reste à établir (PR g)

n 35 P^g^ Soient x£fe R gP - PR g pour i-l f... fn 

et considérons I | x^* On a x^ * s^ p^ - p^s| avec et p! appartenant à P 
i«i 

et s^s^ appartenant à S, On peut écrire X j X 2 * pjsj 's 2

l p2 " p i T ~ l p 2 a v e c 

r * s

2

s i € S e 0 r T " l p 2 s é c r i t à s o n t o u r P " T ? 1 » T Î e S ' p " € P e t x i x 2 " p l p 2 T f " l â 
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On peut appliquer ce raisonnement à x.x 0x_,,.,x.x n ,* x * On obtient finalement 

x.x 0. ,x = p.p" p" y \ avec y c S , p, ,p", o c • ,p" appartenant à P. On a donc 

! Z n 1 Z n l Z n 
x, -» r x y € P n donc x, x é P n R ^ r L'inclusion est immédiate. 
1 n } n b 5 S 

Théorème 2 (réciproque du théorème 1) : Pour tout idéal premier associé à Ra • 

(2) 

aR, a t 0, a e R ¿ 2 n'y a pas dfidéal P-primaire strictement oompris entre P et Pc 

De façon générale les seuls idéaux P-primaires entre ^ et P eont P^ n\ P^n ^\.* 9P* 

Démonstration : Rappelons que les idéaux P-primaires sont maximaux dans leur classe 

modulo R et celles-ci sont distinctes de la classe de R car P est premier minimal 

[3j La classe d'un idéal P-primaire contenant P 1 1 est donc de la forme pour un 

certain k , l<:k^n * Un idéal P-primaire contenant P 1 1 est donc élément maximal de la 

classe pk pour un certain k , K k^n; c'est donc P ^ . 

Remarque : Il existe des ordres maximaux dans K, noethériens, sans diviseurs de zéro, 

dont tous les idéaux à gauche et à droite sont bilatêres et qui ne sont pas obliga

toirement commutatifs : Soit 6 un domaine d'intégrité local régulier complet de di

mension 1 et soit K son corps des quotients* Soit A un corps (gauche), algèbre 

centrale simple sur le corps K . si A est un ordre maximal de A , alors A est 

sans diviseurs de zéro, noethérien, à idéaux à droite et idéaux i gauche bilatêres 

(cf. [loi corollaire page 14 et th.3 - Il page 13; cf« [i Q Satz 12 page 100] • 

Complément : Le lemme 8 et le théorème 2 sont valables aussi pour un ordre maximal 

régulierj sans diviseurs de zéro, noethérien {sans l'hypothèse que tous les idéaux 

sont bilatêres/> 
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- II -

Dans cette deuxième partie R désigne un anneau, à élément unité, non néces

sairement commutatif, noéthérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal régulier 

de son corps des fractions K, vérifiant la condition (C) suivante (sauf au théo

rème 6), 

(C) : pour tout idéal premier non nul minimal P de R, tout idéal à gauche 

P-primaire et tout idéal à droite P-primaire est contenu dans P. 

La condition (C) est en particulier vérifiée lorsque tout idéal à gauche 

(et tout idéal à droite) P-primaire est bilatère. Nous utiliserons le théorème 

suivant ([3] page 96, th,2,8). 

Théorème 0 : Soit R' un ordre maximal, régulier, noéthérien* sans diviseurs de zéro. 

Soit a, a^O, a^R, Ra (respectivement aRj est intersection d'idéaux à gauche 

(respectivement à droite) primaires (au sens de LESIEUR et CROISOT \f[) dont les 

radicaux sont des idéaux premiers bilatères minimaux non nuls de R. 

Dans toute la suite nous dirons idéal pour idéal bilatère. Soit P un idéal pre

mier de R et S - R-P Rappelons que si I désigne un idéal à gauche ^-primaire, 

Q désignant un idéal premier, il existe un entier naturel p tel que Q^CI (cf* [V| 

propriétés 5,5 et 5,6 et théorème 5,1) et si Q est premier minimal, la condition 

(C) entraîne ISfi* 

Théorème 3 : R vérifiant les hypothèses de la partie II3 S est un sous-demi groupe 

multiplicatif de R et R vérifie la condition de Ore des deux côtés par rapport à S . 
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Démonstration : Soient s et s v deux éléments de S, nous allons établir que ss f 

appartient à S Appliquons le théorème (0) : 

n 

Rs = X. , X. idéal à gauche P.-primaire, i=l,...,r 
i « ! 1 1 1 

n 

s'R = X , X. idéal à droite P!-primaire, i-l,...,rf, 
i= < 1 1 

il existe des entiers et , i*ï , . . ,.,r, j = l,., , ,r' tels que : 

r i=r j=r' , r' 

TT P.L C (^] x. = Rs; T T P- j & O X'. - s'R 
i=l 1

 x-i
 1 j = l J ĵ l J 

Si ss f appartient à P, on a Rss'R C P et par suite : 

^ idéal engendré par Rss RCP. 

i-1 1 j-1 3 ' 

On en déduit de là que l'un des P^ ou l'un des P^ est compris dans P. Mais ceci 

entraîne que s ou s * appartient à P contrairement à l'hypothèse. Ceci étant, mon

trons que pour tout s appartenant à S, il existe un s' appartenant à S, tel que 

i=r p i*r p 

RsDs'R : on a établi plus haut C Rs. Supposons que appartienne 
i=l 1 i«l 1 

à P, on en déduirait que l'un au moins des P^ serait contenu dans P donc aussi Rs 

contenu dans X^ donc dans P^ (condition (C))- Il existe donc s 1, s f€ S, tel que 

n 

s'RC T T P / c R s , 

On démontrerait de même que pour tout s appartenant à S, il existe s" appar

tenant à S tel que S R 3 R S " , 

Il est facile de démontrer pour terminer que R vérifie la condition de Ore des 

deux cotés par rapport à S : démontrons par exemple qu'étant donnés a non nul ap-
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partenant à R et s appartenant à S, il existe a 1 appartenant à R et s 1 appartenant 

à S tel que as 1 * sa 1. Il suffit de se rappeler que, d'après ce qui précède il 

existe s'€ S tel que sRD Rs * 0 

Corollaire 1 Si M est un idéal à gauche de R, on a : 

Mp * {x€KJ3 s€S, sRxCM} = { x € K | 3 s ?6 S,s'x€M}, 

et Mp est un idéal à gauche de l'anneau Rp. 

- Si'K est un idéal à droite de R, on a : 

pM - {x€K | 3 s€S , xRsgM} = {x€K | 3 s'€ S,xs'c M } , 

et pM est un idéal à droite de l'anneau Rp - pR noté aussi R G . 

Démonstration : Démontrons d'abord que Rp est un sous-anneau de K : soient x et y 

appartenant à Rp, il existe s et s' appartenant à S tels que sRx ÇTR,s 'Ry c R* Conane 

sRs' ̂  P , il existe TfcR tel que STS' n'appartient pas à P. On peut écrire alors : 

sxs'R(x+y)£ STS'RX + S T R C S R X + S T R £ R et x+y appartient à Rp. 

Considérons maintenant xy. On a, y" désignant un élément de R tel que 

s'ys"€ S, s V'sRxyc s

vy"Ry£ s vRyçR c 

En svinspirant de cette démonstration, le lecteur établira de même que Mp est 

un idéal à gauche de Rp„ M désignant un idéal à gauche de R. Finalement de sRx§l M, 

nous déduisons sx€M puisque R possède un élément unité* Réciproquement de sx^M, 

s « S nous déduisons successivement Rsxe M et s*Rx€M, avec s'e S tel que Rsrjs'R. 
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Il est bien connu que la condition de Ore des 2 cotés par rapport à S entraîne 

l'existence d'un anneau de fractions au sens ordinaire de R selon S, noté Rg : Rg 

est l'ensemble des éléments K de la forme as *,afcR,s€S; on a donc Rg « pR; on a 

de même Rg * Rp Remarquons que si M est un idéal à gauche de R, on peut écrire 

M p - R S M 

Dans toute la suite de l'article P désignera un idéal premier bilatère minimal 

non nul de Rc 

Proposition 3 (ASANO [ g j . ) : est un ordre maximal régulier. 

Démonstration : Le lecteur est prié de se reporter à l'article [6J page 25, théo

rème 5,4 (la démonstration de ce théorème donnée dans le cas où R est un demi-

groupe se recopie lorsque R est un anneau) Dans le cas particulier où R est un 

anneau dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, ce résultat se trouve 

aussi dans [ij (théorème 111-13). 

n 
Lerme 10 : Soit M » X. avec X., i«i,. ,n, et M désignant des idéaux à 

1 

gauche, On a Mp » (^\ (X^)p. Si de plus X^ est P ̂-primaire avec o n a 

( X i ) p - Rpc 

n 

Démonstration : De Me X. résulte Mp?(X.)p pour i-i, ,n, donc Mp ç f \ (X^p 
n i*î 

Soit maintenant x 6 f*\ (X.) p : pour chaque r,,n, il existe s.€S tel que * 
i - î . 1 

8.x€X^, Il est facile d'établir par récurrence sur n, grâce à la condition de Ore 

à gauche, l'existence d'éléments ok appartenant à S tels que r * a j s j * • • " a

n

s

n > 

n 

avec y € S On en déduit yxeX., i«l, ,,n donc yx € O X et x€.M p. La deuxième 
i* 1 1 
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partie du lemme est démontrée au lemme 11,2 page 98 de la thèse [3] . 

Lemme 11 : Si A est un idéal de R maximal dans sa classe modulo l'équivalence 

d' Artin R, on a : 

Ap s pA - R gA
 s ARg ; en particulier on a Pp - pP. 

Démonstration : De sRxcA on déduit RsR . RxRc A en désignant aussi par RsR l'idéal 

engendré par RsR dans R 0 En passant aux classes des idéaux modulo l'équivalence 

d9Artin R dans R (on pourra se reporter pour les définitions et les propriétés rela

tives à Véquivalence R à l'article [f\ ou [3]), on obtient : RsR.RxRcX donc 

RxR£RsR 1 eX - ̂ .RsR 1 et RxR.RsRcX et RxR.RsRcA puisque A est maximum dans sa 

classe modulo R : par suite x appartient à pA et réciproquement. On a .donc Ap = pA. 

Comme P est maximal dans sa classe modulo R ([i] chapitre III, théorème 11,5 et 

lemme 11,1), on peut appliquer au cas particulier P = A. 

Lernne 12 : Va6R, R ga = (Ra)p * 

Démonstration : Si x appartient à R ga, on a x « s V\a,À€R donc sxs Ra et 

Rga«(Ra)p. Soit x€ (Ra)p, il existe S £ S tel que sx^Ra, donc x • s^Àa pour X e R 

et xeRga,(Ra)pCR ga, 

Lernne 12 : p ^ n « l , 2 , e e . ( P
n ) p = ( P p )

n - ( pP)
n. 

(La démonstration est la même que celle du lemme 9)• 
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Proposition 4 : R g est un anneau noethérien ; Pp est son plus grand idéal à 

gauche et aussi son plus grand idéal à droite- Pp et ?0) sont les seuls idéaux 

premiers de R g, Il y a une correspondance entre les idéaux à gauche propres 

(à drcire propres) de R et les idéaux à gauche <d droite) ne rencontrant pas S : 

I idéal à gauche de R — > 1 1 • I O R 

I I idéal à gauche de R — * I * R g l \ 

de plus I désignant un idéal à gauche de R g, on a I = R g(I O R), 

Démonstration : Soit I un idéal à gauche propre de R g, I' = R H I est un idéal à 

gauche de R On a I3R I*. Soit i « s *a el>aé. R,s£ S- On peut écrire si « a€ I* 

et i£R gI' D'ailleurs I 1 ne rencontre pas S sinon on aurait I' = R g, Si I
f est 

maintenant un idéal à gauche de R ne rencontrant pas S, R I ' est un idéal à gauche 
b r 

de R Q propre car si ! appartient à R ÇI' on peut écrire 1 • ^ s. a.i! avec 
b b j = 1 J J J 

ij€ I',aj€ R,Sj C S pour j«l f - ,r On a vu au lemme 10, au cours de la démonstra

tion, l'existence de Y>Y€ S, tel que : 

Y • ai si " * " a

r

s

r » aj € S ? J*19 ' , r 

-i 

Dès lors y • y ys. a,i! 61', ce qui entraîne une contradiction, 
j-l J J J 

Le fait que R g est noethérien se démontre comme dans le cas commutatif Cher

chons les idéaux premiers de R g- Démontrons d'abord que Pp est le plus grand idéal 

à gauche de R c : Soit I un idéal à gauche de R 0 > I ^ R-,,1' = i H R ne rencontre pas 

S donc est inclus dans P et on a I * Rgl'^RgP * Pp 

Cornue Pp « pP (lemme 11), Pp est aussi le plus grand idéal à droite de R g 

Soit Q un idéal premier non nul de R g donc compris dans Pp On veut démontrer 

Q » Pp* Soit Q 9 - Qr\R9 O C ^ c P : Démontrons que Q' est complètement premier dans R 
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(ab£Ô',a,b€R entraîne a ou b appartient à Q9) .On peut supposer d'entrée que 

a et b n'appartiennent pas à S, car si l'un d'eux par exemple a appartient à S* 

de abcQ', on déduit beQ donc b€$'. Supposons donc que a et b appartiennent 

â P et qu'ils n'appartiennent pas à Q' : de abc#', on déduit (R ga) .b *LQ9 donc 

n 

(Ra)prbC^ (lemme 12). D'après le théorème 0, on peut écrire Ra • X^, X, P.-

n 
primaire i-l,...,n, et d'après le lemme 10, (Ra)p » (x. ) ; puisque l'on suppose 

i-1 X / P 

que a appartient à P, l'un des P^, par exemple P , est égal à P. D'après le lemne 10 

on a (Xj)p « (Ra)p« Comme P *C X^ pour un certain entier naturel Pj, on a (p 

(Xj)p et d'après le lemme 13 (p P*)p - (pp^ 1 S (Xj ) p . Si l
fon avait (p?J1£:Q , on 

déduirait Q m Pp c'est à dire ce que nous voulons établir. Supposons donc ^Pp^* 

^ Q, il existe alors a 1, a'^ Q , a'e^PpJ1 donc a'R g€(p p)
P l £ (Xj ) p . On a donc 

a 1 Rgbg (Ra)pb avec a' et b n'appartenant pas à Q : il y a une contradiction. Fi

nalement Q F est complètement premier dans R. Il est donc égal à P et Q = Pp, 

Lemme 14 : Soit X un idéal à gauche P-primaire de R, P désignant rappelons le un 

idéal premier minimal de R, on a : 

X » (R sX)OR« 

Démonstration : Elle a été fait sous des hypothèses plus générales au lemme 1 1 , 2 

page 98 de la thèse [3] , 

Proposition 5 : Soit T un idéal non nul de R G , R^/T est un anneau à idéaux à 

gauche tous principaux et à idéaux à droite tous principaux, 
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Démonstration : JACOBSON a démontré (cf. [7] théorème 24, pages 128 et 129) que 

si L est un ordre maximal régulier noethérien vérifiant la condition de chaîne des-

cendante affaiblie pour les idéaux (c est à dire que toute chaîne descendante 

d'idéaux*cie L contenant un idéal**cionné s'arrête au bout d*un nombre fini d'idéaux), 

pour tout idéal T de L, L/T a tous ses idéaux à gauche principaux et tous ses 

idéaux à droite principaux^ Or R est un ordre maximal régulier noethérien, sans 

diviseurs de zéro, ne possédant qu'un seul idéal premier non nul Pp qui est d'ailleurs 

le plus grand idéal à gauche et le plus grand idéal à droite de R g On sait alors 

qu'il vérifie la condition de chaîne descendante affaiblie pour les idéaux (cf. [2J » 

théorème 2,16) et on peut appliquer le théorème de JACOBSON à R g c 

Théorème 4 : Les seuls tdéaux à gauche [respectivement à droite, non nuls, de R g 

sont les Fp nO,l,2, ., : ainsi tous les idéaux d*un c5zè de R g sont bilatères. 

Enfin il existe un élément a,a€R g tel que - = Pp» n»l,2ç , 

Démonstration : D'après la proposition 5 , R g * K S/^p e s t u n anneau à idéaux à 

2 

gauche (respectivement à droite) tous principaux et Pp/Pp = Rga> a € R $ 0 1 1 a d o n c 

2 

R ga + Pp - Pp et d'après le lemme de NAKAYAMA P p * R $a Soit I un idéal à gauche 

propre non nul de Rg, I contient P^ pour un certain n puisque pour i£I, i^0 R gi 

est Pp-primaire (théorème 0) On a donc ljpci+\ = R^' , en posant a ' U et 

Rg « Rg^pn+1 On peut écrire successivement I « R ga' + Pp* ' » R ga + P p Pp £ R g a 

+ Pp . I £ I , donc 1 * Rga1 «• Ppl, et d après le lemme de NAKAYAMA, 1 » Rga' Mais 

a' appartenant à Pp s'écrit a^a * a f et il est aicrs facile de prouver que I 3 R ga 

pour un êùtier naturel r En particulier on a Pp = R^a p S P^ ; si l'on avait p>r, 

on en déduirait Pp * P£ mais cela entraînerait * 0. contrairement au lemme 
i 

7, On a donc p£r et ceci entraîne p=r (démonstration par récurrence sur p, pour 

p«l, on a évidemment r»l) Le théorème s*en déduic alors facilement 
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Théorème S : Tout idéal à gauche (respecttvement d droite j de R est bilatère : 

Démons t r a t ion % Nous considérons un idéal à gauche P-pnmaire t P premier minimal, 

Xe Dfaprès le lemme 1 4 , X = RgXHRo D'après le théorème 4 , R g X est un idéal bilatère 
n 

de R e donc X est un idéal de R. Soit alors Ra * X ,a€R, a^O, une représenta-
i = î 1 

tion de Ra comme intersection d'idéaux à gauche P^-primaires, théorème 0 , P^ premier 

minimal i*l , . r 0,n Chaque X^ est bilatère et par suite Ra est bilatère. On démon

trerait de même que aR est bilatère, et par suite tout idéal d'un coté de R est 

bilatère. 

Théorème 6 : Soit R un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs de zéro 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) - Tout idéal d'un côté (à gauche, à droite est bilatère 

2) - Tout idéal d'un cité P-primaire, P premier minimal, est compris dans P 

S) - Pour tout idéal premier minimal P de R, soit . S * R - P , Pour tout s 

appartenant à S, il existe s* et s" appartenant à S tels que R s O s ? R 

et sRPRs" 

4) - Tout idéal à gauche principal iresp. à droite principal) est compris dots 

chacun dee idéaux premiers qui lui sont associés 

Démonstration : 

1 ) ^ 2 ) : Si X est un idéal à gauche par exemple, P-primaire, P premier mini**! 

on a,X - R Ç P , En particulier si X est bilatère on a X e R - X et 

X est compris dans Pc 
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2) xssS} 3) : Voir le théorème 3 et sa démonstration. 

3)=£> 1) : Les résultats obtenus après le théorème 3 sont valables sous la 

condition de 3) remplaçant celle de 2) le théorème 3 étant alors 

valable sous la condition supplémentaire que P est premier minimal 

non nul. En particulier le théorème 5 est vrai. 

2 ) = ^ 4) : Immédiat par application du théorème 0. 

4) = ^ 1) ; 11 suffit de remarquer que l'étude faite à la partie II est vala

ble sous l'hypothèse 4) au lieu de 2), le théorème 3 restant 

exact alors. 

- III -

Lemme 15 : Soit A un anneau non nécessairement comrtutatif, sans diviseurs de zéro> 

noethérien3 K son corps des fractions^ B un sous-ormeau de K contenant A, IHnjec-

tion canonique a : A * B est un épirnorphisme d'anneaux* 

Démonstration : Soient 6L et B 2

 : B c d e u x morphismes unitaires d'anneaux tels 

que Bia « & 2

a 6 Soit b e B , b**0, on peut trouver ae A et s € K , s^O tel que 

a « bs donc &i(bs) » B 2(bs) et B-(b)B;(s) = B 2 t
b > M s > * B 2(b;8.U) ; en multi

pliant à droite par BA(s~*) il vient Bi(b) « B 2(b) donc B A * B 2-

Lemme 16 : On garde les mêmes hypothèses qu'au terme précèdent. On suppose de plus 

que B est plat en tant que k-module à droite et en tant que hrmodule à gauche. Soit 

& un idéal bilatère de B t Supposons que A soit un oràx-e maximal de K, alors on a 

+ 9 9 / c o 
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{ x € K j £ x & £ > = B et&'.£= {x€K|x &ç£i = B~ 

Démonstration : D'après un résultat de SILVER Q l 3 ) prop«1,6 page 4 8 j on a B _ _ _ _ _ _ _ A 

= avec i*- ^ A c D'après un lemme de HARADA £(14),lemme i page 62J on a 

= Hom£(£,£), en identifiant x c K au morphisme x qui à be B fait corres

pondre bx , et de même £ \ & = Hom£(>£,£ ). 

Or d'après BOURBAKI j j ( 1 5 ) ,prop. 1 page 106J il existe un -2-isomorphisme entre 

Hom^(Cl i eB ,B»U) et Horn* [ut ,Hom£(B,BGcA.)J : cet isomorphisme associe à h£Hom£(Bfc«A> 

B0<A), h' application linéaire de (A dans Hom^(B,B«tt) • Bfcui, qui à xétA associe, 

V y € B , hf(x)y - hxy (on identifie à et Bfĉ Ut à B**) donc h'(x) = hx. Par 

ailleurs d'après BOURBAKI [ ( 1 6 ) prop. 10 page 38J il existe un 2-isomorphisme entre 

r r 
Hom^(t*>B9^wt) et Bfc^Hom^(t* , u*) qui à h' application de c* dans BG^ut associe y#u, 

y * B , u e Hornet* ,**) tel que : V x e u , h'(x) • y«u(x) * y«ux donc hx = yux et 

h - yu« Ainsi B « A hom A(ct,d) s'identifie à Hom^( ) et A étant un ordre maximal 

de K, on a Hom*( <*,<*) = t*V«t« A et B « Hom£(£,&) * & \ & . On obtient de 

même £*. * & = B . 

Théorème 7 : Soit A un anneau sans diviseurs de zéro, noethérien^ ordre maximal 

de son corps des fractions K. Soit un sous-anneau B de K contenant A, plat en tant 

que Armodule à droite et k-module à gauche^ dont tous les idéaux (à droite^ à gauche, 

sont bilatères, alors B est un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maxi

mal de K 

Démonstration : Le fait que B est noethérien résuite de 1*article £ * 3 | (prop. i ,6 

page 4 8 ) * Soit S un B-idêal, il existe X € B tel que^X£ B donc il existe un idéal 

& % de B tel que £ * £'> ~ l On a alors £ ' >£' = i xe KJ x £ ' fefr ) = £ r £ 

En appliquant le lemme 16 on trouve ^ ' #

c ^ ' =frfr= B , On démontrerait de même 

& . * £ • Be Ainsi B est un ordre maximal de K, 
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Remarque : Le théorème ?3 appliqué au cas où A est cormutatzf (donc ausst Bv , 

redonne un résultat de J, HAROT 
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