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TDPOLOGIES ET COrPACTDLOGIES 

par Henri BUCHWALTER 

On étudie une nouvelle structure, celle des espaces compactelogiques, qui 

sont des ensembles munis d'une famille de parties K sur lesquelles existent des 

topologies compactes. Introduite pour la première fois par L. Waelbroeck (Wl et 

W2) dans un cadre vectoriel pour établir un théorème de dualité en caractérisant 

la catégorie duale de celle des ele complets, cette structure est en réalité 

susceptible d'une extension assez large. En fait la dualité échange objets topo

logiques (espaces topologiques» ele, algèbres localement convexes) et objets 

compactologiques (espaces compactologiques, espaces compactologlques convexes, 

algèbrei compactologiques). 

Dans le chapitre 1 on associe à chaque espace compactologique X l'algèbre 

localement convexe complète C(X) de ses fonctions ••continues* (c'est-à-dire 

continues sur chaque "compact" de X) et à chaque algèbre localement convexe 

commutative et unitaire A l'espace compactologique G(A) de ses caractères. Le 

point nouveau ici est précisément atteint lorsqu'on structure le spectre de A 

en espace compactologique et non pas, comme d'habitude, en espace topologique. 

Dans cet esprit on caractérise les espaces conrpactologiques (réguliers) et les 

algèbres localement convexes (limites projectives de C*-algèbres commutatives 

unitaires) qui sont des objets duaux. 

Dans le chapitre 2 on examine les relations directes (sans l'intermédiaire 

de la dualité) qui existent entre espaces topologiques et espaces compactologiques. 
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On met en place, entre la catégorie X des espaces topologiques fonctionnellement 

séparés et la catégorie £ £ des espaces compactologiques réguliers, deux foncteurs 

c : Ç R-»T S et y s T S-> Ç R adjoints l'un de l'autre et tels que cyc » c et 

ycy » y. Ce qui permet de retrouver la définition d'une classe particulière d'espaces 

topologiques : les espaces de Kelley ou k-espaces, largement étudiée dans la litté

rature. 

L'introduction des structures vectorielles se fait au chapitre 3 de façon 

sommaire. On retrouve là aussi deux aspects complémentaires. D'une part l'étude 

des questions de dualité nous ramène évidemment au théorème de BanachrGrothendieck -

Waelbroeck % nous montrons donc essentiellement que ce résultat s'insère parfai

tement dans la théorie générale esquissée ici. D'autre part une étude directe, 

sous-tendue par l'introduction des foncteurs c et y , nous permet d'introduire, 

parallèlement à la situation topologique, une classe nouvelle d'espaces loca

lement convexes : les espaces de Kelley. La partie 3-4 du chapitre est intégra

lement consacrée aux propriétés de ces espaces de Kelley. Oh montre en particulier 

qu'ils sont stables par passage aux limites inductives séparées quelconques et 

par passage aux produits quelconques. Ils ont donc un comportement analogue à 

celui des espaces tonnelés ou infratonnelés et meilleur que celui des espaces 

bornologiques. D'ailleurs tout espace ultrabornologique est un espace de Kelley 

puisqu'il en est de même de tout espace de Banach. Il ne semble pas, à première 

vue, que tout espace norme soit un espace de Kelley. 

Le chapitre 4 est véritablement le plus importante En dégageant la notion 

d'algèbre conpactologique convexe (acc) A , dont le spectre G(A) (espace des 

caractères compactologiques de À) est structuré en espace topologique complètement 

régulier complet pour une structure uniforme compatible avec sa dualité,on 

aborde effectivement le coeur du sujet. Car il est loisible de structurer 
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l'algèbre CCT3 de toutes les fonctions continues sur un espace topologique T, 

non pas en algèbre localement convexe dont la topologie est plus ou moins bien 

adaptée à celle de T p mais en algèbre compactologique convexe par la considération 

de ses parties "compactes" qui sont les parties équicontinues simplement fermées 

et simplement bornées0 II est alors extrêmement tentant de chercher à comparer 

l'espace T et l'espace complètement régulier GC(T) des caractères compactologiques 

de C(T)0 Ce point de vue (dualité entre topologie et compactologie) justifie une 

présentation nouvelle des propriétés des espaces de fonctions continues sur les 

espaces complètement réguliers. On sait que jusqu'à maintenant le seul point de 

vue assez général est algébrique, et c'est celui choisi par Gillman-Jerison (Gl) 

où l'espace C(T) est étudié en tant qu'anneau ordonné, les fonctions étant réelles. 

Il conduit d'ailleurs très vite à la théorie de Hewitt des Q-espaces (où "real-

compact spaces" selon la terminologie anglo-saxonne) que nous appelons ici, en 

suivant Bourbaki, espaces replets. L'introduction de la compactologie équicon

tinue sur C(T) amène alors à la considération d'espaces complètement régulieis 

dits compactologiquement replets (ou c-replets) pour lesquels T est exactement, 

modulo la transformation de 01racP l'espace des caractères compactologiques 

de C(T)0 Les propriétés de ces espaces sont extrêmement voisines de celles 

des espaces replets» D'ailleurs tout espace replet est c-replet. Néanmoins une 

différence subsiste puisque la classe des espaces c-replets est plus stable que 

celle des espaces replets : toute limite projectlve d'espaces c-replets est c-

replète de même que toute somme topologique de tels espaces. De plus on démontre 

explicitement qu'un espace paracompact quelconque est c-replet alors qu'il 

n'est replet que sous certaines conditions exprimées par C 0 Wenjen dans (W4). 
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La comparaison précise entre répletion et répletion compactologique se réalise 

au niveau d'une conjecture de la théorie des ensembles0 Car en effet l'existence 

d'un espace c-replet qui ne soit pas replet équivaut exactement à l'existence 

d'un cardinal mesurable (ou 2-mesurable selon G. Choquet (Cl)h et il paraît 

probable actuellement que l'axiome d'existence d'un tel cardinal, lié à l'axiome 

d'existence d'un cardinal fortement inaccessible, est indépendant des axiomes 

habituels (y compris l'axiome du choix) de la théorie des ensembles. Sur le 

plan pratique l'introduction des espaces c—replets et du foncteur 0 de répletion 

compactologique autorise bien souvent l'élimination des "conditions cardinales" 

qui grèvent habituellement tout résultat sur les espaces replets ou sur le fonc

teur u de répletion j un exemple intéressant est proposé dans ce sens par 

R. Pupier CP3). 

Un aspect inattendu de la théorie de la répletion compactologique a été, 

dans le même temps, mis en évidence par R, Pupier qui s'est aperçu que, sur un 

espace complètement régulier T, la structure uniforme de la convergence "compacte" 

sur C(T) (ou pour être plus clair, de la convergence équicontinue) était exactement 

la structure uniforme universelle de T. Ce résultat est intéressant à plus d'un 

titre« Tout d'abord il réhabilite la structure uniforme universelle et fournit 

quelques moyens pour l'étudier grâce à la caractérisation concrète obtenue0 De 

plus il montre que les espaces c-replets sont exactement les espaces (universellement) 

complets, ce qui illustre le phénomène général rencontré dans tout l'article, 

identifiant le "bidual" d'un objet topologique à un complété convenable de cet 

objet i il n'est que de comparer les énoncés (4,5.4), (3.2.2) et (1.4.4). Enfin 

il permet des analogies (approximatives bien entendu mais fructueuses) entre espaces 

complètement réguliers et espaces localement convexes ; analogies que nous commen

çons de développer au chapitre 5. 
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En effet le chapitre 5 est consacré à la notion de parties bornées d'un 

espace topologique, notion non encore, à notre connaissance, systématiquement 

étudiée. Une partie P de T est dite bornée si toute fonction continue sur T 

reste bornée sur P. Les parties bornées sont donc exactement les parties de T 

qui sont précompactes dans l'espace uT, muni de sa structure uniforme. Et 

c'est sous cette forme qu'elles sont quelquefois (mais bien rarement) intro

duites. En particulier un théorème de Hager-Johnson, cite par W. Comfort (C2), 

peut s'énoncer simplement en disant que, dans un espace complètement régulier 

T, l'adhérence o> de tout ouvert borné w est un sous-espace pseudocompact de T. 

En analysant la démonstration de W.W. Comfort nous parvenons à mettre en place 

la notion de parties pseudo-fermées d'un espace topologique et nous obtenons 

des résultats qui généralisent le théorème de Hager-Johnson et permettent 

simultanément de prouver que les notions d'espaces localement bornés et 

d'espaces localement pseudo-compacts sont les mêmes. 

Deux classes particulières d'espaces complètement réguliers se dégagent 

ensuite : les espaces quasi- (universellement)complets T dans lesquels tout 

borné fermé est complet pour la structure uniforme universelle de T et les 

espaces de type tu) dans lesquels toute partie bornée est relativement 

compacte. La terminologie est proposée par comparaison avec la théorie des 

ele. Et il est remarquable que les propriétés afférentes soient comparables. 

En effet, notons Cß(T) l'espace C(T) topologisé avec la topologie de la 

convergence uniforme sur les parties bornées de T et notons T" l'espace 

des caractères continus de Cß(T) ; alors Cg(T) joue le rôle du dual fort E£ 

d'un ele E, 6T celui du complété E de E et T" celui du bidual E* de E. 

Les résultats les plus probants, eu égard à cette analogie, nous paraissent 

être les suivants : 
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a) Pour que T soit quasi-complet il faut et il suffit que T = GlflT" ; 

à comparer avec un théorème de A. Robert (RI, propo. 2.1.5) selon 

lequel un elc E est quasi-complet si et seulement si E = EOE". 

b) Pour que T soit du type (y) il faut et il suffit que T * T" ; 

à comparer avec le théorème de Mackey-Arens. 

Ainsi sur l'espace C(T) des fonctions continues sur T peuvent s'étudier 

pratiquement trois structures : la structure compactologique et les deux topo

logies suivantes : celle de la convergence compacte sur T donnant l'espace C (T) 
c 

et celle de la convergence bornée sur T, donnant l'espace C-d), De même le 
P 

dual E' d'un elc E peut se considérer à partir de trois points de vue : 

dual compactologique E', dual topologique E' et dual fort El . Dans cet esprit 
c p 

on sait que S. Warner dans (W3Î a donné des résultats fins sur les propriétés 

comparées des espaces T et C (T). On trouvera dans ce numéro une étude semblable 
c 

portant sur les propriétés comparées des espaces T et CQ(T) ; il suffit de se 
P 

reporter à l'article de Jourlin - 111e Blanchard (Jl) qui constitue le début 

d'un travail sur ce sujet. 

Pour terminer cette longue introduction il nous faut préciser que les 

quatre premiers chapitres (mis à part le théorème de R 0 Pupier sur la complet ion 

universelle) ont été utilisés pour constituer le second volet d'une thèse de 

doctorat (voir Buchwalter (B7)) rédigée en trois parties principales. La 

troisième partie de cette thèse (compactolbgies vectorielles et produits tenso-

riels compactologiques) nous paraît actuellement mériter un développement 

propre, nécessaire pour poursuivre l'étude compactologique des algèbres 

du type C{T). Peut-être pourrons nous bientôt préparer un travail dans cette 

voie 1 
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CHAPITRE 1 : ESPACES COnPACTOLQGiqUES ET ALGEBRES TOPOLOGIQUES. 

1.1. Espaces compactologlques et espaces compactologlques réguliers. 

(1.1.13 Définition • On appelle espace compactologique la donnée dfun ensemble X 

et d'une famille K de parties de X telle que : 

a) K est un recouvrement filtrant croissant de X. 

b) Tout K£K est muni d'une topologie compacte (séparée) de façon 

que, pour KCL et L £KS l'injection K—> £ soit continue ce qui 

équivaut à l'égalité T £ / K = T^. 

c) Si K^K et si H est une partie quelconque de K alors l'adhérence 

H de H dans X, munie de la topologie induite par \ R t est un élément 

de K0 

Nous dirons que les parties de K sont les "compacts" de X. Toute partie 

réduite à un point est "compacte* et la réunion de deux parties "compactes" est 

aussi "compacte". En particulier les parties de X contenues dans un "compact" 

(variable) forment sur X une bornologie (B5). 

On construit immédiatement une catégorie Ç dont les objets sont les espaces 

compactologlques en choisissant comme morphismes les applications f : X—*y qui 

envoient continûment les "compacts" de X dans des "compacts" de Y. Nous désignerons 

par K la catégorie des espaces compacts, qui apparaît donc comme une sous-catégorie 

pleine de C. 

Le corps C des nombres complexes est évidemment muni d'une structure compac

tologique, dite canonique, lorsqu'on choisit pour K la famille des compacts de C. 

Etant donné X g C , désignons par C(X) l'algèbre des fonctions complexes sur l'espace 

X, dont les restrictions aux "compacts" de X sont continues i on reconnaît là 

l'ensemble Homc(X,C). 
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(1P 1.2) Définition : On dit que V'espace compactologique X est régulier lorsqu'il 

est séparé par l'algèbre C(X). 

Nous désignerons par Ç R la catégorie des espaces compactologiques réguliers. 

Un bon critère de régularité est donné par : 

(1.1.3) Théorème : Relativement à un espace compactologique X les assertions suivante* 

sont équivalentes : 

a) X est réguliero 

b) Il existe sur X une topologie complètement régulière induisant sur 

chaque "compact" K de X la topologie T^. 

c) Pour tout K£K l'application canonique de restriction C(X) C(K) 

est surjectiveo 

d) Pour tout couple de "compacts" disjoints E et K de X^ il existe une 

fonction f€.C(K) telle que 0^/< l^f=0 sur H et f = 1 sur K. 

Preuve : a b z soit T la topologie sur X la moins fine rendant continues toutes 

les fonctions f de C(X) % elle est séparée d'après a) et uniformisable j de plus 

elle rend continues les injections K-^X-puisque précisément chaque ffeC(X) est 

continue sur chaque K £ K donc T |^ • puisque T est séparée. 

b = > c ; Fixons •£C(K) et soit T ' une topologie sur X vérifiant b) et 

donnant X comme compactifié de Stone-Cech de Xj alors K est un compact de X , donc 
v v 

par le théorème d'Urysohn, il existe un prolongement f de $ qui est continu sur Xj 
v 

la fonction f, restriction de f à X, est bien dans C(X) et prolonge <J>0 

c = £ d o Soit • la fonction continue sur le "compact" H U K définie par 

• » 0 sur H et • a 1 sur K j d'après c) c'est la restriction d'une fonction 

f£C (X) qu'on peut supposer réelle d'abord puis, par une troncature évidente, 

telle que 0$f«lo 
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Enfin H — ^ a de façon évidente puisque les parties (x) de X sont "compactes". 

(lolo4j Corollaire : Tout espace compactologique admettant un système fondamental 

dénombrable de "compacts" est régulier* 

Preuve : Soit (Kn) une suite exhaustive croissante de "compacts" de X) tout "compact" 

K de X est donc contenu dans lpun des Kn Q Fixons K et supposons, ce qui est loisible, 

K C K l 8 Si $<£C(K) on peut construire, de proche en proche, une suite C(Kn) 

telle que prolonge • et • ^ prolonge La fonction f, bien définie par la 

condition de prolonger chaque • , est alors un prolongement de élément de C(X). 

1.2. L'algèbre C(X) d'un espace compactologique 

L'algèbre C(X) peut être aisément topologisée. Il est en effet tout indiqué de 

placer sur C(X) la topologie de la convergence uniforme sur les "compacts" de X, 

dite topologie de la convergence "compacte" sur X, qui fait de C(X) une algèbre 

localement convexe* D'ailleurs C(X) n'est autre que la limite projective des algèbres 

de Banach CtK) lorsque K décrit K0 Elle est munie d'une involution f->f et d'un 

système fondamental de semi-normes : f—*||f|L e Sup|f(x)| telles que 
x€K 

l|fgll^lkll Kl|g|l K et||ff||K - ||f||* . Autrement dit, avec le langage de 

E. Michael (Ml) et R 0M 0 Brooks (B4), C(X) est une#-algèbre multiplicativement 

localement convexe commutative et complète. En résumé s 

f 1.2.1) Proposition .• La topologie de la convergence "compacte" sur X fait de 

C(K) une*-algèbre multiplicativement localement convexe commutative 

unitaire et complète, limite projective de d*-algèbres commutatives 

unitaires. 

1.3 Le spedtre d'une algèbre localement convexe. 

Précisons immédiatement que les algèbres localement convexes utilisées ici 

sont supposées, une fois pour toutes, commutatives, unitaires, séparées et à  

produit séparément continu, le corps des scalaires étant celui des nombres complexes, 



Topologies et compactaiogies 

12 

Pour une telle algèbre A, on appelle caractère de A toute forme linéaire multipli

cative unitaire et continue, et l'on désigne par G(A) l'espace des caractères de Ao 

Evidemment G(A)CA', où A" est le dual vectoriel topologique de A 0 

Lorsque A est une algèbre de Banach, on sait que G(A) est structuré en espace 

compacte Lorsque A est quelconque il est beaucoup moins facile de placer sur G(A) 

une topologie ayant de bonnes propriétés. Il semble plus raisonnable alors de doter 

G(A) d'une structure compactologique bien attachée à la structure topologique de A. 

Ceci est possible car s 

' . , » • > - , ̂  . 

(1.3.1) Lemme : Toute partie équioontinue et faiblement fermée de Af coupe G(A) 

suivant une partie faiblement compacte0 

Preuve : Soit H une telle partie équioontinue ; elle est donc faiblement corrpacte0 

Il est immédiat que K * HrïG(A) est faiblement fermé dans H, donc faiblement 

compact, puisqu'une limite faible de caractères de H est une forme linéaire 

multiplicative unitaire qui est aussi continuée 

(1.3.2) Proposition : Les parties équicontinues faiblement fermées (ou faiblement 

compactes) de G(A)* munies de la topologie faible a (A **A)j structurent 

G (A) en espace compactologique régulierQ 

Preuve : Il suffit de voir que G(A) est régulier0 Or ceci est conséquence de 

(1.1.3) puisque la topologie a(A',A) est complètement régulière» 

1.4 Les théorèmes de Gelfando 

Ainsi à tout espace compactologique X on associe un objet dual C(X) qui est 

une algèbre localement convexe, et à toute algèbre localement convexe A un objet 

dual G(A) qui est un espace compactologique0 II importe donc de comparer les 

espaces compactologiques X et Gc(X) et les algèbres A et CG(A)0 
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La transformation de Dîrac0 A tout élément xeX associons la fonction x : C(X) — > C, 

définie par x(f) » f (x)„ L'application x — > x de X dans GC(X) est évidemment la 

transformation de Dirac. Alors s 

(1.4.1) Proposition : La transformation de Dirac est un morphisme X » G C(K) 

de la catégorie C des espaces compactologiquesm 

Preuve s Déjà x est évidemment une forme linéaire multiplicative unitaire sur 

C(X), et si f^—>f dans C(X) alors, (x) étant "compact", on a bien f ^ x ) — > f(x) j 

donc x£Gc(X) 8 Supposons maintenant x ^ — ^ x dans un "compact" K de X j alors x^ 

reste dans le polaire V° du voisinage MV = {f, ||f|L^l> et K reste contenu dans 

le "compact" V°HGC(X) de Gc(X) ; de plus f(x ±)—*f(x) pour chaque f£C(X) ce qui 

signifie bien $ ±—*> x dans le "compact" V£OGC(X). 

(1.4.2) Théorème : Soit X un espace compactologique0 Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

a) X est régulier, 

b) La transformation de Dirac est infective, 

c) La transformation de Dirac est un isomorphisme de la catégorie C c 

Preuve : Il est clair que a ^ ^ b et que c = ^ b . Il reste à voir a = > c . Pour 

cela supposons X régulier et montrons qu'alors tout "compact" de GC(X) est image 

d'un "compact" de X 0 Un "compact" de GC(X) est fixé par la donnée d'un "compact" 

K de X et d'un scalaire M>o et est formé des caractères u tels que |u(f)|^M si 

I M I j ^ 1 * 0 r » * étant régulier, le morphisme canonique d'algèbres j^ : 

C(X)—> C(K) est injectif et u€Kerj„ pour tout caractère précédent u. Il suit 

de là qu'un tel caractère u est en réalité défini par un caractère u^ de l'algèbre 

C(K) et, comme K est compact, uR' est en fait l'image x d'un point x fcK, ce qui 

suffit pour voir qu'on peur supposer M - 1 et démontrer l'égalité K » V"OGC(X) 0 

IN 

Ainsi la transformation de Dirac est une bijection qui échange continûment (donc 

bicontinûment) les "compacts de X et ceux de GC(X)Q C'est donc bien un isomomhisme 
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La transformation de Gelfand. Soit A une algèbre localement convexe. La transformation 

de Gelfand associe à tout a€A la fonction a définie sur G(A) par a(u) » u(a). Alors : 

(1.4.3) Proposition : La transformation de Gelfand est un morphisme A—>CG(A) 

d'algèbres localement convexes. 

Preuve : Pour voir que a £CG(A) fixons un "compact" H de G(A) ; si u^ u dans H alors uj^uj 

A^ , donc en particulier u ^ a ) — * u(a), ce qui suffit. Il est clair que la trans

formation de Gelfand est un morphisme (unitaire) d'algèbres, et il reste à vérifier 

sa continuité. Or a ^ — > a dans A signifie encore a ^ — > a uniformément sur toute 

partie équioontinue de A', donc implique a ^ — a uniformément sur tout "compact" 

de G(A), c'est-à-dire a±—+a dans CG(A). 

On a vu en (1.2.1) que l'algèbre CG(A) est assez particulière, de sorte qu'on 

ne peut espérer l'existence d'un isomorphisme entre A et CG(A) qu'en Imposant à A 

d'être une*-algèbre multlplicativement localement convexe complète, limite projective 

de C -algôbres-commutatives. On va voir que ces conditions sont exactement suffisantes, 

ce qui donne une généralisation du théorème classique de Gelfand sur les C -algèbres 

commutatives. 

(1.4.4) Théorème : Soit A une algèbre localement convexe (commutatives unitaire, 

séparée> ...) munie dfune involution # et admettant un système fondamental 

filtrant ? de semi-normes p, vérifiant pour tous x,y£A3 les conditions : 

p(xy)$p(x)p(y) et p(xx*) = (p(x))2 

Alors la transformation de Gelfand réalise un isomorphisme de A sur une 

sous-xtlgèbre topologique paitout dense de l'algèbre complète CG(A)m Pour 

que ce soit un isomorphisme de A sur CG(A) il faut et il suffit qufen 

plus A soit complète. 
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Preuve : Désignons par V la base de filtre formée des boules B = B (1) associées 

aux semi-normes p£P. Alors V.V C V pour tout V€l/, de sorte que l'espace semi-

normé Ay est en fait une algèbre semi-normée, ce qui permet facilement de voir 

que l'espace de Banach Ay (séparé complété de Ay) est une algèbre de Banach 

commutative unitaire, l'application canonique Ily : A — * \ étant un morphisme 

d'algôbres. La condition p(xx*) * (p(x))2 implique la condition p(x) » p(x*), 

donc l'égalité V = V * , de sorte que l'involution * se transporte à l'algèbre 

Ay , et par continuité, à l'algèbre Ay dont la norme vérifie d'ailleurs la 

condition ||xx*|| » ||x||2. Ainsi A^ est une C*-algôbre commutative unitaire 

et l'application Ily : A — > A ^ un *-morphisme. Il suit de là que A^ s'identifie, 

d'après le théorème classique de Gelfand, à l'algèbre C(Gy) où Gy est le spectre 

(compact) de Ay. 

Fixons V et déterminons Gy. Le morphisme 1^ : A — > Ay donne par transposition 

évidente une application j : G y — > G(A), d'ailleurs injective puisque IIy(AÎ 

est dense dans Ay. Or les ensembles V°nG(A) forment un système fondamental 

de "compacts- de G(A). Cela étant prouvons l'égalité V°H G(A) - Jv(Gy) : si u6Gy 

alors, u étant de norme 1, on a u(V)CA où V est la boule unité de Ay et A le 

disque unité du corps des complexes, donc jy(u)6 V° j réciproquement tout 

caractère u de A tel que ugV° envoie V dans A, donc par prolongement continu, 

V dans A, ce qui prouve u£jy(Gy). Ainsi les ensembles jy(Gy) forment un système 

fondamental de "compacts" de G(A). Si l'on remarque maintenant que sur chaque Gy 

la topologie (compacte) est celle de la convergence simple sur Ay, on voit que 

c'est aussi celle de la convergence simple sur Ily(A) (car Gy est équicontinu 

dans le dual (Ay)' et Ily(A) est dense dans Ay). Il s'ensuit que Jy est un iso

morphisme entre l'espace compact Gy et le "compact" V°HG(A) de l'espace compac

tologique G(A). Identifiant alors jy à une injection canonique, on voit que les 

compacts Gy forment un système fondamental de "compacts" de G(A). Il en résulte 
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que l'algèbre CG(A) n'est autre que la limite projective des algèbres C(Gy). 

Autrement dit CG(A) est isomorphe à la limite projective des algèbres A y et 

l'on reconnait dans ce dernier espace le complété A de l'elc A, ce qui termine 

la démonstration. 

CHAPITRE 2 : ESPACES COMPACTOLOGIQUES ET ESPACES TOPOLOGIQUES. 

2.1 Séparation normale dans un espace topologique T. 

Etant donné un espace topologique T désignons par C(T) l'algèbre des fonctions 
oo 

complexes continues sur T et par C (T) l'algèbre de Banach des fonctions complexes 

continues et bornées sur T. 

(2.1.1) Définition : On dit que deux parties fermées A et B de T sont normalement 

séparées dans T s'il existe une fonction continue f sur T telle que 

Oifcl , f = 0 sur A et f = 1 sur B. 

(2.1.2) Proposition : Soit A une partie fermée d'un espace topologique séparé T. 

Si A et tout point xf£,A sont normalement séparésj alors A et tout 

compact K disjoint de A sont aussi normalement séparés. 

Preuve : Pour tout x € K soit f x une fonction continue sur T telle que O^f^l 9 

fx(x) • 0 et f x - 1 sur A. Posons W x « (y,y ET, ^ïyï^j} • Le compact K peut 

être recouvert par une réunion finie W . Il est clair que la fonction 
1 l*i$n Xi 1 1 

f * Sup fcr , Inf f ) est continue et telle que -=$f<l , f - sur K , f « l sur A 
* l«i<n xi * * 

ce qui suffit. 

Espaces topologiques A-8 normaux. Dans un espace topologique séparé T nous dirons 

qu'une famille A de fermés est stable lorsque i 

a) A Ê A et B € A = ^ A U B € A 

b) Si A £ A alors tout fermé B de T contenu dans A est encore élément de A . 
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Par exemple la famille P des parties finies de T, la famille K des compacts 

de T et la famille F de tous les fermés de T sont évidemment stables. On peut 

alors introduire la notion suivante : 

(2.1.3) Définition : Etant donné deux familles stables A et B de fermés de 

on dit que T (supposé séparé) est A-B-normal si deux fermés disjoints 

quelconques 4feA et B £ 8 sont normalement séparés. 

La proposition (2.1.2) donne donc les résultats suivants : 

(2.1.4) Proposition : Les assertions suivantesj concernant l9espace topologique 

séparé Tj sont équivalentes : 

a) C(T) sépare T (on dit encore que T est fonctionnellement séparé). 

b) T est P-?-normal. 

c) T est K-K-normal. 

(2.1.5) Proposition : Les assertions suivantes, concernant l 9espace topologique 

séparé sont équivalentes : 

a) T est complètement régulier. 

b) T est P-f-normal. 

c) T est K-T-normalo 

Enfin remarquons, ce qui est à l'origine de la terminologie, qu'un espace 

normal T est exactement un espace F-F-normal. Le théorème classique d'Urysohn, 

concernant le prolongement des fonctions continues dans un espace normal, admet 

alors les généralisations suivantes, qui, dans la suite, nous seront indispensables. 

(2.1.6) Théorème : Soit À une famille stable de fermés d9un espace topologique 

séparé T. Pour que T soit A-A-normal il faut et il suffit que* pour tout 

fermé AÇAj toute fonction continue $ sur A telle que 0$$$1 se prolonge 

en une fonction continue f sur T telle que 0$f$l. 
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Preuve : Supposons la condition vérifiée. Alors si A et B sont deux fermés disjoints 

éléments de À, leur réunion A(JB est élément de A % la fonction égale à 0 sur A 

et à 1 sur B, est continue sur AUB, de sorte qu'un prolongement continu f de $ 

à l'espace T permet de séparer normalement A et B. 

Réciproquement si T est A-A-normal, il suffit de reprendre pas à pas la 

démonstration classique du théorème d'Urysohn. On se ramène à supposer-1^4><1 

et l'on cherche un prolongement f €C(T) de • tel que -l^f$l. Pour cela, on 

remarque que les parties H » (x, -l$<t>(x)$- |} et K • {x, -|$<Kx)<l} sont disjointes 

et fermées dans A, donc éléments de A j elles sont donc normalement séparées dans 

T, de sorte qu'il existe f 0€C(T) vérifiant | f 0 | ^ * fo s - \ sur H, f 0 « «| sur K. 

Alors ||f 0M T^5 et I U " f o l l A ^ | • Recommençant avec la fonction $1 * -|(4>-f0), on 

obtient f x6C(T) telle que I I"FXI I
8 t ~ 3^1 ' 'A<C"I3

 0 D e P r o c h e 8 n proche, 

on construit une suite f^CfT) telle q u e H f J I ^ et | U ~ £ t f 1 ^ 1 I A ^ f ) " * 1 -
oo 2 k

 0 

Alors la fonction f « )~_ (-~) f,, est continue sur T, telle que ||f||T^l et 
0 o K ï 

prolonge bien <*> puisque | 14>—P| | A * 0. 

(2.1.7) Théorème : Soit A une famille stable de fermés d'un espace topologique 

séparé T. On suppose que T est A-T-normal* Alors pour tout A £ A3 toute 

fonction continue • sur A se prolonge en une fonction continue f sur T. 

rreuve : On se ramène à supposer $£0. La fonction îfi « y — est continue sur A 

et telle que Q^<1. Puisque T est évidemment A-A normal, il existe un prolongement 

g€C(T) de • tel que 0$g^l. La partie G * g^l) est donc fermée et disjointe de A ; 

ainsi A et G sont normalement séparés et il existe hé CfT) vérifiant 0$h^l, h « 1 

sur A, h * 0 sur G. La fonction g' » hg prolonge vérifie Q$g'^l et ne prend 

pas la valeur 1. La fonction f * B , réalise donc le prolongement cherché de 
S 
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Remarque : Lorsque A = F le théorème (2.1,7) redonne le théorème de prolongement 

dans les espaces normaux. Lorsque A « K le même théorème (2.1.7) redonne un résultat 

classique sur les espaces complètement réguliers mais le théorème (2.1.B) prouve 

que dans un espace topologique fonctionnellement séparé T, toute fonction <j> continue  

sur un compact K se prolonge en une fonction f continue et bornée sur T, Ce résultat 

peut d'ailleurs se retrouver autrement ; en effet il est facile de voir qu'un espace 

topologique T est fonctionnellement séparé si et seulement si sa topologie est plus 

fine qu'une topologie complètement régulière j mais survtotit compact K de T ces 

deux topologies coïncident, ce qui ramène aisément au cas où T lui-même est complè

tement régulier. Néanmoins les théorèmes (2.1.6) et (2.1.7) nous donneront d'im

portants résultats plus tard, lorsque nous aurons défini une famille stable B de 

fermés (dits fermés bornés) intermédiaire entre les familles K et F. 

2.2 Les foncteurs c et y. 

Pour fixer les notations désignons par S la catégorie des espaces topologiques 

séparés, par TS celle des espaces fonctionnellement séparés, et par R celle des 

espaces complètement réguliers. 

Foncteur Y. En associant à tout espace topologique séparé T la famille K de ses 

parties compactes, on obtient un espace compactologique, noté yT. Evidènnert 

C(T)CC(yT) de sorte que, si T est fonctionnellement séparé, yT est régulier. 

De façon plus précise : 

(2.2.1) Proposition : Pour que T soit fonctionnellement séparé il faut et il suffit 

que yT soit régulier et que lfalgèbre C(T) soit dense dans l 9algèbre C(yT). 

Preuve : Supposons TÊTS et soit gfeC(yT). Pour tout contact K de T la fonction 

gl K6C(K). D'après (2.1.6) c'est aussi la restriction à K d'une fonction f eC(T). 

Ainsi ||g-f|| K « 0, ce qui implique bien la densité de C(T) dans C(yT)„ 
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Réciproquement supposons la condition vérifiée ; si x, y £ T sont deux points 

distincts , il existe g£C(YT) telle que g(x) s 0 et g(y) = 1 j par densité 

on peut trouver f£C(T) telle que f(x)<^ et f(y)*| , ce qui prouve que T est 

fonctionnellement séparé. 

D'ailleurs pour toute application continue h : — > entre 

deux espaces séparés, l'application h ; yl^—> yl^ est un morphisme. Ceci 

montre le caractère fonctoriel de y et, compte tenu de (2.2.1), nous considérerons 

dans la suite, sauf mention expresse du contraire, Y comme un foncteur covariant 

de la catégorie TS dans la catégorie CR 

Foncteur c. En plaçant sur un espace compactologique X la topologie finale 

associée à toutes les injections K — ^ X, où K décrit K, on obtient un espace 

topologique, noté cX , qui n'est pas séparé en général. Mais l'égalité C(cX) • c(X) 

fournit immédiatement : 

(2.2.2) Proposition : Pour que X soit régulier il faut et il suffit que oK soit 

fonctionnellement séparé. 

Aussi c apparaît comme un foncteur covariant de la catégorie CR dans la 

catégorie TS. 

On peut donc introduire les deux foncteurs cy : TS »» TS et yc s CR CR 

et obtenir des morphismes évidents : 

cyT »> T et X * YCX 

La conséquence en est : 

(2.2.3) Proposition : cyc = c et ycy x y. 

Preuve : Car on a les successions de morphismes : 

cX > C(YCX) * CY(CX) — ^ c X 

YT > YC(YT) = Y(CYT) > YÎ 
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Enfin, en comparant les ensembles Horn^ (cX,T) et Hom C R(X,yT), on obtient : 

(2.2.4) Proposition : Le foncteur c : ÇR—>TSm est adjoint à gauche au foncteur 

Y o TS-* ÇRa 

2o3 Espaces de Kelley et kR-espacesa 

Si T est un espace topologique sépare quelconque l'espace kT « cyT est 

aussi séparé et l'application 1̂ . : C Y T — > J est continue. On dit que T est un 

espace de Kelley, ou bien encore un k-espace, (A1,K1,P2) lorsque T « kT , c'est-

à-dire lorsque T possède la topologie la plus fine compatible avec ses compacts. 

Dans le cas général où T est seulement séparé, l'espace kT est un k-espace dit 

le kelleyifié de T, et ses compacts sont les mêmes que ceux de T. 

Puisque le foncteur k = cy opère de la catégorie TS dans elle-même on a : 

(2.3.1) Proposition : Pour tout espace fonctionnellement séparé T , l'espace 

kT est fonctionnellement séparé. 

Remarque : On sait cependant que si T est complètement régulier l'espace kT 

ne l'est pas en général. 

Le critère suivant est évident : 

(2.3.2) Proposition „• Pour qu'un espace topologique séparé T soit un espace de 

Kelley il faut et il suffit que, pour tout espace séparé S et toute 

application f : T—+S, f soit en réalité continue dès que ses res

trictions aux compacts de T sont continues. 

(2.3.3) Corollaire : Les espaces localement compacts et les espaces métrisables 

sont des espaces de Kelley. Tout espace séparé muni d'une topologie 

finale d'espaces de Kelley est un espace de Kelley. 
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Les ^-espaceso Si T est fonctionnellement séparé, on sait que yT est régulier . 

Désignons par kpT l'espace T muni de la topologie initiale associée à toutes les 

fonctions f€C(yT) ; c'est un espace séparé et uniformisable, donc complètement 

régulier, dont la topologie est moins fine que celle de kT mais peut être in

comparable à celle de T. De plus C(kRT) « C(kT) * C(yT). Et : 

12.3.4) Proposition : Soit T un espace fonctionnellement séparé. La topologie 

de kRT est la plus fine des topologies complètement régulières sur 

T qui sont moins fines que celle de kT. 

Preuve : Car si T est une telle topologie sur T alors C(Tj-)CC(yT) ce qui suffit 

pour voir que T est moins fine que la topologie de k RT. 

(2.3.5) Corollaire : Si T est complètement régulier¿ la topologie de kJT est _ _ _ _ _ 

intermédiaire entre celle de T et celle de kT. En particulier les 

espaces T¿ k^T et kT ont les mêmes compacts. 

On dit donc qu'un espace complètement régulier T est un kR-espace lorsque 

T * kpT. La liaison avec la notion d'espace de Kelley se fait avec les deux 

énoncés suivants , conséquences de (2.3,4) et (2.3.5). 

(2.3.6) Proposition : Pour qu'un kR-espace T soit un espace de Kelley il faut 

et il suffit que Vespace kT soit complètement régulier. 

(2.3.7) Proposition : Pour qu9un espace complètement régulier T soit un k^-espace 

il faut et il suffit queà pour tout espace complètement régulier S et 

toute application f : T—+>S,f soit en réalité continue dès que ses 

restrictions aux compacts de T sont continues. 
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Remarque s II est clair qu'un espace de Kelley complètement régulier est un 

kp-espace0 Mail il existe des kp-espaces qui ne sont pas des espaces de Kelley. 

(PI,N2). 

CHAPITRE 3 s TOPOLOGIES ET COMPACTOLOGIES VECTORIELLES. 

3.1 Espaces vectoriels compactologiques convexes. 

On introduit maintenant une structure vectorielle sur les espaces compac

tologiques. La convexité s'avérant nécessaire pour toutes les questions de 

dualité, on choisit comme définition : 

(3.1.1) Définition : On appelle espace vectoriel compactologique convexe 

(en abrégé ; ecc) la donnée d'un espace vectoriel réel ou complexe 

X muni d'une compactologie K telle que : 

a) K admet un système fondamental de disques K dont la topologie 

est localement convexe, c 'est-à-dire que l'origine admet dans 

K un système fondamental de voisinages disques. 

b) Pour tout disque K€.K l'application (\3x)—> Xx de à*K dans K 

est continue (à est le disque unité du corps des scalaires). 

c) Pour tous disques H et K de K il existe un disque LGK tel que 

H+KCLj l'application (x,y)—> x+y de H*K dans L étant de plus 

continuée 

En choisissant comme morphismes entre deux ecc les applications linéaires 

qui sont des morphismes compactologiques, on obtient une catégorie notée ECC. 

On peut manifestement définir le dual X*d'un ecc X comme étant l'espace vec

toriel des formes linéaires compactologiques sur X , c'est-à-dire des formes 

linéaires dont les restrictions à chaque "compact" de X sont continues. Muni 

de la topologie de la convergence "compacte" sur X , X*apparaît comme un ele 

complet, sous-espace fermé de l'algèbre localement convexe C (X) . Ainsi : 
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(3.1.2) Proposition : Le dual K^d'un eoo X est un eie séparé et completo 

Ce qui amène immédiatement à la définition : 

(3.1.3) Définition : On dit qu'un ecc X est régulier (dans la catégorie ECC) 

lorsqu'il est séparé par son dual X 0 

Remarque : Les ecc ont été introduits pour la première fois par L. Waelbroeck 

dans (Wl). La question a été reprise dernièrement par le même auteur dans (W2) 

où les ecc sont étudiés sous le nom de "cb-espaces". Les résultats que nous 

rappelons en (3.1) et (3.2) ne sont donc pas nouveaux, mais nous les redonnons 

principalement pour montrer leur analogie profonde d'une part avec les résultats 

de dualité entre espaces compactologiques et algèbres topologiques exprimés par 

les théorèmes de Gelfand de (1.4), d'autre part avec les résultats sur la conplé-

tion topologique que nous obtiendrons plus loin au chapitre 4. Enfin la théorie 

des ecc nous permet d'introduire et d'étudier une classe nouvelle (à notre 

connaissance) d'espaces localement convexes : les espaces de Kelley. 

(3.2) Les ecc réguliers et la dualité. 

Désignons par ECCR la catégorie des ecc réguliers. Un critère simple de 

régularité est le suivant : 

(3.2.1) Proposition : Pour qu'un ecc X soit régulier il faut et il suffit qu'il 

existe sur X une topologie localement convexe séparée induisant sur 

chaque "compact" К de X la topologie т^с 

Preuve : Si X est régulier la topologie faible o(X,X ) convient. Réciproquement 
si T est une telle topologie, alors le dual (X^) est contenu dans X et sépare 
X, ce qui suffito 
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On a vu que le dual X d'un ecc X est un elc complet. Dualement le dual E' 

d'un elc E, muni de la compactologie, dite équicontinue, où les "compacts" sont 

les disques équicontinus faiblement fermés avec la topologie faible o(E',E), est 

en fait un ecc régulier. On sait que le théorème de complétion de Grothendieck 

prouve que l'espace (E'j* n'est autre que le complété E* de E. Mais ce résultat 

va se retrouver ici de façon particulièrement simple et se compare aux théorèmes 

de Gelfand ( 1 0 4 0 2 ) et ( l 0 4 E 4 ) E 

(3.2.2) Théorème (Banach- Grothendieck - Waelbroeck). 

a) Pour tout ecc régulier X on a X = (X ) 9 

л % 
b) Pour tout elc séparé E on a E = (E9) . 

Preuve s Posons У = (X*) \ Les "compacts" de У sont les bipolaires K°° dans У 
des "compacts" К de X, que l'on peut choisir disques (la régularité de X impli
quant d'ailleurs l'inclusion X C / ) . ц s u i t de là que K°° est l'adhérence de К 
pour la topologie а(У,Х ). Mais К étant disque et compact pour x^, est aussi 
compact pour la topologie faible с (У ,Х* ) , d'où l'égalité К = K e e , ce qui prouve 
suffisamment l'égalité compactologique de a). Soit maintenant E un elc séparé i 
c'est un sous-elc de l'elc séparé et coirplet (E')*0 Mais le dual de (E'ï* coïn

cide avec E' d'après a), ce qui prouve, avec le théorème de Hahn-Banach, la 

densité de E dans (E')*et termine la démonstration» 

Ces résultats peuvent, bien entendu, être exprimés en termes de catégories0 

En désignant par ELÇÇ la catégorie des elc séparés et complets, on peut intro

duire les deux foncteurs de dualité : 

V i ELÇÇ • EÇÇR P(E) = E' 

D : EÇÇR —>> ELÇÇ О (X) = , X * 

et récrire le théorème (3.2.2) sous la forme : 

D P = V, ̂  et P D = 1 

ELÇÇ ECCR 
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où ces égalités sont, corme il est facile de le vérifier, des isomorphismes fonc-

toriels0 On en tire en particulier que les catégories ELÇÇ et EÇÇR sont duales 

l'une de l'autreQ 

3.3 Les foncteurs c et T. 

Si E est un elc séparé (dont la catégorie est notée ELCS), la donnée des 

disques compacts de E, qui forment bien une famille filtrante car l'enveloppe 

disquée de deux disques compacts est encore compacte, définit un ecc que nous 

noterons yE. Cette notation permet de différencier, lorsque E n'est pas quasi-

complet, l'ecc yE et l'espace compactologique yE dont les "compacts" sont tous 

les compacts (disques ou non) de E. On peut d'ailleurs préciser q»«R d'aorès le 

théorème de Krein-Grothendieck (G2 : p. 283) il suffit seulement, pour que 

YE « YE# que E soit quasi-complet pour la topologie T(E,E'). 

Réciproquement, si Xest un ecc régulier, la topologie c" X localement  

convexe la plus fine sur X rendant continues les injections KH*X, OÙ K décrit 

K, définit un elc séparé cX. Bien entendu la topologie c(X) est en général 

strictement moins fine que la topologie c(X) définie en (2.2). Toutefois 

un résultat de L D Waelbroeck, (W2, proposition 6.1), lié de très près au théorème 

de Banach-Dieudonné, affirme que/deux topologies coïncident lorsque X possède un /"^ 

système fondamental dénombrât)le de disques "compacts". 

De toute façon, on a défini dans le cas général deux foncteurs. 

Y : ELCS—> ECÇR et c s E C Ç R — > ELCS et par suite, en les composant, deux autres 

foncteurs : 

CY : ELCS > ELCS et YC : EÇÇR ECÇR 

De plus il est évident que l'on a des morphismes : 

C Y E — * E et X > YCX 

d'où l'on tire, comme en (2.2.3) : 
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( 3 „ 3 . 1 ) Proposition o cyc = c et ycy = y 

Enfin en comparant les ensembles Hom^ C C R (X,yE) et Hom^ç^cX, o n v o** 

qu'ils coïncident avec l'ensemble des applications linéaires de X dans E, qui sont 

continues sur chaque "compact" de X 0 Ainsi : 

t 3 0 3 . 2 ) Proposition : Le fonoteur c : ECCR ELÇS est adjoint à gauche au 

foncteur y ; ELÇS—> ECCR. 

Une dernière propriété importante des foncteurs c et y est exprimée en 

termes de dualité» Elle est conséquence du lemme simple suivant : 

( 3 . 3 o 3 ) Lemme o° Soit X un eco régulier. Pour qu'un ensemble H de formes linéaires 

sur X soit équicontinu dans le dual (SX) ' il faut et il suffit que, 

pour tout disque ncompacttf K de X, l'ensemble HR des restrictions à K 

des fonctions de H soit équicontinu dans l'espace C(K). 

Preuve s La condition est évidemment nécessaire puisque la topologie séparée ctX) 

induit sur chaque K sa topologie propre.. Réciproquement si H vérifie cette condition,, 

soit V l'ensemble des x£X tels que |f(x)|^l pour toute fGH. Alors Vn K contient, 

pour tout K„ un voisinage de l'origine dans K 0 Puisque V est disque, c'est donc 

un voisinage de 0 pour la topologie c(X p), ce qui prouve le lemme0 

(3o3„4) Proposition : Pour tout ecc régulier X on a l'égalité compactologique 

(cX) ' 3 yX* 

Preuve : La définition de la topologie c(X) montre déjà que les espaces vectoriels 

(cX)° et X coïncidente D'après le lemme précédent les parties équicontinues H 

de (cX)° sont exactement celles qui, pour tout disque "compact" K de X, donnent 

un ensembli* de restrictions à K D équicontinu dans C(K). D'après le théorème 
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d'Ascoli H„ est équîcontinu dans C(K) si et seulement si c'est une partie relati-
IN 

vement compacte de C(K). De sorte que H est équioontinue dans c(X) • si et seulement 

si c'est une partie relativement compacte de l'espace C(X) * limC(K). Et puisque 

X est un sous-elc fermé de C(X), on voit bien que les "compacts" de (cX) • sont 

exactement les mêmes que ceux de yX . De plus il est clair que sur chacun d'eux, 

la topologie est, par raison de compacité, celle de la convergence simple sur X, 

d'où l'égalité compactologique (cX) ' » yX . 

En appliquant ce résultat au cas où X est le dual E' d'un elc séparé E 

on obtient (cËV = Y(E°)* = yE d'où : 

(3.3.5) Corollaire 1 : Soit E un elc complet. La topologie de cEf est celle de 

la convergence compacte sur E. 

(3.3.6) Corollaire 2 : Soit E un elc séparé. La topologie de cEf est celle de la 
A 

convergence compacte sur E. Elle est en général plus fine que celle de 

la convergence précompacte sur E. 
A 

Preuve s Elle provient de l'égalité compactologique bien connue : E' - (E)'. 

3.4 Les espaces localement convexes de Kelley. 

Par analogie avec la situation purement topologique décrite en (2»3) on est 

tout naturellement conduit à appeler espace de Kelley (en tant qu'elc bien entendu 

et non pas en tant qu'espace topologique) tout elc séparé E tel que c yE E u 

Un elc E « cX est donc toujours un espace de Kelley d'après (3.3.1)G En particulier, 

pour E elc séparé, l'espace cyE est espace de Kelley : on dit que c'est le Kelleyifié 

de E et on le notera dans la suite kE, en introduisant ainsi une différence avec le 

kelleifié topologique kE de l'espace topologique E. 
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(3.4.1) Théorème : Les assertions suivantes, concernant un elc séparé E, sont 

équivalentes : 

a) E est espace de Kelley 

b) la topologie de E coïncide avec la topologie localement convexe 

la plus fine induisant sur chaque disque compact sa topologie propree 

c) pour tout elc séparé F, toute application linéaire f : E—>F, continue 

sur les disques compacts de E, est continue0 

cr) теш énoncé que c) en supposant F compléta 

c") même énoncé que c) en supposant F espace de Banacho 

d) pour qu'une partie HOE' soit équicontinue il faut et il suffit que, 

pour tout disque compact К de E, l'enserrble HR des restrictions à К 

des formes linéaires de В soit équicontinu dans C(K)0 

Preuve : a<^=> b par définition de la topologie de cyE 0 II est clair que b=>c" 0 

Comme tout elc complet est limite projective d'espaces de Banach on a с " = > с 9 % 
et l'on a c'=^c car tout elc séparé est sous-espace de son complétéo Enfin c=>a 
comme on voit en prenant F • cyEo II reste à prouver a<^d c Mais 1"implication 
a : ^ d n'est autre que le lemme (3 03 e3) appliqué à X « "yE puisque cX • E Q 

Terminons en prouvant н — ^ n » • soit f s E—frF* où F est espace de Banacho une 
application linéaire continue sur les disques compacts de E % l'ensemble H des 

formes linéaires y' 0f lorsque y' décrit la boule unité B" de F
0

9 est éqjicortl-u 

sur chaque disque compact К de E (car B* est équicontinue dans F 0 ) ?, il est donc 
équicontinu dans E'„ ce qui prouve l'existence d'un voisinage de О V dans E tel 
que ||f(x)||^l pour tout x€.Vp ce qui termine la démonstration0 

(3.4.2) Corollaire 1 s Soit E un elc séparé dont la topologie est la topologie 

finale associée à un système d'applications linéaires f. O

o E <>—& E, 

où les E^ sont des espaces de Kelley séparés0 Alors E est un espace 

de Kelley. 
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(3.4.3) Corollaire 20 : Toute somme aireóte d'espaces de Kelley est un espace de 

Kelley o Tout quotient séparé d'un espace de Kelley est un espace de 

Kelley. Toute limite inductive (dans la catégorie ELÇS) d'espaces 

de Kelley est un espace de Kelley. 

(3.4.4) Corollaire 3 : Tout ele séparé et quasi-complet, qui est un espace topo

logique de Kelley est un ele de Kelley. En particulier tout espace 

de Fréchet est un espace de Kelley. 

(3.4.5) Corollaire S : Tout ele séparé et ultrabornologique (c'est-à-dire limite 

inductive d'espaces de Banach), en particulier tout ele séparé, borno-

logique et semi-complet, est un espace de Kelley. 

Remarque 1 : Si l'on admet 1'existence de cardinaux mesurables (quelques réflexions 

concernant ces cardinaux seront développées au chap. 4), il existe des espaces de 

Kelley complets qui ne sont pas bornologiques. En effet, si I est un cardinal 

mesurable, on sait par le théorème d'Ulam-Mackey, que l'espace R* n'est pas bor-

nologique. Nous verrons en (3.4.11) qu'il est cependant complet et espace de Kelley. 

Remarque 2 : Nous ignorons si un espace bomologique est toujours un espace de 

Kelley. La question se ramène évidemment à savoir si tout espace normé est 

nécessairement espace de Kelley. La difficulté provient du fait qu'une suite 

convergente vers 0 dans un espace normé peut ne pas être contenue dans un disque  

compacto 

L'espace E^ .L 0 Schwartz a introduit dans (SI, p. 16 et 17) l'espace E' associé c c 

à tout ele séparé E. Il s'agit de l'espace vectoriel E' muni de la topologie de 

la convergence uniforme sur les disques compacts de E 0 Si E n'est pas quasi-complet, 

cette topologie peut être différente de la topologie de la convergence compacte % 

c'est exactement le cas si E est un ele métrisable et non complet, car en vertu 
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du théorème de Banach-Dieudonné appliqué à la fois aux espaces E et E (qui ont 

le même dual avec la même compactologie) la topologie de la convergence compacte 

sur E est identique à celle de la convergence uniforme sur les (disques) compacts 

de E, et donne donc comme dual l'espace E, tandis que E 1 a pour dual E comme on 
c 

verra immédiatement. Mais l'avantage est que, tout disque compact de E étant 

déjà faiblement compact, cette topologie est, par le théorème de Mackey, compa

tible avec la dualité (E',E). Plus précisément on a l'égalité compactologique 

(E^î ' s yE. De plus E^ est évidemment un sous-elc de l'espace complet (YE) 

dont le dual est, par (3.2.2.a), compactologiquement égal à E, ce qui suffit 

pour prouver la densité de E' dans (YE) et l'égalité E' « (YE) . Par ailleurs 
c c 

tout disque équicontinu faiblement fermé H de E' est compact dans E' (car il 
est faiblement compact et l'on sait que sur H la topologie de E' coïncide avec 

c 
la topologie faible o(E',E)) j de cela il résulte que l'espace (E')', algèbri-

c c 

quement égal à E, a une topologie intermédiaire entre celle de E et la topologie 

de Mackey x(E,E'). En particulier chaque fois que E est un espace de Mackey 

(c'est-à-dire qu'il a la topologie T(E,E')) on a E « (E')' topologiquement. 
c c 

Mais dans le cas général, E et (E')' , qui ont les mêmes disques fermés (car 
c c 

leurs topologies sont compatibles avec la même dualité) ont aussi les mêmes 

disques compacts, avec bien entendu les mêmes topologies induites : il suffit 

pour le voir de prouver que tout disque compact K de E est compact dans 

(E^r i or K est faiblement fermé et il est équicontinu dans le dual (ES' 

donc compact dans (ES 1. Ainsi Y E « Y(E')' * (E')' où ces égalités sont à 
c e e c c 

lire compactologiquement, ce qui implique a fortiori l'égalité topologique 
((E')')' « E'. En résumé : e c c c 
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(3.4.6) Proposition s Pour tout elc séparé E soit E£ l'espace Er muni de la topo

logie de la convergence uniforme sur les disques compacts de E. On a 

alors : 

a) E9 = (yE) topologiquement. 
c 

b) (Ef) ' = yE = y(E') ' compactologiquement* 
c ce 

c)((EcJcc " Ec topologiquement. Pour que E = (E^£ M faut e* M suffit 

qu'il existe un elc séparé F tel que E - F\ Et il suffit pour cela 
c 

que E soit un espace de Mackey, c'est-à-dire qu'il ait la topologie 

T(ESE')O 

Mises à part 1"égalité a) et les interprétations compactologiques, ces 

C3P.si.-fc.rstions sont développées dans l'article cité de L, Schwaetz. Mais nous 

allons voir qu'elles intéressent très directement la notion d'espace de Kelley 

en permettant une nouvelle caractérisation de ces espaces. Pour cela nous aurons 

besoin à la fois des résultats de la proposition (3.4.6) et des suivants : 

(3.4.7) Proposition : Soit E un elc séparé : 

a) Si E est espace de Kelley alors E' est complet et E = (E') \ 
c ce 

b) Si E est complet alors E' est espace de Kelley* 
c 

Preuve : Si E est complet la topologie de E^ est celle de la convergence compacte 

sur E, de sorte que, d'après (3.3.5), on a E' * cE' et E' est espace de Kelley. 
c e 

Si E est espace de Kelley, alors E' est évidemment complet, donc, avec b), (E')' 
c c e 

est espace de Kelley. Alors E et (E')' étant tous deux espaces de Kelley, et 
c c 

ayant les mêmes disques compacts d'après (3.4.6ab), sont identiques. 

(3.4.8) Corollaire 1 : 

a) Si E est un espace de Kelley complet alors E^ est aussi un espace de 

Kelley completo 

http://C3P.si.-fc
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b) Si E£ est un espace de Kelley complet alors (E^)^ est un espace de 

Kelley complet et c9est exactement le kelleyifiê kE de E. 

Preuve : Il suffit de prouver b). Or (E')' est alors espace de Kelley complet 
™~"""""""""""""" c c 
et a les mêmes disques compacts que E, d'où l'égalité (E')1 * KE. 

c c 

(3.4.9) Corollaire 2 : On suppose que E est tel que E = (E£)£* c e e 6 t ^e 

cas, par exemple, si E est espace de Mackey. Alors : 

a) Pour que E soit espace de Kelley il faut et il suffit que E' soit 

complet. 

b) Pour que E soit complet il faut et il suffit que E£ soit espace 

de Kelley. 

Enfin on a la caractérisation importante : 

(3.4.10) Théorème : Pour qu'un elc séparé E soit un espace de Kelley il faut 

et il suffit que E9 soit complet et que ses parties compactes soient 
c 

équicontinues. 

Preuve : Il suffit de voir que, sous l'hypothèse que E' est complet, la 
• c 
condition que ses parties compactes soient équicontinues est exactement 

la condition compactologique yE' • E' c'est-à-dire aussi la condition topo-
c 

logique E « (E')'. On est donc ramené à (3.4.7.a) et (3.4.9.a). 
c c 

Comme conséquence de cette caractérisation, on obtient un théorème de 

stabilité de la notion d'espace de Kelley par passage au produit vectoriel 

topologique. 

(3.4.11) Théorème : Tout produit d'espaces de Kelley est un espace de Kelley. 
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Preuve ; Soit E = IIEi un produit d'une famille (non vide) d'espaces de Kelley 

E^. On sait que E' s'identifie algébriquement à la somme directe EE£ et même 

que E' s'identifie exactement à la somme directe topologique E(EJ'. Il suffit c 1 c 

pour cela de vérifier, d'après ( G 2 , prop 7, p. 1 9 4 ) , qu'un système fondamental 

de disques compacts dans E est formé des produits quelconques I I d e disques 

compacts K^ des espaces E^, ce qui est bien le cas. Il en résulte, d'après 

( G 2 , propc 5, p. 192) que E' est complet, comme somme directe d'espaces complets, 
c 

De plus toute partie compacte de est une somme finie de parties compactes des 

(E.)', c'est-à-dire une somme finie de parties équicontinues des E', autrement x c i 

dit une partie équicontinue de E'. On est donc complètement ramené à la carac

térisa tion du théorème ( 3 . 4 . 1 0 ) . 

Comme application on peut tirer de là un exemple assez spécial de commutation 

du foncteur k de kelleyification au produit vectoriel topologique. Nous ignorons 

s'il est susceptible de généralisation. 

( 3 . 4 0 1 2 ) Corollaire : Soit (E.) • c r une famille (non vide) d9elo séparée tels 
—————————— i, ^ 

que les soient des espaces de Kelley complets. Alors le kelleyifié 

kE du produit E = TŒ. s'identifie au produit ÏÏkE. des kelleyifiés des 

espaces facteurs : kfTIE.) - UkE.o 

Preuve : On a toujours E' = E(E. )', de sorte que E' est complet et c'est un espace 1 C X c c 

de Kelley d'après ( 3 0 4 0 3 ) e On a donc ̂ kE = (E^T et aussi \E± = l f E j ^ ^ d'après 

( 3 o 4 e 8 o b ) o Posons F = TIKÊ ^ ; c'est un espace de Kelley d'après ( 3 . 4 . 1 1 ) , tel 

que F ' = H k E j ' o Or (kE.)' = (E J ' d'après ( 3 . 4 0 6 0c), d* sorte que F ' « E' « fkE)» 
^ c i c i c i c c c c* 

Aussi les espaces kE et F , étant deux espaces de Kelley, sont identiques d'après 

( 3 . 4 0 7.a). 

Remarque : Puisque la condition du corollaire est en particulier satisfaite 

lorsque les E^ sont espaces de Kelley, on voit que le corollaire contient à 

son tour le théorème comme cas particulier. 

Topologies et compactologies 
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CHAPITRE 4 : ESPACES TOPOLOGIQUES ET ALGEBRES COMPACTOLOGIQUES. 

4,1 Algèbres compactologiques convexes, 

(4.1.1) Définition : On appelle algèbre compactologique convexe (acc pour 

simplifier) une algèbre comnutative unitaire A munie d'une compac-

tologie vectorielle convexe telle que le produit de A soit un morphisme 

relativement à chaque variable. 

Le spectre de A est 1* espace G (A) des caractères de A, c'est-à-dire des 

formes multiplicatives unitaires qui sont des morphlsmes compactologiques. 

On considère G(A) comme une partie fermée du dual topologique A*" de l'ecc A , 

ce qui revient à placer sur G(A) la structure uniforme et la topologie de 

la convergence "compacte" sur A. Donc : 

(4jl.2) Proposition : Le spectre G (A) d'une acc A est un espace topologique 

complètement régulier, complet pour une structure uniforme compatible 

avec sa topologie. 

Nous dirons que A est une acc régulière lorsque G(A) sépare A. Dans ce 

cas A est évidemment un ecc régulier. D'ailleurs le théorème de dualité 

(3.2.2.a), conjointement avec le théorème de Hahn-Banach, fournit la carac-

térisation suivante : 

(4.1.3) Proposition : Pour qu'une acc A soit régulière il faut et il suffit 

que A soit un ecc régulier et que le spectre G(A) soit une partie 

totale de l'elc complet A* . 
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4.2o L'ace C(T) des fonctions continues sur un espace topologique T. 

Désignons par C(T) l'algèbre de toutes les fonctions numériques continues 

sur l'espace topologique T. Lorsque T n'est pas supposé compact il est difficile 

de placer sur C(T) une topologie qui soit bien attachée à la topologie de T. 

Généralement on choisit sur C(T) la topologie de la convergence compacte sur T, 

obtenant ainsi une algèbre localement convexe que nous désignerons ici par C (T). 
c 

c'est, par exemple, le point de vue de S. Warner dans CW3Î où l'auteur obtient 

de riches résultats de comparaison entre les propriétés topologiques de T et 

celles de C (T). Mais de même que sur le dual E' d'un elc E la bonne structure c 

est la donnée de la compactologie équicontinue, et non pas la donnée de telle 

ou telle topologie allant de la topologie faible à la topologie forte, nous 

allons structurer l'algèbre C(T) en acc régulière et constater très vite que 

ce point de vue nouveau est riche de conséquences. Cela est possible en vertu 

du : 

(4.2.1) Lenme : Soit H une partie équicontinue et simplement bornée de C(T)0 

Alors l9enveloppe disquée simplement fermée Y (H) de H dans l9espace 

T 
produit C es% simplement compacte et contenue dans C(T). 

Preuve : C'est une conséquence facile du théorème de Tychonov et des propriétés 

des parties équicontinues. 

On est donc en droit de poser : 

(4.2.2) Définition : Les disques équicontinus simplement bornés et simplement 

fermés (c'est-à-dire simplement compacts)* munis de la topologie de 

la convergence simple sur T, structurent C(T) en acc régulière. 
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Dans le cas où T est un espace compact, il résulte du théorème d'Ascoli 

que l'ace C(T) n'est autre que l'espace yC(T). Cette situation est d'ailleurs 

beaucoup plus générale puisque : 

(4.2.3) Proposition : On suppose que T est un espace de Kelley ou bien seulement 

s9il est complètement régulier, que c'est un k^-espace. Alors on a les 

égalités compactologiques C'T) = yC(yT) = yC (T). 
с 

Preuve : Dans les deux cas on a déjà С (T) « C(yT) topologiquement. Par ailleurs ™ с 
tout "compact" H de C(T), étant équicontinu et simplement compact, est compact 
dans l'elc С (T) car sur H la topologie de la convergence simple coïncide avec с 
celle de la convergence compacte sur T. Réciproquement soit H un disque compact 
de С (T). Puisque С (T) = C(yT) * lim C(K) où К décrit l'ensemble des compacts с с 
de T, on voit que l'ensemble H„ formé des restrictions à К des fonctions de H 

К 
est un disque compact de C(K), autrement dit, avec le théorème d'Ascoli, une 
partie équicontinue de C(K)0 Désignons alors par T la topologie sur T la moins 

fine parmi celles qui sont plus fines que la topologie propre de T et qui rendent 

équicontinue l'ensemble H. D'après ce qui vient d'être dit on voit que T coïncide 

sur chaque compact К de T avec la topologie de T. De sorte que si T est espace 
de Kelley, alors T est sa propre topologie. De même si T est un kR-espace, il 

suffit, ce qui est facile, de voir que T est complètement régulière pour aboutir 

à la même conclusion, ce qui termine la démonstration. 

Remarque : Ce résultat est à rapprocher du théorème (3.4.10) où l'on prouve 

l'égalité compactologique E' = yE' lorsque E est un ele de Kelley. 
с 

4.3. Caractères et caractères compactologiques de C(T). 
Il convient immédiatement de distinguer les éléments u€GC(T), que nous 

appellerons caractères compactologiques de C(T), et les caractères algébriques 

de C(T), qui sont les formes linéaires multiplicatives unitaires et dont l'ensenfcle 
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sera désigné provisoirement par gC(T). Dans cet ordre d'idées on a le résultat 

bien connu : 

(4.3.1) Proposition : Soit u£.gC(T) un caractère algébrique de C(T). 

Alors : 

a) Pour toute fonction continue fÇ.C(T) on a : u(f)Ç.f(T) ; u(f) = uCf) 

et u(\f\) = \u(f)\. En particulier u(f)zo si fzo. 

b) Pour toute suite f de fonctions continues sur T> il existe un 

point teT tel que u(fn) - fn(t) pour tout n. 

On va voii. maintenant que la partie b) de la proposition peut être consi

dérablement améliorée lorsqu'on se limite à un caractère compactologique u. 

Déjà : 

(4.3.2) Lemme : Soit u un caractère compactologique de C(T). Soit (f*)°~T une 

famille équioontinue et simplement bornée de fonctions f.€C(T) telles 

que f>zO et u(f.) = 0 , pour tout i. Alors la fonction f = Sun f. est 

continue et u(f) = 0. 

Preuve : Remarquons que, pour deux fonctions continues f et g telles que f£o, 

g£o et u(f) - u(g) - o, la fonction h * Sup(f,g) • -|(f+g+|f-g|) est telle que 

u(h) * o d'après (4.3.1.a) j de plus il est facile de voir que, pour deux points 

t et t 0 de T, on a : 

|h(tJ-h(to)kMax ̂ |f(t)-f(t0î|,|g(t)-g(to)j] 

Ceci implique que, pour toute partie finie J de I, la fonction f « Supf4 

J i€J 1 

vérifie u(fj) 8 o et admet en chaque point t© de T un module de continuité 

majoré par le module de continuité d T(t D,t « Sup If.(t)-f.(t0)l de la famille 
1 1£I 1 1 

équioontinue ^ j h C J o II sort de là que la fonction f = Supf., qui n'est autre i ifc± 1 C I i 

que la limite simple des fonctions fj lorsque J décrit l'ordonné filtrant des 
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parties finies de I, a aussi un module de continuité majoré par djttp,.). En 

particulier f est continue et la famille formée de la fonction f et des fonctions 

fj est équicontinue et simplement bornée. Comme u est un caractère compactologique 

les conditions u(fj) = 0 impliquent la condition u(f) * 0. 

(4.3.3) Théorème o° Soit и un caractère compactologique de C(T). Pour toute suite 

#n de parties équicontinues de C(T) il existe un point t^T tel que 

u(f) = fit) pour toute fonction f appartenant à la réunion L J 

Preuve : En remplaçant chaque fonction f € H n par la fonction g
 e Inf(l, |f-u(f)|), 

on remplace H n par une partie équicontinue G^, uniformément bonne, ot vérifiant le 

conditions du lemme. Pour chaque n, la fonction g s SUD g est continue, positive 
n g 6t5n 

et telle que u(gn) = 0. D'après (4.3.1.b) il existe ъ€.Т tel que gRft) = u * S n ^ я 0 

pour tout n, d'où il suit g(t) - 0 pour toute g € U G n et par conséquent u(f) « f(t) 

pour toute f£(jH . 
n 

4.4 Repletion compactologique. 

Ayant donc associé à tout espace topologique T un objet dual compactologique, 

qui est l'ace C(T), et à toute acc A un objet dual topologique G(A), nous sommes 

maintenant tout naturellement amenés à comparer les espaces topologiques T et 

G(?(T). Bien entendu cette comparaison se fait par l'intermédiaire de la trans

formation de Dirac, que nous noterons provisoirement par j. A tout point t€.T 

on associe le caractère compactologique t * jt défini par t(fî * f(t). Alors : 

(4.4.1) Théorème : 

a) La transformation de Dirac j est une application continue de T dans 

GC(T) dont l'image jT est partout dense. 

b) Pour que j soit infective il faut et il suffit que T soit fonction

nellement séparé. 
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c) Pour que 3 soit m homéomorphisme de T sur le sous-espace 3T de 

GC(T\ il faut et il suffit que T soit complètement régulier. 

Preuve : Si — > t dans T alors, pour tout disque "compact" H de C(T) on a 

t^^—>t uniformément sur H, d'après l'équicontinuité de H ; donc j est bien 

continue. La densité de jT dans GC(T) est une conséquence immédiate du théorème 

(4.3.3) écrit pour une seule partie équioontinue. L'assertion b) est évidente, 

de même que la condition nécessaire de c) puisque GC(T) est complètement régulier. 

Supposons T complètement régulier, donc fonctionnellement séparé, ce qui permet 

de l'identifier algébriquement au sous-espace jT de GC(T). La topologie propre 

de T est a priori plus fine que celle induite par GC(T), puisque j est continue 1 

mais elle est aussi moins fine car ce n'est autre que la topologie de la convergence 

simple sur C(T),évidemment moins fine que celle de la convergence "compacte* 

Remarque : L'assertion a) exige quelques commentaires. En effet pour prouver la 

densité de jT dans GC(T), nous n'avons utilisé qu'une petite partie de (4.3.3). 

En fait on a : 

(4.4.2) Proposition : Pour tout espace topàlogique Ty l9image jT est G^-dense 

dans GC(T)j c'est-à-dire que tout G^ non vide de GC(T) coupe l9image 

Preuve : Si u est un point d'un G^ U de GC(T), alors il existe une suite (Hn) 

de parties équicontinues de C(T) et une suite (en) de constantes positives telles 

que tout caractère v£GC(T) vérifiant | (v-u)Cf*k e

n pour toute f€.H n, et cela 

pour tout n, soit dans U# D'après (4.3.3) il est donc clair que UfljT est non vide. 

Topologies et compactologies. 
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Répletion et répletion compactologique. 

La théorie exposée ici est, sur beaucoup de points, analogue à la théorie 

des espaces "realcompact" (ou Q-espaces) de E„ Hewitt (H2), telle qu'on peut la 

trouver dans Gillman-Jerison (Gl), à cela près qu'on passe ici des fonctions réelles 

aux fonctions complexes, mais c'est sans véritable importance. Rappelons sommairement 

qu'à tout espace topologique T on associe l'espace topologique complètement régulier 

uT (lire upsilon) , qui est l'espace gC(T) de tous les caractères algébriques de 

C(T) muni de la topologie de la convergence simple sur C(T), tandis que le compac-

tifié de Stone-Cech de T, noté BT comme d'habitude, peut s'interpréter comme 

l'espace des caractères de l'algèbre de Banach C*(T) des fonctions continues et 

bornées sur T, muni de la topologie de la convergence simple sur C (T). Dans la 

terminologie anglo-saxonne uT est dit "realcompactification" de T j on trouve dans 

G. Choquet (Cl) la dénomination suivante : uT est dit stabilisé de Hewitt de T. 

La terminologie de Bourbaki (B2, S 4 ex. 17 p. 85) nous paraît préférable : on 

dit que »T est la répletion de T et un espace topologique (complètement régulier) 

est dit replet lorsque T s'identifie (topologiquement) à sa répletion uT. Les 

principaux résultats de la théorie de Hewitt sont condensés dans l'énoncé suivant : 

(4.4.3) Théorème : Soit T un espace topologique. 

a) vT est un sous-espace topologique partout dense du compactifiê de 

Stone-Cech BT, complet pour la structure uniforme de la convergence 

simple sur C(T)0 

b) La transformation de Dirac j : T —> \>T est continue et son image qT 

est partout dense (et même G^-dense) dans vT. Pour que j soit invective 

(resp. un homêomorphisme de T sur jT) il faut et il suffit que T 

soit fonctionnellement séparé (resp : que T soit complètement régulier)<, 

c) Les algèbres C(T) et C(\>T) sont algébriquement isomorphes et les 
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algèbres de Banach C°(T) et C°°(vT) sont isométriques oe qui implique 

les égalités (ou isomorphismes) topologiques : 

\)(\)T) = \)T et $(\)T) = $T. En particulier \)T est un espace 

replet* 

d) L'espace \>T et la transformation de Dirac j constituent la solution 

du problème universel des applications continues de T dans des espaces 

replets quelconques. 

Désignons, maintenant et dans toute la suite, par 0T l'espace topologique 

GC(T) ; nous dirons que 0T est la repletion compactologique de T et qu'un espace 

topologique (complètement régulier) T est compactologiquement replet (en abrégé : 

c-replet) lorsque T s'identifie topologiquement à sa repletion compactologique 

6T. Les notations ainsi posées sont analogues à celles de la théorie de Hewitt. 

On va voir que les résultats le sont aussi. 

(4.4.4) Théorème : Soit T un espace topologique. 

a) QT est un sous-espace topologique de vT, complet pour la structure 

uniforme de la convergence "compacte" sur C(T). 

b) La transformation de Dirac j : T—> QT est continue et son image 

QT est partout dense (et même Gçdense) dans QT. Pour que j soit 

infective (resp : un homéomorphisme de T sur jT) il faut et il 

suffit que T soit fonctionnellement séparé (resp : que T soit 

complètement régulier). 

c) Les algèbres C(T) et C(QT) sont compactologiquement isomorphes 
co j. 00 

et les algèbres de Banach Ç (T) et C (QT) sont isométriques, ce 

qui implique les égalités (ou isomorphismes) topologiques Q(QT) - QT . 

\)(QT) = v(\)T) = vT et &(QT) - &(vT) = &(&T) = BT. En particulier QT 

est un espace c-replet. 
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d) L 'espace QT et la transformation de Dirac j constituent la solution 

du problème universel des applications continues de T dans des espaces 

c^replets quelconques. 

Preuve : L'assertion b) vient d'être obtenue en (4.4.1) et (4.4.2)e Démontrons 

l'assertion c). La transformation de Dirac j . T > 6T donne immédiatement, 

par transposition, un morphisme compactologique U s C(9T) > C(T)0 On définit 

l'application V s C ( T ) — > C(0T) par (Vf)(u) = u(f) $ pour tout disque "compact" 

H de C(T), on a, pour f £ H et u, v£0T : 

|(Vf)(u) - (Vf)(v)| - |(u-v)(f)|«dH(u,v) 

où d H est précisément un écart de la structure uniforme de GT, de sorte que V(H) 

est équicontinue dans C(0TÎ ; de plus si * dans H alors, pour tout ut9T 

on a u(fi)—*.u(f) (car u est justement un caractère compactologique) d'où 

V f 1 — * Vf simplement dans C(0T). Il en résulte que V(H) est simplement compact, 

et aussi équicontinu, donc un disque "compact" de C(6T) et que V est aussi un 

morphisme compactologique. Enfin UV « 1 car (UVf)(t) * (Vf)(t) = t(f) » f(t), 

et VU * 1 puisque pour toute g£C(0T), les fonctions VUg et g coïncident sur 

la partie dense jT de 0T j en effet : 

(VUgHt) « £tu g)« (Ug)Ct) -= gCt) 

On a déjà ainsi 1'isomorphisme compactologique de C(T) et C(0T) j et si 

l'on remarque que le "prolongement" f « Vf d'une fonction f^C(T) est tel que 
Q 
f (6T) « f(T), d'après (403.1-a), on a bien l'isométrie des algèbres de Banach 
00 00 

C (T) et C (0T)O L'assertion a) n'est alors qu'une conséquence de l'assertion c) : 

en effet 0T est complètement régulier et sa topologie est celle de la convergence 

simple sur C(0T) j c'est donc bien un sous-espace topologique de uT. Quant à 

l'assertion d), c'est un cas particulier de la fonctiorialité de 0 * GC 

qui s'exprime par le fait que toute application continue q s T-*S entre deux 
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espaces topologiques définit de façon unique (par exemple par bitransposition) 

une application continue q 0 : 0T—*0S rendant commutatif le diagramme : 

t L _ * s 

v e V 

0T q > es 

Remarque : Il peut paraître à première vue paradoxal que 0T soit un sous-espace 

topologique de uT. En fait uT et 0T soîit munis respectivement de structures 

uniformes différentes qui induisent sur 0T la même topologie. Mais 0T est complet 

pour la structure uniforme "compacte" sur C(T) alors qu'il n'est pas complet en 

général, pour la structure uniforme de la convergence simple sur C(T). 

Les premières conséquences de (4.4.4) sont les suivantes : 

(4.4.5) Théorème : Pour que deux espaces c^replets soient homêomorphes il faut 

et il suffit que leurs algèbres de fonctions continues soient compac-

tologiquement isomorphes. 

Avant d'examiner les propriétés des espaces c-replets, il convient d'obtenir 

une seconde interprétation de la répletion compactologique. Les résultats qui 

précèdent et ceux qui vont suivre ont été annoncés sommairement dans une note 

conjointe H. Buchwalter» R. Pupiei* (B8). La partie 4.5 qui suit, et qui apporte 

des lumières nouvelles sur la notion de structure uniforme universelle, est 

essentiellement due à R. Pupier. 

4.5 Structure uniforme universelle. 

On sait que parmi toutes les structures uniformes compatibles avec la 

topologie d'un espace complètement régulier T, il en existe une plus fine que 

toutes les autres, qu'on appelle structure uniforme universelle. On dira que T 
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est universellement complet (ou complet pour simplifier) seil est complet pour 

sa structure uniforme universelle,, Il suffit (et il faut) pour cela qu'il soit complet 

pour une structure uniforme compatible avec sa topologie. 

On rappelle que la structure uniforme universelle de T est définie par la 

famille de tous les écarts finis et continus sur T, écarts que l'on peut d'ailleurs 

supposer bornés. 

Puisque la structure uniforme de la convergence "compacte" sur C(T) est 

compatible avec la topologie de T (T, étant complètement régulier, est un sous-

espace ̂ togolo^igue de 0 T Î , elle est évidemment moins fine que la structure uni

forme universelle de T 0 Le résultat important obtenu par R. Pupier et qu'en 

réalité ces deux structures uniformes coïncident. 

(4.5.1) Théorème (Pupier) : 

Sur un espace topologique complètement régulier T la structure uniforme 

universelle est exactement celle de la convergence "compacte" sur C(T). 

Preuve s II suffit de prouver que tout écart d, continu et borné sur T, est 

uniformément continu pour la structure uniforme de la convergence "compacte" sur 

C(T)), laquelle est définie par les écarts d u associés aux parties équicontinues 
M 

et simplement bornées H de C(T) selon la formule d u(t,f) » Sup|f (t)-f (f ) |. 

Or cela résulte immédiatement du lemme : 

(4.5.2) Lenrne 0° Soit d un écart continu et borné sur T et soit В l'ensemble des 

fonctions d(aJO) : t—>d(a>t)> lorsque a décrit Г. Alors E est une 

partie équioontinue et uniformément bornée de C(T) et de plus d - d^* 

Preuve : L'équicontinuité de H résulte de l'inégalité 
|d(a,t)-d(a,t')|<d(t,f) 

et de la continuité de d D Et de plus : 

d H(t,f) - Sup|d(a,t)-d(a,t')| < d(t,fî acT 
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Mais puisque, pour a s t on a |d 'a,t)-d(a,t')| - d(t,t'), on voit bien que 

d s d|_j«. 

(4.5.3) Corollaire 1 : La structure uniforme universelle d'un espace complètement 

régulier T evt exactement la structure uniforme la moins fine rendant 

uniformément équicontinue les ensembles équicontinus de fonctions 

continues. 

(4.5.4) Corollaire 2 : Les espaces complètement réguliers complets sont exactement 

les espaces c-replets. Plus généralement le complété universel d'un 

espace complètement régulier T s 'identifie à sa réplétion compactologique 

QT, espace des caractères compactologiques de l'algèbre C(T) muni de la 

structure uniforme de la convergence "compacte" sur C(T). 

Remarque : Lorsque T n'est pas complètement régulier, on dira qu'une structure 

uniforme sur T est sous-compatible lorsqu'elle définit sur T une topologie moins 

fine que la topologie propre de T. On dira alors que la structure uniforme 

universelle de T est la plus fine des structures uniformes sous-compatibles $ 

elle est évidemment définie par la famille de tous les écarts finis et continus 

sur T. Avec ces notations le théorème (4.5.1) reste valable dans le cas général0 

Mais de toute façon, on peut se ramener immédiatement au cas où T est complètement 

régulier chaque fois que T est supposé fonctionnellement séparée II suffit 

d'introduire sur T la topologie p(T) de la convergence simple sur C(T), donnant 

un espace complètement régulier pT, pour constater que la structure uniforme 

universelle de T (au sens ici élargi) coïncide avec la structure uniforme 

universelle de pT0 
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4,6 Les espaces compactologiquement replets0 

Il convient maintenant d'étudier les propriétés des espaces c-replets0 On 

va voir qu'elles sont au moins aussi bonnes que celles des espaces replets. Elles 

sont parfois meilleures, ce qui nous amènera assez vite à faire une comparaison 

précise entre les notions de répletion et de répletion compactologique. 

Comme exemples d'espaces c-replets citons déjà : 

(4 . 6 . 1 Î Théorème s 

a) Tout espace replet est c-replet. 

b) Tout espace paracompact est c-replet* 

c) Soit T un kR-espace. On suppose que Velc C(yT) = CQ(T) est un elc 

de Kelley. Alors T est un espace c-replet. 

d) Les espaces c-replets sont exactement les spectres G (A) des algèbres 

compactologiques convexes A. 

Preuve : L'assertion a) est évidente car TC©TCuT = T lorsque T est replet*, 

Démontrons c) : on sait déjà, avec ( 4 . 2 . 3 ) , que C(T) = YC(YT) et l'hypothèse sur 

C(yT) montre que 9T = GYC(YT) est un enserrible égal à GC(YT) % or YT étant un 

espace compactologique régulier, on a G C ( Y T ) « YT, d'après ( 1 . 4 . 2 ) , de sorte que 

T et ©T coïncident algébriquement, ce qui suffit puisque T est complètement 

régulier» Démontrons d) s il suffit pour cela de prouver que tout espace T • G(A) 

est c-replet j or T est évidemment complètement régulier, et universellement 

complet d'après ( 4 0 l o 2 ) , donc c-replet. Enfin démontrons b) : soit T un espace 

paracompact et soit u €0T $ pour prouver que u €J il suffit, comme on l'a vu au 

début de la démonstration de ( 4 . 3 . 3 ) de montrer qu'il existe un point t £ T tel 

que la condition "f€C(T), f e t u(fî » 0" implique la condition "f(t) * 0". 

Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe pour tout t€T, une fonction 

f t eC(T) telle que f^O, u(ft) « 0 et ft(t)>0. Il existe alors, pour tout tfeT, 

un voisinage ouvert U t de t tel que ft(s)>0 pour tout s £ U t B Puisque T est 
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paracompact il existe un recouvrement ouvert localement fini l ^ ^ g j plus fin 

que le recouvrement ouvert (U ) Soit i — > t(i) une fonction de I dans T telle 

que a ,

i C U t ( i ) pour tout i % posons g± *
 f

t(jj'
 d e sorte que g^O, utg.̂ ) = 0 et 

g^sl^O pour tout séu^. Soit maintenant u n e partition continue de l'unité 

surbodonnée au recouvrement (u>. ). _ T. Posons h. • g.<|>. d'où h„>D et u(h„) * 0. Le 
i i£I i i i i i 

recouvrement ouvert (OJ^) étant localement fini, il est facile de voir que la famille 

(h.). C T est équicontinue et simplement bornée dans C(T)B Posons h = Suph. ; alors, 1 № 1 ^ i 
d'après (4.3.2), on a h£C(T) et u(h) • 0. Montrons enfin la contradiction avec 

(4.3.1.a) en prouvant que l'on a h(t)>0 pour tout t€T ; en effet, pour t fixé 

dans T, il existe un indice i£ I tel que <J>̂ (t)>0 (car = 1 et <(>^0), d'où 

nécessairement t C ^ . (car le support de <|>i est contenu dans w^) et 

h(t)>gi(tî*i(t)>0o 

(4,6.2) Corollaire : Tout espace discret est c-replet. Tout espace mêtrisdble 

est c-replet. 

Remarques s 

Remarque 1 s Pour le cas des espaces paracompacts, le théorème précise un résultat 

cité par Bourbaki (Bl, 5 4 ex. 19 p. 102) selon lequel tout espace paracompact est 

universellement complète Mais la démonstration donnée ici paraît plus simple. 

Remarque 2 : Le corollaire peut se démontrer directement sans difficulté lorsque 

T est supposé discret. Lorsque T est métrisable on peut aussi se référer à 

Gillman-Jerison (Gl ; 15-24) pour retrouver que T est universellement complet 

sans avoir à utiliser la paracompacité d'un espace métrisable. D'ailleurs, on 

peut aussi adapter à l'emploi des caractères compactologiques une démonstration 

de Bourbaki (Bl, S 2 ex. 23 p. 54) qui donne un résultat plus général. Cela 

fournit l'énoncé î 
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(4.6.3) Proposition : Tout espace complètement régulier T, sur lequel existe 

une distance continue d, est c-veplet* 

Preuve s II est facile de voir, grâce à l'inégalité triangulaire, que la distance 

d se prolonge,, par continuité séparée, en une application d s 0T*0T—j^R + , vérifiant 

encore l'inégalité triangulaire0 II suit de là que d est continue sur 0T*0T de sorte 

que d(u,u) = 0, puisque cKu,u) est la limite de d(t,t) lorsque t£T tend vers u. 

Ainsi d est un écart continu sur 0T. Pour tout u£0T, les images d(u,0T) et d(u,T) 

coïncident d'après (4 03 0l 0a), de sorte qu'il existe un point t€T tel que*d(u,t) » 0 

Et si t'gT possède la même propriété alors d(t, t')<d(u,t)+d(u, t') » 0 j d'où t » f . 

Ainsi il existe une fonction p : 0 T — * T , bien définie par la condition d"(u,p(u)) = 0, 

Il suit de là que : 

d(p(u],p(v)3^cT(u,p(u))+d(u,v)+d(v,p(v)) * d(u,v) 

d'où l'on tire la continuité de la fonction p. Enfin si t€T, on a évidemment p(t) s t. 

En résumé, tout cela signifie que T est exactement un rétracte de 0T j il est donc 

fermé dans 8T et par suite T = 0T pour raison de densité0 

Nous dirons qu'un tel espace T est submétrisable. Un espace submétrisable est 

donc un espace complètement régulier dont la topologie est plus fine qu'une topologie 

métrisable. Et puisque tout sous-espace de T est submétrisable de façon évidente, 

on voit que tout sous-espace d'un espace submétrisable est c-replet. 

Remarque 3 s II existe des espaces complètement réguliers T qui ne sont pas c-replets 

Pour en obtenir des exemples simples, rappelons qu'un espace topologique T est dit 

weierstrassien dans la terminologie de Bourbaki (Bl, $ 1 ex. 22 p. 27) lorsque 

toute fonction continue sur T est bornée. Dans la suite on dira que T est pseudo 

compact, en suivant la terminologie de Gillman-Jerison (Gl, 1.4), s'il est complè

tement régulier et weierstrassien0 L'espace W des ordinaux strictement inférieurs 

au premier ordinal non dénombrable, muni de la topologie d'ordre, est, par exemple 

un espace localement compact, normal, pseudocompact et non compacte 
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(4.6.4) Proposition o° Soit T un espace pseudocompact. Alors BT = vT = $TS de 

sorte que T est c-replet si et seulement si il est compact* 

Preuve s Puisque C(T) s C(0T), il est clair que 0T est aussi pseudocompactQ Mais 

0T, étant complet* est alors compact car un espace pseudocompact est précompact 

pour toute structure uniforme compatible avec sa topologie. Ainsi 6T est compact 

et partout dense dans BT„ d poù l'égalité 0T • BT, ce qui suffit. 

Les questions de stabilité des espaces c-replets sont résolues par s 

(4.6.5) Proposition : 

a) Tout sous-espace fermé d'un espace c-replet est c-replet. 

b) Tout produit d'espaces c-replets est c-replet. 

c) Toute limite projective topologique d'espaces c-replets est un 

espace c-replet. 

Preuve : Elle est évidente avec le critère de completion universelle. 

(4.6.6) Corollaire : Soit X un espace topologique séparé et soit (TJ . une 

famille non vide de sous-espaces c-replets de XQ Alors l'espace 

T - D r , 

est c-replet. 
i e i % 

Proposition : Soit T un espace c-replet et soit f : T—»> X une application 

continue de T dans un espace topologique quelconque X0 Alorss pour tout 

sous-espace c-replet A de Xs le sous-espace f*(A) de T est c-replets 

Preuve : Posons X * f*(A) ; l'injection canonique i s S — s e prolonge en une 

0 

application continue i s 0 S — q u i est évidemment un homéomorphisme de la 

partie partout dense S de 0S sur son image. Il en résulte, par un lemme topologique 

utile (Gl, 6-11 par exemple), l'inclusion i (0S-S)CT-S d'où . 

Cf 0i
enes-S)Cf(T-S)CfCT)-A. Par ailleurs la restriction f"* s 3~*X se prolonge 
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0 0 
en f s s 0S—*X et, puisque fgCSÎCA et que A est c-replet on a aussi fgÎGSÎCA, 

0 0 

Or f ei et fg , qui coïncident sur X, sont égales, de sorte que 

(f oi
G ) (0S-S)C AfUf(T)-A) = 0 et par suite 0S-S = 0. 

(4„ 6 0 8 ) Corollaire 1 : Soient T un espace c-replet et M un espace submétrisable. 

Soient f et g <? T-*>M deux fonctions continuesQ Alors le sous-espace 

fermé S - {t,f(T) - g(t)} et le sous-espace ouvert C S " f(*) Í G(tj) 

sont c-REPLETSO 

Preuve s Soient A T et A^ les diagonales des espaces respectifs T*T et 11*11, 

L'application h s T*T—* rixM définie par h(s,t) = (f(s),g(t)) est continue et 

il est clair que S et Qs sont respectivement homéomorphes aux espaces A T O h ^^¡J 

et A 1Hh " 1 ( Q A | V I ) 0 Le résultat provient donc du fait que T*T et Â . sont c-replets 

et que A^ et ^A^ sont aussi c-replets, d'après la fin de la remarque 2, puisque 

f1*H est submétrisable0 

(4 .6„9) Corollaire 2 : Soit T un espace c-replet et soit f^C(T). Désignons par 

Z(f) le noyau de f •• Z(f) = {t> fit) - 0} . Alors le complémentaire de 

Zif) est un sous-espace c-replet de To 

(4 . 6o l0 ) Corollaire 3 : Soit T un espace c-replet dont tout point est un G^ 

(par exemple si T est submétrisable)0 Alors tout sous-espace de T est 

c-replet* 

Preuve : L'hypothèse sur T (sans omettre la régularité complète !) implique 

que tout point de t est un noyau Z(f). Alors un sous-espace quelconque de T, 

étant intersection de complémentaires de noyaux, est bien c-replet» 

On tire encore du corollaire 2 : 

(406.11) Corollaire 4 : Soit T un espace c-replets Alors tout de T est un sous-

espace c-repleto 
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Preuve : Soit F = l ) F une réunion dénombrable de fermés F^ de T. Il suffit de 
— — n n 

prouver que F est l'intersection des complémentaires de noyaux qui le contiennent. 

Et pour cela il suffit de prouver que, pour tout x^LF, il existe une fonction 

f€C(T) telle que f(x) • 0 et f(t) / 0 pour tout t £ F 9 Or *$>FN, pour chaque n, 

d'où (par complète régularité de T) l'existence de f^G C(T) vérifiant O^f^l , 
f (x) • 0 et f a 1 sur F . La fonction f » 12 n f répond donc aux exigences n n n n 

énoncées. 

On peut finalement rassembler (4.6,5-a) et (4.6.11) pour obtenir le résultat 

suivant : 

(4.6.12) Théorème : Dans un espace c-replet toute intersection de F^ est c-replète. 

La proposition (4.6.5) donne un énoncé valable pour les limites projectives 

quelconques. Du côté des limites inductives il n'y a pas de résultat général. En 

fait les difficultés proviennent uniquement, comme il est bien connu dans d'autres 

situations analogues, du passage au quotient. En effet : 

(4.6.13) Proposition : Soit une famille non vide d'espaces complètement 

réguliers. Alors leur somme topologique T = E2 \ est un espace complètement 

régulier dont la répletion compactologique QT s 'identifie à la somme 

topologique ZGT^ des réplétions compactologiques des espaces 2 \ . En 

particulier une somme topologique dfespaces c-replets est c-replète. 

Preuve : Laissons de côté le fait élémentaire que T est complètement régulier et 

désignons par q^ l'injection canonique > T j elle se prolonge en une appli-

0 
cation continue q i : GT^—>GT, ce qui permet la construction d'une application 

0 
continue q : 161^ > 0T rendant commutatif le diagramme : 
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T i - - * > T - E T 1 

5± J 

1 q i 
e T ± i > qt 

0 
On va prouver que q est un homéomorphisme, ce qui démontrera l a proposition» 

L 'appl icat ion q® est déf in ie par l ' é g a l i t é q J d i j H f ) * u ± ( f | T ï pour tout 

0 ^ 
et toute ffeC(T), ce qui prouve que chaque est i n j e c t i v e car l ' app l i ca t ion 

0 0 

f > f | T de C(T) dans C [ J ± ) est surjectîve0 De plus l'égalité q ^ u ^ » q^(u^) 

pour u 4€ ©Tĵ  et u k G
e T R implique nécessairement l'égalité i » k (et par conséquent 

Uĵ  = u^) car, en désignant par 1^ la fonction caractéristique de (qui est bien 
continue sur T) on a u„(l,|T ) - 1 • u. (1. L )„ donc 1. L / 0 et î = K. /insi 

e

 1 1 !i K 1 'k 1 'k 
q est injective0 

0 
Montrons maintenant que q est surjective0 Pour cela fixons u€0T o Pour toute 

f£C(T) la famille des fonctions f, • 1~. fl. est manifestement équicontinue et 
J i £ J i 

simplement bornée lorsque J décrit l'ensemble des parties finies de I. De plus 

f « J Z fl^ est la limite simple des fonctions f / je sorte que u(f) s^u(fl.3o 
i€I 1 j i 

En particulier,, pour f » 1, 1 « J ^ u d ^ , ce qui implique 1 "existence d'un indicei 

tel que utl±) ? 0 d°où nécessairement utl±) « 1 et u(lR) * 0 pour tout k ¥ io 

Autrement dit il existe un indice i unique tel que u(f) * u C f o l ^ pour toute 

f£C(T) 0 Désignons maintenant pour toute f^Cn^) par f± la fonction continue 

sur T obtenue en prolongeant par 1 en dehors de i il est clair que lorsque 

f± décrit un "compact" de C{7±) la fonction f± décrit un "compact" de C(T), ce qui 

permet de montrer que 1"application f ± >> uiT^ = u C f ^ î est en réalité un caractère 

compactologique u ^ G T ^ Comme on a donc utf ) * u j L(f| T ) pour toute f€C(T) on voit 
0 û ^ 

que précisément u = ̂ ¿^¿5 c e qui prouve que q eest surjective0 II reste à vo i r que 
0 a 

q est un homéomorphismeo Dire que u * u dans 0T lorsque a décrit un ensemble 

ordonné A, c'est exactement dire, dcaprès ( 4 0 4 &a) que j ^ f l ^ u f f ) pour toute f f c C C d > 
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0 (X 

on peut supposer u 35 q^t^) pour un indice i fixé et u±£Ql^9 de sorte que u ( l ^ - ^ l , 

ce qui implique nécessairement u°t(li)
 s 1 pour a^a c et prouve en même temps que u

a 

est l'image q^(u^) d'un caractère u^feOT^ Comme u^(f|T î-^u^fll^) pour toute 

f £C(T), on a aussi u^Lf^—^Ujlfj) P o u r toute f^CiT^), autrement dit u ^ — u i 

dans 01^ * donc aussi u^—*> u± dans la somme topologique IQT±, ce qui termine la 

démonstration0 

4.7 Comparaison entre répletion et répletion compactologique„ 

Pour les besoins de cette comparaison, rappelons qu'un cardinal M est dit 

mesurable (voir par exemple Gl, ch. 12) ou encore 2-mesurable selon la terminologie 

de G. Choquet (Cl), lorsqu'il existe un espace discret T, de cardinal M, et une 

mesure positive dénombrablement additive y sur la tribu P(T) de toutes les parties 

de T, ne prenant que les valeurs 0 et 1, et telle que y(T) = 1 et y({t}) * G pour 

tout t€ T. On ignore s'il existe ou non des cardinaux mesurables et il semble pro

bable que l'axiome d'existence d'un tel cardinal puisse être rajouté à la théorie 

' des ensembles sans contradiction. D'ailleurs un tel cardinal, s'il existe, est 

extrêmement grand ; il est déjà fortement inaccessible mais il est strictement 

plus grand que le premier cardinal fortement inaccessible,, En suivant G 0 Chqquet, 

appelons modéré tout cardinal non mesurable (et aussi tout ensemble dont le cardinal 

est non mesurable) ; les cardinaux modérés constituent une section commençante de 

la classe de tous les cardinaux. 

La liaison avec la théorie de la répletion se fait par l'intermédiaire des 

résultats suivants, que nous rappelons simplement : 

(4.7.1) Proposition (Gillman-Jerison* Gl 12-2). 

Pour qu'un espace discret T soit replet il faut et il suffit qu'il soit 

modêréo 
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( 4 . 7 . 2 ) Théorème (Shirota* S2, voir aussi Gl, 15-20) 

Soit T un espace complètement régulier dont les parties discrètes 

fermées sont modérées^ Il est replet si et seulement si il est complet 

pour une structure uniforme compatible (c'est-à-dire si et seulement 

si il est universellement complet). 

En conséquence s 

( 4 . 7 . 3 ) Théorème 0

c Soit T un espace complètement régulier tel que toute partie 

discrète de T soit modérée. Alors \>T = 0To 

Preuve s On va prouver qu'une partie discrète et fermée D de 6T est nécessairement 

modérée, ce qui impliquera, avec le théorème de Shirota* que 0T est replet donc 

que uT = u ( 0 T ) « 0TO II existe, pour tout point u€D, un voisinage ouvert V de 

u dans 0T tel que v

u ^
v

v

 s 0 pour u 4 v. Pour tout u £ D f il existe, par densité de 

T dans 0T, un point t ^ T H V ^ Soit D' l'ensemble des points t y j il est clair que 

cardD =* cardD'o Par ailleurs W u * TOV^ est un voisinage ouvert de t y dans T tel 

que W u O W v = 0 pour u ¿ v Q Ainsi la partie D' de T est discrète, donc modérée et 

D est aussi modérée0 On pourra remarquer qu'on n'utilise pas l'hypothèse que D est 

fermée dans 0T O 

(4o7o4) Corollaire t Pour qu'il existe un espace complètement régulier T tel que 

uT ¿ QT il faut et il suffit qu'il existe un cardinal mesurable0 

Preuve ï Si uT 4 0T, alors cardT est nécessairement mesurable d'après le théorème,, 

Réciproquement si T est discret et si cardT est mesurable alors T est c-replet 

d'après ( 4 . 6 e 2 ) et n'est pas replet d'après ( 4 0 7 0 1 ) 0 
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On voit maintenant mieux en quoi la notion d'espace c-replet, quoique moins 

simple a priori que celle d°espace replet, peut apparaître comme plus naturelle0 

Elle permet la plupart du temps de se débarraser de la condition de cardinalité 

modérée qui encombre presque tous les énoncés relatifs aux espaces repletsc Pour 

s en convaincre il suffit par exemple de comparer les énoncés ( 4 0 6 0 2 ) et ( 4 e 7 0l) 

relatifs aux espaces discrets, ou bien encore de comparer la caractérisation 

donnée par C D Wenjen (W4 y th 0 5 ) des espaces paracompacts replets (un espace para

compact est replet si et seulement si chacun de ses recouvrements ouverts possède 

un sous-recouvrement modéré) au théorème ( 4 0 6 0l 0b), ou bien enfin de remarquer 

qu'une somme topologîque quelconque d'espaces c-replets est c-replète, d'après 

( 4 o 6 . 1 3 ) , alors qu'une somme topologîque d'espaces replets n'est replète que 

si l'ensemble des indices correspondant est modéré0 

On trouve encore dans C-Wenjen (W4, thDl) une caractérisation topolo

gique des espaces replets s un espace complètement régulier est replet si et 

seulement si c'est une intersection quelconque de dans un espace compact. 

Ce résultat est à rapprocher du théorème ( 4 0 6 o 1 2 ) et soulève en réalité le 

problème, non résolu ici d°une caractérisation purement topologîque des espaces 

c-repletso 

Remarque s Notons pour en terminer avec cette question qu'il existe des relations 

de dualité assez frappantes entre les notions d°espaces replets ou c-replets et 

les notions d'elc bornologîques ou d'elc de Kelley0 En effet un espace discret 

I est toujours c-replet et n'est replet que si I est modéré; et l'elc produit 

R 1 est toujours espace de Kelley, d'après ( 3 0 4 0 1 1 3 , mais il n'est bornologîque 

que si I est modéré (théorème d'Ulam-Mackey % voir par exemple s Kelley-NamioKa 

K2, 19 -9) 0 Le mystère s'éclaîrcit en faisant appel à un résultat de Nachbin ( N 1 ) 

et Shirota ( S 3 ) (voir aussi Warner ( W 3 ) ) selon lequel, si T est un espace complè

tement régulier, lDelc C (T), espace des fonctions continues sur T muni de la 
c 

topologie de la convergence compacte, n'est bornologique que si T est replet0 

56 
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Et nous avons vu, en (4.6.1.c), que (tout au moins si T est un kR-espace) T 

est effectivement c-replet chaque fois que l'elc C (T) est un espace de Kelley. 
c 

On peut donc raisonnablement poser le problème de savoir si, relativement à un 

espace complètement régulier T, les conditions "T est c-replet" et "C (T) est un 
c 

elc de Kelley" sont exactement équivalentes. Par ailleurs l'analogie se poursuit 

au-delà des espaces discrets I et des produits de droites * C C(H» Si l'on 

considère un produit X d'elc séparés, on sait que X est bornologique 
ifel 

chaque fois que les X.̂  le sont pourvu que I soit modéré (K2, 19-9) et que X est 

espace de Kelley chaque fois que les X^ le sont, et ceci sans condition cardinale. 

Considérant alors une somme topologique T 3 ) T. d'espaces complètement réguliers, 

1€I J— 
et remarquant, ce qui est immédiat, que C (T) * I I C (T.), on aperçoit clairement 

c 161 0 1 

les liaisons énoncées entre les théorèmes sur les sommes topologiques d'espaces 

replets ou c-replets et ceux sur les produits d'elc bomologiques ou d'elc de 

Kelley. 

4.8 L'espace H(T). 

On peut associer à chaque espace topologique T un elc complet M(T) en 

choisissant pour M(T) le dual de l'ecc C(T), c'est-à-dire l'espace des formes 

linéaires y sur C(T) qui sont simplement continues sur chaque partie équicontinue 

et simplement bornée. L'espace Î1CT) est évidemment muni de la topologie de la 

convergence "compacte" sur C(T) et l'on sait alors que son dual M(T)' s'identifie 

compactologiquement à l'ecc C(T). De façon évidente M(T) contient l'espace 0T qui 

esu formé des éléments y£M(T) qui sont multiplicatifs et unitaires, et même 0T 

est un sous-espace topologique de M(T). D'ailleurs, puisque C(T) * C(0T), on a 

M(T) « M(0T). Il suit de là que la transformation de Dirac j : T — * 0 T peut être 

considérée comme opérant de T dans M(T). On obtient comme propriétés essentielles 

de M(T) celles décrites par le théorème suivant que l'on pourra rapprocher du 
théorème (4.4.4) : 
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(4.8.1) Théorème : 

a) M(T) est un elo complet contenant QT comme sous-espace topologique 

(et aussi sous-espace uniforme) fermé. 

b) La transformation de Dirac j : T—*M(T) est continue et son image jT 

est totale dans M(T). Pour que j soit un homéomorphisme de T sur jT 

il faut et il suffit que T soit complètement réguliera 

c) L'espace M(T) et la transformation de Dirac j constituent la solution 

du problème universel des applications continues de T dans des ele 

complets quelconques. 

Preuve : L'assertion a) est déjà acquise. Pour voir que jT est totale dans M(T) 

il suffit de voir que si une forme linéaire continue sur M(T), c'est-à-dire une 

fonction f£C(T), s'annule sur jT alors elle est nulle, ce qui est immédiat et 

donne l'assertion b). Enfin si g : T—> E est une fonction continue de T dans un 

ele complet T, on construit par transposition une application g' s E'—>C(T) qui 

est un morphisme compactologique défini par (g'x'Ht) = <f(t),x'> , puis,par 

transposition encore,une application linéaire continue G : M(TÎ > (E')*. Or 

(E') = E comme on sait, puisque E est complet, de sorte que G est un morphisme 

d'elc complets rendant commutatif le diagramme : 

g 
T >. E 

M T ) 

-'unicité de G provient du fait que jT est une partie totale de M(T), ce qui 

démontre enfin l'assertion c). 

Remarque : L'espace M(TÎ peut probablement jouer un role en théorie de ^intégra

tion sur un espace complètement régulier. En effet si T est compact, on sait que 

C(T) * yC(T) donc M(T) = (C(TÎ)' % on retrouve ainsi l'espace des mesures de Radon 
c 
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sur T muni de la topologie de la convergence compacte sur C(T) (qui peut aisément 

remplacer la topologie vague). On peut d'ailleurs employer sans Incohérence les 

notations et la terminologie de la théorie de l'intégration. En effet, si T est 
« 00 

par exemple complètement régulier, l'injection compactologique C(3T) * yC (T)-^C(T) 

donne un morphisme M(T) ^M(BT) qui associe à tout élément y£M(T) une mesure 

de Radon y g sur 8T. Evidemment y^ est définie par restriction de y à l'espace 
oo 

C (T). liais l'important est que l'application y » y^ est injective % en 
effet : 

(4.8.2) Proposition : Pour que ygAffîM soit nulle il faut et il suffit que \i(f) = 0 

pour toute f€.C*(T). 

Preuve : Si f£C(T) désignons par f la fonction continue (et bornée) obtenue 

en tronquant f par *n. On sait que la suite (fn) est équicontinue, simplement 

bornée et converge simplement vers f. Il s'ensuit que « 0 et que 

y(f) = lim y(f ) = 0, ce qui suffit, n 

Mais il n'entre pas dans notre propos de faire une étude plus détaillée 

de l'espace M(T). Nous espérons quelque jour reprendre cette question er liaison 

avec des produits tensoriels compactologlques. 

CHAPITRE 5 : PARTIES BORNEES D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE. 

5.1 Parties bornées d'un espace topologique. 

En s'inspirant de la théorie des parties bornées d'un elc on est amené à 

introduire la définition : 

(5,1.1) Définition : Une partie P d'un espace topologique T est dite bornée 

lorsque toute fonction continue f£C(T) reste bornée sur P. 



Topologies et compactologies. 

60 

Si T est complètement régulier cela revient à dire que P est bornée dans 

l'elc ll(T). 

Dans le cas général on a, par des vérifications évidentes : 

( 5 . 1 . 2 ) Proposition : 

a) La famille des parties bornées de T est m recouvrement héréditaire* 

stable par réunion finie et par passage à l9adhérence. 

b) Pour que PÇ.T soit bornée il suffit que toute suite de P soit bornée. 

c) Une fonction continue f : T—*S transforme toute partie bornée de T 

en une partie bornée de S. 

d) Toute partie bornée P de T est précompacte pour la structure uniforme 

de la convergence simple sur C(T)* c'est-à-dire que les parties bornées 

P de T sont exactement celles dont l'image j P par la transformation de 

Dirac est relativement compacte dans l'espace \>T. 

e) Tout sous-espace pseudocompact de T (en particulier tout compact de T) 

est borné. 

f) Enfin dire que T est lui-même borné c'est dire que T est pseudocompact» 

Remarque : A notre connaissance la notion de partie bornée d'un espace topologique 

n'a pas jusque là été systématiquement étudiée. On verra cependant qu'on peut bâtir 

une théorie relativement voisine de celle des parties bornées d'un elc et aboutir 

à l'introduction de classes nouvelles d'espaces topologiques. 

La stabilité des parties bornées relativement à la catégorie des espaces 

topologiques n'est pas excellente. Cependant s 

( 5 . 1 . 3 ) Proposition : Soit T = E2 \ une somme topologiqueQ Pour qu'une partie P C T 

soit bornée il faut et il suffit que les parties P > = P C) T. soient vides 

sauf un nombre fini d'entre elles* les autres étant bornées dans chaque 

espace T^. 
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Preuve : Si P vérifie la propriété elle est évidemment bornée. Si P est bornée 

alors, en supposant qu'il existe une suite d'indices i. telle que P. i 0 on 

obtient une contradiction en remarquant que la fonction f • Ekl- est non 

\ 
bornée sur P et cependant continue sur P. Enfin il est immédiat que chaque P i 

est de toute façon bornée dans T^. 

Par contre si T est un espace produit (et même seulement un produit fini) 

il n'est pas vrai en général qu'un produit de parties bornées dans chaque facteur 

soit borné dans T. Par exemple en suivant Frolik (Fl) 

on peut mettre en évidence des espaces pseudocompacts et tels que le produit 

T1* T2 n e s o i t p a s P s e u d o c o m P a c t » Néanmoins une propriété positive reste la suivante ; 

(5.1.4) Proposition : Soit S*T vn produit topologique. Si K est compact dans S et 

si P est borné dans T alors K*P est borné dans S*T. 

Preuve : Soit f une fonction continue et positive sur S*T. A partir de f on définit 

la fonction F sur T par : 

F(y) = Sup f(x,y) 
xfcK 

et l'on vérifie aisément par un argument de compacité que F est continue sur T. 

En ce cas elle est bornée sur P ce qui prouve bien que f est bornée sur K*P, 

5.2 Parties pseudofermées d'un espace topologique. 

•n trouve dans l'article (C2) de Comfort un théorème dit de Hager-Johnson 

(th. 4.1) selon lequel l'adhérence HT de tout ouvert borné u> dans un espace complè

tement régulier T est un espace pseudocompact. Nous voulons ici généraliser ce 

résultat à des parties de T qui ne soient pas nécessairement de cette forme. 

La notion nouvelle de parties pseudofermées va régler la question. Rappelons, pour 

bien préciser les choses, qu'une suite (LM de parties d'un espace topologique T 

est dite localement finie dans T si et seulement si tout point t de T possède un 
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voisinage V ne coupant qu'un nombre fini des (et non pas si et seulement si 

l'ensemble des entiers n tels que V O U t 0 est fini). Ainsi une suite (U ) 
n n 

n'ayant qu'un nombre fini de termes distincts est évidemment localement finie. 

Cela étant : 

(5.2.1) Définition : Une partie P d'un espace topologique T est dite pseudofermée 

(dans T) si et seulement si pour toute suite (£M localement finie dans 

P d'ouverts non vides de P il existe une suite (V ) localement finie 

dans T d'ouverts de T tels que 0 ? V^PCU^j où est l'adhérence 

de U dans T. n 

Remarque : La condition dernière de la définition peut paraître curieuse. Ce 

qu'on veut pratiquement, c'est pouvoir relever une suite localement finie d'ouverts 

de P en une suite localement finie d'ouverts de T et l'on voit aisément que la 

condition plus simple v

n ^ P * ̂ n convient. Mais il se trouve que la condition 

plus large de la définition suffit pour obtenir tous les bons résultats et donne 

même quelques propriétés supplémentaires ; c'est pourquoi elle a été préférée. 

Les propriétés des parties pseudofermées se rassemblent en : 

(5.2.2) Proposition : 

a) Tout fermé régulier F de T (c'est-à-dire tel que F = §) est 

pseudofermé. 

b) Tout rétracte P de T est pseudo fermé* 

c) Si P est pseudofermé dans T alors son adhérence P est aussi pseudo-

fermée. 

o 
Preuve : Démontrons a) : soit o> = F. Partons de la suite (Un) de la définition 

(5.2.1) et posons • u

n^c*> Alors V n est ouvert dans <o donc dans T et V n est non 

vide DUisque "uT = F. La suite (V ) est localement finie dans F • Ht, car V C L ) s K ^ n n n 
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elle est donc aussi localement finie dans T, car F est fermé. De plus 

V J ^ F = VS-u

n et V H F * 0 puisque V 4 0. n n n n n 

Démontrons b) : soit p : T — > P une application continue telle que p| p

 s lp« 

A partir de la suite (U ) construisons la suite V = p ^ U ) d'ouverts de T. Alors 
n n H n 

V O P = U . Enfin la suite (V ) est localement finie car si t€.T alors pt£P et n n n 

il existe un voisinage U de pt dans P ne coupant qu'un nombre fini des ; donc 

le voisinage V = p*(U) de t dans T ne coupe qu'un nombre fini des V^. 

Démontrons c) : soit (U ) une suite localement finie dans P d'ouverts non 
n 

vides de P. La suite U' - U flp est localement finie dans P et formée d'ouverts 
n n 

non vides de P. Il existe donc une suite (V ) localement finie dans T d'ouverts 
n 

de T telle que 0 ̂  V H P C U O P % en particulier V OPCÛ""". Il suffit donc pour 
n n n n 

terminer de vérifier que V OPClT" J or cela résulte de l'inclusion V O F C V O P# 
M n n n n 

valable puisque V n est ouvert dans T, qui implique N ^ O P O ^ O p C u

n -

La liaison avec la notion de parties bornées se fait dans le cas des espaces 

complètement réguliers avec le théorème suivant : 
(5.2.3) Théorème : Soit T un espace complètement régulier. 

a) Toute partie pseudocompacte P de T est pseudofermée. 

b) Réciproquement toute partie P bornée et pseudofermée de T est pseudo

compacte. 

Preuve : L'assertion a) est évidente car toute suite localement finie d'ouverts de 

P est nécessairement finie. Pour démontrer l'assertion b), qui constitue la géné

ralisation cherchée du théorème de Hager-Johnson, suivons le raisonnement de 

Comfort (C2 1 th. 4.1) en supposant P pseudofermée et non pseudocompacte. Il 

existe alors une fonction positive continue f sur P, non bornée sur P, donc une 

suite xnfeP telle que ^ t x ^ ) £ f(xn) • 1, ce qui implique déjà f(x Î£n. Posons ; 

U n • (t ; t€P , |f(t) - f(xn)|<|} 
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Alors U est un ouvert non vide de P et U O U OP est vide si n Ф m. De plus la n n m 
suite (U ) est localement finie dans P car f(t)£n~ pour t£U de sorte que, 

П «J И 
pour tout x£P, le voisinage V = {t ; |f (t)-f (x) | <l} de x ne peut couper qu'un 

nombre fini des U . Or P étant pseudofermée il existe une suite (V ) localement n n 

finie dans T d'ouverts de T tels que 0 * V flPCU . Il en résulte que l'application 

n est injective саг V = V = ф и П и Г|Р ̂  0 = Ф n = m. Choisissons maintenant 
n n m * n m 

un point у п € ^ п П Р et, T étant complètement régulier, une fonction g nÊC(T), positive 

et telle que g (y ) s 1 et g = 0 en dehors de V . La fonction g = Zng est positive n n n n n 

et continue sur T, car la suite (V ) est localement finie et l'application n—*V 
n n 

est injective. Or g(yn)£n ce qui démontre que g n'est pas bornée sur P, donc que 

P n'est pas une partie bornée de T. 

(5.2.43 Corollaire t (Hager-Johnson). 

Dans un espace complètement régulier T l'adhérence uT de tout ouvert 

borné u) est pseudocompacte. 

Preuve : Саг ш est borné et est pseudofermé d'après (5»2.2.a). 

(5.2.5) Corollaire 2 : Dans un espace complètement régulier il y a identité entre 

parties pseudocompactes et parties bornées et pseudofermées* 

'5.2.6) Corollaire 3 : Dans un espace pseudocompact T (donc complètement régulier 

d'après la remarque 3 de (4.6)) toute partie pseudofermée est pseudo

compacte. 

Remarque : On retrouve en particulier le fait bien connu que dans un espace pseudo

compact tout fermé régulier est pseudocompact. Par ailleurs la confrontation des 

énoncés (5.2.6) et (5.2.3.a) explique le choix de la terminologie s relativement 

aux espaces pseudocompacts les parties pseudofermées ont les mêmes propriétés que 

les parties fermées relativement aux espaces compacts. 
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Les espaces localement bornés, 

(5.2.7) Proposition : Soit x0 un point d'un espace complètement régulier T, 

assertions suivantes sont équivalentes : 

a) x0 possède un voisinage pseudocompact* 

b) xQ possède une base de voisinages pseudocompacts* 

c) x0 possède un voisinage borné* 

d) x0 possède une base de voisinage bornés. 

Preuve : L'équivalence a < > b est bien connue mais nous la retrouvons dans le 

courant de la démonstration. En effet, b = ^ a = ^ c ^ = ^ d de façon évidente. 

Montrons d = ^ b : x 0 possède une base de voisinages fermés, donc aussi une base 

de voisinages fermés et bornés. Pour tout tel voisinage V l'ensemble W s V est 

un voisinage de x 0 qui est borné et fermé régulier donc pseudocompact. 

Ceci amène immédiatement à : 

(5.2.8) Définition : Un espace complètement régulier dont tout point x0 vérifie 

les conditions équivalentes de (5.2.7) est dit localement borné* ou 

encore localement pseudocompact selon la terminologie suggérée par 

Comfort (C2). 

Tout espace localement compact est évidemment localement borné ; nous verrons 

plus loin (en 5.4) une réciproque dans un cas particulier. 

5.3 L'algèbre Cg(T) et le "bidual*T". 

Sur l'algèbre C(T) des fonctions continues sur un espace topologique T, on 

peut placer diverses topologies. La plus usitée est sans doute la topologie de la 

convergence compacte sur T donnant l'algèbre localement convexe habituellement 

désignée par C (T). On peut trouver dans l'article de Warner (W3) une étude assez c 

complète des propriétés comparées de T et de C (T), étude qui prolonge de beaux 
c 

résultats simultanés de Nachbin (N1) èt Shirota (S3)0 



Topologies et compactologiese 

66 

Maïs puisque nous disposons de la notion de parties bornées d'un espace topologique, 

nous pouvons aussi nous préoccuper de la topologie sur C(T) de la convergence 

uniforme sur ces parties bornées de T ; désignons par Cg(T) l'algèbre localement 

convexe obtenue (la terminologie est proposée par analogie avec la notation E£ pour 

le dual fort d'un ele E). 

Nous n'entreprendrons pas ici d'étudier sérieusement cette algèbre Cg(T). 

On trouvera en effet dans ce numéro une première étude des propriétés comparées 

de T et de C 0(T), étude menée par Jourlin - Mie Blanchard (Jl) dans le même esprit 
P 

que l'article de Warner cité plus haut. Donnons cependant un minimum. Il est clair 

que Cfl(T) est une ^-algèbre localement convexe (commutative, unitaire, séparée) 
P 

possédant un système fondamental de semi-normes f ^ IML 25 Sup|f(x) [associées 
X£P 

aux bornés P de T et vérifiant les conditions du théorème (1.4.4)0 Par exemple si 
00 

T est pseudocompact, on reconnaît dans C^CT) l'algèbre de Banach C (T) (pour une 

réciproque voir Jl). Dans le cas général il existe évidemment une injection continue 
00 

canonique C (T) ^Cg(T). Alors : 

(5.3.1) Proposition : C°(T) est dense dans C^(T). 

Preuve s Soit f€.Cg(T) une fonction supposée réelle. Désignons par f la fonction 

f tronquée à *n. Pour tout borné P de T il est bien clair que n^||f||p implique 

| |-F—| |p, • 0, ce qui démontre la proposition. 

Le "bidual" T". On peut maintenant associer à CÔ(T) l'espace de ses caractères _ _ _ _ _ _ p 

continus GC 0(T), espace que nous noterons T"B Conformément à nos conventions 

précédentes, établies en 1.3, T" est un espace compactologique régulier dont les 

"compacts" sont les parties équicontinues et faiblement fermées (dans C 0(T)
0) de 

P 

T". La transformation de Dirac envoie évidemment T dans T" ; c'est un morphisme 

compactologique de yT dans T" et ce n'est une injection que si T est fonctionnelle

ment séparé. Dans ce cas : 
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(5.3.2) Proposition : Si T est fonotionnellement séparé on a les injections 

TCT"<C \>T. 

Mais on peut dire beaucoup plus. 

(5.3.3) Proposition : Soit T un espace fonotionnellement séparé et soit P une 

partie quelconque de T9 

a) L'adhérence P° de P dans \)T est exactement l'ensemble des caractères 

u de C(T) tels que u(f) = 0 pour toute fonction continue f s'annulant 

sur Pc 

b) Pour que u € P u il faut et il suffit que \u(f) |<| |/| | p pour toute 

fec(T). 

Preuve : Démontrons a) en posant Q • {u j u£uT , ||f||p

 s 0=^u(f) • 0} . 

Alors Q est fermé dans uT et P est contenu dans Q, d'où P UCQ« s i 1 1 existait 

u£0 tel que u ^ P u , alors, par la complète régularité de oT, il existerait 

f U£C(uT) telle que f U « 0 sur P et fU(u) * 1. Or f U est le prolongement continu 

canonique de sa restriction f à T et f° (u) - u(f) • 1 ce qui est absurde puisque 

f • 0 sur P 0 La condition suffisante de b) est vérifiée grâce à a) ; la condition 

nécessaire provient de l'appartenance u(f)€ftPÎ chaque fois que uéP U-

On tire de là : 

(5.3.4) Théorème : 

a) T" estj dans vT3 la réunion des ensembles P° lorsque P décrit la 

famille des parties bornées de T. 

b) Les ensembles P ° forments lorsque P est borné quelconque dans T3 un 

système fondamental de "compacts" de l'espace compactologique T". 
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Preuve : Il suffit de prouver b). Or, déjà chaque P U est compact dans uT Ccar P, 

étant borné, est relativement compact dans uT), et (5.3.3) exprime bien qu'il 

est équicontinu dans T M

C Réciproquement un "compact" K de T" est formé des 

caractères u tels que |u(f) |<||f||p pour une partie bornée convenable P de T et 

toute f£C(T) donc est contenu dans F u. 

(5.3.5) Proposition : Le complété C^fT)* de l'algèbre C^(T) s'identifie à 

l'algèbre C(T"). 

Preuve : Compte tenu de ce qui a été dit sur l'algèbre C e(T), ceci n'est qu°un 
— P 

cas particulier du théorème (1.404). 

Remarque : On trouvera dans l'article déjà cité (Jl) une interprétation de C^(T) > V 

qui tient compte explicitement de la caractérisation de T w donnée par (5.3.4). 

5.4 Espaces topologiques spéciaux. 

Conformément à ce qui a été rapidement décrit dans l'introduction on obtient 

des classes particulières d'espaces topologiques en reliant à la notion de parties 

bornées les notions bien connues de compacité et de complétion universelle. 

Espaces quasi-complets. Un espace complètement régulier T est dit quasi-(univer-

sellement)-complet (on pourrait aussi proposer : quasi-c-replet) lorsque toute 

partie P bornée et fermée de T est complète pour la structure uniforme universelle 

de T. Par exemple, et ceci rejoint la remarque qui suit (5.2.8), tout espace 

localement borné et quasi-complet est localement compact, car chaque point d'un 

tel espace possède un voisinage qui est pseudocompact et universellement complet 

donc compact. La liaison avec le complété universel 0T et le "bîdual" T M est 

extrêmement directe„ 

(5.4.1) Théorème : Pour qu'un espace complètement régulier T soit quasi-complet 

il faut et il suffit que T = BTf\T"m 
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Preuve s Si T est quasi-complet alors 0TOT" n'est autre que la réunion des parties 

P U 0©T lorsque P décrit l'ensemble des parties bornées et fermées de T. Or, pour 

une telle partie P, on reconnaît en Pf\8T l'adhérence P de P dans 0T, qui est 

donc égale à P puisque P est complet dans 0T ; ainsi T = 0TnT" . Réciproquement 

si T est complètement régulier et si T = ©TOT" alors l'adhérence "p0 » P^F)®! 

de toute partie bornée P dans 0T est contenue et fermée dans T; donc égale à 

l'adhérence P de P dans T, ce qui suffit pour prouver que P est complète dans 0T. 

Remarque : On pourra comparer ce résultat à la proposition (2.1,5) de A. Robert 

(RI) selon lequel un elc E séparé n'est quasi-complet que si E • EHE". 

Espaces de type (y). Un espace fonctionnellement séparé T est dit de type (y) 

lorsque toute partie bornée de T est relativement compacte. 

(5.4.2) Proposition : Tout espace replet est de type 

Preuve : En effet une partie bornée de T est, de toute façon, relativement 

compacte dans uT, donc dans T si T est replet. 

Les espaces de type (y) se caractérisent par l'analogue du théorème de 

Mackey-Arens en théorie des elc. 

(5.4.3) Théorème : Pour que l'espace complètement régulier T soit de type (v) 

il faut et il suffit que T - T". 

Preuve : Si T est de type (y) alors Cft(T) = C (T) donc T" = Gc (T) et l'on —"—"——"™ p c c 

sait bien que Gc (T) est algébriquement égal à T et compactologiquement égal à c 

yT. Réciproquement si l'on a l'égalité algébrique T = T", alors toute partie 

bornée P de T est contenue dans la partie P U qui est, d'une part compacte dans 

uT, d'autre part contenue dans T, donc en résumé compacte dans T puisque T est 

complètement régulier. 



Topologies et compactologies0 

70 

Espaces hyponormaux s Désignons une fois pour toutes par B ou B(T) la famille 

des parties bornées et fermées d'un espace topologique T ; c'est évidemment un 

système fondamental de parties bornées. En revenant aux notations de 2-1 on 

voit immédiatement que B est une famille stable de fermés, intermédiaire entre 

la famille K des compacts de T et la famille F de tous les fermés de T. Alors : 

(5.4.4) Définition : Un espace topologique T est dit hyponormal lorsqu'il est 

B-F-normal c 'est-à-dire lorsque deux fermés disjoints de T , dont l'un 

est supposé borné, sont normalement séparés . 

Tout espace normal est évidemment hyponormal et tout espace hyponormal est 

complètement régulier, d'après (2.1.5). 

En écrivant (201.7) dans ce cas particulier on obtient le résultat, 

essentiel pour ce qui va suivre : 

(5.4.5) Théorème : Soit T un espace hyponormal. Toute fonction définie et 

continue sur une partie P bornée et fermée de T se prolonge en une 

fonction continue sur T tout entier. 

On en tire : 

(5.4.6) Théorème : Pour qu'un espace complètement régulier soit de type (\x) 

il faut et il suffit qu'il soit hyponormal et quasi-complet. 

Preuve : Si T est de type (y) alors B • K et dire que T est complètement 

régulier c'est exactement, avec (2.1.5), dire que T est hyponormal ; par 

ailleurs T est évidemment quasi-complet. Réciproquement si T est hyponormal 

alors, d'après (50 40 5 ) , toute partie bornée et fermée P de T est un sous-

espace pseudocompact de T ; mais P est aussi complet pour une structure 

uniforme compatible avec sa topologie (puisque T est quasi-complet) donc 
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est compact comme on sait. On a donc en passant démontré le : 

(5.4.7) Lemme : Dans un espace hyponormal T toute partie fermée et bornée est 

pseudocompaete. 

(5.4.8) Corollaire : Tout espace paracompact est de type 

Preuve : Car un tel espace est normal et c-replet. 

Pour en terminer, on voit maintenant que les espaces topologiques complètement 

réguliers de type (y), pour lesquels on connaît exceptionnellement bien les parties 

bornées, jouent un rôle non négligeable en topologie générale. On peut rassenrtbler 

les différents énoncés que nous avons obtenus les caractérisant, et y adjoindre 

l'énoncé du théorème de Nachbin-Shirota (N1 et S3) selon lequel, et avec nos 

notations, T est de type (y) si et seulement si l'elc C (T) est tonnelé. Ainsi : 
c 

(5.4.9) Théorème : Relativement à un espace complètement régulier T les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

a) T est de type (\x)* 

b) T = T"9 

c) T est hyponormal et quasi-complet* 

d) CJT) est un elc tonnelé. 
c 
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