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UNE PROPRIETE HOMOTOPIQUE DES COFIBRATIONS 

A. ROUX 

1. Le théorème principal. 

Soit (X,A) une paire fermée où 1*inclusion canonique i : A > X est une 

cofibration. Pour une homotopie • : A*I * B, on construit les carrés cartésiens : 

A ^ — > X A — ^ — * X 

$© <fro +1 *1 

B > Y 0 B i->Y x 

a) Il existe Y^ : Yj >Y© constant sur B 

*° uns homotopie de à prolongeant • 

et de même, en permuttant o et 1. 

b) Il existe une homotopie K° de l v à Y? Y© relative à B et de même en 

permuttant o et 1, 

Preuve : 
i : A > X étant une cofibration, le dia-

A = — > X 

0 |̂  |\ j gramme ci-contre peut être complété par 

AXI * X X l \ *° s X x I 

I J o ^ \ 
B Y 0 On a alors le diagramme commutatif ci-dessous 

1 qui par cocartésianité peut être complété (de 
A — = — * X ^ 

* 1 1 J 1 < \ *î f a Ç ° n unique) par Y £ : ^1 > Y© 

N. ^ J ceci démontre a). 
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Y ^ 1 est une homotopie de ^ ̂  à ^ dont la restriction à A * est j 0 * 

(avec 4,* (a, t) = <|> (a, 1-t ). D °où $ &( y° ¿1 est une homotopie de £ 0 à y ° y© 4b dont 

la restriction à AXI est joty***) tet non j0<f>cP malheureusement !). 

•n utilise alors le fait que est homotope à <j> c p (avec p(a,t) * a) 

pour construire une homotopie H de £ 0 à Y°YO?> dont la restriction à A i soit 
1 

jo<t»P : 

on définit ^ : (Axlu Xx 0 ^ X xl) xl » Xxl par 

surXxOx! tylx9o,t
9) - ̂ >(x) 

sur Xxlxl ^(x,l,t') = yJ^ofcCx) 

Îjo$(a,o) 0 ^ 2 

jo^a^t-t') 

j 0 < (>Ca,2-2t-f) 

jo<J>ta*oî 1- "2^t<l 

la restriction de ̂  à AxIxT est une homotopie de j c( <(>*<(>*} à j0<|bp 

AxivXxouXxl c ^ Xxl AxlUXxoUXxl > X xi étant une cofibra-

0 0 \ * # I Y J * ^ î tion, le diagramme ci-contre peut être 

(AxluXxou^<xl)xI >xxixi \ complété par Y: X x l * » Y e 

\ 

AxluXxouXxl * Xxl Pour t' = o on a donc Y Q .» ( y p ) 

et pour t 1 » 1 on a le diagramme com-
» H 

1 mutatif ci-contre et H • Y est une 

* l ^ \ ^ v ' 1-

1 homotopie de ̂  à Y£YO<|>O dont la res

triction à AxI est jo<t>oP. 
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A X I N X X I < Nv 
I N. Par cocartisianité, le diagramme commutatif 

* ° X l I 1 ï xi \ 
* I \ ci-contre peut être complété (de façon unique) 

Bxi : f Y 0 x l 
par k° : Y 0*I »Y 0 

D / 

P , V^ 1 / K° est donc une homotopie de K£ à K° relative 

B » Y « 1 B . 

Pour t 5 0 et t = 1, on a les diagrammes commutatifs 

A * X A > X ^ 

B — • > Y. B „ Y 0 1 

1 o 

et par cocartisianité on en déduit = l y et K° - Y^YO" 

donc K° est une homotopie de l v à y?Yo" relative à B. 

En permuttant 0 et 1 on a aussi une homotopie K 1 de 1 Y à Y©Y? relative à B. 
Y l 

ce qui démontre b). 

Corollaire 1 : 

Soit (X,A) une paire fermée où lfinclusion canonique i : A • X est une 

Cofibration . Pour des applications f : A ^ B , g : B — > A , on construit 

les carrés cocartésiens : 

A - * X 

f ^ S t |g||f| = |l f t| 3 ¿1 existe y s X ? » X 

^ | constant sur A téZ que |yg| M = U l̂ 

" > Y UIIM - U x.l 
g g de plus y est une équivalence d'homotopie. 

/ i' V 
A <y X' 
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Preuve : 

Par hypothèse il existe une homotopie de 1^ à gf, donc d'après le théorème 

principal il existe Y : X" .̂X constant sur A et une homotopie * de l x à y|f. 

D'où 

Ivlllfl - IYI - F| = |i xl 

De plus on sait que Y est une équivalence d'homotopie, donc il existe y' : X — ^ X ' 

tel que | Y ' | |Y| = U x , | d'o* 

I l x . l - I Y ' M Y I - lY'llYgllfllYl = lY'YMillfYl - |ïl|fY| 

Corollaire 2 : 

Soit CX,A) une paire fermée où l'inclusion canonique i z A — ^ X est une 

cofibration. Pour une application f % A — > B , nn construit le carrée 

cocartésien : 

A - * X 
I Si f est une équivalence d'homotopie il en est 

f f 
de même de f. 

B i f Y 

Preuve : 

Soit g : B — f A tel que |g||f| = | l | , |f||g| = |l | avec les notations du 

corollaire 1 il existé y : X' *X constant sur A tel que |yg||f| * ]l Y| , 
12) |g||fY| - |l x,| 

j On construit les cocartésiens ci-contre % 
B y Y 

comme |f||g| - | i j , d'après le corollaire 1. 
g g 

v y il existe 6 s Y c > Y constant sur B tel que 

A " >X> l«f||g | - U Y l (4J - |1 Y,| 

f f 
\ y V 
B ^ ^ Y' 
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D'après (2) et (4) dans la catégorie homotopique |g| et |fy| sont des isomor-

phismes (car |g| admet des inverses à gauche |ôf | et à droite \fy\) et comme |y| 

est un isomorphisme il en est de même de |f| . 

2. Application à la décomposition d'un attachement le long d'une cofibration. 

a) Pour f : A — > B et le cylindre de f. On a le diagramme ci-contre : 

A B où i 0 est une cofibration [définissant A 

. \ / comme son espace fermé de Z J et où r est 

\ / r 

V / une équivalence d'homotopie (rétraction de 

l'inclusion canonique du sous espace fermé B 

dans Z^J. 

b) Pour une paire fermée (X,A), on construit le carré cocartésien ci-contre : 

A ^ ^ v 
7 il est facile de voir que l'inclusion de paire 

i o i o (ï*,io) : (X,A) ^ tfi-.Z J 
• h • 
f * f se factorise suivant le diagramme ci-contre : 

tïo.io) 
(X,A) } ( H ,Z ) où (i£,i{;) est une équivalence d'homotopie, 

\

f f 

/ et où (iS,iJ) est l'inclusion canonique ; 

£ de plus le couple |M -B,Z J est un recou-

(*f(B,(rt-B)0 Z J 1 f * 
vrement ouvert de M f . 

ci Lorsque l'inclusion canonique i 1 A — > X est une cofibration, il en est de 

même de l'inclusion canonique K : Z. — ^ H (la paire CM,.,ZJ étant fermée). 
T T T T 

7 K v ^ Il résulte alors du fait que r est une équiva-
Z f • M f 

lence d'homotopie et du corollaire 2 que dans 

r r -
le carré cocartésien, r est une équivalence 

J * 

B — — ^Y d'homotopie et plus précisément 
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(r,r) s (rtf,Zf) HY,B) est une équivalence 

d'homotopie0 

A " * X En résumé, l'application (f,f) s (X,A) »(Y,B) 

définie par le carré cocartésien ci-contre 
f f 

admet la factorisation 

B J » Y (f,f) = Cr.rHiS.iSHiJ.iJÎ 

où (r,r) et l±l$±i) sont des équivalences 

d*homotopieo 

3. Exemples : 

a) Soit (X,A) une paire fermée où l'inclusion canonique i s A ^X est une 

cofibration. 

Pour f : A ï B, on construit le carré cocartésien ci-contre : 

^ i ^ X Avec les notations du paragraphe 2, le couple 

-B) étant un recouvrement ouvert de M . , o 
f f + f f 

^ f on a la suite exacte de Mayer-Victoris (le 
B ^ y 

module des coefficients étant quelconque] 

' n f f n f n f n f 

et du fait des équivalences d'homotopie explicitées ci-dessus on a l a suite exacte : 

(i;f) f-j 3 
(*) > H (A) > H p(X) 9 H p(B) f H p(Y) » H n - 1 ( A ) — > 

En particulier lorsque B est réduit à un point on a Y « X/A et la suite ( ) s 9écrît 

s'écrit ^ „ 
... * H (A) ^ (X) ? H (X/A) r H .(A) * 0 0... 

^ * n ^ n T n ' n - 1 

Il est évident que l'application quotient (X,A) — f (X,A 0„) définit un isomor-

phisme H (X,A) — y H (X/A). 
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Lorsque H n_^(A) = o la suite exacte (tf) montre que le carré : 

H (A) » H (X) 
n n 

est cocartésien. 
V * 

H (B),-^, * H (Y) 

n n 

(on a des résultats duaux pour la cohomologie). 

(b) Lorsque X,A,B sont connexes par arcs il en est de même de (M f-B), Z^ n(H f-B), 

Z f, et on peut appliquer le théorème classique de Van-Kamper au carré cocartésien 

Z H (M f-B) > M f - B 

z f > M f 

ce qui donne le carré cocartésien dans la catégorie des groupes : 

CZ f A l«f-B) * trtf-B) 

I I 
c z f J >(M f 3 

Du fait des équivalences d'homotopie, on en déduit le carré cocartésien dans la 

catégorie des groupes : 

fl-CA) ^ » 1TCX) 

i V 
TT(B) ^THY) 
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