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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1862.
(1900, p. 1*4.)

Soient a, (3, Y trois points animés de mouvements uni-
formes sur tes côtés d'un triangle abc. Les trois cercles
analogues au cercle a$y se coupent en un point d'un
cercle fixe. (E. DUPORGQ.)

SOLUTION

Par M. THIE.

Soit m le point commun aux cercles #(3v, èya. On a

= 7t — b,
d'où

a m p = TC — c,

ce qui montre bien que le point m appartient au cercle ca(3.
Remarquons ensuite que la droite [ày enveloppe une para-

bole P, tangente à ab et ac. Le cercle ct^y passe donc par
le foyer /de P. Le cercle bya passe de même par un point



fixe g. L'angle f mg est donc égal à la somme ou à la dif-

férence des angles fmy, ymg, égaux respectivement aux

angles fixes fay,fby ou à leurs supplémentaires.

L'angle fmg est donc constant. Par suite, etc.

1926.
(1902, p 287.)

Les parallèles aux normales d'un pat aboloïde, menées
par les projections de leurs pieds sur le plan tangent au
sommet, forment une congruence linéaire dont les direc-
trices sont les axes de courbure des sections principales
répondant au sommet.

(Ce théorème permet d'obtenir simplement la direction
de la normale en un point donné et, réciproquement, le
point où la normale a une direction donnée.)

(M. D'OCAGNE.)

SOLITION

Par M. R. B.
Soient

(II ) le paraboloide;
Oz son a\e ;
0 ^on sommet ;
Ox et Oy les tangentes principales au point O.

Prenons comme plan de la figure le plan (xOz), et soit P

la parabole, section de (II) par ce plan.
m étant un point quelconque de (II), considérons la para-

bole P', intersection de (II) et d'un plan parallèle à (yOz),



•( 520 )

mené par le point m. Le sommet de P' est au point s où cette
parabole coupe P. Soit st la tangente à P en s. Il existe un
cylindre circonscrit à (II), suivant P, et ayant ses généra-
trices parallèles à st. La normale mn à (II) en m est normale
à ce cylindre : elle est donc, en projection, perpendiculaire
à st, c'est-à-dire parallèle à sp, qui est la normale à P en s.

Soient alors sq, monQ deux droites dont la figure indique
clairement la construction. On a

O/ i 0 = qp = paramètre de la parabole P,

en vertu de la propriété classique de la sous-normale. Donc
le point no est fixe. Mais m0 n0 n'est autre que la projection
sur le plan (xOz) de la droite considérée dans l'énoncé :
cette dernière droite rencontre donc la perpendiculaire menée
par n0 au plan de la figure, c'est-à-dire l'axe de courbure
de P.

On verrait de même que la droite en question rencontre
l'axe de courbure de la seconde parabole principale de (ET).

1965.
( 1903, p . of>.)

Rectifier la courbe représentée par

{x*-*-y*y*— k2a2b2x2y2[(a2~- b2 ) -+- (ce2—-y2 )] = o.
( E. RENAUD.)

SOLUTION

Par M. C. ALASIA.

Dans cette question il y a certainement une faute de copie;
je crois qu'elle doit s'énoncer : Rectifier les courbes repré-
sentées par V équation

[(g -
et c'est sous cette forme que je vais la considérer.

J'observe qu'elle peut s'écrire

( X2 + yi )* = £2 H



( 5a i )

et se décomposer en deux facteurs :

(i) (a?2-f-jK2)2=a2^2—62JK2 ,

('2) (ari + j,*)»— k(a*y*+b*x*).

J'obtiens donc les équations des deux courbes rapportées au
même système de coordonnées. La courbe (r) est celle de la
question 1963 (résolue p. iSj) : je ne considérerai donc que
la courbe (2), en suivant les mêmes notations et la même
méthode, indiquées d'ailleurs par M. Booth.

Posant x = p coscp, y = p sincp, l'équation (2) s'écrira

d'où

Faisant

et alors

d?8 62

a2

ds*
dV

a2 tangs =

ds2

dV

cos2 e

sins

= 62

0

!<p -+- 62 cos2cp

a 2 s in 2 6 -h 62

tangw, on a

a 2 6 2

i2 cos2w -+- b'1

COS2Ô

= p2,

cos2 e

sin2o) *

a*
d(x> a1 COS"2OJ COS2OJ a4 cos2a) H-è4 sin2w

La substitution de ces valeurs nous donne

(a2 cos2to -h b2 sin2w) 2 ,

c'est-à-dire, en posant

d'où

et
63 /* <iw . - A

5 = / : ( i — D2Sin2O>) 2 ,
a2 J \ — ̂ rsin2wv r ;

intégrale elliptique à paramètre circulaire.

Note. — La courbe (2) est inverse de l'e

lorsqu'on prend le centre comme pôle d'inversion.

Note. — La courbe (2) est inverse de l'ellipse —^ -h j — = 1,



( 022 )

1982.
{1903, p. 48o.)

Soient
a, a,

a',

a",

P»

P'>
Y
ï'
ï"

i a, o, c i

< a', 6', c' > et

\ a", b", c" \

les cosinus directeurs, par rapport à trois axes rectangu-
laires, des arêtes de deux trièdres trirectangles. Démon-
trer que le cône ayant pour équation

( a x -f- b y -+- cz) (ocx -\- |3x-i- y z)

-h (a'x -f- b'y -{- c' z) (oc'x -+• $'y •+• y' z)

-+- (a"a? H- 6"y -f- c"^) (a"07 -f- [3"JK -H yw^) = o

est de révolution.
Définir géométriquement l'axe du cône.

(R. BRIC4RD.)

SOLUTION

Par M. LETIERCE.

Soit M(x,y, z) un point du cône; posons
X = ax -h by-\- cz, Y = a'x -j- b'y -h c'z, Z = a"x -f- b11 y H- C"Z,
X ' = ctx -h p v -+- y-s, Y' = a'a? -h B'j>

(X, Y, Z) sont les coordonnées de M par rapport au premier
trièdre, (Xf, Y', Z')les coordonnées du même point par rap-
port au second et l'équation s'écrit

(ï) XX'-4-YYf-4-ZZ;=o.

L'équation du cône ne changeant pas quand on remplace un
des trièdres par son symétrique par rapport à l'origine, nous
pouvons supposer que les deux trièdres sont directs.

Gela étant, soit OA Taxe de rotation qui amène le second
trièdre sur le premier par une rotation 0; après la rotation,
M vient en M' et la relation (ï) montre que OM'est perpendi-
culaire à OM. Si m est le pied de la perpendiculaire abaissée
de M sur OA, l'examen des triangles MwM', MOM', MO/n



montre immédiatement que, si V est l'angle de OM et de OA,
l'on a

s i n V = î —

Le lieu de M est donc un cône de révolution dont on connaît
l'axe OA et le demi-angle au sommet.

Le cône est réel si 6^ — > imaginaire dans le cas contraire.

1994.
(1904, p i44.)

La normale au point M d'une conique de centre O a
pour pôle le point \ . On projette orthogonalement M
en P sur la droite ON. Le cercle mené par N, P, et un
point fixe quelconque, passe par un autre point fixe
lorsqu'on fait varier M sur la conique. (Canon.)

SOLUTION ANALYTIQLE

Par M. E.-N. BARISIEN.

Supposons que la conique donnée soit l'ellipse

x2 y%

Si cp est l'angle d'anomalie excentrique en M, l'équation de
la normale en M est

(î) «usines— by coso = c <un cp coscp.

Les coordonnées du pôle N de cette normale sont

_ a3 _ b*
' l c2 coscp ^ c2 sincp

La droite ON a donc pour équation

x a3 sincp



( 524 )
La perpendiculaire abaissée de M sur ON a pour équation

, . a3 sine?
Y — b sincp = Y- l-(x — a cos 9)J T 63coscpv T /

ou

(4) a3a? sincp — bzy cosep = (a 4 — bw) sincp cosep.

Les coordonnées du point P s'obtiennent en résolvant (3)
et (4) par rapport à x et à y.

On obtient ainsi

i _ a's(ak—bk) sin2cp cosep

a6 sin2cp -f- &6 cos2cp

i bz(a'+—b*>) s ino cos2cp
I y , = 1 ^ ! I .
\ a 6 sin2cp -+- 66 co<*2cp

Remarquons que

7-r:2
 9 9 a6 sin2cp

1 ^ J 4 2-X-
c4 sin2cp cos2cp

^ ^ , ? = = U ^ - ^ ) 2 s i n 2 c p
2 ' a6 sin-cp-f-66 cos2 cp

II en résulte

(6) O N . O P =

Donc, la puissance d'un cercle quelconque passant par P
et N est (a2-^- 62).

Il en résulte que, si A est un point fixe du plan, le second
point B d'intersection de la droite OA avec le cercle passant
par P, N et A, satisfait à la relation

OB.OA = a2-4-62.

B est donc le second point fixe par lequel passent tous les
cercles APN.

Remarques :

I. La droite ON coupe le cercle orthoptique de Vel-
lipse en deux points qui sont conjugués harmoniques des
points P e / N .



( 5P.5 )
II. La droite MP est normale à l'ellipse

Il (
a* ̂  b* ~ \ a6 —

• SOLUTION GEOMETRIQUE

Par M. THIE.

Il suffit visiblement d'établir la constance du produit OP.ON.
Or considérons le cercle (MNP), qui a pour diamètre MN. On
peut dire que ce cercle est circonscrit à un triangle ayant un
sommet en N, et deux sommets confondus en M, le côté qui
joint ces sommets étant la normale en M, et ce triangle est
visiblement autopolaire par rapport à la conique donnée. Il
en résulte (théorème de Faure) que le cercle (MNP) coupe
orthogonalement le cercle orthoptique de la conique, et l'on a

OP.ON =

en désignant par a et b les demi-axes de cette conique.

1999.
(1904, p. 3^6.)

On considère une ellipse, an foyer F, un point va-
riable M de l'ellipse, le cercle décrit sur FM comme dia-
mètre et un cercle fixe. Le lieu des centres de similitude
de ces deux cercles se compose de deux coniques. Cas où
le cercle fixe est le cercle principal de l'ellipse.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. H.* LEZ.

Soient deux cercles

(i) <>-X)2 -+-O-F02 = r \

les coordonnées des centres de similitude extérieur et inté-
rieur seront données par les formules

V r— k?' \t! r — jjir'

(3) *=^=^' •r = i i7=7-'



Or, si x', y' sont les coordonnées du point M, elles satisfe-
ront à l'équation de l'ellipse, c'est-à-dire qu'on aura

(5)

et les coordonnées du centre du cercle mobile seront

Par suite, l'équation (2) devient

(x -+- (y — — = (

ou

(6) x^^-y^ — (c H- x')x—y'y -\- ex' = o,

cercle qui est constamment tangent au cercle principal

i — a2 = o.

Mais les f o r m u l e s ( 3 ) e l ( 4 ) d e v i e n n e n t auss i

(c H- x' )r — X(a — ex1) y'r — \x(a — ex')
X T=L j y •=. —— f

ir — ( a — ex) " xr — (a — ex')
__ (c H- x') r -h X(a - - ex') _ y' r -\- \L(O, — ex') t

~~ ir -4- (a — ex') ' ir -\- (a — ex') '

des deux premières, on tire

, r _ ( 2 r — a ) x - \ - a \ — cr
\ X ~ r + {\-x)e '

ï , (ir — a-\-i\e — ce)y-\-{a-\-ce — ixe)\i

des deux autres, on tire aussi

i , ('2/*-i-a)a? — a\ — cr

i , (ir -h a — ike -+- ce)y — y a -\- ce — 'ixe)\L
f y — _ _ _ _ _ _ _

Ces dernières égalités se déduisent également des premières
en faisant

/- — — r.



( 5 2 7 )
Les valeurs (7) et (8) étant des fonctions linéaires, trans-

portées dans la relation (5), elles donneront évidemment des
coniques pour le lieu des centres de similitude extérieur et
intérieur des deux cercles.

Dans le cas où le cercle fixe (1) se confond avec le cercle
principal,

JJL = X = O et r = a\

alors les formules (7) et (8) se transforment en

/ , a(x — c) a(x — ae)
\ x = = ,
1 a — ex a — ex

: — ex a(a — ex)

et
/ , a(3x — c) a('$x — ae)
{ x — L — i ,
1 a -h ex a -h ex

(10) <
i , _ {'6 a -H ce) y _ <ar(3 -h e%)y

a -+• ex a -+- ex

Portant les valeurs (9) dans la relation (5), on trouve, pour
le lieu des centres de similitude extérieurs, le cercle principal

' 2 — « 2 = o,

ce qui était à prévoir, puisqu'il enveloppe tous les cercles mo-
biles.

De même, dans la relation (5), remplaçant x', y' par les
valeurs (10), on obtient, pour le lieu des centres de similitude
intérieurs, l'ellipse

#2(ga2-h 62)#2— %a*b*cx— a2b^ = o,

ayant son centre sur le grand axe en x = -— j - et pour

fovers l'origine O et le point x = -— =— •

Autres solutions de M. TABAKOFF, de M. ALVAREZ UDE et de
M. LETIERCE.


