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[lila]

SUR UNE CERTAINE SUITE ARITHMÉTIQUE;

PAR M. R. BRIGARD.

1. Soit m un nombre entier, positif et impair, quel-
conque. Je forme la suite

(M) [s/m],

en désignant par [x] le plus grand entier inférieur à x,
si x n'est pas entier, et le nombre x lui-même, dans le
cas contraire. Je me propose d'établir les deux théo-
rèmes suivants :

i° La suite (M) contient —^— nombres paÎ7ys,

et nombres impaires;

2° La somme alternée

S = \_\/{m — i)m] — [\/(m — 2)m]-h.. .-f- [yAm]— [ v ^ ]

a une valeur égale à —;

Faisons, par exemple, m = 9 ; la suite (M) est ici

[•9] - 3 , [/Î8] = 4, [•Ï7] = 5, [y/36] = 6,

[•45] = 6, [%/54] = 7, IV63] = 7, [v/7Ï] = «;

elle contient quatre nombres pairs et quatre nombres
impairs, et l'on a bien



2. Pour établir les propositions énoncées, je m'ap-
puierai sur quelques considérations d'un ordre plus
général.

Soient

(A) a,, «2, . . . , alp>

(B) bu biy . . . , blq

deux suites contenant chacune un nombre pair de
termes quelconques (entiers ou non). Je suppose que
les termes de chaque suite sont rangés en ordre non
croissant.

Désignons par

le nombre des termes (B) qui sont plus petits qu'un
terme donné a^ de la suite (A), et par

le nombre des termes (A) qui sont au plus égaux à un
terme donné &# de la suite (B). Appelons la le nombre
des termes impairs de la suite des nombres (a*), et Sa

la valeur de la somme alternée

(a i ) — (a 2 )-+-...-+- (a 2 / i - i ) — (ah ),

et soient, enfin, 1̂  et S& les nombres analogues relatifs
à la suite des nombres (&A)« ^e dis que Von a

Figurons, en effet, un échiquier rectangulaire, de
ip colonnes et de 2t/ lignes. En bas de chaque colonne,
écrivons dans l'ordre, en commençant par la gauche,
les nombres au a2, . . . , a»p> A gauche de chaque; ligne
écrivons dans l'ordre, en commençant par le bas, les
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nombres bi9 b2i . . . , b2g. Cela fait, marquons un point
dans la case de coordonnées (h, k), si l'on a

et laissons cette case blanche, si Ton a

bk>ah.

Voici, par exemple, le diagramme obtenu, en sup-
posant que les suites (A) et (B) sont ainsi consti-
tuées :

17, i 3 , i 3 , 8, 5, 3 ,

10, 9, 8, 3 .

(B)
•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

17 13 13 8 5 3

II est clair que le nombre des cases marquées dans
la colonne de rang h est le nombre (ah) et que le
nombre des cases non marquées dans la ligne de rang k '
-est le nombre (&*). Cela posé, cherchons à évaluer la
-somme alternée

A cet effet, remplaçons les points marqués dans
t^échiquierpar le nombre -h i, quand ils appartiennent
à une colonne de rang impair, et par le nombre — i,



quand ils appartiennent à une colonne de rang pair. Le
diagramme pris comme exemple devient ainsi

3

8

9

10

+ 1

+1

. 1

.'1

_1

_1

+ 1

+ 1

17 13 13 ô 5 3

et la somme alternée Sa est évidemment égale à la
somme algébrique de tous les nombres inscrits dans
l'échiquier. Or effectuons cette somme en totalisant suc-
cessivement chaque ligne. La somme relative à la ligne
«Je rang h est égale à o, si le nombre des termes qui y
sont inscrits est pair, et à -f- i dans le cas contraire.
Mais, comme les cases de cette ligne sont en nombre
pair 2/?, la parité du nombre des termes qui y sont
inscrits est la même que la parité du nombre des cases
blanches qu'elle contient. Or ce dernier nombre est
égal à (£*), comme on l'a remarqué plus haut.

En résumé, la somme algébrique Sa contient autant
d'unités qu'il y a de nombres impairs dans la suite des
nombres (£*). On a donc bien

Sa = \b. C. Q . F . D .

Remarque. — \a et h, et par suite Sa et Sa, sont des
nombres de même parité. En effet, la est pair ou impair
en même temps que le* nombre total des cases marquées
dans le premier diagramme; la est pair ou impair en
même temps que le nombre total des cases blanches.
Or, le nombre des cases marquées et celui des cases
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blanches sant de même parité, parce que le nombre
total des cases de l'échiquier est le nombre pair

3. Tl est maintenant facile d'établir les propositions
énoncées au début de cet article. Je supposerai que, m
étant un nombre impair, les suilçs (A) et (B) sont ainsi
constituées :

(A)

(B)

(m — :

o- i)m,

(m

(m

— a)1,
— 2)/??,

. . . , 4,
. . . , 2/n, m.

Le nombre (km), relatif à un terme de la suite
est le nombre des carrés entiers au plus égaux à km (
on a donc, en employant la notation fixée au début,

Le nombre (A2), relatif à un terme de la suite (A), est
le nombre des multiples de m qui sont inférieurs à A2.
On a donc

<*•>-!£
en appelant j\r j le plus grand nombre entier inférieur
à x ( J x \ = x — 1, si x est entier ).

Comme les termes de chaque suite sont bien en nombre
pair m — 1, on peut appliquer les résultats du n° 2 : on
voit donc que, si Ton forme les suites

e t
1 4 ) j i )
( m ) ( m )

( * ) L e fai t e s t e x a c t p o u r l e p r e m i e r t e r m e d e la s u i t e ( B ) , à
c a u s e d e

w 2 > (m — i)m> (m — i)2;

il est donc, a fortiori, exact pour les autres termes.



la somme alternée des termes de chacune de ces suites,
calculée en donnant le signe -|- au terme le plus grand,
est égale au nombre des termes impairs de l'autre suite.

Il suffit donc, pour obtenir la démonstration cher-
chée, d'établir que :

i° La suite

\ m \ (h= m — \, m — 2 , . . . , T )

m — 1 7

contient nombres impairs;

20 La somme alternée

(m

, m — Ïa pour valeur

i° Soient qn et rh le quotient et le reste obtenus en
divisant h2 par m, et en ayant soin de prendre rh = m,
si la division se f ait exactement. On a

On tire de là

(m — A)2= m(m -f- q/,— ih)-\- /•/,,

d'où Ton conclut

f lit ) { IIV J

nombre qui est de parité différente de celle de \ — u
^ L ( m )

puisque m est impair. . . .
Deux termes de la suite ) — î> équidistants des ex-

( m ) ^



trêmes, sont donc de parités différentes, ce qui établit
le premier point.

2° On a

-+- (—

(m) ' (m

m — A)» ) \ ( m —1)«
4 4

(m

ou bien, en groupant deux à deux les termes équidis-
tants des extrêmes,

et, en tenant compte de la relation (i),

Or, on a

a /i — /?i = h — ni — [( m — h ) — m ] ,

d'où

(_i) /«(2 / i_- m) ==(— i)/*(/i —/n)-+-(—i)'«-*[On —A)— m].

On peut donc écrire

h = m — 1

= (m — i) — (m — i) -\- (m — 3) — (m — 4 ) -h . . .-H2 — i,

ou bien, en groupant les termes consécutifs deux à deux,

S'= I-+-1 -H. . . - m ,



le nombre des termes du second membre étant égal

à Donc enfin
2

or m — î

S' = . c. Q. F. D.

Remarque. — La suite (M) jouit encore des pro-
priétés suivantes, dont je laisse au lecteur le soin de
trouver les démonstrations :

i° Dans la suite (M), un même nombre ne peut
figurer plus d'une fois;

2° Un même nombre peut figurer deux fois, et
celte circonstance se présente un nombre de fois égal

Ainsi, dans la suite prise comme exemple (m = 9),

il y a y = 1 nombres qui figurent deux fois, à savoir

les nombres 6 et 7.


