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[05h]
SUR UN THÉORÈME DE LA THÉORIE DES SURFACES;

Pui M. LELIEUVRE.

Le théorème démontré par M. Bricard dans le numéro
d'août 1903 de ce Journal s'établit aisément par la
méthode cinématique; pour faire la démonstration,
j'emploierai les procédés du Calcul géométrique de
Grassmann : ce sera un nouvel exemple des avantages
qu'ils présentent.

Soit une surface rapportée à ses lignes de courbure

u = const. et v = const.

Je considère au point M de la surface le trièdre tri-
rectangle formé par une arête normale à la surface eu
ce point, et deux autres arêtes tangentes aux lignes de



courbure qui se coupent en M. J'appellerai I un vecteur
unité porté sur l'arête normale, J un autre sur l'arête
tangente à v = const., K un troisième sur l'arête tan-
gente à u = const. ; puique les arêtes qui portent Jet K
sont tangentes aux lignes coordonnées, on doit avoir

pour Jes dérivées géométriques ——* — :

£-«'• £-«•«•
D'autre part, si l'on rapporte les dérivées géomé-

triques des vecteurs I, J, K au trièdre que forment ces
vecteurs, on voit immédiatement par un calcul très
simple qu'en vertu des relations fondamentales

T 2 _ T 9 — Tf 9 _ _ T / 1 \ T I ï*" _ _ tT I T _ _ T I T _ _ n.
1 —~ J * ^z IV "**" I \ )i J IV "~* IV j 1 *"~ x I J ~*~* O«

ces dérivées géométriques ont des valeurs de la forme
suivante :

__ — / J — qK, -— = fi5 — <7iK,
du * dv 1

Tu

dK

On trouve (Pailleurs la signification cinématique
habituelle des coefficients £, £,, py q, /•, pt, qK, rn en
formant à l'aide des équations précédentes l'expression
de la vitesse d'un point P quelconque de l'espace, de
coordonnées x, y% z par rapport au trièdre considéré,
soit

( « ) Je d é s i g n e par I 2 , s u i v a n t l ' u s a g e , le p r o d u i t I | I ( V O W - B U R A L I -
FORTI, Introduction à la Géométrie différentielle, Gauthier-
Villars, 1897). ,



on aura successivement
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Par conséquent/^, q, r sont les composantes suivant
les arêtes du trièdre de la rotation instantanée de ce
trièdre (juand u seul varie, et o, Ç, o sont les compo-
santes correspondantes de translation; £<, /><, q{l r{

sont les quantités analogues quand v seul varie.
Ceci posé, j'exprime que la ligne u = consl. est une

ligne de courbure : il faut et il suffit que la vitesse d'un
point M + pi de la normale, quand u seul varie, soit
suivant cette normale; or cette vitesse est

d'où
£ -\- pr = o et q = o;

la première de ces relations détermine p.
On aurait de même, avec la ligne de courbure

v = const.,
li — Pi^i = o et r! = o,

et la première de ces relations fait connaîre l'autre
rayon de courbure principal p4.

Enfin, en exprimant la compatibilité des systèmes (I)
et (II) par l'égalité des dérivées partielles secondes
prises successivement par rapport à u et i>, on retrouve,
sous les conditions q = r{ = o, les équations connues



( 3 i a )

(voir DARBOUX, Theorie générale des surfaces)

Remarquons qu'on passe d'une ligne de courbure
à l'autre en échangeant u et i>, J et K, $ et £,, r
et ~<7i, p et — /7,.

Vérifions maintenant la proposition de M. Biicard :
je forme le plan II osculateur en M à la ligne v = const. \
pour cela je calcule le produit progressif

M l r~5 = $ M J ( ^ J
 - * - Î T - ) =

On prendra alors

11 = MJ-- =MJ(/?K

par suite le vecteur N = p l -f- rK est normal au plan II :
c'est le vecteur représentatif de la rotation instantanée
p, o, /*; alors, la caractéristique du plan II quand v seul

varie sera perpendiculaire aux vecteurs N et ^ - ; or,

on a
dN T dp àr

c'est-à-dire en vertu des équations (a)

On a alors



( 3 i 3 )

par suite la caractéristique du plan sera parallèle nu

vecteur N —> c'est-à-dire à

Les permutations de lettres indiquées ci-dessus
donnent aussitôt la direction de l'autre caractéristique à
considérer, v variant seul : elle est parallèle au vecteur

La perpendicularité des vecteurs U et V s'exprime
alors par la condition

dp

qui se réduit à Tune des équations (a)

dp dpi
dv du '

La proposition est donc vérifiée.

On aurait pu opérer autrement en calculant la carac-
téristique même du plan II, c'est-à-dire son intersection

avec le plan -r- : le produit régressif II — conduit ainsi

à la droite menée par le point M + — J parallèlement

à la direction (p*)O,r) trouvée ci-dessus-, de même,
l'autre caractéristique coupe la tangente à la ligne

u = const. au point M — - 1 .


