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[D6b]
DEFINITION DE sinz PAR UN PRODUIT INFINI :

Par M. L. DREYFUS.

Tutorime. — Si ’on considére les séries

Sp=apo+api+...+app+... .

supposées uniformément convergentes en fonction
de p, et si les quantités ap n, ont pour limites, lorsque
Uentier p augmente indéfiniment, des nombres a,, la
série

S=ay+a1+...+ap+...

étant convergente, les sommes S, ont pour limite S.
> P

En effet, ¢ étant un nombre positif donné, je peux
déterminer un entier, tel que les restes R, et Ry

. . € y9e . ye. ., €
soient moindres chacun que 3 I'inégalité R,,,,,.<73-
ayant lieu quel que soit p; m étant ainsi déterminé, il
cxiste un nombre P tel que la différence S, » — S soit,

. € .
en valeur absolue, moindre que 3 si p>P; et, par
suite, la différence
S—s,

sera, si p > P, moindre en valeur absolue que le nombre
positif ¢, choisi aussi petit qu’on le veut : ¢’est dire que
S, a pour limite S.

Tueonkme. — Je considére les produits infinis

Pq’:(l +aq,o)(l+aq,,).. .(x-l-aq,,,).. .

uniformément convergents en fonction de q; si le
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quantités aq , ont pour limites des nombres a,, le pro-
duit infini
P =(14 ap)...(14+an)...

étant convergent; je dis que les produits P, ont pour
limite P.

En effet, je peux considérer ces produits infinis
. comme somme des séries

Py=PP+PPay1+PPags+...,
P =P0O 4+ POg 4+PWag, +...,

en désignant par P;” le produit des n premiers facteurs
de P, et par P(® celui des n premiers facteurs de P.

On est alors ramené au théoréme précédent, car a, .
tend vers ay, le produit limité P;” a pour limite le pro-
duit limité P et les séries donnant P, sont, par hypo-
thése, uniformément convergentes.

Je considére le produit infini

P(z)=z<l—§> (1-{%),

z étant une variable complexe de module Z; la série des
modules
72 72 YA
I
étant, quel que soit z, dans une aire donnée, unifor-
mément et absolument convergente, le produit sera
lui-méme absolument et uniformément convergent et
représentera unc fonction de z définie et continue en
tout point du plan de la variable complexe z.
Elle admet les zéros simples .

o, I, 2, 3, ...

—_1, —2, =3, ....
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Tatorkme. — La fonction P(z) admet la période ar.

Je vais démontrer d’abord que ’on a
P(z+m)=—P(2).

En effet, le produit P(z) est équivalent au produit
infini

Q(z)=z<l—::c> (l—%—%) (1—-5‘%) <1+ {';),

ce produit infini n’est plus absolument convergent, on
ne pourra en intervertir les termes d’une fagon quel-
conque, mais on pourra les déplacer d’un ou deux rangs
sans changer la convergence ni la valeur du pro=-

duit Q(3z).

Je pose
vo(3) = 3,

z
vep(8) =14+ —
2p(3) +P7"

Fq
vep—1(3) =1— F“T‘;

on a

Pp= Qim=909192...92m.

Je remplace dans Pn(z), 2 par z+4=; jaurai les
égalités

_ p—l . 2z . p—I

v,p_.(z+ Tf) = P <l (P l)‘lt) B ) V2p—3,y
_ p+1 3 - p+1 .

i =5 <'+ P+ l)ﬂ) p e

pour les deux premiers Lermes, ces formules ne sont
plus applicables, car p=o0 ou 1, etl'on a

00(2)
T

P9
nE+m)=—- =— 4

00(%+T) =32 + T = Tve(3);
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par suite, on peut écrire

m-+1,
m ’

Qam (2 4+ T) =— 03009, V1 V6Vs. . .Pam Vam—3Vam+2

car on peut remplacer le produit des deux facteurs
p+1

consécutifs Vapya €l a1 Yap-t A VappaVap -
On peut ensuite changer de deux rangs I'ordre des fac-

teurs, et écrire

<l—;)%t> Pm(z+1r)=—<1+(m—:_—l-)—“> <1-x— 7:—1> P,(3).

m augmentant indéfiniment, cette égalité sera toujours
vraie, et, en remplacant chaque facteur par sa limite,
on aura

P(z+ w)=—P(3),

et, par suite, on a
P(z +2%) = P(3).

De plus, il est évident que la fonction P(z) est une
fonction impaire, ¢’est-a-dire que l'on a
parre, |

P(z) =-—P(—Z),

z2

p—;’;;) conservent leurs

puisque tous les facteurs <1 —
valeurs, si 'on y remplace 3 par — z; seul, le premies
facteur change de signe.

On en conclut que 'on a

P(z+7)=—"P(3).

Donc on a
P(z —=)=—P(3),

P(rn—3z)= P(3).

Ces propriétés appartiennent a sinz. Je vais démon-
trer que P(z) =sinz.
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En méme temps que la fonction P(z), il faudra con-
sidérer la fonction P(z —+ g) = P(g —z), que je vais

développer en produit infini. Jaurai

N 4+ = p—%—l
T 2 2 z
vzp<Z+-2-) =1+ I = 7 <l+ 1 >’
(p—i——)‘r:
4 _ = 3
Yo z+; —5 l-——;),

()

et, parsuile, on en conclut, en groupant chaque facteur
d’indice impair avec celui qui le précéde, ce qui est

permis,
3 4 32

T\ T 4 32
P(a=3) =53 (- %)

De sorte que le produit P(z + g) est égal au produit

des deux produits absolument convergents
AT L (H_;)(H_ LAY
=53\""23 i6 68/) "

Q(z) = <l—£§> <1—~g—§> (1—2‘2‘:2)....

Je démontrerai par la suite que A =1, de sorte que

Jaurai
P<z+1—;> = (I—%) (1——3-3)

Les théorémes généraux sur les produits infinis
dépendant d’une variable montrent que la fonction P(z)
a une dérivée; dans ce qui va suivre, je vais montrer
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directement que cette fonction a une dérivée et que cette
dérivée est le produit Q(z).
Je remarque d’abord que si P(z) a une dérivée, cette

dérivée P'(z) satisfait aux deux relations

P'(z+ 7m)=—P'(3),

P'(2) = P'(—2),
et, en faisant z —= — g, on trouve que P’(z-: =o et,
par suite, la dérivée admet les mémes zéros que Q(z).
Je vais démontrer que cette dérivée est effectivement
Q(z), d’ou I'on conclut

P'(z) = %P<z+ 12‘),
P'(3) = Ki‘z P(z+ 7),
=— 5P
el, par suite, P(z) satisfaisant 4 I’équation différentielle
:}"'—i- -;—2- y=o
qui admet pour intégrale générale
y=asin<—§- + B),

a et 3 étant deux constantes quelconques, puisque
P(z) admet la période 27, A est égal a I'unité; P(z)
P(z)

F
vers 1 quand z tend vers zéro, o est égal a 1 et, par
suite, P(z) est égal a sinz.

11 faut donc démontrer que la dérivée de P(z) existe
et gu’elle est Q(z).

Le polynome P,(z) ne contient que des termes de
degré impair; il est de degré 2m +1 et admet les

s’annulant pour z = o, -8 est nul; enfin, tendant
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racines toutes réelles

o, xm, *am, ..., Emn;

ses coefficients sont donc réels et on peut lui appliquer
le théoréme de Rolle.

Sa dérivée est un polynome de degré 2m, a racines
toutes réelles et dont les termes sont tous de degré
pair; par suite, les 2m racines sont deux a deux égales
et de signes contraires.

Je peux donc écrire

z? 3? 52
P',,L(z)=B<l— 3 ><x— 0 )(r— 3 .
%in, 4 Lin, 2/ %o, m

Le nombre positif a,,, est compris entre (p —1)x
et px, limites exclues, puisque le polynome P, n’a pas
de racines doubles. Le coefficient B est d’ailleurs égal a
I'unité, puisque I’on peut écrire

Pn(z)=3+Kz +...,
P, (3)=1+3Kz?+....

Je dis que 'on a
U, p<< Lm—1, p+

En effet, si z est réel et varie dans l'intervalle
(p—1)=...pm, la dérivée logarithmique de P, (z) est
positive ou négative, suivant que z est inférieur ou
supérieur a o, p; or, on a par définition

z2
Pun= P (i'—" _—>’

m?2mu?
Pl(3) _ Puy(s) 2z
Pn(3) Pp-1(3) — z2
m2 2
et par suite
Pon(am, p) =0 —2:‘"1,1’
Pm(am—1,p) %m—1,p
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Donc la dérivée logarithmique de P, est négative
pour z = a,_, p, et par suite

Ui, p>> %m, pe C.Q.F.D.

o« e 1 4 .
Donc les nombres m,p diminuant avec —» mais restant

supérieurs i (p —1)=, ont une limite a,.
D’ailleurs «, est compris entre (p —1)= et pw, donc
le produit infini

est convergent, et I'on en counclut, en appliquant le

lemme démontré précédemment, que les produits
P,,(z) ont pour limite R(z). Si I'on intégre entre deux
limites z, et z, on a

Pm(z)‘Pm(zo) =f= P,m(z)dz'

La fonction sous le signe fest intégrable et uniforme :

elle est uniformément convergente, en fonction de m,
vers la fonction R(z), donc le premier membre de
I’équation a aussi une limite et cette limite est d’ail-
leurs P(z) — P(z,). C'est dire que R(z) est la dérivée
de P(z).

Cetle dérivée s'annule pour une valeur et une seule
comprise entre (p — 1) et pw, nous avons dit qu’elle

s'annulait pour (2 p —1) g; donc

2p—I)%w
ap= CLZDT

et R(z) coincide avec
™
Q(z) = P<z + ;>’

et 'on a donc
P(z) = sinz.



( 155)

Il résulte donc les deux développements infinis sui-
vants :

. _ 22 22 22
Slnz:‘.<l—--T?)(l-—-—['“g)(l———g“z)..-r
_ 4z 4z 4 32
CO0S3Z = <l g ) <l 9_7t2> <[—— 257:,) e

Nous avons vu aussi que A =1, il en résulte I'égalité

de Wallis

Si I'on développe P,.(z) en un polynome ordonné
suivant les puissances croissantes de z, on aura

z3

z3 3
P,,,(z) =£_B‘-}:—2 -—f-—Bzﬂ—‘$ “+....
B, est la somme de tous les produits p a p, des inverses
des carrés des me premiers nombres, les nombres entrant
dans chaque produit étant distincts, on a donc

B, <(By)".

Lorsque m augmente indéfiniment B, a pour limite la
somme de la série convergente

1

35 e

I

S=1+ :2—2 -+
les nombres B,, By, ... sont des nombres positifs crois-
sants et respectivement moindres que S2, 8%, ..., SP si
I'on désigne par b, by, ..., b, ces limites, la série

. b,

—_—— 524 S 5 —. ..

- T
sera convergenle et, par suite du premier théoréme
démontré précédemment, sera la limite des poly-
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nomes P, (z). C'est-a-dire que I’on aura

, by,
SINg =3 — — 3°+...,
2

. . T
série convergente au moins dans le cercle de rayon 75
1

mais on connait déja le développement

33 3z
23 " 1.2.3.4.5

sing =z — .
et une fonction ne peut que d’une seule fagon éire
représentée par une série entiére. On a donc un certain
nombre d’égalités numériques, dont la premiére donne
la somme S,




