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[D4a]
SUR UNE PROPRIÉTÉ DES TRANSCENDANTES

DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES;

PAR M. GEORGES REMOUNDOS.

1. On sait le théorème classique de l'Algèbre sur les
fonctions rationnelles des v racines d'une équation
algébrique

(i) xv-+- atxv-i-h a2#"~2-t-. • .H- av-ix -t- av= o,

d'après lequel une telle fonction symétrique des y ra-
cines x{, x2i . . . , xv peut s'exprimer rationnellement
à l'aide des coefficients ai9 a2, . . . , av_^ av, et
inversement.

Aussi, le théorème de Galois, qui est fondamental
dans sa célèbre théorie, et pour la démonstration
duquel on fait usage du précédent (voir, par exemple,
le Traité d'Analyse de M. PICARD, t. III, p. 439).

Je me propose ici de démontrer un théorème ana-



logue de l'analyse concernant les fonctions transcen-
dantes et uniformes de plusieurs variables indépen-
dantes, qui peut servir dans diverses circonstances.

Ce théorème est le suivant :

Toute fonction entière (uniforme et continue) et
symétrique des v racines x^ x2, . . • , xv de l'équa-
tion (i) s'exprime uniformément à Vaide des v fonc-
tions symétriques élémentaires <zl7 a2, • • •-, #*>> et
inversement.

En etfet, une telle fonction étant développable en
série, procédant suivant les puissances entières et posi-
tives de Xi, x2y • •. , xv, on aura

(a)

où Qn(x\i x-ij • • • i&v) désigne un polynôme homogène
et de degré n en X\, x2, . . . , xv.

Si v(cc\, ^2? • • • j &v) es^ symétrique par rapport à ces
variables, il en sera de même de toutes les fonc-
tions Qoi Qo . . . , Qn(x\,X2> • • •, ^ ) ; or, ces fonc-
tions sont rationnelles et, d'après le théorème précé-
demment cité, elles peuvent s'exprimer rationnellement
eu fonction de a^ a2, - • ., av.

Ainsi, la fonction oi(jr:<, x^, . . . , xv) sera mise sous la
forme d'une série procédant suivant les puissances
entières et positives de aK, a2f . . . , av\ elle sera donc
une fonction entière par rapport à ces quantités.

La réciproque est évidente.
La démonstration s'étend visiblement au cas où

i, . . . , xv)

est le quotient de deux transcendantes entières. Je pense



( " 3 )
que le théorème est vrai pour toute fonction uniforme

et il serait démontré aisément, si la théorie des fonc-
tions de plusieurs variables était suffisamment déve-
loppée.

2. D'une façon plus générale, le théorème peut
s'énoncer :

Si î ( . r 1 , x2, . . . , xv) est une fonction symétrique
et holomorphe dans le voisinage d'un système de
valeurs xK = a«, x2 = a2, . . . , xv=z VLV, elle sera une
fonction I>(a{, a2, . . . , av) aussi holomorphe dans le
voisinage des valeurs correspondantes de aK,a2,., .,av

et inversement.

En s'appuyant sur ce théorème, on établira le théorème
suivant qui est une extension aux fonctions transcen-
dantes de celui de Galois et se démontre de la même
façon :

Toute transcendante de xK, «r2, . . . , xv holomorphe
dans le voisinage dyun système de valeurs Xj^oc, ,
x2 = a2, . . . , xv=&v et invariable pour les substi-
tutions du groupe de Galois attaché à Véquation (i)
est holomorphe aussi de a{, a2<, . . . , av dans le voisi-
nage des valeurs correspondantes.

D'une façon plus précise, elle est holomorphe dans
le voisinage de valeurs correspondantes de R<, R2 , . . . , R^,
si ces lettres désignent les variables indépendantes dont
a{J a2, ..., ay dépendent. Nous supposons, bien entendu,
que p. <^ v pour que Y affect (d'après une expression de
Rronecker) ne soit pas nul.

La réciproque est évidente.
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