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[L!3b]
CONSTRUIRE EN GRANDEUR ET EN DIRECTION LES AXES
D'UNE ELLIPSE DONT ON CONNAIT DEUX DIAMETRES
CONJUGUES ;
Par M. A. MANNHEIM.

Le probleme dount il s’agit a donné lieu a un assez
grand nombre de constructions. Une démonstration
nouvelle de 'une d’clles ne peut évidemment constituer
qu'une simple curiosité géoméirique. Cest a ce titre qu'il
me semble intéressant de signaler la suivante, inédite je
crois, qui est curieuse ein ce qu'il suffit que I'on connaisse
seulement la génération de Dcllipse et la construction
de deux de ses diamétres conjugués obtenues en considé-
rant Pellipse comme projection d’un cercle. De plus,
cette construction se trouvant démountrée, on peut en
déduire un certain nombre de théorémes qui sont pré-
cisément ceux sur lesquels on s’appuie en général pour
y arriver : les théorémes d’Apollonius par exemple.

Soient OC, OE les rayons de deux cercles concen-
triques égaux respectivement au demi-petit axe et au
demi-grand axe d'une ellipse. Les droites CD, ED paral-
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léles aux axcs de cetie courbe se coupent en un de ses
points D : ¢’est le mode de génération de I'ellipse qui est
bien connu. Au moyen de E’, extrémité du diamétre
perpendiculaire 3 OE, on obtient de la méme maniére
le point IV extrémité du diameétre de I'ellipse qui est
conjugué de OD. Tout ceci, comme je Vai dit, s’obtient

G E
£’ 1
C
¢ D
D’
0
T
G E,

en considérant P'cllipse comme projection d’un cercle,
ct suffit pour la démonstration qui suit.

Les triangles CDE, C'IYE' ont des hypoténuses égales
et leurs cOtés respectivement perpendiculaires; ils sont
donc égaux et I'on a

E'D'= CD.
Faisons tourner d’'un angle droit le triangle E'D’O

autour de son sommet O. Le point E vient en E et le
point D' en G. On a alors

GE =ED,
Par suite, d’aprés ce qui précéde,

GE = CD.
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La figure CDEG est donc un rectangle et 'on a cette
construction pour le probléme proposé :

Sur la perpendiculaire OG & O'D on porte le seg-
ment OG égal & OD'. On méne la droite Ol qui passe
par le milieu 1 de DG et Uon prend sur cette droite les
segments IE, 1C égaux a ID.

La droite CD, qui passe par le point C plus rap-
proché de O que le point E, est paralléle au grand

axe; les demi-axes sont égaux a OE, OC.

Prolongeons ED jusqu’au point E; ou elle coupe le
cercle de rayon OE. Si l'on fait correspondre le point D
au point E,, on est conduit & employer le point G,
extrémité du segment OG, qui est perpendiculaire et
égal a OD'. On achéve alors la construction comme
précédemment, en faisant usage du milicu I’ du seg-
ment DG,.

Ainsi que je I'ai dit en commencant, la construction
étant obtenue, on peut en déduire divers résultals. Par
cxemple :

Les bissectrices des angles formés par les droites DG,
DG, sont paralléles aux axes de U’ellipse.

En effet, le triangle isoscéle GIE a ses c6tés également
inclinés sur les axes de ellipse, DG, est paralléle a 10,
donc, etc. <

On peut ajouter que DG étant égal & CE est égal a
la demi-différence des axes. De méme DG, est égal a
la demi-somme des axes.
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[Rie]
SUR LE SYSTEME ARTICULE DE M. KEMPE;

Par M. G. FONTENE.

(Suite.)

§ III. — AvuTRES POINTS DE VUE.

10. Si I'on construit la figure de proche en proche,
on utilisera seulement 13 conditions (au lieu de 17),
et 'on aura a démontrer que quatre longueurs (tiges
surabondantes) conservent des longueurs invariables
dans la déformation du systéme obtenu. On peut pro-
céder de diverses maniéres.

On peut partir de la figure 3, avec les 5 conditions (7)
et (12),

AA Ao A A A
M=M, N=N, P=P, Q=0Q

La comparaison des relations (13) et (14) montre d’abord,
comme on I'a déja dit, que le rapport AB : CD reste con-
stant dans la déformation du quadrilatére MNPQ. De
plus, si U'on pose

Mab=z, |%BA=y, (FaB=sz |dDC=¢,
§A\8 =2z, P/B\a.zy', 6C\D =3, m:f,
on a
(17) ( 4+ o'+ 23+ 35 =29,

ly+y +t+1t =20

Pour le démontrer, projetons les points A, B, C, D
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en A/, B, C/, D' sur les cétés du quadrilatére MNPQ
On a, avec les notations déja employées,
MA' m B’
pre— -
A'N n

d’oi Uon déduit en passant

La condition

ou

— —_ — __,_ = 0,
n -+ n n-+p pP+q g -—=m

équivaut a ceci : les quatre points A', B', ¢/, D" sont
& un cercle. En effet, a cause de
MA” AN MN NB  BP NP

= = = = ..

) = ’
m n m—+n n P n-+p

si O est un point quelconque, le théoréme de Stewart
donne ’

P~ - —2 2

OM" > -+ ON > m — OA' xX(m—+n)= azmn
m-+n

J—1 —_— _ 2

ON ><p+OP2><n —OB'2><(n _|_p>=MIZ,
n+p

en ajoutant ces égalités divisées respectivement par mn,

— np, ..., on obtient, d’aprés la relation ci-dessus,
—2 1 1 —2 1 1°

OA x(—+—)—OB ><<—+—)+...—...=o,
m ' n np

et 'on sait qu'une telle relation sans constante n’a lieu

by

que si les points A/, B, C/; D’ sont 4 un cercle. Or,
comme les triangles DMA et D’'MA’, ANBet A'NB, ...,
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sont semblables deux a deux, la premiére des rela-
tions (17) devient

/\ /\
MA'D + NA'B+PC B +GC D =2,
ou encore

m-;— ]{(;}:2",

ce qui a licu dans le quadrilatére inscriptible A'B'C'D'.
Construisons alors ( fig. 5) le triangle AQ,B inver-

Iig. 5.

sement semblable au triangle CQD et le triangle CN, D
inversement semblable au triangle ANB; les quadrila-

téres
ANBQt et CNiDQ,

ou (C) et (C,), sont inversement semblables, et, en

. AB T
raison de la constance du rapport = cette similitude

persiste dans la déformation du systéme. Il en sera de
méme pour les quadrilatéres inversement semblables

AMDP‘ et CMiBP,
ou (B) et (B,), obtenus d’'une maniére analogue.

La figure satisfait ainsi a2 13 conditions, et il faut
montrer que les 4 cotés du quadrilatére M, N, P, Q, con-
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servent des longueurs invariables dans la déformation
du systéme.

Les angles en A, B, C, D des wiangles AP,Q,,
BQ/M,, ..., qui bordent ce quadrilatére doivent donc™
étre constants.

Or on a, avec les notations de la figure,

A==z + 3, ! =2+ 7,
U'=y+¢, N=y+1,

et les relations (17) donnent

A+ =099 N+l =4
d’ou I'on conclut que les angles en question sont sup-
plémentairesdes anglesen A, B,C, D des triangles AMN,
BNP,

On peut chercher a établir directement les égalités
A+ =09, N4 U'=2"
Ou a d’abord
(18) A+ )y +(N+1')= 4"
D’auwre part, on a facilement, entre les angles
opposés A et X du quadrilatére (B), la relation

ac cosA bd cosA’ = const.;
sin A sin G sinB sinD - ©

on a de méme

ac ! bd
sinAsinG %" T sinBsinD

cos!' = const.;

on peut voir sans calcul que les deux constantes
ont une somme nulle, et I’addition donne, en tenant
compte de (18), une relation qui admet la solution
cherchée X + /= 2¢, et une solution étrangére.
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11. On peut encore partir de la figure 6, ot 1'on sup-

pose d’abord
{lA\Qi -+ m =‘Qd1

afin d’avoir au point A les angles variables supplémen-
taires A et @ — A. Les cosinus des angles variables B
et D sont alors liés par une relation linéaire, et, sous
deux conditions nouvelles, les angles B et D varieront

Fig. 6.

) 2

M N

AN=b, AQ=0%, BN=@ BQ=7Y,
AM=d, AP,=d, DM=3, DP, =2,

les deux conditions sont

bd'  dd  (bd+b'd)(bd + b'd)

(19) BT T (B o) (B

La figure dépend de 7 paramétres, puisque les 10 lon-
gueurs vérifient 3 conditions.

Si 'on construit alors sur les cotés NB et MD deux
triangles convenables, NBP et MDQ, on pourra démon-
trer que la longueur PQ reste constante dans la défor-
mation de la figure ; deux des 4 conditions seront

' AA AA

M=M, N=N.

De méme, si I'on construit sur les cotés Q,B et P, D
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deux triangles convenables, Q,BM, et P,DN;, la lon-
gueur M, N, restera constante dans la déformation de la
figure. Enfin, si 'on construit le triangle PQGC au
moyen des angles P et Q, les cotés CM, et CN, du
triangle M, N, C auront des longucurs constantes.

Si, dans la figure 2, on supprime les 4 tiges sura-
bondantes CB', BC), C,B,, B,C/, la figure obtenue est
formée par la réunion de deux figures analogues a la
figure 6, I'une des deux figures déterminant compléte-
ment 'autre. :

12. Revenons a la figure 1. On peut de quatre ma-
niéres différentes, en isolant un couple de triangles
opposés, regarder le systéme comme formé d'une chaine
de 6 triangles, dans laquelle les sommets libres des
3 triangles de rangs impairs sont articulés avec les
sommets d’un triangle de rattachement, et les sommets
libres des 3 triangles de rangs pairs sont de méme
articulés avec les sommets d’un autre triangle de
rattachement. Ces chaines de triangles bordent des con-
tours hexagonaux dont 'un forme le périmétre de la
figure 1, et dont les trois autres sont

CBAI01B1A", “eey

elles généralisent les 4 pentagones de 'appareil a 8 tiges
auquel conduit 'appareil a ligne droite de Hart.
Considérons( fig. 2)'hexagonearticulé B'C;A’B|C'A’,,
bordé par les triangles a, b4, ¢, ai, b, ¢, qui forment
deux systémes. En premier lieu, ces triangles doivent
satisfaire aux conditions suivantes. D’une part, en chaque
sommel de I’hexagone, les angles de triangles marqués
sur la ﬁgure sont égaux; les 6 angles changés de signe
sont d’ailleurs

«{,—,a,u_d.—-ﬁl_, ceny B—'.Yh
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de sorte que leur somme est nulle; ils satisfont ¢n outre
a la condition

sin A’ sin B’ sin C' = — sin A, sin Bj sin C}.
D’autre part, on a les trois relations d’aires
E—i—;t:o, Z—(—E:O, E—+—c_1=().

On a ainsi 11 conditions, qui laissent 7 paramétres
pour les triangles.

En second lieu I'hexagone, dont la forme dépend de
3 paramétres, doit se déformer sous les 2 conditions
suivantes, qui laissent un paramétre de déformation :
les angles égaux )N marqués au point A' doivent
étre égaux aux angles égaux N marqués au point A',,
et il doit en étre de méme pour les angles ' aux
points B et B ; il en est alors de méme pour les angles V'
auzx points C' et C; car, en admettant qu’il en est ainsi,
la somme des angles de I’hexagone est

e (a—y) + (2 —v) + (1 —a)
+ AN (=B + (20— )+ (u—7)
+vV 4+ (2 P—a) + (2= N)+ (11— B),
ou 84,

Sous les 13 conditions qui viennent d’étre indiquées,
les cotés des deux triangles ABC ¢t A B, C, restent con-
stants pendant la déformation. Ces 6 cotés complétent
les 6 quadrilatéres (A), (B), (C), (Ay), (By), (Cy)

inversement semblables deux a deux.

§ IV. — TitEs AU LIEU DE PLAQUES.

13. Examinons le cas ( fig. 7) ou les plagues trian-
gulaires sont remplacées par de simples tiges. En gé-
néral (fig. 3), si 'on donne le quadrilatére MNPQ,
les points A, B, C, D dépendent de 3 paramétres.
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On peut se donner, avec 2 paramétres, les projec-

tions A’, B, C/, D’ de ces points sur les c6tés du qua-
drilatére :

1* On doit avoir

=

A’ NB'
X == X...=1;
A'N B'P

|

2 Les 4 points A/, B, C', D' doivent étre a un

Fig. 7.

cercle; on se donne en outre I'angle AMN. Si cet angle
devient nul, les points A, B, C, D viennent en A/, B/,
C, D'; on peut se donner le quadrilatéere MNPQ, et les
points A, B, C, D sous les 2 conditions suivantes :

1° On doit avoir

pa X.o..=1,

|3
>
=2

cest-a-dire que les droites AB, CD doivent se couper
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enun point J situé sur MP, ou encore les droites AD,
CB doivent se couper en un point K situé sur NQ;

2° Les 4 points A, B, G, D doivent étre a un cercle.

Le systéme dépend alors de 6 paramétres.

14. Les 8 tiges forment 2 tétrades et 4 couples :

ANM BM,Q; cQP DP,N,

CN.M, DMQ AQ,P, BPN

2 tiges qui n’appartiennent ni 4 une méme tétrade ni
a un méme couple sont articulées entre elles. De trois
maniéres différentes, le systéme est formé de 2 qua-
drilatéres articulés, qui sont articulés entre eux; dans
le Tableau suivant, la derniére colonne indique les
points d’articulation pour MN et P,Q,, ..

(MyN) P1 Qw P17Q11M11N1)7 (Ay B7 C’ D)1
(A7 Mv D1 Ph B1 P7 C: M1)1 (Nv Q1 Nh Q1)7
(A1 Ny B1 Qﬁ Da Q1 C‘v Nl)'t (M1P7 Mlipi);

les quadrilatéres MNPQ et M, N, P,Q, sont inverse-
ment semblables, ainsi que les quadrilatéres AMDP,

et CM,BP, ANBQ, et CN,DQ.

15. De la méthode employée au § II pour le cas
général, je retiendrai seulement ceci. Si I'on pose

MA _m NB _»

_ = _ =T .-
AN »°  BP P ’
Mic my NID

|
|

O

2

3

[

X
Ik
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il faut, dans les formules (10'), vemplacer m, u, ...
par Gm, Gn. ..., remplacer my, ny, ... par

Gmyx (ngq—mp), Gn x(ng—mp), ...,

¢t faire G infini; cela donne

Y
ME P
. A
"= (g+p)(g+m)
On a encore
k2 _myp g

(ng— mp)t ~ mp ngq
1

Tman)y(m+q)prn)(p+q)

la derniére expression de k2 étant celle de M. Darboux;
on peut écrire
— Kk my+n npr

ng—mp  m-+n n—+p

16. La premiére méthode du § III (n° 10) est ici la
plus simple, en partant des hypothéses du n° 13, dont
la scconde se traduit par la relation

a? b? c? d2

-+ —_—
m+n n+p p+qg qg+m

AB
On verra d’abord que le rapport Tp Teste constant

dans la déformation du contour, ainsi que le rap-
AD

POI'L ﬁ .

Oun construira les quadrilatéres inversement sem-
Ann. de Mathémat., §* série, t. IV. (Janvier 1go}.) 2



(18)
blables ANBQ, ¢t CN,DQ; et I'on démontrera que
le point de croisement M. des tiges BQ, et CN, reste

M A TN

fixé sur chacune de ces tiges dans la déformation du
systéme, de méme que le point de croiscment Py, ...

(wvoir la figure 8).

17. Avec la méthode du n® 11, on partira de la
figure g, supposée telle que les angles marqués en B et D

Fig. 9.

M A N
soient supplémentaires; etc, La figure compléte peut étre
regardée comme formée de cette figure g et d’'une figure
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analogue comprenant les quadrilatéres (B,) et (Gi); si
I'on rapproche les points D des deux figures, ainsi que
les points B, on doit obtenir les lignes droites

DMQ, BNP, BM,Q,, DN,P,.

18. Enfin, d’aprés ce qu'on a vu au n° 12, on peut
de quatre maniéres différentes (fig. 7), en isolant
un couple de tiges (AQ,P, et CQP par exemple),
regarder le systéme comme formé d’un contour hexa-
gonal (MNBM, N, D) dont les trois cotés de rangs im-
pairs sont articulés avec I'une des tiges du couple isolé,
les trois coLés de rangs pairs étant articulés avec I'autre
tige de ce couple. L’hexagone considéré doit se déformer
de maniére que les angles opposés, marqués sur la figure
en M et M,, N et Ny, BetD, soient égaux deux a deux,
ce qui forme deux conditions et non trois.

19. Par symétrie, il résulte de ce qu’on a vu au n° 13
que les diagonales homologues AB, CD des quadrila-
teres (C) et (Cy) et les diagonales homologues MP,
M, P, des quadrilatéres (A), (A,) passent par un méme
point J ( fig. 10); que, de méme, les diagonales AD, CB
des quadrilatéres (B), (B,) et les diagonales NQ, N,Q,
des quadrilatéres (A) ct (A,) passent par un méme
point K; enfin, les diagonales MP,, M,P des quadri-
latéres (B) et (B,) et les diagonales NQ,, N,Q des
quadrilatéres (C) et (C,) passent par un méme point I.
En outre, les quatre points d’articulation A, B, C, D
sont & un cercle, et il en est de méme des quatre points
d’articulation N, Q, Ny, Q,, des quatre points d’arti-
culation M, P, M,, P,.

L’existence du Poini I peut d’ailleurs s'établir direc-
tement; le point de rencontre des diagonales homo-
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logues MP,, M, P des quadrilatéres (B) et (B,) est, en
effet (fig. 8), homologue de lui-méme pour les deux
quadrilatéres inversement semblables (A) et (A,), et il
en est de méme du point de rencontre des diagonales

homologues NQ,, N, Q des quadrilateres (C) et (C,);

Fig. 10. ,

or,il existe un seul pointI tel quelesdeux triangles IMN,
1M, N, soient inversement semblables. Les relations

IM1 IN1 _ lpl _ IQI

™ IN 1P T 1Q
donnent, en particulier,
Ihf[lXIP:IPgXIM, ) IN1><IQ=IQ1><IN,

et I'on voit ainsi directement que les quatre points M,
P, M, P, sont & un cercle, de méme que les quatre

points' N, Q, Ny, Q..



(21)

On a, en outre,
AN N AN N

le point 1 est donc foyer d’une conique inscrile au
quadrilatére MNPQ, et ce point a la méme propriété
pour le quadrilatére M, N, P, Q,.

De la similitude inverse des quadrilatéres (A) et (A,)
par exemple, il résulte que les quatre couples de tiges

{ ANM, ( BM,Qy, 3 CQP, $DP,N,,
| cnyM,, | DMQ, AQ,Py, BPN

ont mémes directions de bissectrices : ce sont les direc-
tions des axes autour desquels on doit replier (A) pour
le rendre paralléle a (A,), etc. Ces mémes directions
sont celles des bissectrices des angles que forment

( MP; et M,P, AB et CD, AD et CB,
en | en J en K
! NQl et N;Q, MP et MiPh NQ et N‘Q|;

le fait que les angles formés en I par IM et 1P ont
mémes bisscctrices que ceux formés par IN et IQ se
traduit encore ainsi : le point I est foyer d’une conique
inscrite 4 MNPQ.

On peut se donner le quadrilatére articulé MNPQ); le
point I étant foyer d’une conique inscrite a ce quadri-
latére, pour I'une des formes qu’on peut lui donner, on
peut prendre M, quelconque sur IP, et déterminer N,,
Py, Q, par les propriétés précédentes.

§ V. — L'aprareiL pr Hanr.

20. D’apres la formule générale

i (Rg—mp)+(m+n+p+q)
Un—e—n)(ln—i—q)(["*‘”')(l”*'q)’
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si I'on veut avoir k= o, pour des valeurs finies de m,
ny p, ¢, il faut faire simultanément

n+gq=—(m+p), ng=mp,

de sorte que 7z et g doivent éire m et p changés de signe,
soit
m-+n=o, p+qg=o0;

mais alors la valeur de k2 se présente sous la forme illu-

soire -g- [Cela donne d’ailleurs
ﬁ =7 {31 =T

de sorte que (fig. 2) les points A ¢t A, sont rejetés a
Pinfini; ce cas est sans intérét. |

Pour pouvoir faire k = o, il faut se placer dans le cas
ou les plaques triangulaires -sont remplacées par des
tiges; la condition est alors, en prenant m, n, p, q dans
le sens indiqué au n° 15,

mp = nq,

les divisions de points MAN et QCP ( fig. 11) doivent

¢tre semblables, ainsi que les divisions de points MDQ
et NBP; les 4 points A, B, C, D doivent-d’ailleurs étre

a un cercle; le systéme dépend de 5 paramétres.
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21. On obtient une théorie simple de I’apparc‘ﬂ én
le présentant comme il suit : '

Soit un contour quadrangulaire plan MNPQ et S
un point (foyer d’une conique inscrite) tel que les
directions SM et SP d’une part, SN et SQ d’autre
part, aient méme bissectrice. Menons SA, 8B, SC, SD
telles que chacune de ces droites et le cété du contour
opposé a celui auquel elle aboutit soient également
inclinés, en sens contraiies, sur ces bissectrices. Le
systéme articulé, représenté par la figure, est défor-
mable dans le plan.

Les quadrilatéres MDSA et SBPC sont inversement
semblables, ainsi que les quadrilatéres NBSA et SDQC,
comme le montre un renversement autour de 'une des
bissectrices indiquées; celie remarque servira dans un
instant. ‘

Dés 1877, Hart avait donné dans les Proceedings
(t. VI, p. 288) I'appareil a ligne droite qui porte son
nom et qui est un cas singulier du syst¢tme de Kempe
considéré ici ( fig. 11); en 1859, M. Darboux (Bulletin,
1879, p. 144) appliquait la méthode de Hart  ce dernier
systéme, et une partic du calcul de cet auteur doit étre
conservée. Si 'on supprime d’abord la liaison PQ, et si
I'on se borne a considérer le pentagone SDMNB, on
trouve que la liaison SA est celle qui assure U’égalité
des angles marqués en B et D sur la figure : cela résulte

de 1a relation linéaire entre SM et SN qui traduit cette
égalité. Au licu de continuer I'emploi du calcul pour
remplacer la tige SA par la tige PQ sans s’occuper de la
tige SC, nous considérerons avec M. J. Réveille ( Nou-
velles Annales, 1902, p. 128) I'ensemble du systéme
tel que Kempe I’a envisagé le premier, c’est-a-dive le
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systeme de la figure 11; les points Q et P sont définis
par les triangles semblables SDQ ct NBS, SBP et MDS

(lafigure 12 est plus connue). Si 'on dénoue seulement

Particulation Q, et si Uon appelle Q le point d'inter-
section des droites MD et PC dans la figure déformée,
la similitude des quadrilatéres MDSA et SBPC entraine
celle des deux autres, les longueurs DQ et CQ gardent
leurs valeurs premiéres, I'articulation Q se maintient
d’clle-méme.

Des quatre tiges qui guident l¢ point S dans la défor-
mation du contour MNPQ, on peut en supprimer deux,
soit consécutives, soit opposées.

22. Avec les notations de la figure, en appelant O le
point d’intersection des droites AC, BC, le théoréme de
Stewart pour les deux systémes d’obliques SA, SO, SC
et SB, SO, SD donne immédiatement, entre les lon-
gueurs SA = a, SB=f, ..., la relation

hat+(1— h)yr= gBt+ (1— g)pe.

La déformabilité du systéme sc traduit alors parles 5 re-



lations
—=——=g="3 =vVe(—g)<h(1—r),
)

a? d? b?
.——:_—+
1—h g 1—&

.
’

si a, b, ¢, d sont donnés, g et & sont ainsi liés par
une relation doublement quadratique -4 cause du
cercle ABCD. Pour une méme valeur de /1, on a deux
valeurs de g; si I'on désigne ces valeurs par g et g/,

on a
d? b2 d? b2
— —+ = — + 5
& 1—g& & 11— &
ou
dz2 b2
@ _ _,
g8 (—g)a—g")
ottt
Bh—g) g
& Ta—g
ou
dz bz ! g
Exg(l—g)—(l—_?);xg(l—g),

en appelant @' et &' les nouvelles tiges S'B, S'D, on a

donc f'= 8, 3= B, de sorte que BSDS' est un contre-

parallélogramme, comme on le voit d’ailleurs par 'exa-,
men du pentagone fondamental S'DMNB; Kempe

signale ce fait, que Hart avait déja indiqué pour le cas

singulier considéré par lui.

24. Si l'on regarde g et h comme les coordonnées car-
tésiennes d’un point, la courbe représentée par I’équa-
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tion ci-dessus est une cubkique circonscrite au quadri-
latére complet g=o, g=1, k=0, h=1. Ceue
cubique est nodale si 'on a

c+a=d+b (=1,

c’est-a-dire si le quadrilatére MNPQ est circonscriptible
a un cercle; on a au point double
g = 77 1I— &=

)

b

~lQ S~

h:;, 1—h =

NA:NB:c—lzlz, PB:PC:-Z—N—:,

On a alors

de sorte que S est centre du cercle ABCD; d’aprés
NA =NB, ..., ce point est en méme temps centre du
cercle inscrit au quadrilatére (foyer double).

M. Darboux a déja montré (Bulletin, 1859, p. 67) que,
si I’on déforme le quadrilatére circonscriptible MNPQ
en maintenant fixes les points M et N, le licu du centre
du cercle inscrit est un cercle.

25. L’appareil de Hart pour le guidage rectiligne d’un
" point s’obtient en prenant g infini, d’ou résulte
c? a?.
PPy S
Dans la figure 12, le pentagone de Hart est S DMNB,
sous la condition )

DS’ >< DM = BS’ < BN;
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on a donc

2 "——-2
S'M — S'N = const.

Les points Q et P étant définis par les triangles sem-
blables SDQ et NBS', S'BPet MDS/, les triangles SPQ

et SMN sont semblables, avec le rapport de simili-

tude g—:—’ ou g%, et la tige PQ maintient l’égalilé‘ des
angles en D et B. Les projections du point §' sur MN,
et, par suite, sur PQ, occupent des positions fixes sur
ces droites quand on déforme le contour.

La propriété du dernier sommet S du contre-parallé-
logramme BS'DS, propriété signalée par Hart, donne
lieu aux remarques suivantes (Note de M. Réveille ) :

En raison de I’hypothése

DS _ BS
DM ~ BN’

les triangles SDM et SBN sont semblables, le rapport %x—

est conslant, ce qui est un cas particulier de la relation

linéaire entre —S_IV_I2 et §LV_2, et le point S reste & une
distance constante d’un certain point A de la droite MN.
Si I'on définit les points Q et P par les triangles SDQ
¢t SBP semblables aux triangles MDS et NBS qui le
sont déja, le triangle SPQ est évidemment semblable au
triangle SNM, et la longueur PQ est constante; on peut
introduire une derniére tige SC.

Ce point S de la figure 12 est d'ailleurs celui que
Ion obtient en supposant que, dans la derniére rela-
tion du n°® 22, les deux membres sont nuls (8 et y sont
ici négatifs). On a

B b

a
§+'d=0, :{—6—



ou encore
SB _ PN _ BN SA _MN _AM,
SD QM DM’ SC~ PQ <CQ’

comme les angles B et D sont égaux, aiusi que les
angles A et G, le point S est & chaque instant centre de
similitude des segments QM et PN, MN et QP. Lcs
valeurs de % et g pour ce point S étant données par les
équations

c? a? a2 b2

ETTTRTY i

=0,

la relation doublement quadratique entre g et 2 montre
que la seconde valeur de g qui correspond & la valeur
considérée de & est infinie; dans la déformation du con-
tour MNPQ, les projections du point §' sur MN et PQ
occupent donc des positions fixes sur ces droites. Le
point §”, donné par le contre-parallélogramme ASCS’,
Joue un réle analogue pour QM et PN. Si I'on se donne
le contour MNPQ, on peut construire S’ et 8" en con-
struisant d’abord S.

26. La théorie de I'appareil général (fig. 11), faite
par le calcul indépendamment de la tige SC, repose sur
les deux relations suivantes ou o' et b’ désignent MD

et NB :
bBSM +d3.SN = (b'd+Bd)(bs+dB),
rdrarb B.dd = (b3 +dd) (BB.SM + &'3.5N);

. 2N
oun utilise pour la seconde l'égalité des angles QSP

N e qe
ct MSN. En écartant le cas de 'appareil a ligne
droite, pour lequel on suppose &' 3 + d'8 = o, on peut
remplacer, dans chacune de ces relations, le binome



(29)
en SM, SN, par
. ath'B.d'd
b {3+d8)S& +b’(3 s
on obtient, d'une part, 'expression de SA, et 'on a,
d’autre part, pour la longueur de la tige PQ
bR+ dd

la figure 11 donne immédiatement ce résuliat :

On peul, écrire, dans tous les cas, et c 'est en somme
la premiére relation du n® 23,

abd+ape= (1—1— d

o) (BB dd) (B dp);

B et ¢ sont échapgeables, comme l’exige la substitution
possible du point §’ au point S; les deux membres sont
nuls quand il s’agit du point S’ de la figure 12 :

c_Bp_ =38

e~ T T

ilsle sont également quand il s’agit du point S.

[B2¢c]

SUR LES SUBSTITUTIONS QUI TRANSFORMENT UNE FORME
DU SECOND DEGRE DONNEE EN UNE AUTRE EGALEMENT

DONNEE;
Par M. H. LAURENT.

Je we propose de montrer comment on peut former
facilement toutes les substitutions linéaires qui trans-
forment une- forme quadratique donnée en une autre
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également donnée, quand celte opération est possible.
Jaurai pour cela besoin d’établir quelques propositions
préliminaires.
Soit

x}=a51x1+a,~,x,+...+amz‘n ([:],2,...,.2‘)
une substitution orthogonale, c’est-a-dire telle que
P+ 2P+ =i+ 2i+.. .,
alors on a, comme I’on sait

. cs -
st 1z j,

si l=j,

[}

A1 Aj1+ Qj2Qjs+...+ AipQjp=
(1) :

aiayj—+ az,-agj—i—. o QpiQpj= ?

coes .
o st 127,
\ st 1=].

Je dis que la substitution inverse de

(2)

\ ’I"l= anxry—+...-+ (a,-,~+ I)Z‘[+. et Qin Ty
( (i=1,2,...,n)
que noug écrivons ainsi :

Arv;=Aja|+ Apxy+.. .+ A7), (t=1,2,...,n),

est gauche et que l'on a

Ay=—Aj, Apn=An=...=Aum.

Nous poserons

aj +1 aqy .. Qup
A= (227 QAzp+1 ... Qap |y Alj= eyt

“ee Ces v “ee oo

alors on aura

A=Au(an+1)+ Apais+...+ Ajpay,,
o = A“_an-f- Au(an-i—l) e A“,am,

R R R R R R I
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muliipliant la premiére de ces formules par ay; la
seconde par a.,, elc., et ajoutant, on aura, en vertu
de (1), )

Aa“ = A“—(— A“a“+ Auag‘—i—. .o Ama,,,
on

Aay; = Ay (ay+1)+ Apasg+.. .+ A @

on aurait de méme

Aapp=Apaps+ Ap(as+1)+...+ Ay Qs
Aaiz= Aya;3+ Appass .o Agpans,

Mais on a, en résolvant ces équations par rapport aux A,

! g axy cee Ay
Ay = A1y A+ 1 ces Qpe
1= ,
a3 Q33 ee. Qpg
(3) ( a, 1 e am
(23} o ees QApe
Ap= ,
a3 o ces Qpg

D’un autre coté, on a directement

Aao—t+1 [£2%Y e Qgp

Ap=| a3y aup+1 ... a.l,
| (227 ays «es Qyp i A3z «e Qps
Ag= (223 azgz+1 .o, Qzp | Tl a3 Qz+1 . ... Qus |,y

I I IE TR AP R

Dés lors, il est manifeste que

A12=— Azh
<t en général :
) Ajj=—Aj.
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Mais, en développant A suivant les éléments de la pre-
miére ligne, on a

A =(ay+1)Ay+ apAp+...+ @Ay,

et en développant la valear (3)de Ay,

Ajy=ayAn+ anAjpe+.. .+ ajp Ay

on en tire
A—Au=Ay,
donc
A=2A“=2A22=.... C. Q. F. D.

Réciproquement, si l’on a
cii=0,  Cjj=—Cji
et si [’on forme les équations

' . ,
Z;— &= i) (& + 1)+ Cia(Ty~+ X2) + oo+ Cin Ty, + Xy )

4 .
(t=1,2,...,0),

ces équations résolues par rapport a x'y, x,, ... four-
niront une substitution orthogonale.

Ce que lon vérifie facilement en multipliant par
X+ xi, en faisant =1, 2, ..., n et, en ajoulant,
tout disparait dans le second membre et 'on a

rE—x}+rr—x}+...=0
ou

P+ 2+ =zt +xi+....

Si 'on prend

aC
acj; deyi—

. sy OC . 1
et si l'on écrit —— au lieu de - les formules (4)
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donnent successivement
— iy Ty — Cia®y . (Cit— 1) T —. .«

=&+ ...+ (cu+1)xi+...,

puis
. - oG
-—C.’l‘l= bc—“[(c1,+l)x.+cux,+...]
aC ' .
+a—[021$1+(0n+1)1‘3+..-]
C1a .
e SRR 51
enfin, en observant que ¢;j=— cj; et que
oG oC
—1)— — +...=C
(en l)dc“-*- C“dc,,+ )
oC o
021-55;—!—(022-—[)@—1—...—0,
et secesrseasean e Ceereaenany
on a

Cz! = dC+C +w°oc+
= . Gous

Ces résultats peuvent se résumer comme il suit : en
général, si s désigne la substitution

X; = 0 Ty~ ..~ A Tn (i=1,2,...,0),
et si ¢ désigne la substitution

o = Buxi+...+ Binxp (t=1,2,...,n),
convenons de représenter par ps + gt la substitution
@ = (pau+ qB8in) @i+t (Plin+gPin)  (i=1,2,...,0).

On voit que si G désigne une substitution gauche et
symétrique (les ¢;; sont nuls) et si w désigne une sub-
stitution orthogonale, on aura

&

2 2
W= 41 et G = .
G=*1 G wy’

Ann. de Mathémat., §* série, t. IV. (Janvier 1904.) 3
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les signes == proviennent d’une part de ce que, dans la
démonstration de notre premiey théoréme, on aurait pu
remplacer les a;; + 1 par les a;; — 1, et que dans la
réciproque on aurait pu remplacer dans les premiers
membres de (4), x; — x; par x;— x}.

Il résulte deJa que nous avons trouvé le moyen de con-
struire toutes les substitutions orthogonales, sans autres
calculs que des additions, des soustractions, des multi-
plications et des divisions.

Les résultats auxquels nous venons de parvenir ne
sont qu'un cas particulier d’une question beaucoup
plus générale. Soient

f=2wziz;,  f'=2Bijzx;

deux formes quadratiques; décomposons-les en carrés,
et supposons

f=X1+XI+... X3,  fl=XP+ X2+ X2

les X et les X/ étant des fouctions linéaires, que nous
supposerons d’abord réelles. Posons

X;i—X;=ciu( X+ X))+ cia( X+ Xg) ..+ cin (X +X,)

(i=1,2,...,n),

(%)

et supposons
Cji=— Cji, Cii= 0;

on aura
X1+X2+...=X2+XP2+. ...

La substitution (5) transforme f en f', elle n’est pas
réelle, si les fonctions f et f’ ne sont pas toutes deux
des sommes de carrés positifs. Supposons

f=—X1+Xi+.. 4+ X3, ==X+ X2+ X2

Pour transformer f en f7, on fera usage de la trans-
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formation

—(X’l— Xl) = C“(Xg-"r‘ X,‘)—i— C;g(X,-}- Xlz)—‘l-. oy
(Xy—Xo) = e (Xg+ X)) + 22 (Xo+ X5) +.. -,

Si f et f contenaient un plus grand nombre de carrés
négatifs on voit sans peine comment il fandrait modifier
les formules de transformation pour changer f en f'.

Au fond, on peut représenter toutes les transfor-
mations de f en f’ au moyen de la formule (5) et si 'on
désigne par s et s’ les substitutions qui changent f et f’
en sommes de carrés, et par Q la substitution ortho-
gonale (5), les substitutions changeant f en f’ seront

de la forme
sQs'-t,

Les substitutions laissant £ invariant seront de la forme
sQs—1;
ce sont des transformées de substitutions orthogonales.
L’équation en s

ay — S (427 s Qop
(6) (2231 Are— S ... Qg

est ce que l'on appelle I’équation caracterlsuque de la
substitution s:

(7) T =anzy+...4+ appx, (i=1,2,...,n).

Les transformées de s ont méme équation caractéristique
que s et, en effet, en développant I'équation caractéris-
tique, on a

Sh4-pysh—l4...=o0,

et e¢n appelant ¢ une substitution quelconque

ts"t=14 pyist—it-14, . . =o;
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mais ' :
tsn—1= (tst1)n,
Donc, etc. ‘

Les équations caractéristiques des substitutions qui
laissent les formes gquadratiques inyariantes sont les
équations caractéristiques des substitutions ortho-
gonales.

Supposons la substitution (7) orthogonale, élevons
le premier membre de son équation caractéristique au
carré, nous aurons

—2a41 S + 14 52 — 2049 S ee. — 24,8
— 2%y § — 20998 1452 ... —2ay,s | =0
ou
I
2041 — S+; RX-2TY e 2%
i = o,
2091 2099 — S+'s‘ coe “+ 2as,
avec

20 = Qjj+ Qj; = 20j;;

cette équation montre que si ¢, ¢,, ... sont les racines
de 1'équation caractéristique, les quantités v; + vl sont
réelles (si les a;j sont réels). ' .
Maintenant I’équation (6) s’obtient en faisant x; = sx;
dans (7) et en éliminant les x;; elle s’obtiendra aussi en
faisant x;= sx; dans les équations correspondantes

Zi— xi= ciy (@4 1) + Con(Ty+ 22) +. ..,

ce qui donne

(s —1N)Ti=ci (s +1)Ty~+ cia(s +1)}T2+. ..,
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d’ott 'on tige cetté nouvelle forme de I'équation en s,

$§—1 c c
Ciy— .. Cin REN
i1 S+1 12 ’
$—1t =9
Cay Ca9— 1 ees Can | o o

. s—1 . 71 r
Si I'on remplace par ¢ et si 'on éléve au carré, on
s+1
trouve
24, . C13Ce3+ ..+ CyaCgx—+. .

C13Cy3+. .. 4. .. Ci3C32+... | =0

équation en (2 qui a toutes ses racines réelles.

On sait que si I'on forme les mineurs da premier
membre obtenus en supprimant : 1° la derniére ligne
et la derniére colonne; 2° les deux derniéres lignes et
les deux derniéres colonnes, etc., on obtient des fonc-
tions de Sturm. Or, pour {2=— o on n’obtient que
des variations, pour ¢*= o on n’a que des permanences,
¢n vertu des propriétés connues des déterminants syxhé—
triques, donc ’équation en ¢* a ses racines nulles ou
négatives, donc les valeurs de s sont données par des
équations de la for me

= e/

§ -1
ou
s 1+2y=1 _ 1+2e/—1—a?
1—ay—1 - {+ at ’
ou en posant
. % — sin £ at
¥ T D a0

on a

Saia o saag®V-L o Loty
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telle est la forme d’une racine de 1’équation caracté-
ristique d’une substitution orthogonale a coefficients
réels.
En adoptant notre symbolique pour la représentation
des substitutions linéaires, on voit qu’'unc substitution
orthogonale est de la forme

518?“/——i+sge?=/—f—’+...+E,,ecp"m, k= o, EP=1,

de sorte quela puissance p'*™® d’une substitution ortho-
nale s’obtient en multipliant par p les arguments o.
ge 1 par p 8 ?

[R8ax]
REMARQUES AU SUJET DE LA QUESTION DE MECANIQUE
POSEE AU CONCOURS D’AGREGATION EN 1903;

Par M. pe SPARRE,

L’énoncé de cette question, en la réduisant a ce qui
est nécessaire pour ce qui suit, est le suivant :

Une sphére solide homogéne de masse m et de
rayon a est mobile autour de son centre O supposé
fixe. Dans la sphére est creusé un canal rectiligne de
section infiniment petite, suivant un diamétre DD';
deux insectes ayant chacun la méme masse que la
sphére se trouvent dans ce canal, en deux points I
et I symétriques par rapport au centre O. A l'instant
initial, t = o, la sphére est animée d’une rotation
autour d’un axe instantané donné et, & partir de cet
instant, les insectes marchent dans le canal, suivant
une loi donnée, en prenant appui sur ses parois et
restant toujours s_ymétr.'iques par rapport au centre 0.
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Trouver le mouvement du systéme, en réduisant les
insectes a des points matériels.
Si z et — z sont les distances des deux insectes au
centre O, dans le canal DD, on suppose z une fonction
donnée du temps z = f(t).

Cas particuLiErs. — 1° A Uinstant initial l'axe
instantané est dans le plan perpendiculaire a DD';

2° L’axe instantané initial est quelconque, mais
on a 5 = ae~* k étant une constante positive.

Une partie de I'énoncé que je ne reproduis pas invi-
tait les candidats a calculer tout’ d’abord les compo-
santes p, ¢, r de la rotation instantanée de la sphére
suivant trois axes fixes par rapport a cette sphére. Cette
méthode conduit a des calculs beaucoup plus compliqués
que la suivante, presque intuitive.

Le moment d’inertie du systéme par rapport a DD’ est

2
= ma?.
5
Le moment d’inertie par rapport i un diamétre

perpendiculaire 8 DD est
a? .
om( — + zt).
(5 +=)

Les forces extérieures, qui se rédunisent a la pesan-
teur, ont un moment nul par rapport a l'origine, les
deux insectes occupant des positions toujours symé-
triques; par suite I'axe du couple résultant des quan-
tités de mouvement est invariable de grandeur et de
position. ’

Prenons cet axe pour axe des Z fixes et soit gma’h la
grandeur de cet axe. '
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‘Soient: R
8 T'angle de DD’ avec 1’axe du couple résultant des
quantités de mouvement OZ;
4 Pangle avec OX de la trace OR sur XOY du planv
perpendiculaire 4 OD mené par O;

¢ l'angle d’un rayon de la sphére, fixe par rapport a
cette sphére avec OR.

En exprimant que la somme des moments des quam-
tités de mouvement par rapport 2 OD, OR et a la per-
pendiculaire O et OD’ dans le plan ZOD sont les pro-
jections sur ces droites de I’axe du couple résultant des
quantités de mouvement, on a

(ry -z-quhcose=§ma2(¢’cosﬁ+?’),
(2) 0'=o,

. 2 . a? ..
(3) ' gma’[zsme =am (—5- +z’)up sinf;

puisque les composantes de la rotation suivant OD,
OR, OQ sont ¢/ cosl + ¢/, 0 et {'sinb, et que ces axes
sont principaux. :

La deuxiéme équation donne

- 8§ =const.
et on déduit alors de la premiére

@ Y cosf + ¢’ = A cos§ = const.,

.

et de la troisiéme -
A ’ , 5

) V=—z
l —_—

L : . at

Le probléme est donc complétement résolu par les
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formules suivantes, z étant fonction du temps : )

(6) 6 = comst.,
t hdt . .
(7) = TR -
't
./o' N
(%) . ¢ = (ht—{)cosh.

Sil’'on veut de plus les composantes p et ¢ de la rota-
tion suivant deux diamétres perpendiculaires & OD, fixes
par rapport 3 la sphére et rectangulaires entre eux, on
aura

p =Y sinfsing, q = {'sinb cose.

L’axe instantané initial est d’ailleurs situé dans le
plan ZOD, et si A est I’angle qu’il fait avec OD, on a

(9) w cosh = Yy cos0 + o= A cosH,
(10) w sinA = ¢ sinb =Lsin0;
. 5z
1+ —2
a?

d’ott 'on déduira, si A et » sont donués, ainsi que z,,
Geth:
1° Si A =go°, on aura ’
5z
6 = goo, h=<|+—a—’°>w,
on en déduit
. B ?I = 0’

et le mouvement se réduit a3 une rotation autour de
Vaxe fixe OZ dont la vitesse angulaire est fournie

par (5);

2° z=ae ¥, on a

hdt ¢ 5 ekt
b= f |+5e—2’“_hjo. (’-x+5e-’“>dt’
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h 14 5e—24t
= ht+-27L<-—-—6——>

ou

et, par suite,

_‘hcose 6
T T 2ke 14 5e2t

Ces valeurs font voir que ¢ tend vers une valeur
finie et que le mouvement tend vers une rotation uni-
forme autour de I’axe OZ du couple résultant des quan-
tités de mouvement avec la vitesse angulaire A.

Dans ce cas, d’ailleurs, on a, en vertu de (9) et (10),

w cosh = h cosb,

wsink = {l—sinﬁ,

6
d’ou
h? = w2(1 -+ 352in2}), tangb = 6 tangA.

De plus, la valeur limite de ¢ est

hcos

Y Lé6.

GORRESPONDANCE.

Au sujet de la question 1913 (voir 1903, p. 422), nous
avons regu de M. H. Brocard une étude de I’équation

223 =3y —1

dont il a signalé la solution

z =61, y=38.
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on peut se servir facilement de la régle de Mannheim, sans
avoir étudié les logarithmes et épargner ainsi un temps pré-
cieux pour exécuter des calculs ordinairement longs et diffi-
ciles. Le prix de ce Livre (1',50) le met & la portée de tous.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Rennes.

EpREUVE ECRITE. — 1. Exzposer le théoréme général relatif
a la somme des moments des quantités de mouvement d’un
systéme de points libres soit par rapport & un point, soit
par rapport & un aze.
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II. En les supposant liés par quelque condition
f(zu}” By csey Ty Yn zn) =0,

que doit étre le premier membre f pour que les forces de
liaison n’influent pas sur la somme des moments par rap-
port & l’axe coordonné Oz ?

ProBLEME. — Un fil flexible et inextensible prend pour

2 2 2
Sigure d’équilibre un arc de la courbe x3+ y3 = a3 limité

a la circonférence concentrique a cette courbe dont le

a . .y
rayon est —=- La force qui agit sur lui émane de ce centre.
V2

Quelle en est la loi en fonction de la distance r? Trouver
également l’expression de la tension en chaque point du
JSil, soit en fonction de r, soit en fonction de U’arc’'s compté
a partir du sommet.

Quelles sont les forces a appliquer aux extrémités pour
retenir ces points et obtenir effectivement Uéquilibre?

EPREUVE PRATIQUE. — On veut au moyen d’un long fil
métalligue CBA transmettre & un objet éloigné A une
Sforce horizontale constante T. Dans ce but on fixe l'une C
des extrémités de ce fil sur le contour CBC', aprés quot il

A>

s'en detache tangentiellement de B jusqu’a l'objet A. La
plaque verticale CBC’ est ‘évidée intérieurement de Sacon
que son poids soit négligeable. Elle est liée & un levier,
mobile dans le plan vertical autour du point O, qui porte
en. p un contrepoids P et sur la manette duquel agira
en .m, perpendiculairement ¢ Om, la force M développée
par la manceuvre. On donne les forces T, P, M, et les dis~
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tances Op = p, Om = m. Quelle forme faut-il donner au
profil inconnu de la plaque pour que la force M soit con-
stante en toute position du systéme? (Juillet 1go3.)

EerEUVE EcRiTE. — I. Etude du pendule de Foucault.

II. Une tige rigide AB de masse négligeable, mobile
autour de son extrémité A, supporte a l’autre extrémité B
un poids P. Un fil flexible, inextensible et sans masse,
BCD, est attaché en B a la tige, passe sur une trés petite
poulie C et retombe verticalement en D en supportant un
autre poids p. Le point G est situé dans le plan horizontal

A [}

D
up

du point A et la distance AC est égale & la longueur de la
tige.

A Ulinstant initial, le systéme est au repos; le point B
maintenu’ en C. On U’abandonne & lui-méme : examiner
s'il se produit un mouvement, l’étudier quand il a lieu.

(Novembre 1902.)

Toulonse.

N

EpREUVE ECRITE. — Etudier le mouvement d’un point
matériel attiré par un centre fixe en raison inverse de la
cinquiéme puissance de la distance : forme générale de la
trajectoire, détermination des coordonnées du point mo-
bile en fonction du temps, cas particulier o les données
initiales sont telles qu'on peut effectuer les intégrations
au moyen des fonctions élémentaires..

EpReUvE pRATIQUE. — Une plaque rectangulaire ABCD,
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homogeéne, pesante, de centre O, est mobile autour d’un
aze horizontal, perpendiculaire a la plaque qu’il perce
en un point P. La droite PO est paralléle au cété AB du

D

rectangle, et l'on a

AB = o™, 4o, OP = o™, 15.

Calculer le second cété BG du rectangle, par la condi-
tion que ce pendule batte la seconde dans le vide.
L’accélération de la pesanteur est de 9™, 81 par seconde.
(Novembre 1gor1.)

Eeneuvve Ecnite. — 1. Etudier le mouvement d’une sphére
pesante, homogéne, parfaitement polie, assujettie & se
mouvoir sur la surface interne d’un cylindre circulaire
droit, parfaitement poli, dont l’aze est horizontal. On
supposera que, & l’instant initial, la sphére est en contact
avec la génératrice la plus basse du cylindre et que le
point de contact est animé d’une vitesse v, faisant avec la
génératrice un angle a. Calculer la réaction du cylindre.

On examinera les diverses circonstances de ce mouve-
ment, en particulier le cas o la sphére atteindra ou n’at-
teindra pas la génératrice supérieure du cylindre.

On donne le rayon de la sphére a, celui du cylindre a—+b
et la masse de la sphére.

II. Démontrer que, dans le mouvement général d’un
corps solide entiérement libre dans Uespace, le lieu des
points pour lesquels l’accélération centripéte est nulle ou
dont les trajectoires ont une inflexion en ces points est
une cubique gauche.

EpREUVE PRATIQUE. — II. Calculer ’attraction exercée par
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un céne circulaire droit homogéne sur un point placé &
son sommet. On supposera l’attraction proportionnelle a
la nitme puissance de la distance. Pour quelles valeurs
de n DUattraction est-elle finie ou infinie?

Cas particulier de U’attraction newtonienne.

On donne la hauteur du céne h, ’angle au sommet 2a
et la densité p.

Généralement, Uattraction d’un corps quelconque sur un
point de sa surface étant proportionnelle a la ni¢me puis-
sance de la distance, pour quelles valeurs de n l’attraction
sera-t-elle finie ou infinie? On supposera que la surface
limitant le corps est telle que les rayons vecteurs menés
du point attiré ne rencontrent cette surface qu’en un seul
point. (Juillet 1g9o2.)

Caen. '

Un disque circulaire, homogéne, trés mince, posé sur un
plan horizontal H, peut tourner autour de son centre O,
qui est fixe. En un point de la circonférence est attachée
une extrémité d’un fil, de masse négligeable, qui s’en-
roule sur le disque et se termine par un point M de
masse m. La masse du disque est 6m : chacun de ses élé-
ments exerce sur M une répulsion proportionnelle & la
masse de l'élément et a sa distance a M. A l’instant
initial, M est sur la circonférence du disque et le systéme
en repos : déterminer le mouvement qu’il va prendre, le fil
se déroulant sur le point H : trajectoire du point M. On
néglige toute résistance passive.

SoLuTION.

Supposons qu’a l'instant initial la masse m ait été sur O
en coincidence avec un point du disque qui, a I'instant ¢, vient
en A : au méme instant, le fil se détache du disque en un
point B tel que BM = arcAB : soient AOB =10, AOX =¢,
@ compté en sens contraire de 0. La droite BM, égale a R,

fait avec OX l'angle 0——?—3 et la vitesse de M peut étre
regardée comme résultant de la vitesse Rg' suivant BM
et RO(0' — ¢') perpendiculaire. La somme des moments des
quantités de mouvement par rapport & O reste nulle et 'on a

b—o

mR202(6'— o) — 4mR2¢'= o, — =arctangg-
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Les coordonnées de M sont

@ = R[cos(8 — o)+ Bsin(6 —¢)] = 330?:44,
i R63
y=R[sin(0 —9)—0cos(8 —9)] = Tyeny .

M décrit la cissoide

__(z—R)
yr= I —2z)

L’intégrale des forces vives est de la forme
mR2[82(8' — ¢')2+ ¢'2] + 3mR2o"2 = m A2 R202,

A At
d'ot § =e? —e ? croit indéfiniment, tandis que 6 — ¢ tend
vers T. (Juillet 1903.)

QUESTIONS.

1988. On donne une quadrique et trois droites a, B, ¥.
Si D est un point de la quadrique, le triédre de sommet D
dont les plans des faces passent par «, @, y appartient a
un tétraédre DABC inscrit a la quadrique. De quelle classe
est I'enveloppe du plan ABG?

Application au probléme :

Inscrire 4 une quadrique un tétraédre dont les plans des faces
passent par quatre droites données. (G. FoNTENE.)

1989. On donne les demi-diamétres conjugués OD, OD'
d’une ellipse et les segments OG, OG,; perpendiculaires et
égaux a OD'. Démontrer que les bissectrices de I'angle GDG;,
limitées au diamétre OD’, se projettent orthogonalement
sur DG, ou DG, suivant des segments respectivement égaux
aux demi-axes de l'ellipse. (MANNHEIM. )

1990. On considére une hypocycloide & trois rebroussements
qui varie de maniére a avoir, dvec un cercle donné, trois tan-
‘gentes communes fixes. Les deux courbes ont, en outre, trois
tangentes communes variables. Quel est le lien des sommets
du triangle formé par ces trois derniéres tangentes?

' (R. Bricarn.)
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CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 41’903. h
Résultat.

Aprés examen des Mémoires parvenus a la Rédac-
tion, le prix a été décerné & M. Georces Leny. Nous
publions dans ce numéro le Mémoire de M. Lery.

[Ni1c, M24k]
SUR LES COMPLEXES EN INVOLUTION ET SUR LA SURFACE
DE KUMMER (');

Par M. Georees LERY.

On considére deux complexes linéaires en involu-
lution A et B.

1° Soit Q une quadrique dont chaque systéme de
génératrices appartient a {’un de ces complexes. Par
les points communs a trois d’entre elles il en passe
généralement une simple infinité d’autres : on dira
quelles forment un systime de quadrigues Q.

A tout systéme de quadrigues Q en correspond un:
autre, tel que toute quadrique de l’un de ces systémes
touche toute quadrique de I’ autre.

2° L’enveloppe commune des quadriquesde ces deux:
systémes est une surface de Kummer.

3° Toute surface de Kummer est susceptible de cette:
double génération. Chercher de combien de maniéres.

{!) Mémoire ayant obtenu le prix au Concours des Nouvelle:
Annales en 1903. :

Ann. de Mathemat., 4 série, t. 1IV. (Février 1904.) 4
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“ 4° Propriétés corrélatives.

5 On considére toutes les surfaces de Kummer, 2,
conjuguées anz deux complexes linéaires en involu-
lution A et B. Il n’y en a généralement qu’une qui
touche neuf droites del’un de ces complexes.

6° Toutes celles qui touchent huit droites du com-
plexe A, par exemple, en touchent generalement une
infinité d’autres, for mant une surface du hultwme
ordre. ‘

7° Celles qui touchent sept droites du complexe A
touchent, outre les conjuguées de ces sept droites par
rapport & B, un huitiéme couple de droites apparte-
nant a A et conjuguées par rapport & B.

8° Les droites bitangentes a une surface X et com~
munes aux complexes A et B engendrenl deux surfaces
distinctes du quatriéme ordre, circonscrites a S le long
des lignes asymptotiques particuliéres, (a) et (3), qui
appartiennent respectivement aux complexes A et B.

9° La courbe (a), par exemple, est généralement
définie par huit de ses points; mais sept d’entre eux
en déterminent neuf autres.

10° Il existe une famille de surfaces £ admettant la
méme ligne asymptotique (o). Les quatre complexes
linéaires, en involution deux & deux, ainsi gu’avec A
et P, auxquels chacune de ces surfaces est conjuguce,
sont fixes.

11° 1l n’existe qu’une surface de cette famille tan-
gente a une génératrice de B. 1l en existe trois bitan-
gentes & une droite du complexe A, et les trois couples
de points de contact for ment deux a deux des divisions
harmoniques.

12° Les génératrices de A, qui touchent a la fois
deuzx surfaces de la famille en question, les touchent
suivant des lignes asymptotiques.



1. Complexes en involution. — Je rappelle d’abord
quelques proprletes des complexes linéaires en involu-
tion.

Un complexe linéaire B définit une corrélation entre .
les points et les plans de I'espace; & une droite a corres-
pond sa conjuguée a'; si a appartient a4 un complexe
linéaire A, a' fait partie d'nn complexe A’; Jorsque A
est en involution avec B, il se confond avec'A’.

Une droite @ du complexe A, passant par un point m,
se trouve dans le plan du complexe relatif a m, plan que
je désigne par mAj; si elle tourne autour de m, sa con-
juguée a’ par'rapport 4 B décrira un faisceau projectif -
autour du pole m’ de mA, dans le plan polaire de m,
qui est évidemment m'A.

Les droites qui rencontrent a et a’ font parue de B,
car, si m est un point de a, le plan m B contient o'.

Soit une quadrique Q dont les deux systémes de
génératrices appartiennent respectivement a A et B.
Soit a une droite du premier systéme; sa conjuguée a’
se trouve aussi sur Q, car cette quadrique se transforme
en elle-méme si 'on fait une corrélation par rapport
a B, puisque les génératrices du second systéme ne sont’
pas changées.

Toutes les propriétés précddentes restent exactes si
I'on fait jouer a A le réle de B, et réciproquement.

Génération d’une quadrigue Q. — Soient a, « deux
droites de A, a' la conjuguée de a par rapport a B. Les
droites qui coupent a, a’' et a engendrent une qua-
drique Q : 1° elles font partic de B, punisqu’elles ren-
contrent a et a'; 2° les directrices font partie de A, car
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si trois droites d’une série réglée (ici a, o’ et «) appar-
tiennent i un complexe linéaire A, toutes lui appar-
ticnnent.

2. Le systéme (Q). — Je suppose que a ‘¢t « décrivent:
respectivement des faisceaux plans projectifs mA et nA ;:
a"décrit aussi un faiscean m'A projectif an premier..A
chaque position de a correspond, d’aprés 2°, une qua-:
dnque Q; on a ainsi une famille de quadnques Qaun
paramétre.

Ces quadriques passent par huit points ﬁxes onena
tout de suite quatre : m, z et les deux péles par rapport
a B des plans m A et nA, soient m' et n'; en second lieu
les génératrices qui font partie de B et passent en I'un
de ces quatre points y décrivent un faisceau plan; leurs
conjuguées par rapport a A (quise trouvent aussi sur
les quadriques) décrivent le faisceau plan conjugué; on.
a ainsi quatre nouveaux points communs aux qua-

driques Q.

Remarque. — Un systéme (Q) est défini par trois
quadriques Q,, Q:, Q;. Les génératrices du systéme A
de ces quadriques qui passent en deux des huit points
communs, m et n, définissent respectivement deux fais-
ceaux plans projectifs, mA et A, au moyen desquels
on peut coustruire un systéeme (Q)comprenantQ,, Q.

el Qs..

3. Génératrices, des quadrigues Q. — Celles qui
appartiennent a A forment une congruence (A) dont je
vais chercher D'ordre et la classe.

Les droites de celte congruence issues d'un poim P
doivent se trouver dans le plan pA et sur le: cone liew
des droites: passant par p-et-rencontrant deux’ droites:
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correspondantes, a et a, des faisceaux plans générateurs.
:Ce cone est évidemment du second ordre; il-y a donc
deux droites de la congruence issues de p..On :verrait
-aussi facilement qu’il y en a deux dans un plan. (A):est
:donc une congruence (2, 2). Le raisonnement précédent
montre qu’elle appartient au complexe des droites ren~
‘contrant deux génératrices .correspondantes de deux
faisceaux plans homographiques; c’est, on le démontre
sans peine, un complexe tétraédral.

La congruence (B) des génératrices du second systéme
posséde des propriétés analogues.

A toute droite de (A) correspond une droite du fais-
ceau mA, qui la coupe; donc, une quadrique Q qui la
contient. Il y a donc deux quadriques Q qui passent par
un point p, ou qui touchent un p]an. .

4. Le systéme (Q'). — Soit b, une droite de (B);
elle est sur une quadrique Q,. Par un -point' de &,
passent deux droites de (A) : 'une est la génératrice a,
de Q, qui passe par le point; soit @, I'autre; toutes
deux rencontrent la conjuguée b; de b, par rapport a‘A.
Si le point décrit b,, la droite a, donnera sur b une
division homographique, et par suite décrira une qua-
drique Q. :

Q), est quadritangente  toute quadrique Q; en effet,
b, rencontre Q en deux points, par chacun desquels
passent deux génératrices @, el a@,; l'uné est sur Q,,
I'autre sur Q, et en méme temps sur Q;, d’aprés le mode
de génération de celle-ci. Donc Q et Q) ont en commun
deux génératrices du premier systéme, et par suite deux
du second; comme ce second systeme fait partie de B,
quelle que soit Q, on voit que-toutes les génératrices du
second systéme de Qo appartiennent a'B. '

81 by déerit Qp,-on obtient une famille 4 un para-
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.meétre de quadriques (Q'. Trois d’entre elles déterminent
un systéme ('), dont les génératrices forment deux
congruences (A’) et (B'). (A’) et (A) ont en commun
toutes les génératrices de I'un des systémes des trois
quadriques de base; elles sont donc identiques. De
‘méme (B) et (B).

Ainsi la congruence (A) a ses droites dlsmbuees de
deux. facons différentes sur des systémes de quadriques.

IL.

‘5. Enveloppe. — Si les surfaces d’une famille a
un paramétre touchent une surface Q’', leur enveloppe
est c1rconscr1le a Q. On voit ainsi que les systemes (Q)
ct (Q') ont méme enveloppe.

Cetle enveloppe est le lieu des points par lesquels
passent deux quadriques Q confondues. Combien y
a-t-il de tels points sur une droite ¢? Par un pointde &
passent deux quadriques Q, qui coupent ¢ en deux

~autres points; on a ainsi sur ¢ une correspondance (2,2)
(involutive), qui posséde quatre points doubles. L'enve-
loppe est une surface 2 du quatriéme ordre.

Chacun des points de base du systéme Q est un point
multiple de £; en I'un de ces points, m, le cone des tan-
gentes de T est I'enveloppe des plans tangents des qua-
driques Q; or, ces p]a-ns, donnant sur mA et mB les
droites correspondéntes de deux faisceaux projectifs,
enveloppent un céne du second ordre.

Le systéme (Q'), qul a méme enveloppe, donne pour =
huit autres points coniques. L enveloppe cherchee, qui
est du quatriéeme ordre et a seize pomts doubles, est
une surface de Kummer.

Cest la surface focale des congruences (A) et ( B);
en_ef_fe;, par. tout poing p de lenveloppe_ passent, deux
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quadriques Q confondues, donc deux droites'de (A) con-
fondues : p estsur la surface focale de'(A); réclproqwe*
ment, tout pomt de cette surface appartwm; al

6. Génération d’une surface de Kummer. — On
sait depuis longtemps qu’étant donnée une surface du
quatriéme ordre i seize points doubles, on peut séparer
ces points de quinze facons différentes, en deux groupes
de huit, les points d’'un méme groupe étant les points de
base d’un systéme de quadriques inscrites & la surface.
On a donc quinze couples de systémes de quadriques
ayant méme enveloppe; deux quadriques, appartenant
respectivement aux deux systémes d’'un couple, sont
tangentes; enfin leurs génératrices font partie de deux
des six complexes linéaires conjugués a la surface.

Toute surface de Kummer est donc susceptible, de
quinze maniéres, de la génération indiquée.

7. Faits corrélatifs. — Si 'on fait une corrélation
par rapport au complexe A, les quadriques Q, de méme
que les quadriques ', se transforment chacune en elle-
méme. Les quadriques Q touchent donc huit plans, qui
sont les plans polaires des huit points de base. Leur
enveloppe £ admet chacun d’eux comme plan tangent
singulier, la courbe de contact étant une conique, polaire
réciproque du cone des tangentes au point singulier
correspondant. T posséde donc seize plans singuliers
et est de quatriéme classe, puisqu’elle se transforme en
elle-méme.

Je considére un point p de la surface Z; par p passent
une quadrique Q et une quadrique (', sur lesquelles se
trouvent les droites a et b, issues de p et appartenant
respectivement aux congruences (A) et (B). Dans la cor-
rélation par rapport ‘A, a se transforme en elle-méme,
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& se change en sa conjuguée &', qui se trouve aussi sur Q
et ', comme nous le savons, fait partie de (B) et est
bitangente i la surface focale X. Le plan tangenta Zenp
est le plan des deux tangentes a et b; il a pour pdle dans
la corrélation le point p’ ou a est coupée par &'; inver-
sement p a pour plan polaire le plan ad’. Ainsi, un point
de I et le plan tangent en ce point ont bien pour trans-
formés un autre point et son plan tangent. En prenant
les polaires réciproques par rapport a B, a devient o/,
b et &' sont conservées, p et p' donnent les plans tangents
aux points p, et p| de rencontre de a’ avec b et &'. On
reconnait ainsi I'existence de quadrilatéres gauches dont
les sommets sont des points de X, dont les plans sont
tangents en ces sommets, et dont les arétes sont bitan-
gentes a Z, les points de contact étant les sommels; il y
a oo? tels quadrilatéres : chaque point p en détermine un.

III.

8. Pour étudier les questions suivantes, il sera utile
de considérer les groupes de trois complexes dont les
droites communes sont les génératrices d’'un méme sy-
stéme d’'une quadrique Q ou d’une quadrique Q'. On
sait que tout complexe qui contient les génératrices d’un
systéme est en involution avec tout complexe contenant
les droites du deuxiéme systéme.

Soit un ensemble linéaire et homogéne de complexes
4 n paramétres; les complexes en involution avec
ceux-ci forment un ensemble analogue ‘s 6 — n para-
métres.

Soit n= 2 ; tous les complexes conjugués, a A et B, par
exemple, forment un réseau R, dont on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que les complexes de
base Ry, R, Rs, Ry sont deux a deux en-invelution:
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A; Bet R; forment. alors un groupe de snx complexes de
Klein. ,

- Soit =23; a une gerbe de complexes correspond
une autre gerbe; elles définissent chacune une série
réglée; les droites des deux séries sont les génératrices
des deux systémes d'une quadrique. Ainsi, soient C
et ¢/ deux complexes du réseau R; A, C et C' ont en
commun les génératrices d'un systéme d'une quadrique
dont le second systéme appartient a B, pulsque Besten
involution avec A, Cet C.

9. Représentation des complexes du réseau R.
Ces comp]exes dependent de quatre paramétres homo-
génes qu’on peut regarder comme les coordonnées tétraé-
driques d’un plan dans un espace E'.

Une série réglée Q du premier espace E, intersection
des complexes A, Cet C', a pour image dans E' ladroite ¢,
intersection des plans représentatifs de C et C'.

Une droite @, du complexe A, peut étre considérée
comme l'intersection de A avec trois complexes de R;
elle a pour image le point commun aux plans représen-
tant les trois complexes. Il faut remarquer que ces trois
complexes et A sont transformés respectivement en
eux-mémes dans la corrélation par rapport a B; ils con-
tiennent donc la conjuguée a’ de a; a et a’ sont leurs
deux drones communes. :

Deux séries réglées Q et ', ayant en commun deux
droites a et a' sont représentées par deux rayons q et ¢’
se coupant au pomt-lmage de aet a .

Transformation inverse. — A un plan de.E'.corres-
pond dans E un complexe de R, qui, coupé par A, donne
une.congruence; i une droite ¢ correspond un faiscean
de R qui, avec A, définit une série réglée Q; enfin un
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‘point est I'image d’une série réglée dont la séction par A
se compose de deux droites a et @', qui sont bien con-
juguées par rapport a B, car les complexes qui les déter-
minent sont en involution avec B. 4 deux droites
sécantes correspondent deux quadriques ayant deux
ge'nératrices communes du systéme A, conjuguées par
rapport a B.

D’aprés cela, le systéme (Q) a pour 1mage une série
de droites ¢, rencontrant les images ¢', 4, ¢, de trois
quadriques di systéme (Q’). Donc, les ¢ forment un
systéme de génératrices d’une quadrique <, et les q' le
second systéme. La quadrique o est I'image de (A): a
chacun de ses points correspondent deux droites a et @’
de cette congruence, bitangentes a X. -

Iv.

10. Neuf droites de A ont pour images neuf points,
par lesquels passe en général une seule quadrique o,
image d’une congruence (A), dont j'appelle Z la surface
focale. = est bitangente aux neuf droites [et a leurs
conjuguées parrapporta B, qui font partie ausside (A)].
(Cinguiéme question.)

Huit droites de A ont pour images huit points de E/,
par lesquels passe un faisceau de quadriques s, ayant en
commun une biquadratique gauche. On a alors dans E
une famille 4 un paramétre de surfaces %, bitangentes
aux droites a dont les images sont les points de la biqua-
dratique.

Ces droites, qui dependent d’un paramétre, forment
une surface réglée dont nous allons chercher 'ordre.
Halphen a démontré qu’une surface réglée d’ordre m et
un complexe d’ordre 7 ont en commun mn droites. Or
un plan coupe la biquadratique en quatre points, i cha-
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cun desquels correspondent deux droites; donc.le com-
plexe de R qui a pour image ce plan contienthuit droites
.de la surface réglée : comme m=1, n= 8. (St.z'zéme
question.) :

Enfin les quadriques & qui passent: par sept points
ont un huitiéme point fixe. Donc, étant données sept
droites de A, les surfaces X, conjuguées & A et B, qui
leur sont bitangentes, touchent aussi deux fois les sept
conjuguées de ces droites par rapport 2 B, et les deux
droites d’un huitiéme couple. (Septiéme question.)

V.

11. Les droites de la congruence (A) qui appar-
tiennent a4 B forment une surface réglée, dont I'ordre
s’obtient en appliquant une formule d’Halphen: un
complexe d’ordre m et une congruence d’ordre n, de
classe ', ont en commun une surface d’ordre m(n +n');
ici m =1, n = n'= 2. On peut aussi faire un raisonne-
ment direct : sur chaque quadrique Q, les droites «
et @’ sont en involution, et cette involution a deux
droites doubles; ces droites doubles, confondues avec
leurs conjuguées par rapport a B, font partie de B. Ceci
posé, une droite b, rencontre quatre de ces droites, car
par b, passent deux quadriques Q, et Q;, sur chacune
desquelles se trouvent deux droites doubles. La surface
réglée, coupée par b, en quatre points, est du qua-
triéme ordre, :

Les droites de (B) qui sont dans A forment aussi une
surface réglée d’ordre 4.

En un point p de %, le p]an tangent est déterminé
par les droites a et b, des congruences (A) et (B), qm
‘passenten p. Si @ apparuent a B, le plan tangent con-
tient deux droites de B: c’est pB. La courbe de contact



de la surface réglée formée des droitestelles que a a donc
.pour tangente en p une droite du complexe B; p est un
-point quelconque de cette courbe. Or, si les tangentes
d’une courbe appartiennent & un complexe linéaire,:le
plan osculateur en tout point est-le plan du complexe.
Donc en p le plan osculateur est pB, c’est-a-dire le plan
tangent de 2; donc la courbe de conlact est une asymp-
totique de 2, Je 'appelle (8).

Les droites de (B) qui sont dans A forment une sur-
face réglée [ a] circonscrite a X le long d’une courbe (a),

asymptotique de ¥ et dont les tangentes appartiennent
aA.

12. La surface réglée [o.], du quatriéme ordre, a
-deux droites doubles : les deux directrices de la con-
gruence (A, B); car toute droite de B, qui rencontre
P'une, rencontre 'autre et appartient a la congruence;
or, par un point de I'une passent deux droites de (B)
elles font partie de A, donc sont sur [a]

La courbe (a) est tracée sur [a]; c’en est une asymp-
tothue, car son plan osculateur, tangent a X, est tangent

[«]. Elle est rencontrée en deux points par toute
génératrice de [«]; on voit sans peine que ces points
‘sont .conjugués harmoniques par rapport au .segment
déterminé sur la génératrice par les directrices de la
congruence (A, B).

:Si l'on se donne un pointde (), ladroite de [ a] issue
de ce point est bien déterminée : elle appartient
@ (A, B); son second point de rencontre avec (a) est
deﬁm, d ‘aprés la remarque précédente.

+43. Nous avons vu .qu’une droite a, de A, et sa-con-

juguee ay par rapport a B, ont pour image: un. pomt
de E', Quelle est I'image d’une droite b de B?
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- La droite b et sa conjuguée 4'-par rapport 4. A peuvent:
étre considérées comme les directrices'd’une congruence,
intersection de A et d’un certain complexe C du ré-
seau R; car il suffit que C appartienne a la fois au!
réseau R, et au faisceau défini par A et le complexe:
spécial dont b est 'axe. Le second complexe spécial du’
faisceau (A, C) est &'. Inversement, A et un complexe C!
de R déterminent une congruence dont les deux direc-
trices appartiennent a B, qui est en involution avec A
et C, et sont conjuguées par rapport a A, car une corré--
lation par rapport a A change la congruence cn elle-
méme. D’aprés cela, & el &' correspondent a un plan: de.
I'cspace E/, le plan qui est I'image de C.

Deux droites de E/, ¢ et ¢’, qui se rencontrent, repré-:
sentent une quadrique Q et une quadrique Q'; leur
point commun est I'image des génératrices a et @’ com-
munes aux deux quadriques; leur plan correspond aux
génératrices & et &' suivant lesquelles se  coupent

encore Q et Q.

14. Si b coincide avec sa conjuguée &', c’est-a-dire
si b appartient a A, le plan correspondant satisfait a une
condiuion, donc touche une surface w; on peut mener
a o deux plans tangents par toute droite ¢, car il y a
deux droites &= &' sur la série réglée Q. Donc v est
une quadriqgue. Comme les deux directrices de la con-:
gruence (A, C) sont confondues et que G est en invo-
lution avec A, C doit étre un complexe spécial; la
réciproque est vraie; donc w est ’enveloppe des plans-
images des complexes de R spéciaux. ,

Dans E’, entre un plan ¢, qui représente un com-
plexe C de R, et le point y, image de la: gerbe de R.en
involution avec C,il y a évidemment une corrélation..
Pour que C soit: spécial, il faut et il: suffit.qu’il:appar-:
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tienne i la gerbe avec laquelle il est em imvolution.
Alors ¢ doit contenir v; la quadrique de base de la
corrélation est donc I'enveloppe des plans ¢ représentant
les. complexes spéciaux de R : c’est w. Par suite, un
plan et son- péle par rapport a v sont les images d'un
complexe de R, et de la gerbe des complexes de R en
involution avec lui.

“13. Ceci posé, la surface [a], lieu de droites & =¥/,
qui sont bitangentes a ¥, est représentéc dans E’ par
une suite de plans, langents 4 w et a 'image o de X : ce
sont les plans de la développable (w,s).

Donner huit points de (2.), c’est, comme on l'a vu,
donmer huit droites de [ o], ou huit plans de la dévelop-
pable (w,s); celle-ci est déterminée, par suite la
surface [a]. ‘

Quant ala courbe (a), c’est sur [ a] le lica des points
pour lesquels le plan tangent est le plan du complexe A.
Elle est bien déierminée, et I'on voit que huit points la
définissent.

Danner sept points de (a}, c’est donner sept généra-
trices & de [a], et sept plans tangents de la dévelop-
pable (w, 5); celle-ci a un huitiéme plan bien déter-
miné. o

Les surfaces [« [ qui contiennent sept droites 6 en
contiennent donc une huitiéme. _

Il y a plus : je dis que la surface [a] est définie par
les sept points donnés et est unique. Cela tient a ce que
I'on connait en ces points les plans tangents, qui sont
les plans du complexe A. Une surface du quatriéme
ordre 4 deux droites doubles est déterminée, sices deux
droites sont connues, par huit points, ou par sept points
et une tangente eun l'un d’eux, ou enfin par quatre
points et,:en chacun d’cux, une tangente différente de
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la “génératrice. En outre, nous savons que, si la sur-
face | a] est déﬁnie, Ia courbe («) I’est. Donc :: -

La courbe ( a) est determmee en general par quatre,
de ses-points.

VL

16. 11 existe un faisceau tangentiel de quadriques =
inscrites 4 une méme développable (w, 5). Il y a done
une famille de surfaces £ ayant la méme ligne asympto-
tique (2); et conjuguées aux complexes A et B. Elles
ont méme surface [ 2], 4 laquelle elles sont circonscrites
le long de ().

Les faces du tétraédre conjugué commun aux qua-
driques ¢ représentent quatre complexes du résean R :
C, €, C" et C"”, qui sont en involution avec A et B.

Ils sont en involution deux  deux, car le plan-image
de (', par exemple, contient le pole par rapport a w,
du plan-image de C; donc C/ est en involution avec C
(n° 14).

Chacune des surfaces I est conjugnée par rapport a
Pun quelconque d’entre eux, soit C, c’est-a-dire se
transforme en elle-méme dans la corrélation que dé-
finit C. Nous allons le vérifier en cherchant guelle est la
transformation de [’espace E’ qui correspond & cette
corrélation effectuée dans E; cette transformation fai-
sant correspondre 4 tout point d’une quadrique s, du
faisceau un autre point de s, la corrélation par rapport
a C transformera toute bitangente @ de T en une autre
bitangente.

17. Vappelle € la corrélation par rapport a C, et &’
la transformation correspondante dans E'.-€ transforme
involutivement une droite de A en droite de A, et une
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série réglée définie par A et deux complexes de R'en une
série analogue; si la droite ou.la série réglée appartient
a G, elle est conservée. Enfin tout complexe de R est
changé en lui-méme. .

Par suite € transforme involutivement un point* en
point, une droite en droite : c’est une homographie; le
plan-image de C est un plan double, dont chaque point
est son propre correspondant, le pole de ce plan par
rapport a © est un point double. On a donc affaire a une
homologie dont les éléments singuliers: sont le plan-
image de C et son pole par rapport & w, le rapport
d’homologie étant — 1, puisqu’elle est involutive. .

Cette homologie €' transforme ¢ en elle-méme, car
son point double est péle de son plan double par
rapport & o. Donc la corrélation € change X en elle-
méme.

Par conséquent les surfaces T de la famille sont con-
juguées par rapport aux quatre complexes fixes G, C/,

C' et C.
VIL

18. 11 y a une quadrique ¢ du faisceau tangente a un
plan (qui ne touche pas w); il existe donc une surface =
de lafamille bitangente a une génératrice de B (qui n’ap-
partient pas a A).

Il y a trois quadriques ¢ passant par un point; donc
trois surfaces X sont bitangentes & une génératrice.a
de A. Les plans tangents des trois quadriques oy, o5, o3,
en leur point commun, forment, comme l'on sait, un
triédre conjugué par rapport a toutes les quadriques du
faisceau, en particulier par rapport 3 w. Le plan tan-
gent:a o est 'image de deux bilangentes 4,,.5| & Z,,
qui.coupent a .aux.deux points de contact de celle-cij;
de mémg, le plan tangent 4 o, représente deux droites &3,
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b, qui rencontrent a en ses deux points de contact avec Z,.
Les deux plans tangents étant conjugués par rapport a ,
les complexes correspondants sont en involution; on en
déduit que les deux couples b,, &', et b,, b), font partie
d’'une méme série réglée et sont conjugués harmoniques.
Les points de contact de a avec I, et X, forment donc
deux couples harmoniques.

19. Soit une droite /, du complexe A, simplement
tangente a T en un point m; par m passe une bitan-
gente qui appartient 2 A le plan tangent, déterminé
par ces deux droites, est le plan du complexe A. Doncm
est un point de (), et la droite / est tangente en m
A toutes les surfaces I de la famille. Les droites { sont
toutes les droites de A qui rencontrent ().

20. Remarques. — 1. Si une droite a de A tourne
autour d'un point p, sa conjuguée @' par rapport i B
tourne autour d’un point p'; les deux faisceaux plans
ainsi définis constituent une quadrique sur laquelle les
deux droites appartenant a B sont confondues en une
seule : pp'. Dans E/, le rayon qui représente cette qua-
drique est tangent a w, car ses points de rencontre
avec w sont confondus.

La réciproque est vraie.

Une quadrique o a quatre génératrices de chaque
systéme tangentes & w ; par suite, dans le systéme (Q)
qui définit une surface X, il y a quatre quadriques
décomposées en couples de plans : elles fournissent
huit plans et huit points singuliers : de méme (Q')
donne les autres éléments singuliers. Comme chaque
(uadrique Q est quadritangente a toute Q’, on déduit
facilement de ces remarques les relations des points et
plans singuliers.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. IV. (Février 1904.) 2
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. 11. On peut se demander quelle est 'image, dans E’,
de la seconde ligne asymptotique (8), ou plutét de la
surface réglée [ 3] circonscrite a T le long de (8). Cest
la biquadratique gauche commune a.w et ..

III. © est 'image d’une surface de Kummer parti-
culiére : tous ses points et ses plans tangents sont sin-
guliers. Ses bitangentes sont les droites de la con-
gruence (A, B).

Notes. — 1. Je me suis servi, dans ce qui préceéde, de
propriétés des complexes en involution. Je vais indiquer
pour ces propriétés une méthode de démonstration trés
simple; elle repose sur la notation de Grassmann.

Fiant donné un certain nombre de segments c;c;, les
segments mn, tels que la somme algébrique des volumes
des tétraédres mnc;c; soitnulle, sontsitués surles droites
d’un complexe C. On pose

C=ZX¢;c;,
et l’é(iual.ion du complexe est

mnG = o.

Tout complexe linéaire, on le démontre facilement, a
une équation analogue. Le point m étant choisi, n se
trouve dans le plan nC, qui est le plan du complexe
en m.

Pour deux complexes A et B en involution, la somme
des tétraédres obtenus en développant le produit

Sa;a;. . 2b; b}
comme s'il était algébrique est nulle; on écrit

AB =o.
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Avec cette notation on étudie facilement les com plexes
en involution.

II. La correspondance entre I'espace E et I'espace F’
s'introduit naturellement si I'on cherche une solution
analytique de la question.

Je conserve la notation de Grassmann, qui condense
beaucoup I'écriture.

Trois complexes A, C, C' définissent un systéme de
génératrices d’une quadrique, dont I'équation s'obtient
en écrivant que la droite de la congruence (C, C'), issue
d’un point m, fait partie de A; cette droite est 'inter-
section des plans des deux complexes mC et mC' et se
représente par mC.mC'.

La condition cherchée est

(1) mC.mC.A =o.

C’est, sous forme symbolique, I'équation qu’on aurait
en coordonnées cartésiennes ou tétraédrales, si l'on-
effectuait les opérations indiquées : chercher l'inter-
section des plans des complexes C et C/, relatifs au
point m; exprimer qu’elle appartient a A.

Pour que la quadrique considérée soit une qua-
drique Q, il faut que C et C' appartiennent au ré-
seau R : '

C = Ry +a,Ra+ a3 R+ a, Ry,

C’=G'IR1+- e
L’équation (1), développée, devient
Q = S(audy— 2, )ymR;.mRi A =o.

Les coefficients des six quantités

mRi.mRk.A (I:#lu)
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satisfont a la relation
(11'“'/:'— ardy) (oo, — am“'l) +...=0;

on peut les considérer comme coordonnées de Plucker
d’une droite ¢.

Ceci posé, pour que Q appartienne a une gerbe définie
par trois quadriques, dont les équations sont

Ql=0y Q!':O) Q:;:O,
il faut que 'on ait’
(2) 'QE7\1Q1+7\2Q:+7\3Q37

ce qui entraine
é = 7\1(]1—\-7\2112—0— )\3q3.

Les X ne peuvent étre quelconques, puisque le com-
plexe Xy g, + haga—+ X3¢ est spécial; ils sont liés par

(Mg1+ A g2+ 7\393)(7\191+7\z¢12+7\393) =0
ou

(3) 2q2q3.hehy=o0.
Le systéme Q est donc défini par I’équation
MQ:i+ 2 Qe+ 2 Q3=o,

les paramétres étant liés par la condition (2).

Nous voyons ainsi que le systéme Q est un faisceau
4 un paramétre, qui entre au second degré dans I'équa-
tion; d’autre part, la représentation des quadriques du
systéme par les droites ¢ d’'une série réglée :

q = Ay qy+ )\2.92—"‘ )~sq3

se présente naturellement.
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[2b<] ‘
REMARQUE SUR LE DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE
D'UNE BRANCHE BE FONCTION IMPLICITE;
Par M. E. GOURSAT.

Toute équation F(z,y)=o0, dont le premier
membre est une fonction holomorphe de deux va-
riables et y dans le voisinage d'un systéme de
valeurs x,, y,, pour lequel on a F(x,,y,)=0, la

ve . OF .
dérivée g, Wétant pas nulle pour z=ux,, y =y,,
définit une fonction analytique y(x) se réduisant a y,
pour z =ux,, et holomorphe dans le domaine de ce
point. On peut obtenir les coefficients du développe-

.ment de cette branche de fonction
y=Yo+ ci(x —x0) + co(X — )2+ ...+ Cp(® —Zy)"+...,

en remplacant y par ce développement dans F(x, y), et
en égalant a zéro les coefficients des diverses puissances
de x — z,. Les calculs effectués par cette méthode de-
viennent trés rapidement compliqués, dés quon veut
calculer plus de trois ou quatre coefficients. Si I'on veut.
calculer un plus grand nombre de coefficients, il peuty
avoir intérét a se servir d’'une remarque bien simple,
que je n’ai trouvée dans aucun Ouvrage classique. Elle
consiste en ceci : St [’on connait les n premiers termes
de la série cherchée, on peut, par une simple division
de polynomes, calculer les coefficients des (n + 1)
termes suivants.

1. Considérons I'équation

(1) y=ooz)+yoi(z)+y? P2(Z) ...+ Y pnl(2),
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ol 9y, Py, -+ -5 Pn sont des fonctions holomorphes de x
dans le domaine de 'origine, les deux premiéres o, (x)
et ¢, (x) étant nulles pour x = o.

Ceute équation admet, comme I'on sait, une racine et
une seule qui tend vers zéro avec z, et cette racine est
une fonction holomorphe F(x) dans le domaine de
Porigine. Pour obtenir les coefficients du développe-
ment de F(x) en série entiére, on peut, par exemple,
procéder comme il suit.

Supposons les fouctions 9,, @4, ..., ¢, développées
en séries entiéres; les deux premiéres séries commencent
par des termes du premier degré au moins. Pour prendre
le cas général, supposons que le premier terme de ¢, (x)
soit de degré p, apx?; le premier terme de la série
cherchée est précisément ap,xP. En eflet, si I'on écrit
P’équation (1) sous la forme

Y=y ou(x) =y 92(x) —...— ¥ on(2) = go(2),

on voit que le terme du plus bas degré dans y ne se
réduit avec aucun autre dans le premier membre de
cette relation : il est donc identique au premier terme
de ¢4(x), c’est-a-dire a a,xP. Pour avoir le terne sui-
vant du développement cherché, on pose y =a,x? + z,
ce qui conduit pour déterminer 5 a une équation de
méme forme que I'équation (1)

(2) z=do(2)+ 341 (2) + 32 $2 (&) +...+ 3" Yu(2),

oul'on a

$o(2) = ¢o(®) — apz? + ¢y (x)apxP
+ @a(2)a3 P +. ..+ ¢p(2)afznp,

Yi(2) = 91(x) +2a,2P §2(z) +. ..+ nal Lz o, (z);

o (x) étant divisible par x, il en est de méme
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de § (x), et le développement de {,(x) commence par
un terme de degré p 41 au moins. Le premier terme
de ¢, (x) donnera de méme le second terme de F(x)et,
en continuant de la sorte, on pourra calculer autant de
termes qu’on le voudra de la série cherchée.

En opérant de la sorte, il semble que le calcul de
chaque terme nouveau exige une nouvelle transforma-
tion. Nous allons montrer que, si l’on a p > 1, on peut,
par une simple division de polynomes, calculer les p
premiers termes du développement de la racine de
’équation (1) qui est nulle pour x = o.

Nous pouvons, en effet, écrire 'équation (1)

cPO(‘T) "?2(‘7‘) ‘Pn(-z')
3 = 2 e B e
G =@ =@ T Y T —eey
¢4 () élant nul pour x = o, les fonctions

T— 9 1— @y I— &4

sont également des fonctions holomorphes dans le do-
maine de ’origine. Désignons-les pour abréger par =,
Ty «« 4 Ty, €t écrivons I'équation (3)

3y ¥ =70(2) 7 (2) e YA ().

Le développement de w,(x) commence par le
terme a, xP; imaginons que l’on ait calculé les termes
suivants jusqu’au terme de degré 2p —1,

Ty (Z) = Ap@P+ Gp i TPH 4. .+ Qgp g 2P,

les termes non écrits étant divisibles par x2r. Il suffit
évidemment de prendre dans ¢,(x) et dans

1— ¢4 (2)

les termes de degré inférieur a 2p, et de diviser I'un par
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Pautre les deux polynomes ainsi obtenus, en ordonnant
le quotient par rapport aux puissances croissantes de z,
jusqu’a ce qu’on obtienne un reste de degré supérieur
aap—1.
Cela posé, je dis que les p premiers termes du déve-
loppement de la racine cherchée y sont précisément

ApZP - Gp P . .+ dyp  22P1 =P(z).
Si nous faisons, en effet, la transformation
Y =QpxP~+0p TP 4 |+ dgp g X1 3= P(x) + 3,
dans I’équation (3) elle prend la forme
(4) z2="08(2)+ zL1(2) +...+ 3" Lu(2),
ou §,(z) est égal a
wy(2) — P(x) + my(z) P2 () +...+ wpo(2) P2 (2).

Le premier terme de {y(x) est au moins de degré 2p,
de sorte que le développement de z commencera par un
terme de degré 2p au moins, ce qui démontre la propo-
sition énoncée.

Il est maintenant aisé de voir comment cette remarque
s’applique au calcul du développement de la racine

y=F(z)

del'équation (1) qui est nulle pour x = o. Plagons-nous .
dans le cas le plus défavorable, celui ou ¢, () commence
par un terme du prewmier degré a, x; en posant

y = xr +}’|y
on est conduit a une équation de méme forme

(3). 71=901(Z) + y1911(®) + ¥} ¢21(x) +. . .+ ¥} 0n1(2);
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o.(.1;) commencant par un terme ‘du second degre au

moins. Soient
b, x4+ b3 3

les deux premiers termes du quotient de o, (x)
par 1 — o, (x); ce sont aussi les deux premiers termes
du développement de y,. En posant

V1= b,z"+ b3x3+_y2,
on sera conduit 4 une équation de méme forme
(6) y2=202(Z) + 72 912(2) + 73 922(Z) +. o .+ ¥% Pn2(2),

©92(x) commengant par un terme du quatriéme degré
au moins. Une nouvelle division donnera les qualre
premiers termes du développement de y., et amsx de
suite.

On voit qu’a chaque opération on peut doubler le
nombre des coefficients déja obtenus.

Je n’insisterai pas sur les diverses simplifications qui
peuvent se présenter, et qui permettent parfois d’obtenir
un plus grand nombre de termes que le nombre que 'on
pouvait prévoir a priori; ¢’est ce qui aura lieu, par
exemple, si le développement de la racine cherchée pré-
sente des lacunes. Remarquons aussi que, lorsqu’on a
fixé a I'avance le nombre de termes que l'on veut
obtenir, on n’a besoin que de calculer quelques-uns des
coefficients des fonctions ©;(x). Par exemple, si I'on
veut s'arréter aprés la seconde transformation, il suffira
de calculer dans oy, (x) et ¢,2(x) les termes de degré
inférieur a 8; il sera inutile de calculer aucun des coeffi-
cients de 9,5 (x), @32(x), - ... Enfin, la méthode reste
évidemment la méme, si, au lieu d’avoir dans le second
membre de 'équation. (1) un polynome de degré n en y,
on avait une série entiére en x et y, convergente pour
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les valeurs de x et de y ne dépassant pas certaines
limites (*). :

Exemple. — Soit ’équation
y=z+ayl;
le premier terme du développement est 2. Posons

Y =+ Y1;
I'équation en y, est

Yi=x*+ 323y, + 322y} + 2 yi.

Nous pouvons obtenir ici les premiers termes de y,
jusqu"au terme en x7 en divisant x* par 1 — 3x?, ce qui
donne pour ces premiers termes z* + 3x7.

Posons encore

Y1=24+ 327+ Yy =2 (1 + 323) + y»;

I’équation en y, est, en n’écrivant que les deux premiers

(') La remarque qui sert de point de départ peut aisément étre
généralisée. Si le premier terme de =,(x) est de degré p, on
démontre de la méme facon que le développement de la racine de
I’équation (3), qui est nulle pour & = o, coincide, jusqu’au terme
de degré 3p —1 inclusivement, avec le développement de la fonction

T () + ®o(z) [7e ()]

jusqu’au terme de degré 4p — 1 inclusivement avec le développement
de la fonction .
C T+ T+ (27 4+ W) ®,
et ainsi de suite. .

D’une fagon générale, le développement cherché est identique,
jusqu’au terme de degré mp —1 inclusivement, avec le dévelop-
pement de la racine de I’équation auxiliaire

Y=9(x)+Yo (z) +Y g(z)+...4+- Y ' g, (2),

qui est nulle pour = = o.
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termes du second membre,
Yr=9x10+ 3210(1 4 323) + 213 (1 4- 323)3
+y2[323+ 628(1+ 32%) + 32%(1 + 3 2%)?]

une nouvelle division donnera les termes suivants
jusqu’au terme en x'°.

2. On peut faire des remarques analogues pour les
développements des intégrales d'une équation différen-
tielle du premier ordre. Considérons I’équation

y'=F(z, y)

ou le second membre est une fonction holomorphe des
deux variables x et y, dans le domaine du point

xr =y =o.

On peut P’écrire, en ordonnant le second membre par
rapport aux puissances croissantes de y,

(7) ¥'=00(@) +791(2) + 2 92(2) +. ..y pn(2) +.. .,

®os P1s -++s Pny «+. 6tant des fonctions holomorphes
dans le domaine du point z = o.

Proposons-nous de calculer les premiers coefficients
du développement de I'intégrale qui est nulle pour x=o.
Sile premier termede o, (z) est b,xP, on voit aisément
que le premier terme de I'intégrale est % xP*, Cela
étant, prenons dans ¢, (x) les termes de degré inférieur
azp 2

b,,.'pl'+. e b!p-{—‘ .Z'zp"",

et dans ¢, (x) les termes de degré inférieur a p 41,

Co+C T +...+CpxP,



(76)
et soit Y l'intégrale de I'équation auxiliaire

[ Y'=0paPotbpryzPtit.. .+ bypiyz?ptt

8

®) ( + Y(ao+ &y T +. ..+ apzP),
qui est nulle pour x = o. En posant y =Y + z dans
I’équation (7), elle se change en une équation de méme
forme

9) =)+ $(z)s+. . .+ Yu(Z)s"+. ..,

ou le terme indépendant de z dans le second membre
a pour expression

%(x) = (Po(.l‘) — Y+ Y?HZ‘)-FY’ CP:(Z‘)—*—....

Or, o,(z) —Y' + Yo,(x) peul s’écrire, en tenant
compte de la relation (8),

Q")o(z') b (bp.’I,'P—I— bpa_.‘.’l‘p"'l —+.. .—%—b,p.,_,x‘l""‘)

+ Y[p1(2) — @ay— @12 +...+ apzP],

et, comme le premier terme de Y est de degré p +1, le
premier terme de ¢, () sera de degré 2p + 2. Il s’ensuit
que le développement de z commencera par un terme de
degré 2p + 3, ou que le développement de y coincidera
avec celui de Y jusqu’au terme du degré 2p + 2 inclu-
sivement.

Il suffira donc de calculer le développement de Y
jusqu’a ce terme.

On pourrait déduire de cette remarque des consé-
quences analogues a celles qui ont éié développées plus
haut pour les fonctions implicites.
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CONCOURS D’AGREGATION DES SCIENCES mmmmms
EN 1903 (MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES);

SoLuTioN PAR M. MAURICE FRECHE'I_‘.

On donne deux droites fixes D et D' non situées
dans un méme plan, un point fixe A sur D et un point
fixe A’ sur D'. Soient (S) une sphére dont le centre-
est situé sur D et qui passe par A, (8') une sphére dont
le centre est situé sur D' et qui passe par A'.

1° Montrer qu’il existe deux sphéres (S) tangentes
@ une sphére (S') supposée donnée.

2° Trouver les lieux géométriques des points de
contact des sphéres (S) et (§8'), lorsqu’elles varieni,
tout en restant tangentes.

3° Soit M le point de contact d’une sphére (S) avec
une sphére (S'). Sur la ligne des centres de ces deux
sphéres on porte, a partir du point M, une longueur
constante MM’ = a. Trouver le lieu du point M’ lorsque
les deux sphéres varient.

4° Surles droites D et I on porte, a partir de A
et A', respectivement, deux longueurs égales AP
et A'P'. Trouver le liew du centre de la sphére T tan-
gente aDenP et a DV en P, lorsque P et P’ décrivent
respectivement D et D'.

I. Soient w et &' les centres respectifs des sphéres S
et S'. Nous allons d’abord chercher le centre radical
commun aux deux faisceaux de sphéres S et §'. IF se
trouve nécessairement a l'intersection de leurs plans
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radicaux, c'est-d-dire sur la droite & intersection des
plans perpendiculaires, I'un 4 D en A et 'autre a IY

. N . =3
en A’. Les points E de 3 ont tous la méme puissance EA

par rapport aux sphéres S et la méme puissance EA”
par rapport aux sphéres S'. Par conséquent, le point O
de 8, qui est équidistant des points A et A', a méme
puissance par rapport aux sphéres S et S'.

Ce point est unique et bien déterminé. En effet, c’est
I'intersection de la droite & avec le plan P perpendicu-
laire 4 AA’ en son milieu. Or, § est paralléle a la per-
pendiculaire commune 4 D et I'. Par conséquent, 8 ne
peut étre ni paralléle 4 P, ni dans le plan P, sans quoi
8 serait perpendiculaire aux trois droites AA’, D, D' et
celles-ci se coupant en ‘A et A’ seraient dans un méme
plan. Or, on suppose que D et D’ ne sont pas dans un
méme plan. Il résulte de ce fait que si M est le point de
contact de deux sphéres S et §' tangentes, leur plan
tangent commun passe en O et I'on a

OA = OA'= OM.

Donc, st S et §' sont tangentes, la droite wo' est tan-
gente en M a une sphére U de centre fixe O, tangente
aDenAetaD en A

II. On en déduit immédiatement le lieu du point M
lorsque les sphéres S et §' varient tout en restant en
contact. Ce lieu est d’abord situé sur la sphére U. Clest
le lieu du point de_contact M d’une tangente a U, waw',
qui rencontre deux tangentes fixes de U : D et D'.

Ce lieu est formé de deux cercles passant en A et A’
En effet, soit C le cercle de la sphére U déterminé par
les points A, A’, M. Les tangentes oM, w A a U sont
égales; de méme 'M = w'A’. Par conséquent, le
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cercle G, qui passe par les deux extrémités A'M da
triangle isoscéle ' A’M, fait un angle égal avec les deux
cotés égaux w' A/, w'M. Il en résulte que D et D’ font
respectivement avec le cercle C deux angles égaux a
I’angle que fait ww’ avec C. Par conséquent, /e cercle C
est un cercle de la sphére U passant par A et A’ et
Saisant avec D et ' deux angles égaux. 1l n'y a que
deux cercles qui satisfassent a-ces conditions. En effet, le
plan du cercle C fera manifestement des angles égaux
avec D, ww’ et D'. Or, on voit facilement qu’il ne peut
en étre ainsi que s'il est parallele 4 'une des deux

bissectrices A;, A, de 'angle formé par deux droites
concourantes paralléles a D et IV,

Donc, le cercle C est dans un plan fixe passant par
AA’ et paralléle a A, ou A,.

En résumé, le lieu du point M est formé de deux
cercles G, G, dela sphére U. 1l résulte aussi de ce qui
précéde que les droites ww', qui s’appuient par exemple
sur C, font un angle constant avec le cercle C et avec
son plan. On obtiendra toutes ces droites en faisant
tourner I'une d’entre elles autour de I’axe L du cercle C.
De méme pour celles qui sont relatives au cercle C,
d’axe L,.

Enfin, nous devons observer que les sphéres S, §
restent tangentes de la méme fagon (S et §' extérieures
Pune a l'autre ou S intérieure a S’ ou §' intérieure a S)
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lorsque M décrit.I'un des arcs AA’ de 'an des cercles C
et C,. Car, dans ce mouvement, les points v, o', M,
restant distincts, gardent la méme disposition relative.

HI. Si 'on se donne une sphére §, il y a deux
sphéres S qui lui sont tangentes et 'on obtiendra les
points de contact et les centres correspondants en menant
du point o' les deux tangentes 3 U qui rencontrent D.
Ces tangentes existent toujours, car ' est toujours
extérieur 4 U (étant sur D), et elles sont distinctes
lorsque o' est distinct de A’. Enfin, si o’ reste sur la
méme demi-droite A’ D’ portée par IV et terminée en A’,
les points M correspondants restent sur les mémes
arcs AA’ de C et de C,.

Donc, les sphéres S et §' restent tangentes de la
méme facon.

IV. Soit M’ sur ww' tel que MM'=a. Lorsque M
reste sur le cercle C on obtient toutes les positions
de ww' par une rotation autour de I'axe L de C. Donc,
le lieu de M' est un cercle ayant méme axe que C.
Comme il y a deux positions de M’ sur ww' et deux
cercles C, C,, le lieu de M’ se composera de quatre
cercles s’appnyant‘ sur D et I/ qui ont deux a deux
méme axe que Cou C,.

On peut remarquer que les sphéres de centres w, ',
qui passent en M, sont tangentes en ce point et passent
par deux points fixes B, B’ sur D, IJ' tels que

BA=ga, . BA'=a.

Donc d’aprés 11, si T est un des quatre cercles, lieux
de M/, il coupe D ct D' en des points tels que B, B’ i
des distances égales 'a @ de A et de A’ respectivement.
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De plus, T' est sur une sphére V tangente 2 D en B ct
aDenB.

V. Soient Pet P’ sur D et D' tels (que
PA =PA.

En prenant @ = PA, il résulte de IV que la sphére S
tangente 4 D en P et a D’ en P’ contient un cercle T
ayant méme axe L que C par exemple. Donc le centre o
de  est sur-la droite fixe L. Comme il y a plusieurs
dispositions relatives des points P et P/, nous voyons
que le licu du centre ¢ est formé de deux axes L et L,
des cercles C et C,. D’ailleurs, on peut observer que
ces axes sonb concourants puisqu’ils sont dans le plan
perpendiculaire au milien de la corde AA’ commune
aux deux cercles C et C,.

Remarques :

1° On aurait pu utiliser I'inversion dans la solution
de ce probléme. Par exemple, pour les deux premiéres
questions, en placant le centre d'inversion en A.

2° On a pu observer que les droites ww' relatives a
un cercle C engendrent un hyperboloide de révolution
d’axe L qui passe par C, D et IV et qui est circonscrit
a la sphére U. Cet hyperboloide contient aussi deux
des cercles lieux de M. Il est circonscrit aux sphéres X
qui correspondent a I’axe L. '

Il y a de néme un hyperboloide de révolution relatif
au cercle C,. Mais nous avons écarté I'emploi de ces
hyperboloides pour notre solution élémentaire.

Ann. de Mathémat., 4 sévie, t. IV. (Février 190}.) 6
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Norions pe MaTnémariQues; par M. J. Tannery. —
Norions HisTORIQUES; par M. P. Tannrery. — 1 vol.
(x=-352 pages). Paris, Delagrave; 1903.

On sait bien a I'avance, si M. Jules Tannery publie un livre
de Mathématiques, soit qu’il traite de théories élevées de
PAwnalyse, ou qu’il développe un programme de l'enseignement
dans les lycées, on sait bien que son livre sera écrit avec
toute la science qui y est nécessaire, et aussi avec cette hau-
teur de vues et cette belle franchise qui inspirent, a tous ceux
qui le connaissent, une profonde estime et la plus vive sympa-
thie.

Il y avait ici des difficultés particuliéres : les notions nou-
velles introduites dans le programme de la classe de Philosophie
n’étaient enseignées jusque-la qu’a des éléves déja exercés au
calcul et aux raisonnements géométriques. Pour les expliquer
a des éléves moins habitués aux études mathématiques, il ne
suffisait évidemment pas de reproduire, avec plus de détails,
les exposés qui se donnent dans les classes de Mathématiques
spéciales.

Le programme indiquait déja d’'éviter les théaries trop abs-
traites et de faire ressortir les idées générales sur des exemples
particaliers. Il fallait aussi chercher des raisons plus intuitives,
des associations - d’idées plus familiéres, sans descendre, bien
entendu, jusqu'aux procédés des préparations trop habiles,
mais avec un souci constant d’affermir, en de jeunes esprits,
la rectitude du jugement, d’y affiner ce sens de la rigueur qui
doit percevoir, de fagons différentes, les raisons probables et les
démonstrations définitives. Enfin, on devait se préoccuper des
acquisitions nécessaises aux étudiants qui suivent les cours des
sciences physiques, chimiques et naturelles.

On verra de quelle fagon maglstrale M. Tannery a résolu
ces questions, dont quelques-unes sont délicates et difficiles.
Son livre, qui contient d'ailleurs beaucoup de renseignements
d’utilité pratique, peut étre considéré comme une introduction
a I'étude réfléchie des Mathématiques.
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A ce titre, on peut le signaler aux professeurs des-Ecoles
Normales : I'enseignement primaire supérieur fournit déja
d’excellentes recrues aux Facultés des Sciences. et il est permis
d’espérer que I'on se préoccupera de plus en plus d'assurer, le
plus complétement possible, le développement de toutes les
intelligences.

Une Introduction qui prend un peu plus des cent premiéres
pages du livre rappelle, dans un ordre logique, les définitions,
les propositions et les régles qui seront, plus tard, supposées
connues. Un éléve qui n’aurait pas pu suivre réguliérement les
Cours précédant le Cours de Philosophie y trouvera un guide
pour compléter son instruction. Rien de plus utile d'ailleurs,
pour tous, que ces vues d’ensemble ot les lecons apprises
autrefois, une par une, s'ordonnent en groupes naturels, et oi
la simplification voulue des détails laisse aux idées principales
toute leur valeur. .

On retrouvera, par exemple, comment on a été conduit a
considérer, aprés les nombres naturels 1, 2, 3, ..., les fractions,
les nombres irrationnels, les nombres affectés de signe, et je
vais essayer de donner une idée du choix heureux des repré-
sentations employées ici. On me permettra de douner tout de
suite une impression personnelle : Voila bien des années que:
j'enseigne ces choses a des éléves pris dans des catégories trés
différentes; je suis convaincu que, si 'on expose aux éléves de
Philosophie, sans parti pris d’avance, en y mettant le temps
et le détail nécessaires, les explications mises au point dans
le livre de M. Tannery, ces éléves arriveront, je ne dis pas
sans effort (et je ferai des réserves sur le dernier Chapitre
qui, d’ailleurs, n’est pas imposé), mais avec un travail qui
n'aura rien d’excessif, & acquérir les notions si utiles, intro-
duites dans le nouveau programme.

Les fractions sont introduites en considérant des segments
partagés en parties égales, et l'on fait cette remarque, d’ou
pourraient se déduire toutes les propriétés des fractions, que
considérer une fraction, c’est au fond faire un changement
d’unité; on a soin de montrer les opérations géométriques que
traduisent les opérations sur les fractions.

Les nombres irrationnels se présentent dés que I'on veut
définir la mesure d'une grandeur A, aprés avoir choisi comme
unité une grandeur B de méme espéce que A.

On observe de suite gu'ils sont inutiles dans la pratique
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courante, od les valeurs approchées suffisent toujours. 1l fau-
dra lire, au § 68, comment on peut, 3 Paide d’une image, se
représenter un nombre tel que le rapport  de la'circonférence
au diamétre. Jindiquerai, un peu en gros, qu'il suffit d’imagi-
ner une bande étroite de papier qui est d’abord rouge jusqu'a
un point A, puis bleu a partir d’un point B, séparé de A par
un intervalle blanc; le point limite du rouge et le point limite
du bleu se rapprochent en empiétant sur I'intervalle blanc, et
leur distance devient plus petite que toute la longueur donnée,
de sorte qu'il ne peut subsister d’intervalle blanc, et qu’il ne
peut rester qu’un point pour séparer la partie rouge et la partie
bleue.: les points A et B correspondaient a des valeurs appro-
chées, le point définitif de séparation correspondra a la valeur
méme de .

Les opératious sur les nombres irrationnels ne demandent,
en fin de compte, que des opérations sur leurs valeurs appro-
chées, et leur résultat peut s’obtenir avec une approximation
aussi grande qu'on le veut.

Je regrette de ne pouvoir citer tout au long les §§ 70 et T4,
oit les nombres affectés de signe sont introduits, en prenant
pour exemple une route droite, garnie de bornes, allant du
Nord au Sud; je ne crois pas qu’on puisse tirer micux parti
d’un exemple simple et concret comme celui-la.

Les régles pour le calcul des nombres affectés de signe (que
M. Tannery appelle des nombres relatifs) sont données de
suite; on vérific, aprés coup, que, dans ce nouveau calcul, les
régles observées pour la multiplication des nombres naturels
subsistent, et comme il faut encore montrer 'utilité de ces
conventions (qu’on a eu le droit de faire, puisqu’elles ne con-
duisent pas & des contradictions), on étudie en détail le mou-
vement uniforme d’un mobile sur un axe et I'on fait voir que,
grace a V'introduction des nombres relatifs, on peut résumer
en une seule régle tout ce qui se rapporte 2 de nombreux cas
particuliers.

Ces exemples, que j’ai pris exprés dans les parties difficiles
pour les commengants, ont, je pense, donné une idée appro-
chée de l'esprit dans lequel est rédigée 'Introduction.

Aprés I'Introduction, le programme est développé en neuf
Chapitres allant de la page 115 a'la page 223 et le Livre se
termine par des Notions historiques (p. 324-346).
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CramiTee 1 : Sur quelques identités. — Chacune des iden-
tités considérée ici est établie avec tous les détails du calcul
qui sert & la vérifier et suivie d’applications qui en moatrent
de suite 'utilité. C’est ainsi que le développement de (a + 6)*
conduit & une méthode pour approcher de plus en plus de la
racine d’'un nombre donné, quand on connait déja une valeur
approchée; cette méthode est appliquée aussitot a des exemples
numériques.

L'identité

ar—br=(a—b)(ar—1+ ar-2b ...+ abr24 bi-1)

conduira plus tard a la division d’'un polynome entier en =
par x — a, a la dérivée de z~...; on I'applique ici au calcul de
la somme des termes d’une progression géométrique, et, aprés
avoir déduit de cette identité elle-méme que les puissances
d’un nombre plus petit que un tendent vers zéro quand leur
exposant augmente indéfiniment, on peut trouver la limite
vers laquelle tend la somme

L& .. 2

oll z est un nombre inférieur a un en valeur absolue, lorsque n
augmente indéfiniment, résultat trés important sur lequel on
reviendra a la fin du Volume.

CuapiTRE 11 : Algébre géométrigue. — Si I'on partage un
rectangle R en quatre rectangles partiels, en menant une pa-
ralléle a la base et une paralléle a la hauteur, on a une figure
mettant en évidence l'identité

(@ -+ b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd,

qui, dans un cas particulier, donne le développement de
(a+b)2.

On considére de méme plusicurs autres identités qui peuvent
se lire sur des figures simples. La relation entre les cotés et
I'hypoténuse d’un triangle rectangle est établie en faisant voir
qu’on peut, en retranchant d’'un méme polygone auxiliaire
deux triangles égaux au triangle donné, obtenir ou bien le
carré construit sur. I'hypoténuse ou bien la somme des carrés
construits sur les autres cotés. '
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Enfin, on donne du probléme : Trouver deux lignes, con-
naissant leur somme et leur produit, une solution géomé-
trique olt I'on pourra voir bientdt une représentation de la
résolution d’une équation du second degré. .

Cuaptrre 11 : Equations du second degré. — Le cas par-
ticulier 2 = A conduit a donner simplement quelques notions,
dans la pratique, sur le calcul des radicaux carrés; puis vien-
nent les questions classiques sur la résolution de 'équation du
second degré, les relations entre les racines et les coefficients
avec des exemples numériques des différents cas. Aprés avoir
remarqué que les expressions des racines peuvent se déduire
de la solution du probléme de Géométrie tracé a la fin du
Chapitre II, on compare les deux méthodes et 'on fait voir
aisément la généralité plus grande de la méthode purement
algébrique. « Au reste, cette généralité apparaitra encore mieux
dans les Chapitres qui suivent. A mesure que lascience s’est
constituée, la recherche d’une plus grande généralité s’est
imposée; elles'impose de plus en plus, & mesure que la science
se développe, ou plutdt, la science ne peut se développer que
grice a une généralité toujours plus grande. »

CusariThe IV : Coordonnées. — Aussitdt aprés avoir rappelé
que la position d’un point sur un axe est fixée par un nombre
relatif, on discute la formule du mouvement uniforme

T = a—+ v,

et, pour prendre un exemple bien déterminé, on cherche
Péquation du mouvement, entre Paris et Marseille, d’un train
dont la vitesse serait la vitesse moyenne d’un train marqué sur
I'Indicateur.

Le procédé qui permet de faire correspondre un point a un
nombre relatif ne s’applique pas seulement au cas ou il s’'agit
de points sur une droite; il s’applique aussi au cas de points
sur une courbe. On le montre d’abord pour un cercle et c'est
une occasion d'expliquer la mesure d'un arc en degrés, en
grades, en parties de rayon. '

Pour obtenir un résultat analogue dans le cas d'une courbe
quelconque, on imagine sur un arc de cette courbe des points
fixes numérotés et suffisamment rapprochés, comme le sont les
points de division d’un rapporteur; on déterminera approxi-
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mativement la position d’'un point M sur la courbe, si. l'on: se
donne les numéros des deux points fixes consécutifs qui com-
prennent eatre eux le point M, Cette conception pourra faire
utilement réfléchir des étudiants plus avancés et sachant déja
ce qu'on entend par la longueur d'un arc de courbe. }

Aprés ces explications il n’y a aucune difficulté a définir les
coordonnées rectilignes dans le plan et dans I'espace et méme
des coordonnées curvulignes; on fait pressentir l'utilité de ces
coordonnées générales en expliquant la représentation du
globe terrestre sur une Carte plane.

CuapITRE V : Courbes empiriques. — Les exemples choisis
sont déja en partie indiqués dans le programme : courbe des
températures, des poids, applications & la statistique. Mais
les courbes, aussi bien que les Tableaux de statistique, doivent
étre convenablement interprétées. Pour la courbe représentant
Ia variation du poids d’un enfant, la discussion est faite en
deux pages et demie, avec l'intérét minutieux que pourrait y
apporter un pére de famille et avec une netteté dans la cri-
tique que les éléves feront bien de vemarquer, en vue d’autres
occasions. A propos de la courbe des températures, on indique
I'essentiel sur le mécanisme des instruments enregistreurs,

Si I'on étudie, dans un phénoméne physique, la variation
de deux grandeurs qui dépendent l'une de Tautre, 4 chaque
expérience correspondra un point rapporté a deux axes fixes,
et I'on cherchera a tracer la courbe, la plus réguliére pos-
sible, et passant le plus prés possible des points fournis par
les expériences les plus satisfaisantes. La détermination de
cette courbe moyenne peut se faire par des méthodes qu'il
ne peut étre question d’expliquer ici; on a voulu seulement en
donner une idée, et sans doute faire réfléchir sur ce que peut
étre une loi déduite d’expériences.

CuariTRE VI : Notions de Géométrie analytique. — On
indique sur des exemples ce qu'on entend par fonctions d’une
variable. Aprés avoir insisté sur la détermination d’une droite
rapportée & deux axes, et expliqué tout ce qu'on peut lire sur
un graphique de chemins de fer, on étudie les exemples
simples indiqués dans le programme et I'on compare, sur
ces exemples; les procédés de la Géometrie pure et ceux de
la Géométric analytique.
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- Cuaettre VII': Tangentes. Vitesses: Dérivées. — La pre-
miére idée que I'on se fait d’une tangente a un arc de courbe
est, sans doute, celle d’'une droite qui a un seul point commun
avec cet arc. 1l convient donc d’habituer les éléves a consi-
dérer une tangente comme limite d'une sécante passant par
un point M de la courbe et par un point infiniment voisin
de M, sur la courbe. C’est ce que I'on falt en se servant du
cercle et de la parabole.

La détermination de la tangente a une courbe y = f(x)
conduit a chercher la limite vers laquelle tend le rapport

S(a' )-f( ),
' —x
quand z’ tend vers .

En se plagant & un autre point de vue, qui était celui de
Newton, on regarde la courbe y = f(x) comme le' diagramme
d’un mouvement sur Oy. On suppose qu'un mobile P se déplace
sur Ox d’un mouvement uniforme et que le nombre relatif qui
détermine la position de ce mobile est pris pour mesure du
temps ; puis on considére le point M de la courbe qui se pro-
jette en P sur Oz, et c’est la projection Q de M sur Oy dont
on étudie le mouvement.

Pour trouver la vitesse du point Q, on est encore conduit a
chercher la limite du rapport qui vient d’étre considéré, a
propos de la tangente. ‘ .

Aprés avoir expliqué ces deux représentations, 'une géomé-
trique, Vautre cinématique, on peut définir la dérivée d’'une
fonction et chercher les dérivées de quelques fonctions qu’on
choisit exprés, aussi simples que possible. Pour passer des
propriétés de la dérivée a celles de la fonction, on s’aidera
des deux représentations; les démonstrations ainsi obtenues
ne sont pas entiérement rigoureuses; M. Tannery fait toucher
du doigt ce qui demanderait de plus longues explications et
indique qu’on posséde des démonstrations irréprochables des
propositions qu’il vient d’énoncer et dont il a bien fait com-
prendre le sens. Il montre l'utilité de la dérivée pour étudier
les variations d’une fonction. Il signale enfin I'importance du
probléme : Etant donnée une fonction f(z), trouver une autre
fonction F(x) dont la dérivée soit f(x).

Cuaettre VI : dires. Volumes. Notions de Calcul inté-
gral. — Jusqu'ici, un éléve qui avait suivi, en y travaillant, les
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cours de Mathématiques faits dans les classes de Lettres savajt
calculer Paire d’un polygone; mais, si 'on excepte le cas du
cercle, il n’avait pas d’idée de la mesure d’une aire limitée par
contour curviligne. Or, cette notion d’aire intervient, au moins
comme représentation, dans un grand nombre de questions,
par exemple quand on veul évaluer le travail d’'une force
variable, et d’autre part des notions théoriques d’une impor=
tance capitale peuvent y étre rattachées.

La question de I'évaluation des aires est-elle trop difficile
pour étre expliquée a des éléves de Philosophie? On verra, en
lisant ce Chapitre, qu’on ne suppose rien en dehors de ce qui
a déja été enseigné a ces éléves; il est vrai que l'attention
doit étre soutenue un peu plus longtemps et, d’un autre €6té,
I'aspect nouveau de ces questions, I'incrédulité de personnes
initiées aux Mathématiques, mais n’ayant pas cu le temps de
lire avec soin des exposés tels que celui de M. Tannery pour-
ront, la premiére année, faire paraitre la difficulté plus
grande qu’ellene 'est en réalité. Ceux qui feront cette étude,
sans parti pris €t avec quelque persévérance, en seront large-
ment récompensés.

Un contour étant tracé sur une feuille de papier quadrillé,
on a une mesure approchée par défaut de I'aire limitée par ce
contour, si 'on compte les carrés intérieurs et non traversés
par le contour; il suffit d’ajouter la somme des carrés traversés
pour avoir une limite supérieure de l'aire, et tout revient a
voir que cetle'somme des carrés traversés devient négligeable
si on prend le quadullage de plus en plus serré. Cette indi-
cation intuitive est reprise avec une précision et une rigueur
parfaites dans deux paragraphes que I’Auteur prend soin d’ail-
leurs de signaler comme pouvant trés bien étre passés. On
voit déja comment on peut faire correspondre un nombre a
une aire, et 'on pourra méme trouver une valeur approchée
de ce nombre, par le procédé indiqué, pour des courbes se
présentant dans la pratique.

Mais il reste a4 voir comment on peut obtenir exactement ce
nombre pour des courbes définies géométriquement.

Or, sil’on considére I'aire A limitée par une courbe y = f( ),
I'axe des x, une ordonnée fixe et une ordonnée variable qui
correspond & une abscisse x, cette aire A est une fonction
de x, dont la dérivée est précisément f(z). Si on connait
une fonction F(x) admettant f(x) pour dérivée, Paire consi-
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F(z)—F(xo),

dérée a pour mesure

x, désignant 'abscisse qui correspond a l'ordonnée fixe. On
apercoit bien la grande utilité de ces fonctions primitives.

Le raisonnement précédent, interprété a un autre point de
vue, donne un autre apercu sur le Calcul intégral : f(x)étant
une fonction continue, si 'on ne sait pas former avec les fonc-
tions connues une fonction admettant f(z) comme dérivée,
on pourra définic a Vaide d’une aire une founction primitive
de f(x), et calculer ensuite la valeur de cette fonction primi-
tive avec une approximation aussi grande que l'on voudra.
M. Tannery en fait une trés intéressante application a I'étude
des logarithmes, en cherchant quelles sont les propriétés de

. e 1 . .
la’ fonction dont la dérivée est . Cette méthode pour intro-

duire en Analyse la fonction logz présente des avantages a
remarquer; ces avantages apparaitront mieux encore a ceux
des lecteurs qui étudieront, dans la suite, les fonctions des
variables complexes.

On montre enfin comment I'évaluation du volume limité par
une surface et par deux plans paralléles se raméne alarecherche
d’une fonction primitive, et 'on en fait I'application a la déter-
mination des volumes considérés en éléinentaires.

Cuaeitee IX : Limites. Infiniment petits. Séries. — Il est
bien inutile de dire que ces questions sont élucidées avec le
plus grand soin. Mais il ne dépend pds de I’Auteur qu’elles ne
soient difficiles pour des éléves de Philosophie. En tout cas,
ce Chapitre sera un complément intéressant au livre classique
qw’ils auront pu étudier trés bien jusque-la, livre qu’ils garde-
ront une fois leurs études finies et qu’ils pourront placer dans
leurs bibliothéques, non loin de leurs autres livres de Philo-
sophie. '

Des notions historiques trés précises sont données dans les
vingt-cinq derniéres pages. Elles ont été rédigées par M. Paul
Tannery, I'un des historiens les plus autorisés des Mathéma-
tiques. ‘E. Lacour.
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| " CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Toulouse.

Eprevve gcRitE. — 1. Dans un plan rapporté ¢ deux azxes
de coordonnées rectangulaires O x et Oy, on considére une
courbe K telle que la projection C' sur ’are Oz du centre
de courbure C, relatif a un point M, et le point T de ren-
contre de la tangente en M avec Oz, soient constamment
symétriques par rapport & la projection P de M sur Ox.

1° Former et intégrer léquation différentielle qui
définit la courbe K; vérifier que la distance du point P a
la normale en M est constante;

2° Construire la courbe K et sa développée;

3° Calculer l’arc de la courbe K;

4° Calculer laire dont le contour est formé par les
ordonnées MP, M,P, des points M et M, de K, par la
portion PPy de l’axe Ox et par l’arc de courbe joignant M
et Mo.

II. Enveloppe d’une famille de surfaces définie par une
équation contenant deux paramétres variables.

EPREUVE PRATIQUE. — Construire la courbe
sinz
y=4—

et calculer avec 4 décimales la plus petite valeur positive
de x pour laquelle la tangente est paralléle a ’axe des x.
(Juillet 1903.)

EPREUVE ECRITE. — . On considére Uéquation aux déri-
vées partielles
03 03
2y — + 3x?— + 622y =o0.
Y oz dy y

1° Trouver son intégrale générale;

2° Déterminer la surface S qui, rapportée a trois axes de
coordonnées rectangulaires Ox, 0y, Oz, vérifie cette équa-
tion aux dérivées partielles et passe par la parabole dé finie



par les équations

3° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface.

II. Plan tangent & une surface réglée; variation de ce
plan lorsque le point de contact se déplace sur une généra-
trice rectiligne de la surface. Paraboloide des normales.
Quadriques de raccordement.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, par la méthode de Cauchy,
Qintégrale
© 1
z3dr
J, (z*+at) ’
1
dans laquelle x3 a sa détermination réelle.
(Novembre 1903.)
Caen.

EPREUVE ECRITE. — 1. Trouver Uintégrale de l'équation

03\? dz>‘1_.,'
(52) = () =

qui se réduit @ (1+ y)? pour z = o.

e )]

II. Déterminer une courbe plane telle qu’un point fixe O
de son plan et le centre de courbure en un point quel-
congue M de la courbe soient a égale distance de la tan-
gente en M et du méme coté de cette droite.

SoLuTION.

La développée, dont toutes les normales passent en O, est
une circonférence, et la courbe, sa développante.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Construire la courbe
r(r+yyr=2(xr—y);

2° Volume engendré par la révolution d’une dévelop-
pante d’ellipse autour du petit axe de Uellipse.
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SoLuTiON.
32 ef
105 ath .
(Novembre 1903.)
Grenoble.

CoMPOSITION ECRITE. — 1. Trouver une courbe plane S telle
que sa normale N, limitée a l’axe des x, soit dans un rap-
port donné K avec la distance P de l’origine a la tan-
gente. Cas particuliers ou K =1, 2, 3.

EPREUVE PRATIQUE. — Réduction de l’intégrale

e [ 92
f(m——‘&)*\/i

ot X = o*— 1423+ 7122 — 154z + 120.
(Novembre 1903.)

Poitiers.

ComposiTION EcRITE. — 1. Trouver les projections sur le
plan x0y des lignes de courbure du paraboloide hyperbo-
lique

r=a(u—+v), y=b(u—v), 3= cuv;

on suppose ¢ =y ar+ b2
II. Déterminer une surface telle que chaque point M
soit le centre de gravité du triangle situé dans le plan

tangent en M et dont les sommets A, B, G sont sur les
azes OX, OY, OZ.

EPREUVE PRATIQUE. — L’équation
" 3 Y _
w(1-—m)y+(2 2.7,')}/ 4_o

admet une solution de la forme y = x"; trouver n, et
intégrer Uéquation. - (Juillet 1903.)

CoMPOSITION ECRITE. — Une surface. est représentée par. les
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équations ’

x =rcosl, y=rsind, 3= f(r)+9(8)

(f et ¢ sont des fonctions données des variables indépen-
dantesr et ).

1° Quelle est en r et § U’expression du rayon de courbure
d’une section normale;

2° Equation différentielle des lignes asymptotiques;
30 Intégrer cette équation en faisant

rn
et supposant successivement
n>i,

n<i, n=rI.

EVPREUVE PRATIQUE. — 7, ¥ étant deux variables indépen-
dantes, k une constante positive moindre que 1, calculer
l'intégrale double

k
[of s

A yeosx+1’

ISR

en déduire la formule

T

7

2 I
I(1+kcosz) = — — = (arccosk)?.
cosx P
Application numérique :
k=095

(Novembre 1903.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1938.

(1902, p. 439.)

Le centre de gravité des pieds des normales menées d’un
point quelconque C a une conique de centre O est au milieu
de la distance du point O au centre de gravité des points
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d’intersection de la conique et d’un cercle de centre C et de
rayon quelconque. (M. p’OcaGNE.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BARiSIEx.

Supposons que.la conique soit I'ellipse d’équation
(ny - b2xrt+ aty?— atbt=o.

Soient (a, 8) les coordonnées du point C. On sait que I'équa-
tion aux abscisses des pieds des normales a (1) issues de C est

ctrt—aaactxri+ atr(atal+ b2Pr—ct)+...=o.
. rata , y .
La somme de ces abscisses est oi - parconséquent Pabscisse

du centre de gravité des pieds est

1 /2aa ataq
p— Ontn— Ou —_—
4 c? 2c?

Les coordonnées de ce centre de gravité sont donc

ata b8
, Y= .
2.c? 2c?

(2) X =

D’autre part, I’équation d’un cercle de centre C et de
rayon R s’écrit

3) (r—ap+(y—8p=R
ou
(4) 2+ yr—oar —2By + 22+ 82— R2=o.

L’élimination de y entre (1) et (2) donne I'équation du qua-
triéme degré en x

cix? 2 b2
—oar + 02 a2+ f2— R?) =482 —(a?— x?)
a? 5oz
I
ou )
chzh fzc?
P —_2 .. ..=o.
a* a?

La somme des abscisses des quatre points d’intersection
a

fat . -
de (1) et (§) est "(Zz . Douncy I'abscisse du centre de gravité de
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. aa :
ces quatre points est ——. Les coordonnées de ce centre de
P

gravité sont, par suite,

2 2
(5) Xy= 22, y,=_ UF

c= c*

La comparaison des formules (2) et (5) démontre la propo-
sition énoncée.

Le centre de gravité des points d’intersection d’un cercle
et d’une ellipse ne change pas lorsque le rayon du cercle
varie, son centre restant fire.

QUESTIONS.

1991. Soient (S) et (S') deux surfaces réglées ayant la méme
ligne de striction C, et telles que les génératrices G et G' de
(S) et de (8") quise coupent en un point m de C fassent entre
elles un angle constant. Toute droite G”, qui passe par le
point m et constitue avec G et G un tri¢dre de grandeur inva-
riable, engendre une surface (S”) dont la ligne de striction
est aussi C. (R. Bricarp.)

1992. On donne dans 'espace une courbe C.
Définir la surface réglée la plus générale dont C est la ligne
de striction en méme temps qu’une ligne de courbure.
(R. BRicArD.)

ERRATA.

Tome III, 1903, page 533, figure 2 : changer le sens de la fléche
pour I'angle (CB, CA).

Ibid. : au point B}, Parc de gauche avec fleche doit étre prolongé
un peu vers la droite jusqu'au trait plein.

Page 540, figure 3 : imaginer que cette figure est agrandie. de
facon que le quadrilatére ABCD soit égal a celui de la figure .
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[R7fa]
LE PENDULE SIMPLE SANS APPROXIMATIONS; :
Par M. A.-G. GREENHILL.

Traduit par M. C.-A. LAISANT.

Une méthode a été proposée dans les Nouvelles
Annales (juin 19o2) pour éviter I'inconvénient des
approximations, employées d’'ordinaire dans la dis-
cussion élémentaire des petites oscillations d’un pen-
dule simple. On y arrivait en y substituant une recherche
exacte des limites, inférieure et supérieure, entre les-
quelles doit tomber la vraie période.

Dans cette méthode, le mouvement oscillatoire da
pendule était assimilé 4 un mouvement de circulation
sur un cercle, de vitesse variant, dans le cas des petites
oscillations, entre deux limites rapprochées dont ’ex-
pression conduisait a celle des limites cherchées de la
période.

On sc propose ici d’étudier le probléme, en assimi-
milant loscillation de va-et-vient du pendule avec le
mouvement rectiligne d’un corps qui accomplit unc
vibration simple. Nous ferons usage d'un lemme relatif
a la théorie du mouvement simple harmonique, savoir :

Lemve. — La wvitesse, dans une vibration simple

harmonique, est Sfois la moyenne géomeétrique

27
période
des distances aux deux positions extrémes du mobile.

Supposons,” en effet, que la vitesse. d’un point P,
Ann. de Mathémat., §* série, t. IV. (Mars 190}.) 7
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mobile en ligne droite entre B et B/, soit égale a

nyPB.PB'.

Décrivons le cercle de diaméwe BB/, et élevons l'or-

donnée MP ( fig. 1). Alors, MP étant la moyennc géomé-

Fig. 1.

wrique de BP ct PB/, la vitesse de P est nMP, ot la
vitesse du point M sur le cercle est 7 AM, qui est une
constante, A étant le centre; de sorte que la circonfé-

rence 2wAM du cercle est décrite avec la vitesse con-

stante nAM, donc dans le temps périodique T = 27;
: n

et la vitesse de P étant n\/BP.PB' est % fois la moyenne

géométrique des distances du point P a B et B'.

Considérons maintenant le mouvement du point P
d’un pendule simple de longueur OP = [, oscillant sur
un arc fini BAB’, de part et d’autre du point le plus
bas A ( fig. 2). -

Pour une particule P, mobile dans un champ de gra-
vité g sur unc courbe polie, partant du repos, et tom-
bant & partir du niveau BB’; on a:

() (vitesse en P)2=12gDN.

Or, d’aprés un théoréme connu de Géométrie on a
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aussi :
(2) PB.PB = DN.AE,

relation ot AE est le diamétre vertical du cercle; si donc

nous posons, comme d’habitude, %: n?, nous aurons
(3) (vitesse en P)2= n2PB.PB/,

formule analogue a celle de la vibration rectiligne har-
monique simple.

Joignant P a E, point le plus haut du cercle BAB’ sur
lequel P se meut, et désignant par R le point ou PE
coupe BB/, considérons l'oscillation rectiligne de R
résultant du mouvement de P sur I'arc circulaire BAB';
lombre de P projetée sur le sol horizontal par une
lumiére placée en E aura un mouvement analogue a
celui de R. '

Puisque ERP coupe la droite BRB' et I'arc BPB’ sous
des angles égaux,

i de R ER
(4) vitesse de

Vitesse de P EP’

et d’aprés la similitude ‘des triangles EBR et PB'R,

«1TNTY? ¥
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BPR et EB'R,
) PB_EB . PR _EB
> BRT”ER °© BR ~ ER’
de sorte que )
6 ‘ PB.PB' _ EB:_
(®) BR.BR ~ ER?
Donc _ .
S CERY EB?
(7) (Vitesse de R)2= n2PB.PB P = rn?BR.RB P

Comme les points P et R oscillent, on a :

EB EB
(8) 1> EP > EA’
de sorte que
EB2

(9) n?BR.RB’ > (vitesse de R)2> n? B‘R.RB’EE,

et de 1a, comme conséquence du lemme,

27 T a2 EA
(10) - < période d’oscillation de R < — EB'

Dans les petites oscillations, ou EA ¢t EB ne peuvent
étre distingués, la période est pratiquement

27 {
(11) 7=27T‘/$:7’

ce qui est la formule usuelle; théoriquement la période
est toujours plus grande, mais seulement de trés peu;
et la différence est inappréciable pour les petites oscil-
lations. o

La solution compléte introduit les fonctions ellip--
tiques, a la maniére indiquée par Legendre (Fonctions
elliptiques, t. I, Chap. VIII).

Désignant I'angle ' d’oscillation BOB' par 2a et
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{'angle AOP par §, et posant DB—=a, DR==x,0na .

(12) a =ED tangia, EB=EAcos£a,; v
(13)  z=ED tangio, EP = EA cos'%o,_
et

2
<%§) = (vitesse de R)?

P
séc2 -0

—_ n!(a!_ 1-2)
(14) séc’%z

x? 1 1
=n2(a?—2x?) |1+ —tang?—a )cos?—a
a? 2 2

z? 1 x? . 1
=n?a?(1— — ) (cos?—a+ —sin2—-a);
a? 2 a? 2
de sorte que, posant
. .1 1 '
4 z = acoso, sin—a = £, cos—a =K',
2 2
on a

(1_5) ' <§->2= ne(k't+ k* cos?9) = n2(1— kz.sirlviép) = n?(AQ)’;
r?d
(16) nt+e=‘/‘; Kg:F(cp,k),

dans la notation de Legendre, ou encore, en introdui-
sant les fonctions elliptiques suivant la méthode d’Abel
ct la notation de Jacobi,

(17) - ¢ = am(nt +¢),
(18)' tangéﬁ:tang%acn(nt+s){

Ainsi, le pendule simple bat suivant une loi de fonc<
‘tions elliptiques, quand il se balance d’un grand angle,

comme une cloche; et ces fonctions elliptiques dégé-
nérent en fonctions circulaires lorsque 'angle d'oscil~
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lation est petit,, comme dans un pendule d’horloge
ordinaire.

Une roue de bicyclette sur son support a billes pré-
sente un appareil approprié pour une illustration expé-
rimentale; on peut modifier I’équilibre de 1a roue, grace
a l'insertion d’une barre de fer entre les rayons, et I'es-
sieu peut étre rendu horizontal ou incliné d’un angl«,
quelconque sur I’horizon.

Quand I'angle d’oscillation 20 approche de 360°, la
période d'oscillation tend vers une limite infinie. Si la
durée de I'oscillation, pour un angle 24, est donnée par

. 7
T= —
(19) | 4K‘/;

. I . .
de module k=sm;a, cette durée est donnée, pour

I'angle 360° — 2.a. par

{
T = 4K’ —
() wy/g

I
de co-module k'= cos 2, de sorte que

. TI KI
(21) T=K’

et la théorie de la multiplication complexe nous permet
de déterminer K, K’ et a lorsque

(22) §=\/'7, (%’>’=m,

m étant un entier, ou une fraction rationnelle; ou, au-
trement dit, lorsque le pendule de longueur /, oscillant

de 360°— 2a, est synchrone a un pendule de lon-
gueur ml, oscillant de 2a.

Ainsi, pour m = 3, I’angle modulaire éa =15° (Le-
cEnpRre, Fonctions elliptiques, t. 1, Chap. XI, p. 60);
de sorte qu'un pendule se balangant de 300° a une
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(24)
(25)
(26)
(27)
(28)

(29)

(30)
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période égale a ¢/3 fois celle correspondant a 60°, ou
encore méme période qu'un pendule trois fois plus lon
et se balancant de 6o°. o

Le résultat précédent peut s'interpréter au moyen de
la roue de bicyclette dont il a été question plus haut :
si I'essieu de cette roue est incliné de maniére i faire
avec la verticale un angle 8 donné par la formule

cosécf = m,

la durée d’une oscillation d’amplitude égale a 2a sera
la méme que la durée d’une oscillation d’amplitude
égale a 360° — 20, l'essieu étant maintenu horizontal.

Par exemple, la durée d’une oscillation d’amplitude
égale & 300° (de I" a XI®, sur un cadran d’horloge),
dans le cas de 'essieu horizontal, est égale 4 la durée
d’une oscillation d’amplitude égale a 60° (de V" a VIIY),
I’essieu étant incliné de maniére a faire avec la ver-
ticale I’angle dont la cosécante est égale a 3.

Pour
n=a2, k=y2—1, cosécia:;/;—a—l, ia_z ,28'
(LEGENDRE, F. E., t. I, p. 106),
n=y4¢, k= (/2—1)% cosécé—a:(‘/;-s-l)z, %z: 9°,53',

n=>5, 2kk' = /5 — 2, coséca = < coséc 18°

r 12
n =25, 2kk' = (‘/5:l> ’ coséca = ( cosec18°>
n==~6, cosec—m—(;/—+y/_)(‘/3+'>

n=r7, coséca =8,

n =49,  coséca =<£j2_‘/:/2f—+—l>

n = 100, —;(% k) (‘/'_28‘/-)“ '(Wl_mEl‘l). 3 ‘ ;
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. On trouvera une collection de ces résultats numériques
de la multiplication a la fin des Fonctions elliptiques
du professeur H. Weser; pour le calcul numéiique, il
est plus simple de se servir du module réciproque, ou
cosécante de I’angle modulaire, qui conduit plus rapi-
dement au résultat sans aucun changement des chiffres
par soustraction. :

Une évaluation des résultats peut étre rapidement
obtenue par la formule approchée

v K

1 : i 2
A coséc;a, ou 8 coséca, n= (-) s

. 1
(31) & /c

pour de grandes valeurs de 7.
* La valeur numérique de g a été déduite de la relation
(32) g =m? L,

grace a4 une soigneuse détermination expérimentale
de L, longueur du pendule qui bat la seconde. 11 est
dés lors plus simple et plus naturel de remplacer la for-
mule qui donne la demi-période dans le cas des petites
" oscillations

: B v
(33) ST= n\/;,
par
(34) -T={/t-

Pour éviter les calculs immériques, il suffit, prati-
quement, de prendre L égal & 1™ (valeur exacte, o™, 994).
Cela revient a faire
(35) g=mnt=9,87 . (valeur exacte & Paris, g,81).

Alors la demi-période ou durée d'une oscillation
simple du pendule de 1™ étant 1 seconde, celle d'un

pendule de I métres de longueur est \/Z secondes, s'il
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s'accomplit de petites oscillations; et sa période
est 2y// secondes.

[R1e]
SUR UN SYSTEME ARTICULE GAUCHE;

Par M. G. FONTENE.

Dans un précédent Mémoire (') ( Nouvelles Annales,
décembre 1903 et janvier 19o4) j’ai étudié le cas le plus
remarquable du systéme articulé de M. Kempe, sys-
téme dont les éléments sont des plaques triangulaires,
susceptibles de dégénérer en de simples tiges. Je mon-
trerai ici que, -dans ce dernier cas, on peut substituer
au systéme plan, qui a un paramétre de déformation,
un systéme gauche ayant deux parameétres de défor-
mation. Je conserve les notations du Mémoire cité.

1. Considérons ( fig. 1) deux quadrilatéres gauches
articulés QPNM, QCN, D, les tiges QP et QC restant
confondues en direction, ainsi que les tiges QM et QD;
si 'on relie par une tige deux points B et M, fixes
sur PN et CN,, dans la déformation & deux para-
métres du systéme obtenu, un certain point A de la
tige MN et un certain point P, de la tige DN, resteront
a une distance constante I'un de V'autre. Les points A
et P, sont déterminés par les conditions suivantes : les
points A, B, C, D sont dans un méme plan, ainsi que
les points M, P,, M,, P. Je suis arrivé a ce resultal. en
considérant ll, wiangle QNN;.

(') Voir t. 111, 1903, p. 529.
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I est facile de voir que les droites BM, et AP, se
rencontrent en un point Q,, et que ce point est fixe

Fig. 1.

sur les tiges BM, et AP,; les quatre points N, Q,,
Ny, Q sont d’ailleurs dans un méme plan.
On peut dire :

Si l'on considére dans Uespace huit tiges

AMN, BQ,M,, CPQ, DN,P,
CM;N,, DQM, AP,Q,, BNP,

Sformant deux tétrades et quatre couples, telles que
deux tiges qui n’appartiennent ni a une méme tétrade
ni @ un méme couple sont articulées entre elles, le
systéme est déformable avec deuxr paramétres sous
une condition unique : les points d’articulation A,
B, C, D des deux quadrilateres MNPQ, M, N, P, Q,
doivent étre dans un méme plan, auquel cas il en est
de méme des points d’articulation des deux quadri-
latéres MAP,D et M, CPB, et de ceux des deux qua-
drilatéres NAQ,B et N,CQD.

On aurait trois points I, J, K analogues a4 ceux de
la tigure 10 du Mémoire cité.
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2. Les quatre points M,, N,, P,, Q, peuvent éire
confondus en un méme point S ( fig. 2); la théorie de

Fig. 2.
c P
0
B
D
M A N

Pappareil est alors trés simple, et si I'on pose

MN =aq, NB =0, ey

MA m l]i_n

AN=7%’ BP 5’ "

SA = a, SB =8, ,

on a
a? 1+L>—§2<l+l>+...—...
m n n p
< a? b2
+({— — i ) = O.

m-+n n—+p )

3. Eu conservant le point S, les quatre points A, B,
C, D peuvent étre a un cercle; la déformation du con-
tour MNPQ les maintient sur un cercle, car, si 'on fait
varier le di¢dre MP sans modifier la longueur MP, en
appelant J le point ou AB et DC coupent MP, on a

JA.JB=1JC.JD.

Comme on peut avoir alors e =3 =y=28, ona

a? b2 c2 dz?

-+ - =o0
m-—+n n—+p pP+q g+ m
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Si I'on regarde m + n, n +- p, p + ¢ comme les coor-
données cartésiennes d'un point dans l'espace, cette
équation représente un céne du troisiéme ordre; ce
cbne a une génératrice double dans hypothése

c+a=d+b(=1),

c’est-a-dire lorsque le contour MNPQ est circonscrip-
tible 4 des sphéres, et I'on a pour la génératrice

double

m+4+n _n+p p4+qg_q+m
a = b T ¢

.

Si I'on adopte pour m, n, p, ¢ des valeurs remplissant
ces conditions, ce qui laisse un paramétre pour le sys-
téme des points d’attache A, B, C, D, on a

NA=NB, PB=PC,

.oy

on obtient les systémes de points A, B, C, D en donnant
au contour une forme déterminée, et en considérant les
sphéres qui touchent les quatre c6tés : le lieu des
centres de ces sphéres est une droite, axe commun des
cercles ABCD; en prenant pour S un point de cet axe,
on aura

SA =SB = SC = SD,

les points d’attache A, B, C, D étant tels qu'on I'a’dit.

Nore. — Pourrait-on, avec des tétraédres, obtenir
un systéme articulé comparable au systéme plan de
Kempe? C’est une question que je ne puis étudier,
faute de temps, et dont je serais heureux d’avoir pro-
voqué la solution.



( 109 )

[c1f] ’ . .
SUR UN PROBLEME D'ALGEBRE;

Par M. J. SADIER.

Prouver que pour toutes les valeurs réelles et posi-
% — gpl-a

tives de la variable x I’ expression y — > dans
P Y

Z — 1
lagquelle on a o << a <1, peut étre représentée par

(2a—1)0 (o< <),

Cette question, posée dans le Journal de Mathé-
matiques spéciales sous le n° 260, est reproduite
au n° 503 des questions d’Algébre de M. Laisant (Re-
cueil de probdl. de math., t. I1I).

Une solution a été donnée (J. S., 1896, p. 44). Elle
est insuffisante : on y démontre l'existence d'un maxi-
mum (ou minimum, suivant le signe de 2a —1) et les
valeurs o pour x=o0 et x =c0. On n’y prouve pas que y
reste toujours compris dans I'intervalle limité par ces
deux racines.

Pour abréger I’écriture posons

b=1—a, c=a—2>b (a+b=1;aetb>o0).

On a
(x—1)y =x2— 2z,
d’ou ’on déduit
z(x —1)2y' = (ax + b)x*—(bx + a)za.
_Soit V le second membre :

V=0 pour x=o0 e zx=I.
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Prouvons que V ne s’annule pour aucune autre valeur
de 2. Nous allons pour cela résoudre I'équation

az+b

bz +a
en laissant de coté la racine x=o0, qui dailleurs
n’annule pas la dérivée.

Les racines de cette équation sont dounnées par les
points d'intersection des deux courbes

azr +b

bora T ()

Y11=

La premiére est une hyperbole équilatére; la seconde

appartient a la famille des courbes paraboliques, dont
I’équation est de la forme

y=am,
Nous avons deux cas a distinguer : ¢ > o et ¢ << 0.

(A) : ¢>o0(a>b); y, croit constamment de % i %
lorsque x croit de o & o, et y, croit constamment de o
aoo. Les deux branches de courbe, sans point d'inflexion,
se¢ coupent en un seul point d’abscisse x =1.

(B) : cCo(a<d); y, décroit constamment de b

Corn

¢l ¥y de o a o; la courbure, comme dans le cas pre-
cédent, ne change pas de sens.

Donc, dans les deux cas, V n’a qu'un changement de
signe pour x =1.

Cette discussion est résumée dans les deux Tableaux

(') Le lecteur est pri¢ de faire la figure,



()

sulvants @

‘ z | o 1 o
A):e>o0 ¢ Y -+ o - ,

¥ | o croit ¢ décroit o

{max.,)
z | o 1 o

’
(By:e<o (J - o -+

?‘y o décroit ¢ croit o

(min.)

Donc y reste compris entre o et ¢, lorsque x croit
de o 4 + . Done

y=c0=(a—>b)0=(2a —1)0. Q. E. D.

[D4a]
SUR UNE PROPRIETE DES TRANSCENDANTES
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES :

Par M. GeEorges REMOUNDOS.

1. On sait le théoréme classique de I’Algébre sur les
fonctions rationnelles des v racines d’une équation
algébrique '

(1) ¥+ a 21+ @y X2 4. ..+ Gy T + @, = 0,

d’aprés lequel une telle fonction symétrique des v ra-
cines Xy, Zy, - .., X, peut s exprimer rationnellement
a Paide des coefficients a,, asy ..., ay_,, a,, et
inversement. ‘ )

Aussi, le théoréme de Galois, qui est fondamental
dans sa célébre théorie, et pour la démonstration
duquel on fait usage du précédent (wvoir, par exemple,
le Traité d’Analyse de M. Picarp, L. III, p. 43g).

Je me propose ici de démontrer un théoréme ana-
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logue de I’analyse concernant les fonctions transcen-
dantes et uniformes de plusieurs variables indépen-
dantes, qui peut servir dans diverses circonstances.
Ce théoréme est le suivant:

Toute fonction entiére (uniforme et continue) et
symétrique des v racines x,, X, ..., x, de I’'équa-
tion (1) s'exprime uniformément & U'aide des v fonc-
tions symétriques élémentaires ay, a,, ..., a,, et
inversement.

En etlet, une telle fonction étant développable en
série, procédant suivant les puissances entiéres et posi-
tives de x4, x4, ..., &, ON aura

(X1, Tayevny Xy)
(2) =Qo(@y, ..y @) + Qu(@y, ..., @) +. ..
+ Qu(zr,Zay .oy @) +. ..,

ou Q. (xy, X2, ...,2,) désigne un polynome homogéne
etdedegré nen xy, Zay . .., Xy.

Sie(xy,xsy...,x,) est symétrique par rapport i ces
variables, il en sera de méme de toutes les fonc-
tions Qo, Qy, ..., Qu(2zy, xa, ..., x,); or, ces fonc-
tions sont rationnelles et, d’aprés le théoréme précé-
demment cité, elles peuvent s’exprimer rationnellement
en fonction de a,, a,, ..., a,. _ '

Ainsi, la fonction ¢ (xy, X3, . . ., x,) sera mise sous la
forme d’une série procédant suivant les puissances
entiéres et positives de a,, a,, ..., a,; elle sera donc
une fonction cntiére par rapport a ces quantités.

La réciproque est évidente. '

La démonstration s’étend visiblement au cas ou

G(Zyy Tay -0y Ty)

estle quotient de deux transcendantes entiéres. Je pense
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que le théoréme est vrai pour toute fonction uniforme
(&1, T2y 00y L)

et il serait démontré aisément, si la théorie des fonc-
tions de plusieurs variables était suffisamment déve-
loppée.

2. D'une facon plus générale, le théoréme peut
s’énoncer :

St o(xy, 23, ...,%,) est une fonction symetrique
et holomorphe dans le voisinage d’un systéme de
valeurs x, = oy, Lo="0a, ..., Xy=a,, elle sera une
SJonction X(ay,as, ..., a,) aussi holomorphe dans le
voisinage des valeurs correspondantes de a,, a,, . ..,a,
et inversement.

En s’appuyant sur ce théoréme, on établira le théoréme
suivant qui est une extension aux fonctions transcen-
dantes de celui de Galois et se démontre de la méme
facon :

Toute transcendante de x,, x,, . .., x, holomorphe
dans le voisinage d’un systéme de valeurs x,= a,,
La==0g, ..., Xy=2, et Invariable pour les substi-
tutions du groupe de Galois attaché a U'équation (1)
est holomorphe aussi de a,, a,, ..., a, dans le voisi-
nage des valeurs correspondantes.

D'unc facon plus précise, clle est holomorphe dans
le voisinage de valeurs correspondantesde Ry, R, ..., Ry,
si ces lettres désignent les variables indépendantes dont
@y, s, ..., aydépendent. Nous supposons, bien entendu,
que p < v pour que l'affect (d’aprés une expression de
Kronecker) ne soit pas nul.

La réciproque est évidente.
Ann. de Mathémat., §° série, t. IV. (Mars 19o4.) 8
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[F8g]
SUR UNE PROPRIETE DES CUBIQUES PLANES;

Par M. R. BRICARD.

1. Je rappellerai tout d’abord les propriéiés sui-
vantes :

Etant donnée une cubique plane C, sans point double,
les coordonnées d’un point variable m de cette cubique
peuvent étre exprimées en fonctions elliptiques d’un
argument «. Cette représentation peut étre faite de telle
maniére que la relation

By Mg -+ M3 = période,

entre trois valeurs [, @, g3, de I'argument exprime
que les trois points correspondants m,, m,, m; sont en
ligne droite. .

Deux points de C, m et m/, dont les arguments u
et p/ différent d'une demi-période, sont dits en corres-
pondance steinérienne. Comme il y a trois demi-

périodes distinctes,

Wy, Wg, W3 = — W — Wy,

la correspondance steinérienne peut étre établie de
. trois maniéres différentes. Pour fixer les idées, je consi-
dérerai dans ce qui suit celle que l'on obtient en
choisissant la demi-période wy. (1l va sans dire que les
deux autres jouissent des mémes propriétés.)

Les tangentes & C, aux deux points m et m', vont
concourir en un point de cette courbe.
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La démonstration de ce fait est immédiate : soient p
et p’ les points ou les tangentes a C en m et m/, respec-
tivement, vont de nouveau rencontrer la courbe, et &'
leurs arguments. On a

W+ 2p =0, '+ 2(p+ w) = o,
d’ou
. BT = + 20,

ce qui montre bien que les points p et p’ coincident.

2. Ayantrappelé ces faits classiques, je me propose
d’éiablir ja proposition suivante :

Soient a et a’, m et m/, deux couples de points en
correspondance steinérienne sur C, le premier fixe,
Pautre mobile. On peut, de trois maniéres, trouver
deux points fixes, p et q tels que les six points a, @,
m, m', p, q soient constamment sur une conique.

Soient 2, 2 4+ w,, &, W= p + w, les arguments res-
pectifs des points a, a’, m, m'. Counsidérons sur C les
points 2 ¢t ' (en correspondance steinérienne) dont les
arguments sont respectivement

VE—d—p— — v'=v+m,=—a—y.+&-
2 2

La somme des arguments des points a, @', m, !/,
n, 0’ élant égale 4 2w,, il en résulte que ces six points
appartiennent a une conique I'. '

Je dis en outre que, par un point de G aulre que a
ou a', passe une seule conique T'. Il suffit, pour le faire
voir, de montrer que les quatre points m, m/, n, n’ sont
en involution sur C, c’est-a-dire jouent tous le méme
role sur cette courbe. Le fait est évident, si I'on écrit
ainsi qu'il suit les relations qui existent entre les argu-
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ments de ces points :
l"”z B wy,
vV =v 4+ wy,

(p+ @)+ (v v')=—2a—w, -+ période.

Les coniques T', qui passent déja par deux points
fixes a et a’, sont ainsi telles que par un point de C il ne
passe qu’une scule de ces coniques. Ces conighes appar-
ticnnent donc a un faisceau linéaire, c’est-a-dire
qu’clles passent par deux points fixes p et ¢, en plus des
points a et a’ C. Q. F. D.

3. Si les points net n’' ont des arguments définis par
'un des systémes de formules,

w;
V=—a— g — — + Wy, V=V + wy,
2

W,
V=-a— - — -+ W3, v =V + w,,
2

on peut répéter sans modifications le raisonnement
. ’ \ b ’ .

qui précéde, et I'on met en évidence les deux autres

faisceaux de coniques dont I’existence avait été avancée.

4. On sait que le lieu des foyers des coniques faisant
partie d'un faisceau tangentiel est une cubique focale,
c¢'est-a-dire passant par les points cycliques et telle que
ces points soient en correspondance steinérienne sur la
cubique. Les dcux foyers réels de I'une quelconque des
coniques du faisceau (ct aussi les deux foyers imagi-
naires) sont aussi e correspondance steinérienne sur
la courbe. On conclut donc du théoréme démontré plus
haut I’énoncé suivant :

8i f, f! sont les foyers de U'une quelconque des

coniques d’un faisceau tangentiel, on peut trouver de
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trois maniéres différentes deux points fixes p et q,
tels que les quatre points p, q, f, f' soient constam-
ment sur un cercle.

Ce dernier théoréme a été énoncé dans ce Journal par
. Duporeq, sous forme de la question 1946 (1go2,
p- 973). L’auteur n’y signalait toutefois que I'existence
de deux des couples des points p et ¢.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONC()IIRS
DE 1903). SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES

SPECIALES;
Par M. A. VACQUANT,

Professeur au lycée de Nancy.

On considére une droite fixe A et deux droites
fixes B et B' qui rencontrent A mais qui ne sont pas
situées dans un méme plan.

On sait que si U'on considére une surface du second
ordre S qui passe par les trois droites A, B et B, son
centre C est situé dans le plan P paralléle aux droites B
et B' et équidistant de ces deux droites.

1° Lorsque le centre C décrit une droite dans le
plan P, la surface S passe par une quatriéme droite
fixe s’appuyant sur B et B';

2° Lorsque le point C décrit, dans le plan P, une
courbe (T') de classe m, la surface S enveloppe une sur-
Jace réglée T d’ordre am et, par chacune des trois
droites A, B et B, il passe m nappes de cetie surface X.

Montrer que la surface T peut étre considérée comme
engendrée par une droite qui se meut en sappuyant
sur les deux droites B et B' et en restant tangente é un
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cylindre de classe m dont les génératrices sont paral-
léles a A. Trouver I'équation de ce cylindre ;

3° Dans le cas particulier oit la courbe (T) est une
conique, la surface T est du quatriéme ordre et admet
la droite A comme droite dowble.

Tout plan passant par A coupe alors cette surface,
en dehors de A, suivant une conique; trouver le lieu du
centre de cette conique. ‘

Que deviennent les résultats précédents, lorsque la
conique (T') est tangente soit au plan déterminé par
les droites A et B, soit au plan déterminé par A et B,
soit & ces deux plans & la fois?

Nota. — Les candidats devront traiter le probléme
par la Géomeétrie analytique : il leur sera tenu compte
des remarques géométriques.

I. — SoruTiOoN ANALYTIQUE.

La droite A sera prise pour axe des z; 'origine des
coordonnées sera le milieu O du segment B, B, = 2¢ dé-
terminé sur A par les droites B et B'; les axes Oz, Oy
seront les paralléles aux droites B, B’ menées par O, de
sorte que les équations des droites A, B, B seront

(A) px=o,
|y=o0;

(B) ' =y=°'.
I =2cC.

(B)) 3’”:0’
)’:—C.

L’équation d’une quadrique passant par O3 est
Ar2+ Ay 2Byz +2B'zx +2B"2zy + 202 + 20y =o.

Pour que cette quadrique passe par les droites B et B/,
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il faut

A =o, B'c+ C =o; A'=o, —Be+C=o.

L’équation d'une quadrique S passant par les droites A,
B, B’ est donc:

Byz+ B'zz +B"2zy — B'cx + Bey = o.

Le centre C d’une telle quadrique est défini par les
équations :

B'z+B"y —B'c=o,

Bz +B'z+Bc =o,

By +~B'x =o.

"En multipliant les deux membres de ces équations res-
ectivement par B, B’, — B” et ajoutant, on obtient :
P P ) DYy 1] )
2BB'z=0
ou .
z=o,

en supposant BB’ £ 0; ce qui prouve que le centre G
de S est dans le plan 2O y ou P paralléle aux droites B,
B’ et équidistant de ces droites. Les coordonnées z, y
de C se déduisent des équations :

By + B>z = o,
B'(By —B'z) — 2BB'c = o,

ou, en supposant B’ =~ o,

By +B'z=o,
2BB’

By —B'z = B

C.
On en déduit, par addition et soustraction,

=T
L
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L’hypothése BB'B”5£ o signifie que S n’est pas un para-
boloide; dans le cas du paraboloide, C serait a I'infini ; on
peut supposer BB'B” =£ o.
En désignant par a et 3 les coordonnées du point C
dans le plan Oy, on a '

B« B8

B=— s B' =
c

par suite ’équation de S devient, en y remplacant B, B/
par les valeurs précédentes, supprimant le facteur B” et
changeant les signes :

(S) ays—Bzr —cxy +cBx +cay =o.
1° Si le point C décrit dans le plan 2Oy une droite D
ayant pour équation
(D) UQZ + Yoy + 1= 0,
on aura :
Upt + ¢of +1=o.
L’équation de S peut s’écrire

ay(s+c)+Bx(c— 3)+ (wex+voB)cxy =o,
ou
ay(s+c+cupr)+ Br(c — 3+ cvoy) =o.

On voit, sur cette équation, que la surface S passe par
une quatriéme droite fixe A’ représentée par les équa-
tions

(A")

{ 8+ c+cuypr =o,

c—35+crpy =o,

et s’appuyant sur B et B'.
Le plan projetant la droite A’ sur le plan 2Oy paral-
lélement 4 O 5 a pour équation

(D" UgZ + 0oy +2 =0.
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Sa trace, sur le plan x Oy, est une droite D' homothé-
tique de D, le centre d’homothétie étant O, etlerapport
d’homothétie de D’ a D étant 2. Ainsi la droite A’ s’ob-
tiendra en joignant les points d’intersection H, H' da
plan (D) avec les droites B et B'.

2° Supposons que le point Cdécrive dans le planx Oy
une courbe (T'), de classe m, ayant pour équation c¢n
coordonnées tangentielles et homogénes

(T) o(u,v,w)=o,

de degré m. Désignons par f(a, B, y)=o I'équation
de (T') en coordopnées ponctuelles homogénes. Pour
trouver I'enveloppe de la surface S, il faut éliminer «,
8, y entre les équations :

(8) ay(s—+c)+Bz(c—3)—yery=o,
W y(z+c)=m(c—z)=—czy.
‘ Ja J3 Sy

Les deux derniéres équations représentent unc droite
s’appuyant sur les droites B, B'; I’envcloppe est donc
une surface réglée T engendrée par cette droite; cela
était a prévoir, car deux surfaces S ayant 3 droites com-
munes A, B, B’ en ont une quatriéme s’appuyant,
comme A, sur B et B'.

Or si ’on pose

.lt=y(:+c), v =2(c—3), w = — czy,

pour trouver I’équation de Z, on doit éliminer «, B, Y
entre les équations :

ux+v3+wy=o,

u v __ W
- = =
fa fB fY

et le résultat de I'élimination sera I'équation tangentielle
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o(u, v, w)=o0.
Donc I'équation ponctuelle de X sera
(2) cg[y(z—}—c),z'(c—z),——cz_y]:o,

¢’est-a-dire une surface d’ordre 2m, passant par chacune
des droites A, B, B'. Si I'on coupe X par un plan z =15
on obtient une courbe qui se projette en vraie grandeur
sur le plan x Oy parallélement a Oz; cette projection
a pour équation

¢ly(h+c), z(x—h), —cay]l =o,

de degré 2m; les termes de moindre degré étant de
degré m, le point de rencontre de A et du plan z=17
est un point multiple d’ordre m de la section; donc par
la droite A, il passe m nappes de la surface 2. On voit
de méme que par chacune des droites B, B' il passe m
nappes de Z.

L’équation $(u,v, w)= o étant homogeéne, on voit
que P'équation (Z) peut s’écrire

Z+c¢c ¢c—3°
—Z,1)=o0
¥ ——cz-’—cy’ !

?’()‘5 @, 1) =o,

ou

¢n posant

Z—'r‘c__)\ (,’—-Z__
——C.l‘_ ) . -——C_}’_H’
c’est-a-dire
(8)

z+c—+Acy =o,
5—cCc—pcy =o.

Ces équationsreprésentent une droite A s’appuyant sur B
et B'. La surface X est engendrée par cette droite A. La
projection &' de A sur Oy a pour équation

(COR Az 4+ py +2 =o.
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Ses coordonnées sont

u' =, v'=u, w' = 2.
On en déduit
’ ’
21 20
)\= il y.: i
W W

Donc ladroite &' enveloppe une courbe ayant pour équa-

tion tangentielle
2u' 2¢
¢ (7) W I> = o,
oun

(") ¢(2u',2¢, w') = o,

ce qui montre que la droite A, génératrice de I, reste
tangente a un cylindre dont les génératrices sont paral-
leles 2 Oz ou A et dont la base, dans le plan xOy, a
pour équation tangentielle (T’), de degré m; ce cylindre
est donc de classe m. L’équation ponctuelle de ce cy-
lindre est la méme que Péquation ponctuelle de la
courbe (I"); or les courbes (T') et (I") sont homothé-
tiques par rapport au point O, le rapport d’homothétie
de (I") a (T) étant 2. Si

f(d,p)=0

est 'équation ponctuelle de (T') en coordonnées non
homogénes, celle du cylindre (I') sera

3¢ Si la courbe (T') est une conique ayant pour équa-
tion tangentielle

o(u,v,w)=aut+a'vi+a" wi-+2bvw + 20 wu—+25"uv =o,

la surface ¥ est du quatriéme ordre et a pour équation
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ponctuelle :

ayt(c—+z)+a'x?(c—z)2
(21) +a" ety —2bexy(c — z)
—a2blexyr(c+35)+20"xy(c—3)(c+ 3)=o.

Cette surface T, admet les droites A, B, B’ comme droites

doubles et un plan »
y—mx=o,

passant par O z coupe Z;, en dehors de A, suivant une
conique (C,) intersection du plan et du cylindre
am?(c+3)2+a'(c—3)?
+a'ctm?x?— 2bemx(c — 3)

—ab'emitz(c+3)+2b"m(c—3)(c+3)=o.
Les équations du centre de cette conique sont

y—mz=o,
a"ctmrx —bem(c—z)— bc'b'em?(c+3) =0
b

am?*(c+3)—a(c—3z)+ bemx —b'emix — 26" ms = o,

ou
Yy = mx,
(2) a'cmz + (b—b'm)s=c(b+ b m),
cm(b—b0'm)x + (am2—2b"m +a')zs = c(a'— am?).

Ces équations permettent d’exprimer les coordon-
nées x, ¥, z d’un point du lieu en fonction du para-
métre m; en résolvant les deux derniéres par rapport
A x et z, on obtient:

- c[(b+b'm)(am2—2b" m—+a')—(b—b'm)(a ——am’)]
cm|a’ (am’—zb”m—i—a )— (b —b'm)?]

ou
_b(2am?— 26"m) + b m(—26"m-+2a’)
T m[a" (am*—2b" m +a') — (b— b m)?]
ctm[a"(a' — am?) — (br*— b'tm?)]
em[a"(am?—2b6"m+a')— (b — bm)]’

b

3=
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Si 'on désigne par A, A’, A”, B, B, B’ les coefficients
de a, d', a", b, ¥/, 5" dans le développement du déter-
minant

a U b
" a b |,
b b a'

¢’cst-a-dire si l’on pose

A=aa — b2, A'=aa"— b'?, A"=aa'— b™
B=¢b6b" — ab, B = bb" — a!bl’ B = bbl_allblr,

les équations du lieu s’écrivent :

Sx= —2Bm — 2B’ ,
A'm2+ 2B"m + A
(s) c(A— A'm?)
T T Amr+ 2B m+A’
\)’: mx.

Ces équations représentent une conique (o) dont la
projection sur le plan Oy, parall¢lement a Oz, a pour
équation

(31) Ayr+aB'zy + A+ 2By +~2B'z=o.

Or I'équation ponctuelle de (T') est
q I
Azt+ Ayt + A"+ 2By + 2B’z +2B"2y =o.

La conique (5,) est donc homothétique ¢t concentrique
ala conique (T).
Pour m =o0, on a
2B’
y=o, T == z=c,
c'est-a-dire un poiut H, de la droite B se projetant
sur xOy au deuxi¢me point de rencontre h, de la
conique (oy) avec Ox; de méme (s) rencontre la
droite B’ au point H| se projetant sur xOy au deuxiéme
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. " 14 B
point de rencontre %, de (3,) avec Oy. Pour m =—

on a
_ c(AB*— A'B?)
#= ABT_3BBB + ADB?’

c’est-a-dire un point A, de la droite A. Le plan de la
conique (=) est défini par ces trois points H,, H) et A,.

Si la conique (I') est tangente au plan (A, B) ouy =o,
clle est tangente a la droite ¥ = o et on doit avoir
@’'=o. Si la conique T' est Langente au plan (A, B)

ou x = 0, on aura
a = 0.

La surface X, se décompose, suivant 'un ou 'autre cas,

dans
y=o0 [plan(A,B)]

et une surface du troisiéme ordre

ay(c+ 3)+a' ccaly — 2bcx?(c—3)

(29)

—2bcxy(c+35)+20'2x(c—3)(c+3)=o,

ou dans
z=o0 [plan(A, B")]

¢t une surface du troisiéme ordre

a'x(c—s)+a"cxy?—20cxy(c—z
(24) i ) > Y )

—2bcy(c+5)+20"y(c—3)(c+3)=0.
Tout plan passant par A,
y—mx=o,

coupe I, ou I; suivant unc conique dont le lieu des
centres est encore une conique (o).

Si la conique (T') est tangente a la fois aux plans
(A, B)et (A, B') on a en méme temps
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La surface X se décompose dans ces deux plans y =o
et x = o, et une quadrique

a’'ctzy —a2bcx(c—3z)—2bcy(c+z)
+20"(c—3)(c+3)=o0.

(Z4)

Tout plan y —mx =o passant par la droite A
coupe I; suivanl une conique, car A n’est pas situé
sur Xy, et le lieu des ceutres de cette conique est encore
une conique (o). Dans ce cas, on peut ajouter que le
plan de (o) est le plan diaméiral conjugué de la direc-
tion A dans la quadrique Z;. Les droites B et B’ appar-

tiennent a cette quadrique. Le point A, se confond
avec O.

II. — CoNSIDERATIONS GEOMETRIQUES.

On peut établir par la géométrie presque tous les
résultats demandés.

1° Soit D la droite décrite par les centres des qua-
driques S, et D' I’homothétique de D, par rapport 4 O,
le rapport d’homothétie de D' a D étant 2. La qua-
drique S admettant pour centre un point Cde D passe
par la droite A, symétrique de A par rapport a C; le
plan (A, D) coupe S suivant une deuxiéme droite A’
qui est fixe quand C varie, car le plan (A4, I)') qui passe
par D’ et qui est paralléele a A est fixe, et la droite A’
passe par les points de rencontre H et H' de ce plan avec
les droites B et B'. :

2° Considérons la tangente ¢ en un point C de la
courbe (T'); quand C décrit 3, les surfaces S passent (1°)
par une quatriéme droite fixe A dont la projection
sur xOy parallelement 4 A est une droite &' homothé-
tique de 8 par rapport 2 O, le rapport d’homothétie de &
a % étant 2; la droite &' est tangente a la courbe (T') ho-
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mothétique de (T') au point C' homologue de C. Quand
le point C varie trés peu sur T et vient en C,, ladroite A
varie trés peu; les deux surfaces voisines S et S, ont deux
génératrices voisines A ct A, qui se confondent quand C,
vient en C; or, les deux quadriques S et S, passant par
les droites fixes A, B, B’ ont comme intersection variable
une quatriéme droite dont la position limite est A
quand S et S, se confondent; donc I'enveloppe T des
surfaces S est engendrée par la droite A rencontrant B
et B, el se projetant sur le plan P parallélement a A
suivant une tangente 0’ a la courbe (I”), c’est-a-dire par
la droite A rencontrant B, B’ et restant tangente au
cylindre dont les génératrices sont paralléles a A et qui
a pour base la courbe (I") du plan xOy ou P. Les
courbes (T') et (I') étant homothétiques sont de méme
classe m; parsuite, le cylindre (I') est aussi de classe m.
De ce mode de génération de X, il résulte aisément que
la section de X parun plan passant par A se compose de
cette droite A comptée m fois et d'une courbe de degré
m, ce qui montre que X est d’ordre 2m. Le raisonne-
ment est analogue a celui que nous allons indiquer dans
le cas particulier m = 2.

3° Dans le cas particulier ou la courbe (T') est une
conique (m = 2), la surface Z est une surface du qua-
triéme ordre X,, car tout plan & passant par Oz ou A la
coupe en suivant une conique (y) et la droite O3 qui
doit étre comptée comme double; en ellet, un plan tan-
gent ¢ au cylindre (I'") coupe le plan ® suivant une
droite z, 5, paralléle 2 Oz, et sur cette droite il y a
deux points de la section et pas davantage, car par 3, z,
on peut mener deux plans tangents au cylindre (T') et
dans chacun d’eux il y a une droite A. La droite A se
confond avec zz' quand le plan tangent &’ passe par O z,
ce ¢qui arrive deux fois; donc Oz est unc droite double
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de Z,. Par un point H de la droite B, il p;sse deux
génératrices A; de méme par un point H' de B'; donc
B et B’ sont aussi des droites doubles de X,.

La trace OM du plan » sur xOy coupe (I') en m,
et myet z,z, en m; quand le point m en décrivant OM
vient en m, ou m,, les droites z,z', sont des tangentes
paralléles 4 la conique (y) aux points M, ct M;; le
centre w de cette conique est le milieu du segment M, M,
donc le lieu de w se projette sur x Oy suivant le lieudu
milieu w, de m,m,. Soit O’ le centre de (I"). Les
droites Ow, et O'w, éiant paralléles & deux diamétres
conjugués de la conique (I'") engendrent deux faisceaux
homographiques et le lieu de w, est une conique (s)
passant par O et O'; les tangentes en ces points sont
paralléeles & la direction conjuguée de OO' dans la
conique (I'"); par suite le centre de (o) est le milieu O,
de OO0/, c’est-a-dire le centre de (T'). Les deux co-
niques () et (I”) sont homothétiques, car elles ont, en
direction, les mémes systémes de diamétres conju-
gués Ow,, O’ w,. Donc la conique () est concentrique
et homothétique 4 la conique (T'). Sur toute génératrice
du cylindre (s,), projetant la courbe, lieu de w, il n’ya
qu’un point de ce lieu qui est par suite une conique ()
rencontrant les droites B, B’ aux points H,, H| dont les
projections sont les deuxiémes points de rencontre h,,
R, de (s,) avec Oz, Oy; en effet, quand le plan &
coincide avec 50x, la conique (y) devient la droite
double B admettant pour centres tous ses points; et 1’on
peut dire, par continuité, que le point w vient en H,,
comme on 'a vu analytiquement. De méme la co-
nique (o) passe par H;.

Si la conique (T') est tangente au plan (A, B) et, par
suite, 40wx, il en est de méme de (I"). Par un point H
de la droite B, on peut mener deux plans tangents au

Ann. de Mathémat., 4° série, t. 1V. (Mars rgoj.) 9
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cylindre (I"), mais I'un d’eux est toujours le plan z0x
qui contient la droite A correspondante; l’autre plan
tangent contient la deuxiéme droite A qui engendre une
surface X, du troisiéme ordre admettant B’ comme droite
double, A et B comme droites simples. Dans ce cas la
surface du quatriéme ordre I, se décompose donc dans
le plan (A, B) et la surface du troisi¢me ordre X,.

De méme si (T') est tangente & Oy, la surface du
quatriéme ordre X, se décompose dans le plan (A, B') et
une surface du troisiéme ordre ¥, admettant B comme
droite double, A et B’ comme droites simples.

Enfin si (T) est tangente a la fois 4 Ox et Oy, la
surface Z, se décompose dans les plans (A, B), (A, B')
ct une quadrique X; passant par les droites B, B/, mais
ne passant pas par A. Dans ce cas la génératrice A de I,
cst une tangente au cylindre (T') s’appuyant sur les
tangentes B et B’ a ce cylindre.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — 1. Etant donné dans un plan x0 y un
contour fermé (C) et l’intégrale curviligne

J::[de+Qdy,

étant prise le long du contour C, établir la formule de
Green qui exprime J a l’aide d’une intégrale double.

Condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale J
prise suivant un chemin allant du point My au point M ne
change pas quand on fait varier le chemin en laissant
JSizes les deux points M, et M.

II. En coordonnées rectangulaires O zys, former l’équa-
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tion aux dérivées partielles des surfaces représentées par

Uéquation
z—ab = f(r),

ot a est une constante, f une fonction arbitraire de r, et ou
l’on pose

6 = arc tang‘g, r =z 22,

Intégrer le systéme

de _dy _ ds

=% "

IIL. En coordonnées rectangulaires, on prend sur le para-
boloide représenté par l’éguation

z=uzxy

la courbe (C) dont la projection sur le plan des x y est un
cercle de rayon R ayant son centre a l’origine; on méne
le plan tangent au paraboloide en un point M situé sur la
courbe (C).

Lorsque le point M varie sur cetle courbe, montrer que
le plan tangent fait un angle constant avec Oz, trouver
U’enveloppe de sa trace sur le plan xOy, trouver l’aréte.
de rebroussement de la surface développable qu’il enve-
loppe, et les développantes de cette aréte de rebroussement.

(Juillet 1go3.)

Montpellier.

EPREUVE ECRITE. — La normale au point M d’une surface
coupant le plan XOY au point P, on considére les surfaces S
telles que MP = OP.

1° Former l’équation aux dérivées partielles de ces sur-
Jaces; '

2° Intégrer cette équation et former Uéquation générale
des surfaces S;

3° Déterminer celle de ces surfaces qui passe par la pa-

rabole
r=12a, z*=12by;

4° Déterminer les lignes de courbure de cette derniére
surface.



(132)

- EPREUVE PRATIQUE. — On considére la courbe définie en
coordonnées rectangulaires par les formules

z=3¢t y=38, s=28,

ou t est un paramétre variable.
Exprimer en fonction de t l’arc de la courbe, le rayon
de courbure, le rayon de torsion.
Montrer que la courbe peut étre considérée comme une
hélice tracée sur un certain cylindre.
(Novembre 1903.)

Marseille.

EPREUVE ECRITE. — L’aréte de rebroussement de toute sur-
Jace développable circonscrite & une sphére est une ligne
géodésique d’un céne concentrique & la sphére. C’est aussi
la courbe que peut envelopper sur le céne une droite tan-
gente a la fois au cone et a la sphére concentriques.

Pour démontrer ces théorémes on peut répondre aux
questions suivantes :

1° Déterminer par un coefficient angulaire m' la position
limite de 1’intersection du plan tangent a l’origine et du
plan tangent voisin en un point satisfaisant & la relation
¥ = muz, la surface étant représentée par un développement
en série entiére de la forme

s3=axi+2bry +cyr-+....

2 Traiter le cas o la surface est développable;

3° L’aréte de rebroussement d’une surface développable
circonscrite & une sphére de rayon R est une courbe C dont
les tangentes touchent la sphére;

4° St Uon prend l’origine des coordonnées rectangulaires
au centre de la sphére, la courbe C satisfait & l’équation
différentielle

(yds—zdy)+ (sdr —xds)+ (xdy — y do)?
= R2(dz?+ dy?+ dsz?);

5° Une ligne géodésique d’un cone ayant son sommet &
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Uorigine satisfait a la méme équation différentielle, o R
a une valeur convenablement choisie;
6o Conclusion.

SoLuTION.

La cinquiéme question offre seule de P'intérét.

La normale principale d'une géodésique est perpendiculaire
au plan tangent au coné, et par suite & la génératrice du point
de contact. On a donc

ou

On tire de la
dxr d dr __ dr

fr—=2X

e e e A P

d’ou, en appelant R? une constante,

(2x dr )= (Sx2— R2) ds?

et par suite
S(yds—rdy)= R2E dz?.

On peut aussi montrer géométriquement que l'aréte de re-
broussement d'une développable circonscrite a une sphére
est une géodésique du cone concentrique (voir SALMON, Géo-
métrie a trois dimensions, familles de surfaces, n°® 430).

Une autre démonstration géométrique repose sur ce fait que
la paralléle a la normale principale de Paréte de rebrousse-
ment, menée par le point ou la génératrice de la dévelop-
pable touche la sphére, est dans le plan tangent & la sphére.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le systéme d’équations dif-

Jérentielles
dzr

dt

dy _
= T —3

dz
dt

=2r+ Yy —3

3z —3y—a.
(Novembre 1903.)
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Lille.

EPREUVE ECRITE. — 1° Etablir les propriétés générales des
Jonctions méromorphes . doublement périodiques qui se
rapportent & leurs zéros et a leurs péles. Conséquences
tmmédiates de ces propriétés.

2° Soient MN et MT la normale et la tangente en un
point M d’une courbe plane, limitées & U'axe Oz. Déter-
miner toutes les courbes G pour lesquelles on a

ON %< OT = 42,

k désignant une constante.

Chercher les trajectoires ozthogonales I' des courbes
obtenues.

En un point de coordonnées positives xo, y, passent une
branche de courbe C et une branche de courbe T qui limitent
une aire plane; calculer cette aire en fonction de x, et y,.

SOLUTION.

L’équation du probléme est
— =) (z+yy) =k
(==5)
Si 'on prend comme nouvelle fonction u = 22+ y2-+ £2,
x restant la variable, cette équation devient
2ut'= (u?+ §k?)x;

elle rentre dans le type de Lagrange. Par différentiation, on
obtient
du’
dz —

818

Les courbes G ont pour équation :
k2 o
22+ Y2+ k= ax?+ > (a const. arbitraire).

Les courbes I coincident avec les courbes C. Par un point
du plan (g, y,) passent deux courbes de la famille limitant
une boucle dont I'aire est aisée a-calculer.

(Juillet 1903.)
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EPREUVE ECRITE. — 1° Les fonctions ¢, { étant supposées
continues et dérivables par rapport aux deux variables x,
¥, sous quelles conditions l’intégrale

/(cp—!— ) (doe + i dy),

prise le long d’un contour fermé, sera-t-elle indépendante
de ce contour?

2° Lorsque cela aura lieu, quelle sera la propriété cor-
respondante de la variable complexe o + il considérée
comme fonction de la variable x + iy?

3° Quelle sera la propriété correspondante du systéme
de coordonnées curvilignes défini par les deux équations

o(z,y) = counst., Y(x,y) = const.?

4° Quelle sera la propriété correspondante de la transfor-
mation géométrique définie par les deux équations

X=¢(z,y7) Y =4{(z,y)?
5” Une courbe plane étant définie par les deux équations

xsina —ycosa = f(a),
rcosa + ysina = f(a),

déterminer la fonction f(a) de telle sorte que le rayon de
ds . .
courbure < Sout inversement proportionnel au rayon
vecteur y r*+ y2.
SoLuTION.
L’équation du probléme est
'+ NV+fr=k
Elle admet comme intégrale premiére
3 ) A
(fe+f*)2 =3kf+a (aconst. arbitraire .

Une quadrature donne « en fonction de f

. i
 JVekfrai—p
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en posant 3kf -+ a = u3, on obtient

f 3urdu
a= V(wds+3ku—a)(— 13 + 3ku—a)’

quadrature hyperelliptique. Pour la discussion de la forme des
courbes correspondantes parmi lesquelles.figure comme cas
trés particulier la lemniscate, consulter : TissErAND et PaAIN-
LEVE, Exercices d’Analyse, p. 327. (Novembre 1903.)

CERTIFICATS D’ASTRONOMIE,

Marseille.

EPREUVE ECRITE. — Description sommaire de la lunette
méridienne. Formules employées pour corriger une obser-
vation de passage en supposant imparfait le réglage de
la lunette méridienne.

Etablir ces Jormules et indiquer comment on calcule les
constantes qui y figurent.

EpREUVE PRATIQUE.— Calculer le volume du tétraédre OABC
connaissant les longueurs (a, b, c) des arétes qui abou-
tissent au sommet O, ainsi que les angles (2, B, ) que
Jorment deux a deux ces arétes.

Données numériques :

m
a = 421,567,

a 5
b = 657,643, B=098. 9.2
¢ = 549,536, v =54.43.

SoLuTION.

V= %abc‘/sinpéin(p—a)sin(p—Q)Sin(p—«()= %abcA.
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Log.
2P 228.18:22:2 sinp......... T,9602117
) 2T ee. T4, Q.01 sin(p —ay... 7,7962916
P— %o 38.43.32,5 sin(p—B)... T,4402308
p—Bo...... 15.59.43,4 sin(p —¥)... T,9350139
P—Veurnn. 59.25.53,2 I T,1317480
Avvninnnns .. T1,5658740
T foms colog.3...... T,5228787
V= 1868980 Berenannnnn, 26248666
2 2,8179902
Covivnnnnnnnn 2,7399961
Voo 7,2716056

(Novembre 1got1.)

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — I. Etude du mouvement de la Lune
sur la sphére céleste; détermination de l'époque du pas-
sage de la Lune par un neeud; rétrogradation de la ligne
des neeuds; nutation de !’orbite lunaire; révolutions tro-
pigue, sidérale, synodique de la Lune; révolution tropique
des nceuds.

II. Définition des inégalités séculaires, des inégalités
périodiques et des inégalités a longue période; qu’en-
tend-on par stabilité du systéme solaire ?

EPREUVE PRATIQUE. — A Metz, dont la latitude est

© = 49°7'14",
on a observé ’azimut et la hauteur d’une étoile
a = 224°38'10", h = §6°9’ 20",
heure sidérale au moment de l'observation étant
8 = 22"56™;

ealculer U’ascension droite et la déclinaison de l’étoile.
(Novembre 1901.)
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SOLUTIONS DE QIIESTIONS PROPOSEES.

1947.

(1902, p. 575.)

La condition nécessaire et suffisante pour que les points
de contact des tangentes communes & deux conigques sotent
sur un méme cercle est que leurs foyers soient sur un
méme cercle et y forment une division harmonique.

(E. Dvurorco.)
SOLUTION
Par M. Tme.

Soient G et C' les deux coniques données. On sait que les
huit points de contact de leurs tangentes communes sont sur
une méme conique F, lieu des points tels que les tangentes
issues de 'un d’entre eux, m, & C divisent harmoniquement
I’angle formé par les tangentes issues du méme point a C'.

Pour que F soit un cercle, il faut et il suffit que chacun des
points cycliques I et I' satisfasse a la condition énoncée pour
le point m. Autrement dit, soient f et g les foyers réels de C,
S'et g’ ceux de C': chacun des faisceaux I (fg f'g)etl'( fgfg')
devra étre harmonique, deux rayons conjugués étant, dans le
premier faisceau, If et If7, et dans le second, I'f et I'f".

On conclut immédiatement de 13 la propriété énoncée.

1948.

(1802, p. 575.)
Etant donnée une quadrigque, trouver les surfaces :
1* Telles que la droite qui joint chacun de ledrs points

au péle du plan tangent s’appuie sur une droite fizve;
2° Telles que la méme droite passe par un point fize.
’ (A. PELLET.)
SOLUTION

Par M. R. BricArp.
Résolvons d’abord la question suivante de Géométrie plane:

Etant donnée une conigue C, déterminer les courbes telles
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que la droite joignant chacun de leurs point¥ au péle de
la tangente passe par un point fize.

Soit o le point donné. On peut supposer, grice a une trans-
formation homographique convenable, que C est un cercle et
que o est le centre de C.

Dans ces conditions, soient 7, un point de la courbe cherchée,
mt la tangente en ce point, p son pdle par rapport a C. Les
trois points o, p, /n étant en ligne droite, il est nécessaire que
'om soit perpendiculaire & m¢. Autrement dit, la normale en m
a la courbe cherchée passe par le point fixe o, et cette courbe
est un cercle concentrique a C.

Revenant au cas général par une nouvelle transformation
homographique, on voit que les courbes cherchées sont des
coniques bitangentes a C, et telles que la corde des contacts
soit la polaire par rapport & G du point fize donné.

Cela posé, abordons les questions proposées.

1° Soient

(Q) la quadrique donnée;

D la droite donnée;

m un point de la surface cherchée (S);
(P) Ie plan tangent a (S) au point m.

Appelons A la droite conjuguée de D par rapport a (Q). Le
plan (mA) coupe (Q) suivant une conique G et (S) suivant

une courbe T. Le plan (P) a pour trace sur le plan (mA) la
tangente mt a C.

Soit w le pdle du plan (P) par rapport a (Q); il se trouve
sur la droite G, conjuguée de m¢ par rapport a la méme qua-
drique; les droites G et D passent toutes deux par le pdle du
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plan (mA) et sont par suite dans un méme plan, qui contient
aussi le point m puisque, par hypothése, mw rencontre D,

Il en résulte que si I'on appelle p la trace de G sur le
plan (mA), c’est-a-dire le pole de mt par rapport a G et o la
trace de D sur le méme plan, la droite mp passe par le point o.
Si donc on se reporte au lemme démontré précédemment, on
reconnait que la courbe I' est une conique bitangente a (Q)
auz points d’intersection de cette surface et de A.

Imaginons maintenant une série continue de coniques I' satis-
faisant a cette condition. Elles engendreront une surface
Jouissant de la propriété énoncée, et cette génération est
aussi générale que possible.

On peut présenter autrement cette solution: considérons
deux coniques I, infiniment voisines. Elles appartiennent a un
méme cone bitangent a (Q), aux points d'intersection de cette
quadrique et de A, et ayant son sommet sur D. Ce cOne est
circonscrit a (S) suivant T'. L’une quelconque des surfaces
cherchées est donc ’enveloppe d’un tel céne, vagiant suivant
une loi continue quelconque.

On verra sans peine que 'on peut encore énoncer le mode
suivant de génération :

L’une quelconque des surfaces (S) est l'enveloppe d’une
quadrique circonscrite & (Q), variant de telle maniére
que le plan de la conique de contact tourne autour de
la droite A.

2° Supposons maintenant que la droite mw soit assujettie a
passer constamment par le point o. Par un raisonnement tout
semblable au précédent, on voit que tout plan passant par le
point o doit couper (Q) suivant une conique T bitangente, a
cette quadrique, et telle que les tangentes a I' aux deux points
de contact aillent concourir au point 0. On en conclut immé-
diatement la réponse suivante & la question posée :

Les surfaces cherchées sont les quadriques circonscrites
a (Q) suivant la conique intersection de (Q) et du plan
polaire du point o par rapport a cette quadrique.

Remarque. — Les surfaces qui répondent aux questions 1°
ct 2° sont respectivement les surfaces de révolution et les
sphéres de la Géométrie cayleyenne. On sait que, dans cette
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Géométrie, on cherche a généraliser les propositions de la Géo-
métrie ordinaire en remplacant le cercle de !’infini ou ombi-
licale par une quadrique quelconque (Q). Dans la Géométrie
cayleyenne, les sphéres sont les quadriques circonscrites a (Q),
deux droiles sont dites perpendiculaires quand elles sont
conjuguées par rapport a (Q), etc.
Les théorémes de M. Pellet étendent a la Géométrie cay-
leyenne les théorémes suivants de la Géométrie ordinaire :

Les surfaces dont les normales rencontrent une droite
fixe sont les surfaces de révolution.

Les surfaces dont les normales passent par un point fixe
sont les sphéres.

On pourra consulter, pour une étude approfondie de la Géo-
métrie cayleyenne, et en particulier pour I'extension a cette
Géométrie des notions de distance, d’angle, de lignes de
courbure, de lignes géodésiques, etc., la Théorie des sur-
faces de M. Darboux (T. III, Livre VII, Chap. XIV).

1972.

(1903, p. 240.)

Déterminer z ct h de facon que les intégrales

" :f (22 + h)dz
Va(z —1)(z — i) (z—9)

(ax—5N) dx
J Vrr+ et —jr 1

solent pseudo-elliptiques et les calculer. (DovrsxNiA.)

SOLUTION
Par M. DoLBN1A ().

1° Admettons a priori que 'intégrale « satisfait a une rela-
P q o

(') Le probléme, pour étre complétement traité, exige des calculs
assez compliqués, comme d’ailleurs toutes les questions relatives
aux intégrales pseudo-elliptiques. Nous nous contenterons, pour
cette raison, de résumer la solution d¢ M. Dolbnia. Les résultats
indiqués peuvent étre vérifiés par différentiation.

La méme remarque s’applique a la question 1973 (voir ci-apreés).
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tion de la forme
(1) 23+ ax?+ bxr + ¢ = Asin(ui) (i=vV=1),

a, b, ¢, ) étant des coefficients constants que I'on cherchera
a déterminer par identification. A cet effet, on différentiera la

. du
relation (1) en remplacant 7z P

(2 + h) .
Va(z —1)(x—4)(z—9)

On trouve
a=—14, b=49, c=)\=—18,
a=3, h=—7
et I'on a finalement

(x—%>dz

Vz(z —1)(z—§)(z —9)
=]og[x3—|4m?+ tor —18
+(z—7)Wa(z—1) (z—4) (@ —9)]

u =

2° La méme méthode appliquée a l'intégrale ¢ conduit au

résultat suivant :
a =3, 5h=r1,

"_f (bx —1)dx
Vbt + ozt — fo 41

= log[x-"'+x‘+ 3z3— 22— 2
+ (23 + 2+ 22) YT+ 2% — G+ 1].

Autre réponse de M. NicoLAs KRYLOFF.

1973.

(1993, p. 240.)

Trouver dans quels cas les intégrales abéliennes
) dz

U = 3 >
f V(zt+2ax + b) (22 +2rz + 5)°

0 f dr

= b

Viz—=a)(x—b)3(a*+cx +e)

dz

v =fV<w —ay(@—b)ilz—orrt
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peuvent étre ramenées & des intégrales elliptiques et faire
ces réductions. (DoLBNIA.)

SOLUTION
Par M. DoOLBNIA.

1° La réduction est possible quand on a

b4+ s=2ar.

Dans ce cas, l'intégrale « prend la forme elliptique

7 ds
\/Aza—'g—iuz—s)*(a?—b)

au moyen de la substitution définie par la relation

u =

L

(r—a)z+(s—b)x +as—br
24277 4§

3 1 8
== \/4z3—;—6(r?—s)2(a?—1)).

2 r2—s

2° La réduction est possible si I'on a

e=—%(ac+bc+2ab),

ct Uintégrale ¢ prend la forme 3

° dz
v = s
1
t/ \/.$z3—2‘36(c+2b)(c+2a)?(a-—b)3

par la substitution définie par

(r—b)’ 23,38 5

\T — a = (a—b)3(c+za)ﬁt‘-' '

3o La réduction est possible si 'on a

ab+3bc —4ac=o0
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et l'on obtient

u dsz

= ,
(3 2ncd(a+3c)(a+20)
4 3. ab(a—c)? ¥

au moyen de la substitution définie par

(r—e)(z—c)® _ Jha*(a—c)2(a+2c)? "
(z—a) - 2%(a + 3¢)? ST

QUESTIONS.

1992. On donnc dans I'espace une courbe C.
Définir la surface réglée la plus générale dont C est la ligne
de striction en méme temps qu’une ligne asymptotique.
(R. BricARrD.)

1993. Soient m et m' deux points d'une ellipse E. Sur la nor-
male en m, on porte extérieurement a I'cllipse une longueur mp
dgale au demi-diamétre conjugué de celui qui aboutit en m.
Soit p' le point analogue que I'on peut construire sur la nor-
male en m/.

Démontrer que si la tangente en m' contient le point p, I
tangente cn m contient le point p'. (R. Bricarp.)

1994. La normale au point M d’une conique de centre O a
pour péle le point N. On projette orthogonalement M en P sur
la droite ON. Le cercle mené par N, P et un point fixe quel-
conque, passe par un autre point fixe lorsqu’on fait varier M
sur la conique.
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CGONGOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1904.

—_——

Sujet.

Déterminer toutes les courbes algébriques
dont Uordre ou la classe ne dépasse pas quatre,
et qui admelttent une infinité de coniques tritan-
gentes égales entre elles.

Conditions.

Le Concours est ouvert a tous les lecteurs des Nou-
velles Annales de Mathématiques.

Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet
proposé donnera droit, au profit de I'auteur :

1° A un crédit de 200 d’Ouvrages a choisir dans le
Catalogue de M. Gauthier-Villars;

2° A la publication du Mémoire;

3° A un tirage & part gratuit de 100 exemplaires.

Les manuscrits devront étre parvenus a la Rédaction
avant le 1*° mai 1905, terme d’absolue rigueur.

Les auteurs pourront, a leur gré, se faire immédiate-
ment connaitre, ou garder provisoirement. I’anonymat.
Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une
devise ou un numéro d’ordre arbitraire, et sera accom-
pagné d'un pli cacheté renfermant, avec la méme indica-
tion, le nom, et ’adresse de 1'auteur. Les plis cachetés
en question ne seront ouverts par la Rédaction qu’a
partir du 1°" mai 1905 et aprés le jugement prononcé.

Ann. de Matheémat., 4* série, t. IV. (Avril 1904.) 10
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Aucune limite n’est fixée quant a I’étendue des Mé-
moires ; mais, A mérite égal, les plus concis seraient pré-
férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du
reste que I'insertion d'un Travail trop étendu serait
matériellement impossible.

Le jugement du Concours sera prononcé avant le
1°° juin 1905, et le résultat en sera, sans retard, publié
dans le journal. .

La Rédaction, et les juges du Concours qui se seront
associés a elle, se réservent la faculté :

1° De partager les récompenses ci-dessus mention-
nées, au cas tout a fait exceptionnel ol deux Mémoires
y auraient droit avec un égal mérite;

2° De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les
Mémoires envoyés, aucun ne semblait en étre digne.
Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-
portés sur un Concours ultéricur, et 'annonce en serait
faite dans le journal en temps utile. '

L’auteur du Mémoire récompensé scraimmédiatement
avisé par la Rédaction et voudra bicn faire connaitre
sans retard s’il désire que la publication de son travail
ait lieu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son
silence scrait interprété comme une autorisation de pu-
blier le nom.

Les RépacTeurs.
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[D6b]
DEFINITION DE sinz PAR UN PRODUIT INFINI;

Par M. L. DREYFUS.

Tuatoreme. — Si ’on considére les séries

Sp=apo+aps1+...+apn+... .

supposées uniformément convergentes en fonction
de p, et si les quantités ap , ont pour limites, lorsque
Uentier p augmente indéfiniment, des nombres an, la
série

S=ay+a,+...+~a,+...
étant convergente, les sommes S, ont pour limite S.

En cffet, ¢ étant un nombre positif donné, je peux
déterminer un entier, tel que les restes R, et Ry m

. . € vse s 1e. s 3
soient moindres chacun que 3, linégalité Rpm<l3
ayant lieu quel que soit p; m étant ainsi déterminé, il
cxiste un nombre P tel que la différence S, » — Sy soit,

. € .
en valeur absolue, moindre que 7 si p>P; et, par
suite, la différence
S—s,

sera, si p>>P, moiudre en valeur absolue que le nombre
positif ¢, choisi aussi petit qu’on le veut : c’est dire que
S, a pour limite S.

Tutonime. — Je considére les produits infinis

Py=(1 +ag0) (1+ag1)...(1+ agn)...

uniformément convergents en fonction de q; si le
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quantités aq , ont pour limites des nombres a,, le pro-

duit infini

P=(14 ap)...(14+an)...

étant convergent; je dis que les produits P, ont pour
limite P.

En effet, je peux considérer ces produits infinis
. comme somme des séries

Py=PP+PPag 1+ PPag,+...,
P =PW 4+ POg 4+ PWa, +...,

en désignant par P{" le produit des n premiers facteurs
de P, et par P(®) celui des n premiers facteurs de P.

On est alors ramené au théoréme précédent, car a, ,
tend vers ay, le produit limité P;” a pour limite le pro-
duit limité P et les séries donnant P, sont, par hypo-
thése, uniformément convergentes.

Je considére le produit infini

P(z)=z<x—:—z> <1—:_;)...,

z étant une variable complexe de module Z; la série des

modules
72 72 YA

T2 472 n?m?

étant, quel que soit z, dans une aire donnée, unifor-
mément et absolument convergente, le produit sera
lui-méme absolument et uniformément convergent et
représentera une fonction de z définie et continue en
tout point du plan de la variable complexe z.

Elle admet les zéros simples .

o, 1, 2, 3, ...
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TrtoriMe. — La fonction P(z) admet la période 2.

Je vais démontrer d’abord que I’on a
P(z+7)=—P(2).

En effet, le produit P(z) est équivalent au produit
infini

Q(z):z(n—%) (l—l—;) (1——:—11) <1+ %),

ce produit infini n’est plus absolument convergent, on
ne pourra en intervertir les termes d’une fagon quel-
conque, mais on pourra les déplacer d’un ou deux rangs
sans changer la convergence ni la valeur du pro-

duit Q(z).

Je pose
vo(3) = z,

P
0ep(8) =1+ —
2p( %) +p1r’

z
vep—1(2) =1— Ft;

on a

Pm= Qam=000193...92m.

Je remplace dans Pn(z), 5 par z+=; jaurai les
égalités

. _ 3 _
Vip—(3+T) = PP l (‘*’(p_;)n> = PP = 02pms,

-+ z “+1

pour les deux premiers Lermes, ces formules ne sont
plus applicables, car p =o0 ou 1, etl'on a

3 vo(3z
n(srm=—>i =)

>

00(5+T) =3+ T =7vy(3);
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par suite, on peut écrire

. m-a
Qam (34 T) =— 030004 V1 VgVs. . .P2m Vam—3sVam+e H

m

car on peut remplacer le produit des deux facteurs
P

consécutifs Vapya el pi[ Vop_t Par Vap s Vap 4.

On peut ensuite changer de deux rangs 'ordre des fac-
teurs, et écrire ’

(=) e ) == (1 ) (10 37 Pt

m augmentant indéfiniment, cette égalité sera toujours
vraie, et, en remplacant chaque facteur par sa limite,
on aura

P(z+7w)=—P(3),
et, par suite, on a

P(z+27)=P(3).

De plus, il est évident que la fonction P(z) est une
fonction impaire, ¢’est-a-dire que 'on a

P(z) Z—P(_z)7

22
pin

puisque tous les facteurs <1 —_ > conservent leurs

valeurs, si 'on y remplace 3 par — z; seul, le premier
facteur change de signe.
On en conclut que 'on a

P(z+m)=—P(3).

DO]IC on a
P(z —w)=—P(z),

P(n—3z)= P(3).

Ces propriétés appartiennent a sinz. Je vais démon-
trer que P(z) =sinz.
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~ En méme temps que la fonction P(z), il faudra con-
sidérer la fonction P<z —+ g) = P(Z- —-z), que je vais

développer en produit infini. Jaurai
T I
. 4+~ p4 -
™ 2 2 9
Vep <z + ;) =l —— = I+ - ,
. P P <p + _),,
( 7:> ™
Vol 3 + —
2 2

wi(++3) =P;;<l_ (P—zi>">

et, par suile, on en conclut, en groupant chaque facteur
d’indice impair avec celui qui le précéde, ce qui est
permis,

P z_.!_E :-_7_:.1([_4_{3 52 1_4_32. e e
2 2 2 w2 /24 gT?

De sorte que le produit P <z + g) est égal au produit

Il

|
N

|
.o|..l .
al®
~—

des deux produits absolument convergents

A—_~§%<I+2—‘IZ> <l+-4—f—6> <|+ Ef‘é)'f"
Qo= (1= 82) (1= 52) (= 42

Je démontrerai par la suite que A =1, de sorte que

Jaurai
P(z-)-z) = <I—é§> (1—%)

Les théorémes généraux sur les produits infinis
dépendant d’une variable montrent que la fonction P(z)
a une dérivée; dans ce qui va.suivre, je vais montrer

Il
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directement que cette fonction a une dérivée et que cette
dérivée est le produit Q(z).
Je remarque d’abord que si P(z) a une dérivée, cette
dérivée P'(z) satisfait aux deux relations

P'(z + n) =—P'(3),
P'(2) = P'(—2),
et, en faisant z = — g, on trouve que P’(g) =o et,

par suite, la dérivée admet les mémes zéros que Q(z).
Je vais démontrer que cette dérivée est effectivement
Q(z), d'ou 'on conclut

P'(z) = }\P<z+ %‘),
P"(z) = i_, P(z+7),
=— 5P
el, par suite, P(z) satisfaisant & ’équation différentielle
j”—t— % y = 0
qui admet pour intégrale générale
y:asin(i— + B),

@ et B étant deux constantes quelconques, puisque
P(z) admet la période 27, A est égal a 'unité; P(z)
s’annulant pour z = o, 8 est nul; enfin, ( P(2) tendant
vers 1 quand z tend vers zéro, « est égal a 1 et, par
suite, P(z) est égal a sinz.

11 faut donc démontrer que la dérivée de P(z) existe
et gu’elle est Q(z).

Le polynome P, (z) ne contient que des termes de
degré impair; il est de degré 2m +1 et admet les
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racines toutes réelles

o, £=m,, zHax, ..., E=mn;

ses coefficients sont donc réels et on peut lui appliquer
le théoréme de Rolle.

Sa dérivée est un polynome de degré 2m, a racines
toutes réelles et dont les termes sont tous de degré
péir; par suite, les 2m racines sont deux a deux égales
et de signes contraires.

Je peux donc écrire

32 32 22
Pt = (1= ) (1= ) (1= ).
Lin, 1 Lo, 2/ %in,m

Le nombre positif a,,, est compris entre (p —1)x

et p, limites exclues, puisque le polynome P, n’a pas
de racines doubles. Le coefficient B est d’ailleurs égal a
I'unité, puisque I'on peut écrire
Pn(z)=2+ Kz +...,
P,(3)=1+3Kz2+....

Je dis que I'on a
%n, p< Lm—1, pe

En effet, si z est réel et varie dans l'intervalle
(p—1)=...px, la dérivée logarithmique de P (z) est
positive ou négative, suivant que z est inférieur ou
supérieur a ap, p; or, on a par définition

2
Pn= Pm—l(“‘" d )’

mimt
Ph(2) _ Puy(3) 22
Pn(z) Puoi(s) __at
m2 2
et par suite
P (am, p) -0+ — 2%, p

Pm(am—1,p) ah_1,p

= m2n?
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Donc la dérivée logarithmique = de P, est négative
pour z = a,,_, p, et par suite

%m—t, p > %m, p- C.Q.F.D.

’ . . 1 4 .
Donc les nombres %m,p diminuant avec —» mais restant

supérieurs i (p —1)=, ont une limite a,.
D’ailleurs «, est compris entre (p —1)= et p=, donc
le produit infini

est convergent, et 'on en couclut, en appliquant le
lemme démontiré précédemment, que les produits
P, (z) ont pour limite R(z). Si 'on intégre entre deux
limites z; et z, on a

Pm(z)“‘Pm(zo)=f P'm('z)dz'

La fonction sous le signe /est intégrable et uniforme :

elle est uniformément convergente, en fonction de m,
vers la fonction R(z), donc le premier membre de
I’équation a aussi une limite et cette limite est d’ail-
leurs P(z) — P(z,). C’est dire que R(z) est la dérivée
de P(z).

Cetle dérivée s’annule pour une valeur et une seule
comprise entre (p — 1) et pw, nous avons dit qu’elle

\ . ™
) annulalt our (2 —1)—; dOﬂC
pour (2p —1) =;

2p—I)%
a,,=<1’2 )

et R(z) coincide avec
T
Q(z) = P<z+ ;>’

et l'on a done
) P(z) =sinz.
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Il résulte donc les deux développements infinis sui-
vants :

wa=s(i= 5) (=%) (- =
SInz =5(1— — [ — — — )y
w* 42 (' 9ﬂ’>
— 42 4z 43\
€083 = (l——;;) (l_91\:2> ([—25#)....

Nous avons vu aussi que A =1, il en résulte ’égalité
de Wallis

Si I'on développe P, (z) en un polynome ordonné
suivant les puissances croissantes de z, on aura
23 23
P,,,(z)=z—B,_n——2 +B21t_" “+....
B, est la somme de tous les produits p a p, des inverses
des carrés des m premiers nombres, les nombres entrant
dans chaque produit étant distincts, on a donc

B, <(By)".

Lorsque m augmente indéfiniment B, a pour limite la
somme de la série convergente

I

33 T

1
S=1+ =+
2
les nombres B,, By, ... sont des nombres positifs crois-
sants et respectivement moindres que 82, 83, ..., SP si
I'on désigue par b,, bs, ..., bp ces limites, la série
. bl b, :
—_—— - 5=
z o 22+ purt Z5—...
sera convergente et, par suite du premier théoréme
démontré précédemment, sera la limite des poly-
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nomes P, (z). Cest-a-dire que I’on aura
. b
sing =g — — z3+. .oy
72

™
=%

Vb,

série convergente au moins dans le cercle de rayon
mais on connait déja le développement

33 25
1.2.3 + 1.2.3.4.5

sing = 3 —

et une fonction ne peut que d’une seule fagon éire
représentée par une série entié¢re. On a dounc un certain
nombre d’égalités numériques, dont la premiére donne
la somme S,

n 1 PRI
1.2.3 22 32 77

[D1a]
SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES CROISSANTES
ET SUR CERTAINES FONCTIONS CONTINUES,

Par M. J. RICHARD,

Professeur a Dijon.

Je vais moutrer dans ce qui suit, qu’'une fonction
discontinue constamment croissante (ou décroissante)
dans un intervalle (a, &) peut étre mise sous la forme
d’une somme de deux fonctions, 'une discontinue d’une
certaine espéce, et I'autre continue.

I. Les points de I'intervalle (a, 5) ou la fonction f(x)
considérée n'est pas continue forment un ensemble dé-

nombrable.
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Pour le démontrer, supposons que la fonction soit
discontinue pour z = z,, f(x,— k) croit quand % di-
minue, et comme il ne peut dépasser f(z,),il tend vers
une limite que, selon l'usage, nous désignons par
J(xo—o). De méme f(xy+h) tend vers une li-
mite f(x,4 o). La différence f(x,+ 0) — f(xe— o)
est ce que je nommerai le saut de la fonction pour
x = x,. La connaissance de f(x + o) et de f(z — o)
ne fait pas connaitre f(x). On peut supposer que f(z)
est la moyenne entre f(x + o) et f(x — o). Cela ne
change pas la définition de f(x) partout ou elle est
continue.

Soit ¢ un nombre positif arbitraire. Les points ou le
saut surpasse ¢ forment un ensemble fini, car si le
nombre de ces points surpasse n, f(b) — f(a) est plus
grand que ne : or f(b) — f(a) est fini, il ne peut sur-
passer ne quelque grand que soit .

Soient ¢, ¢, ..., €, une suite de nombres positifs
ayant pour limite zéro. Rangeons par ordre de grandeur
les valeurs de x pour lesquelles le saut surpasse ¢, puis
celles pour lesquelles le saut est compris entre ¢, et e,
puis celles pour lesquelles le saut est compris entre ¢,
et 3, etc. On a ainsi rangé toutes les valeurs de x
pour lesquelles la fonction est discontinue. Ces valeurs
forment donc un ensemble dénombrable.

II. Nous pouvons alors désigner par xy, Z3y ..., Zp
les valeurs de x pour lesquelles la fonction est discon-
tinue : soient u,, s, ..., u, les sauts correspondants;
la série uy 4 uy +.. .-+ u, est certainement convergente,
car elle est & termes positifs, et la somme des n premiers
termes ne saurait surpasser f(&) — f(a). Soit alors ¢ (x)
une fonction définie comme il suit : ¢(x) est nul pour
x négatif, égal 2 § pour x = o, égal a 1 pour x positif.
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Considérons maintenant la fonetion

V(@) =wy¢(z— 1)+ us 9(z — )
+ (T —x3)+. . ULP(T — )+l

Je vais montrer que f(x) — ¢ (x) est continue.

D’abord si x n'est égal nid x,, nid x,, ..., ni & z,,
¥(z) est continue, car c’est une série uniformément
convergente, dont tous les termes sont des fonctions
continues.

Pour x = x,, u, ¢(x — x,) est le seul terme discon-
tinu. Pour x << x, il est égal a zéro, pour x =z, il

cst%’i, pour x >ux, il est u,. Donc le saut de {(x)

pour x = x, est bien égal 4 u, ct en outre, §(x,) est
bien la moyenne entre 4(x, — o) et $(x,+ o).

Alors f(x)— 4 (x) ne subit aucun saut pour x = x,,
c’est une fonction continue S(x) et 'on peut écrire

Sf(z)=4Y(z)+ S(z).

On peut énoncer ceci sous la forme suivante. Toute
fonction discontinue croissante f(x) est la somme d’une
fonction continue S(x) et d’une fonction ¢(x) comple-
tement définie par-les sauts qu'elle éprouve pour les
diverses valeurs de x.

f(x) est toujours intégrable, puisque les points ou le
saut est supérieur & ¢ forment un ensemble fini; on
peut écrire :

_/f(ﬂf”)d_x=f4;(z‘)dx+‘/8(z)dx.

11 est alors facile de voir que la fonction ff(x) dx

n’a pas de dérivée pour les valeurs x,, xa, ..., T, mais
en posséde une pour les autres valeurs de x.
On forme ainsi -une fonction croissante telle qu'il
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cxiste dans 'intervalle (@, ) une infinité de valeurs pour
lesquelles cette fonction n’a pas de dérivée, fS(x) dra
toujours une dérivée S(x).

On connait des fonctions continues n’ayant de dérivée
pour aucune valeur de x; jene crois pas qu'on connaisse
des fonctions continues croissantes possédant la méme
propnété. :

Je vais maintenant considérer des fonchons continues
de nature particuliére.

Je dirai que f(x) est convexe dans l'intervalle (a, &),
si, quels que soient m et n, équation f(x) =mx + n
n’a jamais plus de deux racines. Géométriquement I’are
de courbe y = f(x) (a <x < b) ne peut étre coupé par
une droite quelconque en plus de deux points.

Dans ces conditions, je vais faire voir que

Sz +h)— f(z)
h
a une limite quand % tend vers zéro par valeurs posi-
tives (on verra de méme qu’il en a une quand % tend
vers zéro par valeurs négatives).

Des considérations géométriques rendront la démons-
tration plus facile, sans nuire a sa rigueur.

Soit e un point quelconque de la courbe, x un autre
point a droite & = xo—+ h. Je dis que . diminuant, le
quotient de f(xo+ h)— f(x,) par & varie constamment
dans le méme sens. La droite z, x a précisément ce quo-
tient pour coefficient angulaire. S’il ne variait pas tou-
jours dans le méme sens quand & diminue, on pourrait
trouver trois points a, 3,y (zo<<a < f <¥y) tels que
la droite z, 8 ne soit-pas comprise dans P'angle de z,a
avec zoy, alors l'arc de courbe y = f(z) compris
entre z =a, z =17 aurait des points non situés dans
Pangle considéré, il devrait donc couper 'un des corés
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de cet angle. La courbe couperait ainsi 'un des c6tés
de I’angle en trois points : le point z,, 'un des deux
points o ou 7y, €t un autre point entre a et v, ce qui
est conlraire a notre hypothése.

S (2o+ h)—f (o)
h

variant constamment dans le méme

sens tend vers une limite pour 2 = o [il peut aussi de-
venir infini, mais dans ce cas encore la courbe y = f(z)
admet au point z, une tangente qui est verticale].

La courbe est donc telle qu’en tous ses points il y ait
une dérivée a gauche et une dérivée i droite; elle pré-
sente en chaque point un point angulaire avec deux
tangentes déterminées.

Il sera ensuite facile de démontrer que les points ou
Pangle de ces deux tangentes surpasse une certaine li-
mite ¢ sont en nombre fini, et que par suite les points
ou les deux tangentes ne coincident pas forment un
ensemble dénombrable.

[I8Db]
SUR LA SURFACE DE MOINDRE RESISTANCE;

Par M. Mauvrice FRECHET.

La surface de moindre résistance est la surface de
révolution d’axe donné qui éprouve la plus petite résis-
tance (lorsqu’elle se déplace dans I'air dans la direction
de son axe), parmi celles qui sont engendrées par une
courbe méridienne terminée en deux points fixes A, B
dont I'un peut étre situé sur 'axe.

Il y alieu de faire quelques remarques au sujet de la
facon dont le probléme a éié résolu par différents
auteurs. Tout d’abord, P’expression de la résistance est
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mise généralement sous la forme suivante : -
.

b '3
R=k£ 2 da,

en prenant I'axe de révolution comme axe des x. Cette
formule s’obtient immédiatement en supposant que la
résistance normale par unité de surface soit propor-
tionnelle & la projection sur la normale du carré de la
vitesse.

Or, il n’est pas évident que le minimum de cette inté-
grale corresponde au minimum de la résistance. En
effet, cetle intégrale a un sens lorsque y est une fonction
uniforme et continue de x quelconque; tandis qu’elle
ne représente la résistance que pour les courbes qui ne
sont coupées qu’en un point par une paralléle 8 Ox. 1l
est manifeste que 'on doit exclure de I'ensemble des
courbes acceptables, des courbes telles que celle qui est
représentée (fig. 1). Ainsi le probléme ne se pose que

Fig. 1.
B
. Y| B
4 ; Axe] . ;
A % 1
0 Axe X = 0—__—_;

lorsque x est fonction conlinue et uniforme de y.
Il y a donc lieu (sil’on veut considérer comme d’habi-
tude ¥ comme fonction uniforme de x) de prendre
I’axe de révolution comme axe desy. Et 'on obtient
’expression exacte cette fois pour la résistance (en
négligeant la résistance de la surface frontale qui est

constante) .
z dx
R = kf !_'_yl!'
3

Ann. de Mathémat., ¢ série, t. IV. (Avril rgof.) I
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L’équation différentielle des extrémales (courbes annu-
_lant la variation premiére de R) sera de la forme

T
1+ y'2

Jr— c%f)' =o0 enposant f=

_Cette équation donnera la méme famille de courbes
qu’avec la formule précédente. Mais il ne faut pas com-
mettre D'erreur -qui consiste a écrire I'équation des
extrémales aprés avoir pris comme variable I'arc s de la
courbe (). En effet, en opérant ainsi, on suppose impli-
citement que les limites d'intégration sont fixes et, par
conséquent, que la longueur de la courbe est constante.

Le probleme que 'on résout n'est donc plusle méme.
L’équation des extrémales est ici :

d —2y \
dz <x (l+y’2)’> -

.En intégrant, on a la courbe ( fig. 2) en fonction

d'un parametre p qui est le cocflicient angulaire de la
tangente
(I _+_p2 )!
=C—)
P

'
y:c(g% +p2—Lp)+e.

Et I’on sait que s’il y a-une courbe continue (& tan-

(') Voir StarkoFF, Sur la resolution des problémes geome-
trigues par le calcul des variations ( Bulletin de la Societe Mathe-
matique de France, t. XIII, 1884-1885, p. 132).
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gente conlinue ou non) qui donne le minimuin, cest
nécessairement une extrémale ou une suite d’arcs d’ex-
trémales (). ..
Pour voir si cetle courbe peut donner le minimum,
formous, dapres la méthode de Wexerslrass (?), la
quannte

E(-Z‘J’yPyPi) Ef(z'y}'vpl) —f(xv.yvp) -+ (P _’Pi) %f(x!y,l’)

J— 2
=G +T1§;)1(l f-)p’ﬁ [2pp1+pt—1]-

Il faut que cette quantité soit constamment positive
ou nulle guel que soit p, lorsque y est 'ordonnée de
I'extrémale considérée et p le coefficient angulaire de la
tangente. Du moins, c’est une condition nécessaire pour
que Pextrémale considérée présente un minimum fort,
c’est-a-dire un minimum relativement aux courbes dont
la différence des ordonnées avec celles-ci ait un maxi-
mum infiniment petit (3). Or, cette condition nécessaire
(qui n’est pas du reste la seule) n’est évidemment pas
satisfaite ici puisque le crochet est du premier degré
en p, el par conséquent a un signe quelconque. Par
conséquent, on doit pouvoir trouver des courbes aussi
rapprochées que l'on veut d'une extrémale et qui
donnent des valeurs plus petites pour R. Il n’y a donc
pas de minimum absolu. Eten effet, Legendre a mon-
ré (*) qu’on pouvait construire des courbes continues
(des lignes brisées) pour lesquelles la résistance a une
valeur aussi petite que ’on veut. La limite inférieure de

(') Voir HADAMARD, Legons sur le calcul des variations, profes-
sées au Collége de France (a paraltre prochainement ).

(?) Ib., loc. cit.

() Ib., loc. cit.

" Memou ‘es de I’ Académie Royale de Pal is, 1986, § VI,
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l4 quantité positive R est donc zéro et cette limite n’est
pas atteinte. 1l faut d’ailleurs remarquer que les lignes:
de Legendre ont des longueurs croissant indéfiniment
et par conséquent ne correspondent pas a une solution
pratique.

Au point de vue du calcul des variations, il y a
lieu de chercher aussi les courbes qui présentent un
minimum faible ('), c’est-a-dire qui présentent un
minimum relativement aux courbes telles que, non
seulement leurs ordonnées soient voisines de celles de
Pextrémale considérée, mais encore que les coefficients
angulaires de leurs tangentes varient trés peu d’une
courbe a 'autre.
~ Pour qu'il y ait minimum faible, il faut d’abord que

) <, 02 . ’ ’
la quantité —,i garde un signe constant sur l'extvé-
0y S

male y considérée. Or on a ici :

*f 2x(3yr—r)
T (-

et d’autre part la courbe présente deux branches reliées

X . 1
par un point de rebroussement pour y'= 7 Clest

donc la branche qui correspond a y'> —‘7’—§ qui seule peut

donner un minimum faible. Pour qu’elle le donne effec-
tivement, il faut encore que les extrémales issues de A
éoupent Pextrémale considérée y en un point A’ dont
la limite, lorsque ces extrémales tendent vers v, soit
en dehors de 'arc AB (2). Autrement dit, il faut que
P’équation aux variations des exirémales n'ait pas de
solution nulle en x, et nulle pour x compris entre «

(') HapamaRrbD, loc. cit.
() Ib., loc. cit.
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et 8. Or cette équation aux variations est

(%z—‘ﬁgv)=of S

-Y’ étant la variation. L’intégrale générale est

(1+ 2y
z(3y't—1)

__m‘/‘(l+y'2)z +n=m (—}% +_7"+Ly’>+n

Y=m dx +n

Or, celle-ci ne peut s’annuler pour deux abscisses
différentes. En effet, il faudrait qu’elle s’annule pour
deux valeurs différentes de 3, et par conséquent que la

“fonction ¢ = 77% + "2+ Ly’ puisse prendre deux fojs

la méme valeur. Ceci est impossible, car la dérivée

( '2)2 . .. . ..
(—.*-——},/—-)— en )’ est toujours positive ()’ toujours positif

sur I'extrémale) et alors cette fonction ¢ croit toujours.
Donc I'intégrale Y ne peut s’annuler deux fois (autre-
ment dit, les extrémales issues d’un point n’ont pas
d’enveloppes). Par conséquent, si les deux points A et B

sont situés sur la branche y'> 7_ d’'une méme extré-
male vy, l'arc AB de y fournira bien un minimum

faible.

Remarque. — Puisqu’il n’y a pas de minimum absolu,
le probléme posé par Newton n’admet pas de solution.
La question est donc tranchée au point de vue analy-
tique. Toutefois, il y a lieu de se demander s’il ne
‘conviendrait pas d’augmenter le nombre des conditions
imposées a la courbe méridienne, pour se rapprocher
de la pratique. En effet, nous avons supposé que y est
une fonction de " uniforme et continue. Cela n’exclut
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pas le choix de courbes présentant une cavité ( fig. 3).
Or on sait que dans ce cas, I'air contenu dans cetie cavité
forme comme un matelas sur lequel vient glisser l'air-
en mouvement. De telle sorte qu’il y aurait peut-étre
lieu, soit de supposer que la courbe a toujours sa conca-

Fig. 3.
J 8

vité du méme cO1é des y positifs ou négatifs, soit de
modifier la formule qui donne la résistance. On sait
d’ailleurs que, méme dans les cas les plus simples, la
formule de Newton est loin d’avoir éié établie avec
totte la précision désirable.

[C2e]
SUR LE CALCUL DE CERTAINES INTEGRALES INDEFINIES ;

Par M. J. SADIER.

ProsLiEME. — F ﬂéctuer la réduction de l'intégrale

S fayen da,

.

dans laguelle f(x) est une fonction rationnelle et u un
7 .
polynome entier en x que nous supposerons de degrép.

La méthode des racines égales permet de décomposer
le dénominateur de f(x) en un produit de facteurs de
la forme P7; les polynomes P étant premiers entre eux,



(1167)
n’ayant pas de facteurs multiples et ayant leurs coeffi-
cients rationnels. .

Par suite f(x) se composera d’une partie entiére et
, X
d’une série de termes de la forme =—-
Pnr
Je vais démontrer le théoréme suivant :
Tutorime. — L'intégrale f f(x)e*dx peut, sans
qu'il soit nécessaire de connaitre les racines du déno-
minateur de f(x), étre mise sous la forme

e F(x) +fF1(x)e“ dz +Z cp(.zf*))eu dz.

F est une fonction rationnelle de x, F, un polynome
de degré <<p —1.

Les polynomes ¢ sont de degré inférieur a ceux des
polynomes P correspondants.

I
Considérons d’abord le cas de I'intégrale correspon-
dant A f entier, qui est une des parties du probléme

a résoudre.
Considérons I'intégrale

f Aetdzx,

Premiére méthode (réductions successives). — Divi-
sons A par v/ ‘

A polynome entier.

A=Bu'+C; (degré C;< p—1),

fAe“dx:Bleu——fB"e“dx+/C‘e"dz',
fAeu da’:BLe"-o-fA;e“dx,

Ay=GC,—B,.
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Si A estdedegré m,'A, est au plus de degré m — (p —1).
En opéran} sur cette seconde intégralé comme sur la
premiére on la raménera 4 une intégrale de la forme

‘[A,e" d-l', .

et ainsi de suite, jusqu'a ce qu’on parvienne a une
intégrale

que“ dz (g<p—r).

Cette intégrale se réduit donc a la somme de deux termes:
le premier est égal 4 e* multiplié par un polynome entier
en x; le second est une intégrale de méme forme que

la proposée. Le polynome sous le signe f étant de
degré <p —1.

Seconde méthode (plus simple dans la pratique). —
Sachant que le résultat est de la forme

fAe" dx:Pe”—&—‘/‘Re"dx (degré R< p —1),

on a, en égalant les dérivées :
A=Pu'+P+R.

Soit P=p, + ps+... le polynome P développé sui-
vant les puissances décroissantes de a et u,, le premier
terme de u’ ordonné de la méme maniére.

On peut déterminer successivement les termes p,,
P2y ... par un procédé semblable & la division des
polynomes. '

En égalant les termes de degré le plus élevé dans les
deux membres, a, étant le premier terme de A,

.

ay=piuy, dou. p,;
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retranchons les deux membres piu'+ p. Ilireste :. -
Ry=(pa+ps+...)u' +py+py+...+R.

On détermine de méme p, et ainsi de suite jusqu’a ce
qu'on obtienne un reste de degré <p —1 qui est le

polynome R cherché.
II.

Réduction de U'intégrale

Xoe* dx ,
f__oi)n_ = Vu,

X est de degré moindre que celui de P. — Déterminons
une fois pour toutes deux polynomes A et B tels que

AP —BP'=1,

ce qui est possible puisque P et P’ sont premiers entre
eux.

Multiplions la différentielle par AP — BP’
AXyet dr BX, e* P'dx
n —f Pr—t _f P :

I P’
D(W) =—(n—l)—13;,

Or

d’ou
" AX dz
(n—1)Vp= (n—I)f E‘,’,‘f n

BX,en
= _f_’%— + Vi,

X,e* dz
V1= |

= (n —1)AX,— B'X,— BX,— BX,«,
= (ﬂ — l)AXo—_ Dx(BXo) b BXou’.v:, .
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On a ainsi les deux sortes de formules de récurrence

Xy =(rn—1)AX, —D(BX,) —BX,u,
(l) s X, =(n_—2)AX1 —D(BX|) —BX‘U",

( Xp1=1 AX, »—D(BX,.,) — BX, v

qui déterminent les polynomes successifs X.
Puis on a

BX,en

(n—1)V, = Pt + V4 n—2!,
BX, e«
(n"‘Q)Vlf——lz‘T)";_z—‘ “+ Vys n —3!,
(2)  { eeeneens ceitcecttcetaetercaannne O R ,
2V, = BX,;;_ge" V. 1!,
1V, = %};‘;’ +V, o!

Ajoutons membre 4 membre ces équations aprés les avoir
multiplides, en commencant par la derniére, par o!, 1!,
2!, ..., n—2l.

Ona

n—1'X X,
n—i! ,,=Be"<—————l;m_l 0+...+—-’£>+V;,

P
Vizfx;?e—"dz‘.

X, _s sera en général de degré supérieur a celui de P.
On effectuera la division, ce qui donnera une partie
entiére (partie I du probléme), ce qui montre qu’il faut
d’abord traiter la deuxiéme partie (II).

Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque I. — On peut effectuer cette division sur
chacun des polynomes X,, X,, mais alors on n’a plus
les formules de récurrence précédentes.
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" Remarque 11.-— Dans une réduction ‘pratique: il
n’est pas nécessaire d’appliquer ces formules de récur-
rence, il suffit d’en appliquer le principe.

Cas particulier : u = x. — Dans ce cas la réduction
est_plus compléte. L'intégrale prend la forme

F(‘l‘)er"*'zf Xe.r

Note I. — Ce dernier probléme est résolu complé-
tement dans le Zraité de M. Hermite (t. I, Gauthier-
Villars), dans le cas ou 'on peut résoudre entiérement
le dénominateur de f(x). On peut ajouler une remarque
a cctte solution.

La partie qui constitue une transcendance nouvelle

est de la forme
2 Aer dx.
r—a

Tous ces termes se raménent a une transcendante

. er dx
umque /

Faisons le changement de variable x = a + 0, puis

» le logarithme intégral.

supprimons I mdu,e,
Aerdx . e dx
Ae”ax 2 Ae )
e devient f

Note 1I. — u étant un polynome entier en x, on a

fuexd.z' =(u—u'+u—u"+...)ex.

On peut écrire cette formule sous forme symbolnque de
la maniére suivante :

fucrdx =exXx (1+ D)1u.
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On développe (14 D)~* suivant les.puissances crois-

santes de D.
1—D 4+ D2—D34...,

et 'on considére les termes du développement comme
. des indices de dérivation appliqués a u.

On a, en général, pour une intégrale multiple
d’ordre n

fuexdz":.fdxfdxfdz...fuexdz'=ex(l—l-D)"”u.
(n) . .

Il suffit de vérifier que si cette formule est exacte pour
une valeur de 7, elle I'est pour la valeur suivante n 41.
D’une maniére plus générale, on a

[ uerxdzt = eax < (1+ aD)"u,

in)
en supposant @ =1 ou a imaginaire quelconque, on
obtient les formules. relatives au cas ou la différen-
tielle renferme les fonctions circulaires sin et cos avec
ou sans exponentielles. .

Ces formules symboliques sont faciles & retenir et

peuvent étre utiles pour les applications. o
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Trarté pE MeEcANIQUE RATIONNELLE, Tome III :
Equilibre et mouvement des milieux continus; par
M. P. Appell, Membre de I'Institut. — 1 vol. in-8
de 558 pages. Paris, Gauthier-Villars, 19go3. Prix : 15f,

Voici prés d’un an que le troisiéme Tome du Zraité de
Mécanique rationnelle est paru et I'on pourrait s'étonner a
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bon drost de ce qu'’il n’a pas encore été signalé dans ce jour-
nal. C’est que les Ouvrages de I’éminent doyen de la Faculté
des Sciences de Paris sont de ceux qu’il ne faut pas lire a'la
légére et qui méritent qu'on en fasse un compte rendu détaillé.

Ce Volume est remarquable.
- Nous y retrouvons les admirables qualités d’exposition qui
font de M. Appell I'un des premiers professeurs de France et
grace auxquelles il sait rendre faciles les sujets les plus abstraits.
Entre ses mains tout devient clair et simple; et, a lire son
exposition de ces théories difficiles qui n'ont vu que lentement
le jour, on s’étonne presque, tant elles paraissent naturelles,
qu’on ait mis si longtemps a les échafauder.

Ce Tome troisiéme, et probablement dernier, est réservé a
Pétude de I'équilibre et du mouvement des milieux continus.

A premiére vue, les deux Chapitres du début paraissent
donc hors du cadre de I'Ouvrage, puisque ’un est un Chapitre
de Calcul intégral et le suivant une étude du potentiel newtonien.
L'un et 'autre sont cependant utiles, pour ne pas dire néces-
saires, & la suite.

Le Chapitre XXVIII (premier du Volume) contient en effet
la démonstration et I'étude de la formule de Green

S S (GG 5) %= [ [errscrmma

et de la formule de Stokes

fPM+Q@+R&

L) R )

qui, Vune et l'autre, servent de base & I'étude des propriétés
des intégrales de volumes et d’aires dans un champ de vec-
teurs.

Immédiatement, et indépendamment de toute signification
concréte, nous apprenens a connaitre la notion de fluz a tra-
vers une surface, de divergence d’'un vecteur en un point, de
tourbillon d’un vecteur et de flux de tourbillon.

De telle sorte que, lorsqu’on s’est bien assimilé les résultats
fondamentaux de ce Chapitre d’Analyse pure, la lecture de la
suite du Volume n’est plus qu’un jeu.
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Ces généralités trouvent immédiatement une premiére appli-
cation dans la théorie de I'attraction universelle et du potentiel
qui fait I'objet du Chapitre XXIX suivant.

Nous y retrouvons, avec un peu plas de détails, les Lecons
sur le Potentiel du méme auteur, publiées jadis a la librairie
Carré et Naud. L’étude de I'attraction de points isolés, de sur-
faces, de volumes, avec les applications classiques a la droite,
au plan, a la sphére et aux ellipsoides, conduit a la connais-
sance de I'équation de Laplace

AU =o0

et a celle des fonctions harmoniques qui la vérifient. L’analogie
des formules avec beaucoup de celles qui suivront serait déja
une raison suffisante pour expliquer la place que M. Appell a
donnée au potentiel newtonien dans son ceuvre, si, par ailleurs,
les tendances naturelles que I'on 4 d’assimiler I'électricité & un
fluide n’imposaient pas cette classification.

Avec le Chapitre XXX nous entrons réellement dans I'étude
des milieux continus par la démonstration des équations géné-
rales d’équilibre et de mouvement d’un tel milieu, indépen-
damment de toute hypothése sur sa nature. La seule application
du principe de solidification a un élément quelconque de
volume pris dans le milieu, conduit aux équations fondamen-
tales
r=Nya+ T38 + T,y,

(1) Ty=Tsa + Nop + Tyv,
T;=Tea+ T+ Nyy;
oN, oT, OT,
oT;  oN, 9T,
(2) {P(Y“Jy)='5;+—(;5;+'5;’
dTy  JT, ON;
oz Ty T o

,

p(Z—1;) =

qui fournissent 'effort T sur tout élément de surface et défi-
nissent le mouvement. '

L'introduction de la quadrigue directrice et de I'ellipsoide
des efforts permet de donner une interprétation géométrique
simple des résultats.

Le Chapitre XXXI est.I'application des formules générales a
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I'Hydrostatigue. Ici des hypothéses sont nécessaires. Celle de
la fluidité conduit a admettre que '

T;=T3=‘T3=O, N‘=N2=N3=I)’

p étant la pression; et cette pression elle-méme ne peut étre
définie que par Péquation caractéristique du fluide entre la
pression, la densité et la température, dont seule 'expérience
pourra déterminer la forme. C'est ici que nous commengons a
sentir que nous sommes aux confins de la Mécanique dite
rationnelle, 3 'un de ces points de jonction ou la Mécanique
théorique se soude et se méle a la Mécanique appliquée et
a la Physique. C'est 1a que I'on voit combien sont précaires
les classifications artificielles que nous avons faites dans la
Science!

Aprés I'exposé de 'Hydrostatique classique, principes d'Ar-
chiméde et de Pascal, calcul des poussées, etc., M. Appell
aborde, avec quelques détails, la question délicate de I'équilibre
des corps flottants.

Ce sont surtout les remarquables travaux de M. Guyou,
avec d’élégantes démonstrations géométriques, qu'il nous fait
connaitre.

Au Chapitre XXXII nous entamons letude générale des
déformations d’un milieu continu, au point de vue géométrique.
On ne se préoccupe pas encore de savoir comment cette défor-
mation se produit, comment elle dépend du temps ou des
efforts qui s’exercent sur le milieu; on se contente d’étudier
les propriétés mémes de cette déformation, supposée produite.

Tout d’abord, en exprimant que la masse d’un élément du
milieu reste invariable dans la déformation, on obtient 'équa-
tion fondamentale dite de continuité

pprD—p=o0

qui lie les densités p et p, d'un élément avant et aprés la défor-
mation au déterminant fonctionnel D.

L’analyse du probléme conduit ensuite a des conclusions
dont I'analogie avec celles relatives au déplacement d’un corps
solide est compléte.

Il nous suffira de citer le lheoreme du n° 679 :

R
Toute déformation homogéne peut étre obtenue par une
translation et une rotation suivie d’une déformation pure,
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- La déformation dite pure est celle que subirait par exemple
un corps que I'on chaufferait sans le déplacer. Le déplacement
du corps solide n’est alors que le cas particulier ou la défor-
mation pure est nulle, o p =p; et D =1 pour tous les élé-
ments, ,

Le cas particulier de la déformation irfiniment petite,
étudiée avec soin dans le dernier paragraphe de ce Chapitre,
a une importance toute particuliére puisqu’il sert d’introduction
au Chapitre XXXIII réservé a la cinématique des milieux con-
tinus. Ici le déterminant D a la valeur particuliérement simple

ou dv = Ow

D=I+Tz‘+g’+-52,

ol u, v, w désignent les projections du déplacement infiniment
petit de 'élément et, par suite, lorsqu'il s’agit d’un liquide
incompressible, pour lequel p =p;, D=1, on a I'équation
fondamentale

ou dv  Ow

gz "oy T =9
a laquelle se réduit 'équation de continuité.

Le probléme maintenant se précise.

Aprés avoir étudié, suivant les méthodes de M. M. Cosserat,
une déformation, nous abordons maintenant examen d’une
suite ininterrompue de déformations successives. Les coor—
données x, y, 3 d’un élément sont alors des fonctions du
temps dont il s’agit d’étudier la forme lorsqu’on embrasse a
la fois tous les éléments de la masse.

La question peut alors se présenter sous deux faces.

D’une part, on peut considérer un élément particulier de la
masse et le suivre sans cesse dans son mouvement. Les coor-
données x, y, s sont alors des fonctions du temps ¢ et des
coordonnées a, b, ¢ de sa position initiale : ce sont les
variables @, b, ¢, ¢ de Lagrange.

Ou bien, d’autre part, on peut porter son attention sur un
point donné de I'espace et examiner ce qu’il advient en ce
point lorsque les. éléments fluides y passent. Ce qui intéresse
alors c’est de connaitre a4 chaque instant les composantes u,
v, w de la vitesse de I’élément qui passe en ce point. Ces com-
posantes sont alors des fonctions des coordonnées z, y, z du
point considéré et du'temps ¢ : ce sont la les variables d’Euler.
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Ce sont surtout ces variables dont 'emploi parait fécond.

En chaque point de Pespace on définit ainsi a chaque instant
un vecteur W qui est la vitesse de la molécule fluide: qui y
passe et I'on a ainsi un champ de vecteurs auquel on peat
appliquer toutes les propositions générales relatives aux flux
et aux tourbillons, établies dans le Chapitre initial.

Le terrain est maintenant déblayé et, par étapes successives,
nous sommes finalement arrivés & connaitre tous les éléments
qui nous sont nécessaires pour appliquer les quations fonda-
mentales (1) et (2) du mouvement des milieux continus au cas
particulier des fluides.

Nous atteignons le but, la dynamique des fluides, au Cha-
pitre XXXIV qui se prolonge par 'admirable théorie des tour-
billons de Helmholtz, exposée au Chapitre XXXV, et une étude
approfondie, au Chapitre XXXVI, des mouvements paralléles
a un plan.

Ici, puisque

T1=T2=T3:0’ N1=N«1=N3=p’
les équations (2) se réduisent a

% _ P _ P _
&,'_P(X_J-z‘)» ()‘_},"—P(Y—J)')v _CE—P(Z—J;)’

et I'équation de continuité devient

do ("_“ + % 2&".) =0
dt dz  dy = 0z ’

La Cinématique nous fournit J, Jy, J; et 'équation caracté-
ristique du fluide nous donne une relation entre p, p et la
température T.

Aprés la démonstration du fameux théoréme de Lagrange
sur la conservation du potentiel des vitesses, 'auteur nous
donne la série des applications classiques de I'Hydrodyna-
mique : filets liquides, théorémes de Bernoulli et de Toricelli,
écoulement d’un gaz, etc.

La théorie des tourbillons, nous dit M. Appell, constitue le
plus grand progrés fait en Hydrodynamique depuis les recher-
ches d’Euler, Lagrange et Cauchy. C’est 12 un des Chapitres les
plusintéressants del’Ouvrage. Les propriétés des Wirbelfaden;
des anneaux et filets de tourbillon qui se déplacent et we=
déforment en restant sans cesse formés des mémes éléments

Ann. de Mathémat., §* série, t. IV. (Avril 190§.) 12
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fluides ; les explications théoriques de phénoménes complexes
qui en résultent sont un des plus remarquables exemples de la
puissance féconde de I'application de I'Analyse a I'étude des
phénoménes naturels.

L’Ouvrage se termine par un Chapitre de notions sur la
théorie de I’élasticité et un trés court Chapitre sur les travaux
encore peu étendus relatifs aux liquides visqueux.

La théorie de Vélasticité a elle seule, avec ses applications,
pourrait remplir de gros volumes. Il faut savoir se limiter,
d’autant plus que cette théorie, tout intéressante qu'elle soit,
parait, au moins sous sa forme purement théorique actuelle,
en Pabsence de connaissances expérimentales relatives aux
déformations finies des corps élastiques, ne pouvoir s’appliquer
que dans des limites trés restreintes aux problémes variés que
nous offre la pratique.

Cette rapide analyse ne peut évidemment donner qu’une
faible id¢e de ce bel Ouvrage, de son ordonnance parfaite, de
sa grande limpidité.

I faut le live. CARLO BOURLET.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Toulouse.

EPREUVE ECRITE. — Dans un rectangle homogeéne d’épais-
seur trés petite ABCD, on a pratigué une cavité demi-cir-

1 4

culaire 1IEF de centre O situé sur AD.

Ce rectangle est assujetti a rester dans un plan ver-
“tical XY et le coté BC peut glisser sans frottement sur
Uhorizontale X'X. ‘
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Une poulie ayant la forme d’un cercle homogéne, de
méme épaisseur que le rectangle, peut rouler sans glisser
sur le demi-cercle 1EF en restant toujours dans le plan
vertical XY. '

On place & Uinstant initial la poulie en contact en F
avec la demi-circonférence FEI et l’on suppose I’ensemble
des deux corps en repos a l'instant initial.

On demande d’étudier le mouvement de l’ensemble de
ces deux solides et de déterminer la réaction exercée par
ta poulie sur la masse FABCDI.

On désignera par R le rayon de la circonférence OF,
par a le rayon de la poulie, par M la masse du rectangle
évidé et par m la masse de la poulie.

EPREUVE PRATIQUE. — On demande de déterminer une
courbe telle que [l’abscisse xy du centre de gravité de
Uaire OAMP comprise entre la courbe, U'axe des X, l’axe

X

des Y et une ordonnée variable MP et l’abscisse = du
point M soient dans wun rapport constant m, en sorte que
lon ait
zy= mz.
Plus généralement, chercher une courbe telle que l'on
u .
ait
zy = mxk,

k étant un nombre donné.
On pourra chercher encore une courbe telle que

Ty = 9(.’1/‘),

9() étant une fonction donnée de z. (Juillet 1903.)
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EPREUVE ECRITE. — L. Etant donné un systéme de forces
appliquées a un corps solide, on demande de déterminer
géométriguement et analytiquement la posmon de laxe
central des moments. S

Trouver la valeur du couple résultant en un point de
l’azxe central.

ApPLICATION. — Cas d’un systéme de forces qui se réduit,
en prenant pour centre de réduction l’origine des coordon-
nées, a une force R(X,Y,Z) et a un couple d’axe G(L,M,N),
pour lesquels on a

L =mX, M=nrY, N =o, Z=o,

m et n étant deuxr nombres donnés.

II. Un corps solide pesant est assujetti & tourner autour
d’un azxe horizontal Oz passant par deux points fixes O
et O'. Le centre de gravité du corps se trouve dans le plan
vertical xOy perpendiculaire @ Oz & une distance de l’ace
égale a a.

On demande de déterminer la valeur des pressions exer-
cées sur les deux points fizes O et O' lorsque le corps esten
mouvement.

Que deviennent ces pressions :

° Dans le cas ou Oz est un axe principal d’inertie rela-
tif au point O;

2° Dans le cas ou Oz est un axe principal relatif au
point O'.

On donne la masse du corps et les éléements de ’ellipsoide
d’inertie relatif au point O.

EPREUVE PRATIQUE. — Un triangle isoscéle ABC dont les
cotés sont formés par des tiges homogénes pesantes, est
assujetty a se mouvoir dans un plan vertical en tournant
autour d’un axe fixe horizontal, perpendiculaire a ce plan
et passant par son sommet A.

Trouver la position du centre d’oscillation.

Parmi tous les triangles de méme périmétre, quel est
celui pour lequel le centre d’oscillation est le plus rap-
proché du point A?

On donne la longueur commune b des cétés égaux AB,
A€ et la:longueur a de BC. (Novembre 1903.).
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Lyon.

EPREUVE ECRITE. — I. On a une hélice H, variable avec le
temps t et donnée par les équations

z = Rcosg,. y=‘Rsinqa, z=(K+nt)yp,

ou R, K, n sont des constantes positives et l’are des z ver-
tical et dirigé vers le haut.

Un point pesant M, de masse m, est assujetti & parcourir
Uhélice H, avec frottement, le coefficient de frottement
étant f.

Poser les équations différentielles du mouvement et par-
venir a une équation différentielle @ entre ¢ et t.

Intégrer Q dans le cas o

f=o

et ow, pourt=o,

-6
Il
SIS
~|-6
I
°©

SoLuTION.

On remarque que les diverses hélices mobiles s’obtiennent
en imprimant, 4 une hélice rigide, une translation uniforme
paralléle a ’axe des z. On est ramené ainsi a un probléme
facile de mouvement relatif,

I1. Soient

S un corps solide mobile;

A un point de S;

D une droite passant par A et mvarzablement lzée as;

A une droite fize de U’espace; :

Q l’aze instantané de rotation et de glissement dans le
mouvement du corps S.

()n admettra que D reste constamment perpendzculazre
@ A, et que A parcourt A. :

Etablzr que la perpendiculaire commune a .D et Q se
trouve dans le plan mené par A perpendiculairement a D.

On admet ensuite : 1° que A parcourt A d’un mouvement



( 182)

uniforme; 2° que, dans le corps S, le lieu de ’axe Q est un
hyperboloide de révelution U-autour de D.

Trouver : 1° quel est le mouvement de S; 2° quel est le
lieu de Q@ dans l'espace?

SoLuTION.

Si g est une droite, on nommera, pour abréger :

£ une rotation élémentaire autour de I'axe g;
£o la vitesse angulaire de g';

£' une translation élémentaire paralléle a g;
& la vitesse de g'.

D décrit une surface de vis a filet carré; donc le mouvement
élémentaire de S résulte de D, &, A'. La résultante ® de D

P

et A aura son axe (® situé sur le plan P et faisant avec D
™ .
Pangle a et avec A I'angle 5% A’ se décompose en ®' et

en &, 'axe & étant normal a ® et situé sur P.

La rotation (® et la translation & se composent en une rota-
tion .2, dont I'axe Q est paralléle 3 ® et situé dans le plan
mené par (® normalement a 8. De plus, (' coincide avec Q'.

Q est I'axe instantané de rotation et de glissement.

La perpendiculaire a-P en A est normale a A, D, Q. La plus
~ courte distance « est la méme pour Q et D et pour Q et A.

Par hypothése et dans I'hyperboloide U, on a u et 2 coo-
stants. Q est tangente a une hélice tracée sur un cylindre de
révolution autour de A, de rayon «. Q engendre une hélicoide
développable W, qui a avec U la génératrice 2 commune.
U, entrainant S, roule et glisse sur W, lequel est fixe.
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Ensuite on &
Q) = @y = A} sina = const.,
puisque '
Ay = const.
Enfin
% _ A, cosx

Q= @y = ! -

= const.

La vitesse angulaire autour de la génératrice commune €,
ainsi que la vitesse de glissement le long de la méme généra-
trice sont constantes. (Juillet 1903.)

Montpellier.

EPREUVE ECRITE. — Un tube circulaire infiniment mince,
homogéne et pesant, est assujetti par des liaisons sans frot-
tement, a se déplacer dans un plan vertical fire tangen-
tiellement a une horizontale fixe. Un point matériel pesant
se meut sans frottement dans le tube. Le rayon du tube est
égal a 'unité de longueur; les masses du tube et du point
sont toutes deux égales a l’unité de masse. Le tube étant
au repos, le point pesant est placé au point de contact du
tube avec ’horizontale, et lancé horizontalement avec une
vitesse donnée w.

Etudier le mouvement du systéme; calculer la réaction
du tube sur le point et montrer que l’on peut choisir w de
maniére que le point décrive tout le tube sans que la réac-
tion change de signe.

EvREUVE PRrATIQUE. — Un plan Tl se meut par rapport
un plan fixe P avec lequel il coincide, de telle sorte que
deux points déterminés A et B de 1 décrivent, dans P, deux
cercles égaux, extérieurs l'un a Uautre, et dont la dis-
tance des centres est égale a la longueur AB. On suppose
de plus que le mouvement ne se réduit pas a une transla-
tion continue.

Trouver les courbes qui roulent sans glisser l'une sur
Uautre, et indiquer sommairement ce que sont les trajec-
toires des différents points de 1.

Y a-t-il, ‘a certains instants, une translation tangente?

(Juillet 1903.)
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EPREUVE ECRITE. — Une barre rectiligne, rigide, homo-
&éne el pesante, s‘appuie par son extrémité inférieure A
sur un plan horizontal fixe sur lequel elle peut glisser
sans frottement. On imprime a la barre la rotation w au-
tour de la verticale ascendante issue de A, et l’on demande
d’étudier son mouvement en supposant qu’elle ne cesse pas
de s’appuyer sur le plan horizontal fize.

EPREUVE PRATIQUE. — Un plan mobile, lié & un systéme
d’azes oy, glisse sur un plan fize lié & un systéme d’axes
0171yy. On suppose que la rotation instantanée a une va-
leur constante. Dans cette hypothése, écrire les valeurs des
projections sur ox, oy de la vitesse et de l'accélération
d’un point quelconque du plan mobile.

Trouver, a un instant donné, le lieu des points dont l’ac-
célération passe par un point donné du plan mobile.

(Novembre 1903.)

Nancy.

EPREUVE EcRITE. — Un tore se meut d'un mouvement uni-
SJorme autour de son azxe supposé vertical; un point maté-
riel pesant de masse 1 est assujetli & ne pas quitter la sur-
Sface de ce tore.

On établira de diverses maniéres les équations et les in-
tégrales premiéres du mouvement, en particulier par la
méthode de Coriolis, par les théorémes généraux et par
les équations de Lagrange.

On supposera qu’a Uinstant initial le point matériel se
trouve sur l’équateur au point le plus éloigné de l’axe, et
que sa vitesse initiale est horizontale; on donnera un apercu
du mouvement du point sur le tore et l'on s’attachera au
cas ou le rayon r du cercle générateur est égal a 1o, la
distance a de son centre a l’axe est égale a 20, la con-
stante g de la gravitation égale a 981 et ou l'on a, entre
la vitesse angulaire w de rotation du tore et la vitesse ini-
tiale vy, la relation

W _/E£.
w+a+,_——‘/;

On calculera la pression exercée par le point matériel
sur le tore. '
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EPRRUVE PRATIQUE. — Un tronc de céne homogéne dont la
hauteur est de 4 et les rayons de base de 5 et de »™
peut osciller autour de l'une de ses arétes latérales sup-
posée horisontale; on le place d’abord dans une position
telle que la hauteur soit dans un méme plan horizontal
avec U’axe de suspension, puis on I’abandonne sans vitesse
initiale.

Calculer la durée de l’oscillation du tronc de céne.

SOLUTION.

Suivons la méthode de Coriolis; prenons des axes Ozys
entrainés avec le tore, O étant le centre et Oz 'axe de rota-
tion dirigé vers le bas; la force centrifuge a pour compo-
santes w2z, w2y et o; la force centrifuge composée a pour

d dx .
composantes 2w—d‘—}t:, — 20— et o; soient Ny, Ny, N:les com-
posantes de la réaction normale.

Les équations du mouvement sont

d*x . dy
—_—— — w2 s
i = W20 -+ Nz,
dty dx

o A TR
d?
_d: = & + N,.

On en déduit deux intégrales premiéres, celle des moments
des quantités de mouvement et celle des forces vives, dans
lesquelles la réaction se trouve éliminée. Désignons par p, 6
et z les coordonnées semi-polaires du mobile M et par- ¢
I'angle formé avec le plan de l'équateur par le rayon du
cercle générateur aboutissant au point M.

La premiére intégrale est

p!(% +(o>=C

ou bien

(2) (a+'rcosq)2(% +m> =C;
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Ja deuxiéme est .
vi=wipl+ 285+ 2k

r? (%)2 ~+ (@ +rcoso)? (‘ggy

= w*(a+rcose)2+a2grsing + 2A.

ou bien

e df - L
En éliminant 7z’ €t tenant compte des conditions initiales,

ona
de\? G2 G2 .
2 (4P = —
3 r (dt> (a—+r) (a+rcosq>)2+2gr5m?’
avec

C=(a—|;1')2<afi°_ +w>.

r

L’¢quation (3)-définit o en fonction du temps; on voit que
le second membre s’annule pour ¢ = o et n’est positif que si
sino est positif; en prenant la dérivée de ce second membre,
on voit qu’'elle est d’abord positive, mais décroit constamment
et s'annule une seule fois entre o et =; on en conclut que le
second membre de (3), d’abord nul, est ensuite positif, puis
décroit et s’annule pour une valeur de ¢ comprise entre o et =;
par conséquent le mobile oscille entre le paralléle primitif et
un paralléle situé au-dessous de I'équateur.

I’équation (2) montre que le mouvement absolu se projette
sur le plan des zy suivant la loi des aires; la troisiéme équa-
tion du systéme (1) sert a déterminer la pression normale.
Dans le cas particulier indiqué dans I’énoncé, I'équation (3)
prend la forme

49\ _ & (1 sino — 9
(E) =5 (I+Sm? (2+cos?)*>'

(Juillet 1g9o3.)
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1755.

(1897, p. 52.)
Calculer les deux intégrales définies

f ) et cos[z(y — a)] dx,

0

f” e~ sin[z(y — )] dy,

0

on t désigne une constante POSITIVE et ol y et & sont des
constantes ARBITRAIRES. (C. BourLET.)

SOLUTION
Par M. V. JAMET.

L’étude de ces deux intégrales se rattache a celle de 'inté-
grale suivante :
©
f ety gy
0

ou ¢ désigne encore une constante positive, et A une constante
arbitraire, réelle ou imaginaire. Or la premiére question a ré-
soudre est celle-ci; 'intégrale proposée a-t-elle un sens? En
d'autres termes l'intégrale U, définie comme il suit :

X
U =f e~ txAx dp,
0

a-t-elle une limite finie, quand X augmente au dela de toute
limite, en restant sans cesse réelle et positive? Or cette inté-
grale peut étre transformée comme il suit :

» X _( tx+-2‘:_-)’
U = et e 2t/ dx;
0

iz + = = i3,
2¢/¢

et si I'on pose



on trouve :

en supposant que la variable z décrit un vecteur AC, paralléle
a l'axe Oz, et de longueur X, issu du point A dont laffixe

‘f e~ dz,

calculée tout le long du contour du parallélogramme OBCA

A c e ey
est —- Mais l'intégrale

Y

] B x

est nulle, et nous aurons établi que I'intégrale proposée a une
limite, savoir :

X
limf et dz—f e~ dg,
0 oA

si nous démontrons : 1° que le premier terme de cette der-
niére expression a une limite finie; 2° que l'intégrale

f e~ 3' dz
BC

tend vers zéro, lorsque le segment OB, égal 4 X, est de plus
en plus grand. Or :

lO
X

X g
et ds = L f e dy,
L=

en vertu de la transformation

Y
=L
‘ \/t’



(189 )
et l'on sait que, X croissant au dela de toute limite, V'intégrale
écrite au second membre de cette égalité a pour limite -2-\/1-;

2° L’équation de la droite BC est de la forme
r=X+ay,

a désignant une constante; et si Pon désigne par & I'ordonnée
commune aux deux points A, C, on trouve

. h
f et dz = (& + i)f e~ X+ay+in® dy
BC [)
h
= (oo i)f e~ (X +(@2—1)y*+20 Xy +2yX+y)] dy,
0
Son module est donc inférieur a
Y
(1) ‘/al_'_ 1 f e—1X2+2ay X+ (a2 —1y3 gy,
0

Mais 'exposant de e qui figure sous le signe d’intégration

est maximum ou minimum pour y = — » el nous pou-

a?—1
vons supposer X assez grand pour que la valeur numérique du
second membre de cette égalité ne soit pas comprise entre zéro

et k. Donc, y variant de zéro a h,la fonction sous le signe

varie sans cesse dans le méme sens, et I'expression (1) est
comprise entre le plus grand et le plus petit des deux nombres

hyaz+4+1

eX?

hya?+1

eXir2ahXr@i—nh’

et

qui tendent vers zéro 'un et I'autre, quand X augmente au dela
de toute limite; ce qui démontre la proposition énoncée.
Ceci suppose toutefois que a>— 1 n’est pas nul; si a2 — 1 était
nul, ’étude de l'expression (1) conduirait encore plus facile-
ment a la méme conclusion.
De tout ce qui précéde, résulte I'égalité

® N
U =f et dop = bt (1 \/E —-f e—ts? dz> ,
o : 2y ¢ (YN
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ou encore

o )
» At 37 )
( 2) f e—txi-q.)\r dr = eb_t _I_ ‘/_K—, _f -2z ).
0 \2 t 0 '

Si maintenant nous faisons ¥y — x = B, nous voyons que la
premiére des intégrales proposées par M. Bourlet, savoir
@
f e~ cos[z(y — a)]du,
0

est égale a

%( f e—tx'+iBx dop 4 [ e—m“—iﬁa-dm)
0

“0
ct, d’aprés notre formule (2), a

Bi \

Bi
2t Y
—/ e—“"dz—[ e~13*ds
0 o

Mais, dans ces deux derniéres intégrales, deux éléments
répondant a deux valeurs de z égales et de signe contraire
sont égaux et de signe contraire.

Donc la somme de ces deux intégrales est nulle.

Donc enfin
- I~
/ et cosBtdt =1e ’-t\/;'
o

La deuxiéme intégrale est égale

l L ©
— e— i g e—tx—ifx gdo ,
2t 0 0

et, toujours en vertu de la formule (2), &

N -
(\1
e

~1a]

Bi
i B
—-e Hf'e“”’dx.
2 0

Il nous reste a faire connaitre un développement de cette
fonction en série entiére procédant suivant les puissances de 8,
et nous vérifierons ensuite que ce développement est valable
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pour toutes les valeurs possibles de §. A cet effet, posons

Bi

i B
== e st f e—tx? dx.
2 0

Nous en concluons

) N LEv_ L

et, en différentiant p fois de suite les deux membres de cette
derniére équation,

dr+1V i cﬂ’ dr-1V
a3 i ase +r dpp—l>

Si donc la fonction V est identique, pour les valeurs de 8
comprises dans un certain domaine de I'origine, 4 la somme
d’une série de la forme

ag+ a1B+aB+...+a,Br+..

°

il suffit de faire, dans I'égalité ci-dessus, B = o, et de diviser
ses deux membres par p +1! pour trouver immédiatement

L a,—1q

a =—
P+t 20 p+1

Or la fonction considérée s’annulant avec B, on trouve
a,=o0 et, par suite, a,=0, a,=0, a;=o0,
Lrouve aussi

.... Mais on

1 ay
a = — —
8 22 1.3
I as 1 ay
as; = — == )
° 2t 5 462 1.3.5
(28)F a,
Q2h+1 =

(—n* |.3.5,7...2k+x.

Le développement cherché est donc de la forme

(B—L + B

2¢ 1. 4!2133

(—1)* pzkﬂ -
o+ —_— ...,
(28)% y.3.5... 2k +1 )
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et 'on voit sans peine que le rapport du terme de rang k au
terme précédent, dans la série entre parenthéses, tend vers
zéro lorsque le nombre & augmente au dela de toute limite,
de sorte que cette série est absolument et uniformément con-
vergente a lintérieur de tout cercle ayant l'origine pour
centre. Quant au coefficient ay, il est égal a la valeur que
prend, pour 3 =o, la dérivée de la fonction V. Donc, en vertu
de équation (3),

a,=—!|t

Donc enfin
_ I 1 (33 I ps \
V_—M({i ztr+ﬁl.3.5_"')'

Ainsi s'exprime, en fonction de § = y—a, la deuxiéme inté-
grale de M. Bourlet.

QUESTIONS.

1995. Etant donnés deux ternes de points ABC et A'B'C/,
si D est un point de la cubique gauche qui passe par ces
six points, les quadriques, en nombre doublement infini, qui
sont inscrites aux deux tétraédres DABC et DA'B'C’' passent
par la droite d’intersection des plans ABC et A’B'C’ (ce qui
constitue d’ailleurs une condition simple).

(G. FoNTENE.)

1996. La caustique par réflexion d’une ellipse pour des
rayons paralléles au grand axe est une sextique dont I'aire est

3nb(5a2— b?)

2
i6a

a et b étant les demi-axes de l'ellipse.
(E.-N. BARISIEN.)

Nota. — La question n°® 1994 (mars 1904) est de M. Canon.
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* CONCOURS: DES « NOUVELLES ANNALES ». -

—

Par erreur nous avons intitulé le concours annoncé
dans le numéro d’avril « Concours pour 1go4 », c’est
évidemment « Concours pour 1905 » qu’il faut lirve.

[A3k] |
SUR LA RESOLUTION ALGEBRIQUE DE L'EQUATION
DU QUATRIEME DEGRE;

PAr M. G. HUMBERT.

La relation algébrique qui lie p% et pu conduit,

pour la résolution de I'équation générale du quatriéme
degré, a une formule remarquablement symétrique.
Jétablirai d’abord une expression, qui me semble nou-

u . .
velle, de p— en fonction de ¢, u, &y u, dyu; c’est la sui-
) P )
vante :

) u __e(ex—e;)Tiu+e(e3—e1)Tal + e3(ey—e)dhu
(r P2 = (e3— €3)T1u+ (63— e€1)Gu + (€1 — €2)T3u

ou, ce qui revient au méme, en posant comme d’ordi-
Call

ire Gyott =
naire Gyo =

’

ey(es— e3)Trol + €3(e3— €1)Trol + €e3(€1— €3) T30 u
(ea— €3)T1oU + (€3—€1)C20u + (€1 — €3)GT35 1

(2) P§=

Desighons par ¢(u) et f(u) le mimérateur et le
dénominateur du second membre; ce sont des fonc-
Ann. de Mathémat., }* série, t. IV. ( Mai 1904.) 13
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tions elliptiques de u, aux périodes 4w, 4w,, et dont
les seuls pbles possibles, d’ordre un au plus, sont, dans
un parallélogramme des périodes, les peoints o, 2w,,
2wy, 2ws. Or le point u = o n’est pdle ni pour ¢(u),
ni pour f(u); on a en effet, aux environs de ce point,

Caoth = ~ — Lequ (= —1(:2 u?
WE= w2 408': 8§ ®
s +-l—- ea— —ed)us+
5683 go 810 g%
d’ou 'on tire sans difficulté
T
=——u Sel(eq— 5
o(u) S ex(eg—ey) +ub( )+...,

f(u)=—i—;u32e§(e¢~ey)+u7( )

.. 1 .
Ainsi les termes en - ont disparu dans ¢ (u) et f(u);

de plus f(u) ne contient pas de termes en u et en u’,
et ¢(u) pas de terme en u?.

On en conclut que ¢(u) et f(u) n’ont, comme poles,
que les poles simples 20, 2w, 20;; ce sont donc des
fonctions d’ordre trois, et le seul zéro de f(u), dans un
parallélogramme des périodes contenant l’origine, est
dés lors le zéro triple u = o.

D’aprés cela, le quotient ¢(u): f(u) n’admet, dans
ce parallélogramme, qu'un seul pole, u = o, qui est
double; et les formules précédentes donnent, autour
de ce point,

(3)

Il n'y a pas de terme constant, parce que les termes
en u® et u® manquent respectivement dans ¢(u) ct

Fw). ~
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1l en résulte immédiatement que la différence

u__o(u)

Py T fuy

qui est une fonction elliptique aux périodes 4w, 4w,,
n’a pas de pole dans un parallélogramme contenant

Torigine; c’est donc une constante, et, en vertu de (3),

une constante nulle. C. Q. F. D.

Cela posé, si 'on donne pu, les valeurs de p(g)

sont les quatre quantités

(2) #(3rm). 2 en). a(5em)

Or la formule (2), si 'on y remplace u par u -+ 2wy,
garde la méme forme, a cela prés que dgou et ayou
changent tous deux de signe ; ou encore que &40 u change

seul de signe. Il en résulte, puisque dyou = \/pu — eq,

que les quatre valeurs de p<, en fanction de sont
[ quatr 1 P Q pu, son

données par la formule

el(e,_ea)/pu—e,+e,(ea——e,)vpu—eg+e3(e.—e,);/pu—ea
(e2—es)Vpu—er—+(es—er)Vpu—es+(e1—es) Vpu—e;

ou les trois radicaux prennent tous les signes possibles,
le signe de chacun d’eux étant d'ailleurs le méme au
namérateur et au dénominateur.

Si maintenant, dans 1’équation classique qui lie pu

et p—?, on pose pu = a, pg- =, cetle équation s’écrit
. 1 2
G a) (= gz 59 = (60— L g1)
ou

frt—i16axd+ 28,20+ 4w (283 + ags) + %g%-i— 4ags=o.
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Posons-y, pour faire disparaitre le terme en 23,

z=£+a,
il vient

48+ 282(gy— 12a2)
(4) . . +8£(—4a3—i—g2a+g3)
—12a*+6atgy+12a83+ %g% =o.
Soit, en général, une équation du type
() §+6AL2+ 4B+ C=o;
on la raménera au type (4) en posant

ga—12a? =12A,

g+ agi— fat= 2B,

—12a*+ 6a2g,+ 12ag; -+ 4g2= 4G,
ce qui donne, pour a, g, et g3, les valeurs

‘ a = G‘IE(C—QA2)7

] g2=12(A+a2)y
( gs=2B—12Aa—8ad.

(6)

Ainsi, étant donnée I'équation (5), pour la résoudre
algébriquement, on formera, par (6), les quantités a,
g2y &35 on calculera les racines ey, e,, €3 de larésolvante
du troisiéme ordre 4 xz% — g2 — g3 =o0j el I'on aura,
pour les quatre racines cherchées, la formule

el(er‘—ea) Va—e +es(e3—ey) Va—es+es(e;—ey) ya—e;
y
(es—e3)Va—ei+(es—er)YVa—er+ (e1—e) ya— e,
ou les wois radicaux prennent tous les signes possibles,

le signe de chacun d’eux étant le méme au numérateur
et au dénominateur. :

f=—a



( 197 )

{U10a]
SUR LA DEPRESSION DE L’HORIZON DE LA MER
ET LE NIVELLEMENT GEODESIQUE;

Par M. Mavrice D’OCAGNE.

1. Voici un procédé direct, trés élémentaire, pour
obtenir la formule qui fait connaitre la dépression de
I’horizon de la mer lorsque l'on tient compte de la
réfraction géodésique.

Le rayon lumineux issu de B ( fig. 1) et tangent en G

Fig. 1.

a la sphére terrestre pouvant, comme I’a démontré I’ex-
périence, étre assimilé a un arc de cercle, et les tan-
gentes en B et en C A cet arc faisant, avec la carde BC,
des angles nw proportionnels 4 'angle w des verticales

cu B et en C (loi de Biot), on voit immédiatement que

pa
CHz=w (cotés perpendiculaires § AOG),

‘B/ﬁ =2nw (extérieur au triangle BCT),
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et, par suite, que la dépression & de I’horizon est liée
2 o par la formule

(1) S=w—2nw=_(1—2n)w.

On voit, en outre, que, dans le triangle OBC,

/\ .

OCB=g—nm,

2N
OBC=g—(8+nw)=;—t——(1—n)w.

Par suite, ce triangle OBC donne

R+h __  cosnuw
R~ cosg—n)w’

ou, en négligeant dans le second membre les quantités
du quatriéme ordre,

n?w?
]—
l+h'— 2 __‘_‘_(l——n)?--—n‘l.m2
R™ (1—n)twt 2
2
1—an
=1+ w?,
c’est-d-dire

h I—a2n

= = w,

R 2

Remplagant, dans (1), w par la valeur tirée de la, on a

(2) 8=\/‘(l—2n)%,

qui est bien la formule classique.

2. La méme méthode s’applique aussi facilement a la
détermination de la différence de niveau de'deux points
lorsque I’on tient compte de la réfraction géodésique.

Les tangentes au rayon lumineux curviligne faisant
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encore en B et en B’ avec la ¢orde BB' ( fig. 2) des

angles égaux i nw, on a, dans le triangle OBB/,

R4+-2 sin(zs+nw)
R+% " sin(z+nw)

. 3 —2z 3+ 2
h’—h 28in > cos > -+ nw

() R+%h sin(z'+ nw)

ou

.

Fig. 2.

0
Mais, la somme des angles extérieurs en B et B’ donne

Z24+ 3 4+2n0="7-+w,

d’ou V'on déduit successivement

z 43 T W
4+ nw=— -+ —»
2 2

d4+nw==n—[z+(rR—1)w],

et, par soustraction,

z— 3z
2

wia
+
SN
)
|
-
ol
~
S
~——

Portant ces valeurs dans (3), on a

I—2n . W
2C08{ % — W) sin—
. 2 2

W—h _
R+%& sin[za+(n—1)w]

’
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ou, en négligeant les termes du second ordre, .

I—2n

COS 3 + wsinz

h—nh —w
R+~ . sinz

,
c’est-a-dire
h’—h=R<l+ ~h-> <wcotz.+ '—;znuﬂ).

R

Si I’on tient compte de la relation

K
w = 'ﬁ ’
et que 'on néglige encore les termes du second ordre,
on a enfin
1—an K2
2 R’

(1) h'—h=Kcotz +

qui est la formule bien connue.

[D1b]
DEVELOPPMENT D'UNE FONCTION EN SERIE ORDONNEE

- SUIVANT LES PUISSANGES ENTIERES ET POSITIVES
D'UNE AUTRE FONCTION;

Par M. P. ZERVOS.

I. Soit par une transformation conforme de I'inté-
grale de Cauchy, soit directement on peut démontrer la

RAED) . f(=)
fcom—c(m) de=2milgyr

formule

ol nous supposons : 1° que la fonction f(z) est holo-
morphe comme la fonction ¢(z) (la derniére prenant
une détermination) a I'intéricur du domaine limité par
un contour C; 2° qu'il n’y ait pas de racine de /()
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dans le méme domaine; 3° que la fonction ¢(3) — o(x)
et le contour G soient tels qu'un peint quelconque x; du
domaiwe soit la seule racine de la fonction ¢(z) — o (x;)
dans ce domaine; une telle fonction, par exemple, est la
fonction z2 — x2 4 l'intérieur d’'une aire dont le contour
ne coupe pas un des deux axes.

. Démonstration directe de la formule

£(2) i J@)
facu)—amd 2y

Décrivons de x comme centre un cercle y de rayon o,
intérieur a I'aire G. Nous aurons:

f(z) _ S(z)
,[c(:.) —o(x) dz —j‘: c(z)-—c(z‘)dz’

ou le rayon p peut étre aussi petit qu'on veut. Nous
développons les fonctions f(z) et o(2) au voisinage du
point x. Alors nous aurons

f————f(z) dz
¢ 9(3)—a(z)
o preb ,
Sf(@)+pedif'(z) + —————f (z)+...
= iped do
P! em
pebie () + " () +..
Y
ou, séparant la seconde,
f(3)
f @—a@
Y SN (C)) i db
’ , Peﬁi ,
o'(x)+ —d(x)+...
(1) / Y 1.2
pedif! (x)+ f"(x) ... .
-+ {1 B idb.
c’(x)+—‘—‘v-£c"(.z:')+..

Y
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De celles-ci la seconde est nulle parce que nous voyons
que, d’aprés nos hypothéses, il est facile de démontrer

que l’on peut trouver un nombre positif M tel que
I'inégalité

eel(f’(x) + %ﬂ(z)_’.'“)l <M

soit vraie pour tout point de la circonférence vy, et aussi
un nombre positif m tel que I'inégalité

o (x) + T—;c”(x)+...> m

soit vraie pour les némes points, en rappelant que nous

avons supposé ¢’ (a) 7% o pour tout point du domaine G.

Ainsi P'intégrale considérée est moindre que g 2mi—-
Donc la seconde intégrale du second membre de I’éga-

Jité (1) est rigoureusement nulle, p étant aussi petit que -
Von veut.

Pour la premiére, je remarque que l'ona

f(=) pica)
: L db f Jan
o (z-)—s—v—'—‘) (@) +...
Y .2

o f( )<c(x) ¢ (z)peel—i— )

1.2.3

=—p¢

ebi \
: c:(x)(c(.z')+l—.2cr(x)+...)

En se servant de la méme maniére que précédemment,
nous pouvons voir que l¢ second membre est nul. Par
conséquent I’égalité (1) devient

f————ﬂ") ds= [ C{E:;ide'-_-mif(”)-
Y

¢ °(3)—a(x) o'(7)

III. Nous pouvons, par cette formule, calculer immé-



( 203 )
diatement plusieurs intégrales; par exemple -

~+ o . .
f ZSNME ip (m>o0, a>o0).

. 2+ at

Pour cela, il suffit de calculer I'intégrale

zemzi
22 ds,
22+ a?

effectuée le long du périmétre d'un demi-cercle tracé
dans le demi-plan. Nous ’écrirons sous la forme

zemsi
S e

Le demi-cercle considéré est une aire dans laquelle le
facteur (z + ar) ne s’annule jamais,

Nous pouvons donc appliquer la formule précédente
et nous aurons

zemsi .at e—ma .
—ds=2m — = (e~ Ma,
c 3 + a? 2at

IV. Une application de cette formule, que je crois
intéressante, est le développement d’une fonction en
série ordonnée suivant les puissances positives d'une
autre fouction. Pour cela, prenons I'identité

1 1 c(w)
s(z) (@) o(z)  [e@F
Lo(2)]” +(°(z‘))"+' 1 <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>