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[D]

APPLICATION AUX FONCTIONS GIRCULAIRES ET AUX FONC-
TIONS ELLIPTIQUES I'UNE METHODE GENERALE DE DETER-
MINATION DES FONCGTIONS DONT ON DONNE LE GROUPE
DES SUBSTITUTIONS;

Par M. E. TAGGI.

Nous avons démontré (') que les fonctions qui ad-
mettent les substitutions d'un groupe douné, ct seule-
ment celles-la, sont les intégrales de I'équation diffé-
rentielle

Fror) L Fa) W), 92(a)
N - -

(1 = F'(x) ~313'2(‘1-) = ’q»(a-) P2(x)

—4¥(=x),

(') Détermination des fonctions qui admettent les substitutions
d’un groupe quelconque donné, et seulement ces substitutions-la
(Nouvelles Annales, aout rgor, p. 368).
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@ ¢t T étant les fonctions déterminées par les formules

3 (-1
e»}ff(u ’y')”r:[[ezf(h‘_;'>‘ll.

(3)

ou les p, sont les périodes du groupe
plx)=s(z)—um,

et les quautités h,, k,, ..., des fonctions de x qui
rendent convergentes les séries indiquées dans ces
formules.

Ces fonctions F(x) peuvent aussi étre déterminées
comme quotients de fonctions entiéres © (x), qui sont
les fonctions a muliiplicateur du groupe, et sont les
intégrales de 'équation

(1) DO — DO+ (b — DY)B = o.

Le multiplicateur 4 de ces fonctions @ est donné, au
signe preés, par la formule

i
ou s(x) est la substitution considéréc du groupe.

La Note présente a pour but de faire I'application de
notre théorie aux fonctions circulaires et aux fonctions
clliptiques.

1. Considérons d’abord le groupe des substitutions
de tangx
sp(ry=nw+4+2x (n=""1, E2 ...).

Ann de Mathemat v <érie, t. 1 (Octobie 1qos) 29
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Les périodes sont
Prn=nm.

1 . ’ .
La somme E — est CO]IV(‘TgenLe S1 Oon l’eCl'lt
Pn

[ t
2<17"+P—'L> (n=1,23, ...),

et se réduit a zéro. 1l s’ensuit

rlr

—2
P(r)=e b P = const.

1
La somme 2 vy est COI]VGI‘gCD[C H
P

n

O 1 N 2 1 >
2113—27L272#122n'241t2 6 3
n n n'

(n===1, 29, ...y ' =1, 2,3, ...)

On a donc
3 P2 1

Y'=- — — —_— =

4 P2 ph
n

L’équation aux fonctions © est, par suite,
0"+ 0 =o.
L’intégrale générale de cette équation est
8 = Xsinz + pcosz.
Les fonctions périodiques du groupe donné sont donc

Asinz -+ pcosy )\tan"{l‘—}—-p.

F(r)= - =
(@) Y SINx —+ pCcosx *{tan“a‘—l—p

o sont des constantes arbitraires.

ou i, U, v,
Le multiplicateur § des fonctions © est donné par la
formule (5)
P(s)ds

O(s. ”(‘\_._;\/ ==,

d(xr)dr
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et l'on voit d’autre part que, lorsque 7 est pair dans s,,
8 =1, et lorsque n est impair, § = —1.

2. Considérons maintenant le groupe des substitu-
tions de la fonction sinx
sp(Z) =2nm+2 (n ==x1,E£2,...),

sm(z)=(2m+1)m —x (m=o0,=x1,x2 ...)

Les périodes sont

Prn =207,

pm=(2m-+1)x —2x.

I . . . )
La somme E » se décompose en deux séries : I'une,

I . . . . .
2;—, est nulle, ainsi qu’on le voit en associant deux a
n

, . . [ 1
deux les termes égaux et de signes contraires ol P ;
n -n

1 .
Pautre, EF, est convergente, pourvu que l’on associe
m

deux & deux les termes dans lesquels 2m +1 a des
valeurs égales et de signes contraires.
Nous pouvons donc écrire, sous cette condition,

o dr
D(z)= (,"2)—Jf<zm+1m-—z.r
(aom+1==:£1, =3, =5....),

¢t, par conséquent,

‘1’(1‘)=)\]—_[ l—-<—x2~771- = A cosx
i (

'lm’+l):>
2

(2m'+1=1, 3.5, ...),

ou ). est une constante arbitraire.
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5 1
]) autre part, 2[}—2 est convergente

~ [ Y ! 1
3—.;=3 — 2—27
HIJ ‘[)’-5 [)/II

n

m

O ! 2 1 1 sw 1 1 w2 '
2‘[}}-’, o 4nin? T om e 2 2w 6 12
n n

(n=="1,%02, =3 ..;n=1,23,...),
~ | O 1 1 d? p , 1
:—:: = L 08’ = ———"
Ph [(Gm+nm—oa]? § dz2 "™~ 4 costz
n m
On a donc
32 i 3 L I A
¥V=--—--3 Z — = 7Lilng2<L‘~—3(~~ ——} =1,
4 P2 P 1 12 jcosra

ct, par suite,
P’ — PV = o.

On est averti, par cette identité ('), que parmi les
fonctions périodiques du groupe il y en a qui sont
entiéres ; mais poursuivons la recherche des fonctions 0 :
I'équation en O est alors

DO — B0 = o,
ou
cosx® + sinz©® = o.

Son intégrale générale cst
O = )sing —+ p,
ct les fonctions périodiques du groupe sont données par

la formule
Asing —
F(]‘) = -.——Hy
Y sz —+ p
ou A, @, v, g sont arbitraires; on voit que les fonctions ©

(") Loc. cit.
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sont elles-mémes, ainsi que cela devait étre (loc. cir.),
les fonctions périodiques entiéres du groupe. Leur
multiplicateur, qui estun, est d’ailleurs donné, au signe
prés, parla formule (5).

Sachant qu'il existe des fonctions entiéres du groupe,
on peut, comme nous 'avons vu (loc. cit.), former
directement ces fonctions par la formule suivante, sans
passer par I'équation en 0 :

—a\ [dx
F(z):/e “~ de:[‘bdz:lsinz‘—{—y.

. 1 . ..
pOU[‘ Ob[(ﬁllll‘ E [)_- sous forme de serie C()HVCl‘gCl) [C,
m

, 1 .
nous avons rangé les termes — dans un certain ordre;
Pmn

on peut remplacer cette somme par une série abso-
lument convergente en introduisant certaines quan-
Lités /,,,, comme Uindiquent les formules générales (2)
¢t (3). Nous prendrons

1
Fom

=
(2m +1)%
¢l nous aurons

1 1
—_ d.
22/<(2m+1m: (2m+1)'ﬁ—2w) v
=2e m

v

\

™

7/ x 2m41) =

(- ) e
" (2m—+—1)‘2§

(2m—+—1====y, =3, =5 ...),

et, par suite, comme précédemment,

& = A cosz.

. s . 1
Quant a la série 2;5, clle est absolument conver-

gente. Nous sommes donc conduils ainsi aux mémes
fonctions @, W et ® que précédemment.
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Le cas du groupe de la fonction cosx se traiterait de
la méme maniére que le précédent; on peut d’ailleurs
passer du cas de sinx au cas de cosx en changeant x

K
Cnx+;"

3. Considérons maintenant le cas des fonctions ellip-
tiques. Soit d’abord le groupe des substitutions de la
fonction pu

s=aomw-+2nw=u (m,n=o0,21,2x>2 ...),

ol v et ' sont des nombres quelconques dont le rapport
est imaginaire.

Les périodes sont de deux sortes :

Pmp=2mw—+snw,

T =2MmMw +20w — 2.

La somme des inverses des périodes n’est pas une
série absolument convergente. Notre formule générale
de ® nous donne

’

@' 2 k .

Tm,n
i

Dans =, , on peut annuler a la fois m et n, ce qu'on
ne peut faire dans p,, ,; faisant donc sortir du signe Z
le terme en =, , dans lequel m = n = o, nous écrirons

@’ R N\ [ 1
= - + 2y —m— - - ——

o - — ’
P “ M- nw mo —+nw'- - 1()
m,n

ou les quantités 27, , doivent rendre convergente la
série indiquée.
Nous prendrons

D 14
20 =

- — - ’
Mmw -+ nw' mw + nw'
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cL nous aurons, en intégrant,

, © n +‘l ut
d =2\ |— ———— ) emW+nw  2mw+nw)?
I I mw + nw' ’

ol A est une constante arbitraire.

Formons maintenant ¥ par notre formule générale

3 o2 1

nous avons l,CXP[‘eSSiOH

- 32 32’ P 1 1 3
TG e T amw—42n0’ )2 (2mw—t2nw —ou)? fju?’

m,n

. . . . N 1
ou nous avons fait sortir du signe Z le terme Tt afin

de ne conserver sous ce signe que des termes ou m et n
ne s’annulent pas a la fois. k,, , doit éire tel que la série
indiquée soit absolument convergente. Nous prendrons

2

k = ——
T (amw + 2nw')?

el nous aurons

\l._3fb'2 3 I +2’ I T 1_
Tier g w? (mw-+nw) (mw-+no'—u)2/|

et, par conséquent,

&) w
2

&
P'— PV =

Celte expression n’étant pas identiquement nulle, il
n’y a pas de fonctions entiéres du groupe (*). L'équa-

(') En examinant tous les cas possibles de substitutions de la
forme ma —nb+~x, ma+ ni —z, on reconnait que &"'— P
n'est jawmais nulle, ce qui montre qu'il n'existe pas dc fonction
doublement périodique qui soit entiére el constitue ainsi une nou-
velle démonstration d’un théoréme bien connu. Notre méthode
permet aussi de voir qu’il n’existe pas de fonction qui n’ait que des
substitutions de la forme ma + nb -+ x et que toute fonction dou-
blement périodique a des substitutions de la forme ma + nb — x.
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tion aux fonctions a multiplicateur est
$e"— PO — ;4’”9 = 0.
4

La formule que nous avons trouvée pour ® peut étre
transformée par des procédés trop connus pour qu’i]
soit utile d’y insister, ct I'on arrive directement aux

formules
27
2 I — g?"cos — u + q+n
. m-ur T w
P =le® sin 1(' l ~ (n=1,2,...),
w “__(1.11)2
n
20, T <dn(ns —ov) sin(n=< -+ 2v)
b =2Ate®” sin —u I I VT I I e eV
w SiInnN<w smn-w
n n
ou
u w' -
V= — T == — = TN,
w (0] q

ct 'une quelconque des trois formules de @ permet de
démontrer que

P(u — 2w) = estlu+w) d(y),
P(u+ 2w')= eS8+ d (1),
ou
=i

: , ,
o' —n'w="=
! Py

I

les signes —+ et — correspondant respectivement aux
cas oit mod g est inférieur ou supéricur a I'unité.

On en déduit

b2mw+ 2nw == 1) === e8lmutng) imwt+no'=w G(y),

Le multiplicateur des fonctions © du groupe est donc,
au signe preés,
b(s)ds
(s, 1) = //-i ) as
T d(uyrdu
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ou
O(2mw +anw' £ u, )= c2mn+2ng Gmo+2nw =2

Rappelons que, pour former I'équation en ©, nous
nous sommes servi dans une Note précédente (loc. cit.)

de la relation
8,0, — 8,0, = ud,

ou O, ct O, sont deux fonctions O quelconques du
groupe et u une constante arbitraire.
Si nous remarquons maintenant que
D= A7 (2u).
¢t que, puisque
s’;"gu
P =ey—+ Ty (2=1,2,3),

les quatre fonctions g%u, o34, u sont des fonctions a
multiplicateur du groupe, la relation précédente, ou

I'on fait @, = ¢%u, 0, = ¢ u, deviendra

F2UX2TUT U—FPUX 2G4 UTeu = AnT(2U)

=2 pT U uIguUcyU,
ou

Fqu ' U—TU T = AnTRUTyU,

relation connue, ou Au est un facteur constant. Fan par-
ticulier, sio. =3, ona dp=1.

On peut vérifier de la maniére suivante que les quatre
fonctions @?u, 353 u sont des solutions de I'équation

en 0.

On a
® S'(2uw) ..
ry _l?(z_u) =2f(2u),
(p// q)lz ,
E:_52.+4§(2u)::4t_?(9.u)——p(~).u),

et I'équation prend la forme

(6) %——32(210%—‘—Z‘l(zu)——p(au)-*n.
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Faisons d’abord @ = 52u;
o _ du 0"

2 =20u — =42u—2pu.
[2) su Sy [7) 4 p

Le premier membre prend la forme suivante :
[2Zu—C(2w))2—[2pu—+pl2u)]

ct 'on peut vérifier directement que cette expression
est nulle : il s’ensuit que g2u est une solution. Pour
vérifier que g u est aussi une solution, mettons I'iden-
tité précédente sous la forme

[28u —C2u)pP—[p(ou) —2Tu] =0

7

ct remarquous, en nous reportant a I’équation en 0 (6),
que si Von fait © = gu, le premier membre de cette
équation en © n’est autre que celui de 'identité précé-
dente, ou lon remplace u, J'u par Lyu, Ju sans
changer {(2u) ni p(2u). Or, si dans 'identité précé-
dente on change u en u + vy, on trouve facilement

[28qt — L2 —[p(2u) —255u] = o.

Il s’ensuit que gju (2 =1, 2, 3) cst aussi une solu-
tion de 'équation en © (6).

L’équation en © est sulfisante pour déterminer les
fonctions périodiques du groupe

Ipu 4+
F(u)= il il i
‘{(p u -+ P
en sorte que 'équation (1) aux fonctions I () n’est pas
utile dans ce cas particulier. Elle donne licu cependant
a unc autre vérification intéressante : sil’ony remplace W

3

34 , . .
par sa valeur = —, cette équation devient
i@

) o 2 . 2 L P2
() 2 e =0 3 — e =30 — T
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Or ®(u)="na(2u) et pu est I'une des fonctions
F(u); done

" re 2
2u—3p, u =3 d—})q)(u):l2(-—d-i?-zt—)§

b P dui ™ F(au)=—1ap(2u).

On obtient ainsi P'expression de p(2u) en fonction
de p'u, p’u, p”u; si 'on remplace ces dérivées par
leurs valeurs en pu, on obtient la formule connue:

I 2
(p?u,—l- 7'g2> +283pu

(8) p(2u)= 4piu —gapu—g;3 )

Au sujet de I'équation (1) aux fonctions périodiques
F(x) d’un groupe quelconque donné, on peut faire une
remarque qui peut éire d'une grande utilité pour les
fonctions elliptiques :

Si 'on pose

() () .
102) =00 — 3 ey — 4 (@)

on voit que les solutions s(x) de I'équation

s” s"2
x) — 3’2 — 3 —
wx) =7(s)s+25 —3
sont toutes les substitutions (ct sculement celles-1a) qui
laissent invariable I'cnsemble des solutions F(x) de
Véquation (1), c'est-a-dire qui transforment P'une des
fonctions F(x) en une fonction linéaire de F(x)

WF(z)+ n

‘IF(J‘)—I—l

ou laissent I' (r) invariable ().

(") Il résulte également de la que la fonction de ¢ obtenue en
posant pu == ¢ dans I'expression (R) de 7 (u), et qui est rationnelle
ct du quatrieme degré en ¢, admet ¢roés substitutions [lincaires
cn £ et n'en admnet pas d’autres.
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Dans le cas du groupe considéré, x = u, I'unc des
fonctions F est pu et 7 nest autre que — 12p(2u);
il s’ensuit que toure substitution s(u) qui transforme

puen une fonction linéaire de pu est une solution de
U’équation en s

" "o

y s"2
12p(au) =12p(2s)s?—2— +3 -
s s

Parmi ces solutions sont les substitutions du groupe
donné; l'intégrale géuérale contient trois conslantes
arbitraires ui ne sont autres que les trois constantes
arbitraires de la fonction linéaire de pu, solution géné-
rale de I'équation (7).

k. Considérons maintenantle groupe de substitutions
fmw +2n0'+x

, (m,n=o0,%1,29,...),
202m-+1)w+2n0w —2

gui est celui de la fonction

F(z)=sn(gz|gw, gu")

'
w

dans 'hypothése on la partie réelle de o7 oSt positive,

¢l ot gw, g’ sont les intégrales completes

1
du

w =
& /0‘ V’(I—W)(x——k‘zu?)’

1

, /’f du
g,"(u = ~ = = .
, VO —u?)a—Au?)

o/

Les périodes du groupe sont

Poyn= {Mw 20w,

Toyn=2(2M +1)w 4+ 200 —2.x.

La somme des inverses des périodes n’est pas une
séric absolument convergente. On peut former une série
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absolument convergente

27

11

par introduction de quantités 4; convenablement choi-
sics; mais on peut aussi rendre convergente cetle somme
en rangeant ses termes dans un ordre convenable. Ecri-

yons
1 1 1
— = —_—
P Pm,n Tm,n
@ m,n

m.n

ct associons deux a deux les périodes p,. , qui sout
égales et de signes contraires, et quatre a quatre les
périodes =, , dans lesquelles 2m —+1 et n ont des
valeurs respectivement égales et de signes contraires; la
premiere série du second membre est alors nulle iden-
tiquement, et I'on a

\‘ 1 I
ad ] T, n
' m,n

T r
- <‘2('2m4—!)m+2nw’——2:f 2(2M +1)w -+~ 200 + 22
m.n
\

1 !
— — —
2(2m +1)w—2n0'—22 2(7))L+I)w-2}2(u'+2.’1‘)

(m,n=o0,1,2,3,...).

Si I'on fait croitre a I'infini m d’abord, et ensuite n,
la série du seccond membre est convergente, et il en est
de méme du produit doublement infini qu’on en tire

pour @ :
NN
P P
x x )
= XI[ 1 — , (l+ —— ,
(2m —+1)w + nw'/ \ (200 —1)w ~+ 1w
m,n

xr N
X{1T— 7 N
(2m—1w—nw/ \ (>0 == 1)t == e
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Par une méthode de calcul bien connue, ® se met
sous la forme

1+2q"co<£x+q"‘
Tw

T .
d):)\cos—z;xl I T (n=1,2,3,...).

Formons la fonction W. On a

3 P2 I
= - : I
I A ¢2+3 E(l‘ pf‘)

La somme

Z : EI : 2 :
2 2 2

P, P, n Tm,n
1 m,n m,n

n’est pas absolument convergente, mais on peut la rendre
convergente en rangeant ses termes dans I'ordre qui a
é1é adopté précédemment pour former ®.

On a ainsi

'

R ! 1
Zp}-’,,’,, =2(4mw+2nm )2

’

_ 12 1 _ w2 1 4 n
i (2mw+nw)z 8w:l6 2“_9”2 :
n

J fel . ¢ . .
Nous désignerons par i celte conslante qui, par les

notations de Weierstrass, s’écrirait

wl
w|w, —
2 . 27 + e3w
4 2w 4w - 4w

b d
¢ l(awla2w,w') “'(

On a, d’autre part, en associant, comme nous ’avons
dit, les périodes =, n,

X

O ! I _ o] P P2
ZF,*—,ﬁ T a(20m w200 —ax|2 [ dx2™~ T 4 (d:' dﬂ)

m.on m o
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et, par conséquent, en annulant les quantités %,

., 3 /"
‘*z<$“°>

P — W = - ("~ 3cb).
3

et

l’équation en O est donc
DO 'O 4+ —;(qfu.— 3c®)8 =o,

ot @ est donnée par la formule trouvée précédemment.
On reconnait facilement que @ est, a un facteur constant
prés, le produit des deux fonctions H(gx) et ©(gx) de
Jacobi.

On peut vérifier que les fonctions H(gx) et 6(gx)
sont des solutions de I’équation précédente.

D’autre part, nous servant d’ane relation générale
entre ® et deux quelconques des fonctions & multipli-
cateur da groupe, que nous avons rappelée a propos
de pu, nous pouvons écrire

(g (gx)—H(gx)0'(gxr)=AH,(gx)8,(gx),

ou A est un facteur constant; on sait d’ailleurs que
A =gk

La formule (5) donne au signe prés le multiplicateur
connu des fonctions de Jacobi.

Si 'on veut passer du cas de la fonction périodique

u=sn(grligw, gu’)
au cas de la fonction v, dont nous avons démontré la
corrélation avec u dans une Note précédente,
v=sn[g(x+w)lgw, gu'],
dout les substitutions sont

fmo+onw
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on n’aura qu’a changer x en x + © dans I’équation pré-
cédente en O : la fonction @ sera alors le produit des
deux fonctions H(gx), O(gx). et 'intégrale générale
sera
Y Hi(gz)+ n6,(gx).

Quant i la constante c. elle 1este la méme.

3. On pourrait obtenir les mémes fonctions ® et les
équations des deux cas précédents par des produits
absolument convergents, en introduisant certaines quan-
1ités /i, et k, convenablement choisies; on aurait ainsi,
dans le cas de la fonction o,

n . ' xr, =
o= o 2] (1_§>en”w-=pl!(gw)@@x)

(w'=2mw—+nw;mn=o0,=1,=2....),

ou 7 ct pu sont des constantes dont 'une est arbitraire.

On peut obtenir aussi les fonctions de Weierstrass d'u,
Fyit, en choisissant convenablement les quantités .. A,.
Les équations aux fonctions O relatives aux deux cas
indiqués sont alors de la forme

DO — DO+ ~ (B 3e5D )0 = o.
I

Dans le premier cas, on a
D=L U
et I'intégrale générale de I'équation précédente est
O=A50u—+ uJzU.
Dans le second cas, on a
P =2FuFu
et intégrale générale est

O — ) i+ nTu
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On peut d’ailleurs passer des équations relatives aux
fonctions de Jacobi aux équations relatives aux fonctions
de Weicrstrass en changeant @ en

et O en

ee'.’ w

On peut aussi passer du cas du groupe de la fone-
tion pu au cas du groupe de substitutions

fmow-—onw xa

par le changement de v en 2 0.

Nous n’insistons pas davantage, dans cette Note, sur
les applications de notre théorie générale aux fonctions
elliptiques, applications qui ne sont pas destinées a
donner de résultats nouveaux, maijs sont propres a
montrer comment cette théorie générale peut étre appli-
quée; comment, en particulier, elle aurait pu conduire
aux fonctions de Jacobi et aux fonctions de Weierstrass
si ces fonctions n'étaient déja connues, et, par consé-
guent, comment, dans d’autres cas, elle conduira a la
détermination de fonctions dont on donne le groupe
des substitutions.



