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NOTE DE GEOMETRIE;
Pan M. MANNHEIM.

A la suite d’un Travail de M. Piccioli, inséré a la
page 177 du présent Volume, M. Duporcq a publié
unc Note dans laquelle il s’occupe d’un probléme qu'’il
énonce ainsi :

Trouver les courbes planes telles que leurs normales
découpent sur une droite fixe des segments propor-
tionnels aux arcs décrits par leurs points d’inci-
dence.

A propos de ces courbes ( fig. 1), que je désignerai

Fig. 1.
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par (m), je viens présenter quelques remarques géomsé-
triques.

1. Construction du centre de courbure d’une
courbe (m). — D’aprés la définition de (m), on a

arcmmy = h.m'm/;,
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d’ott. en employant ma notation habituelle,

d(m)=k.d(m').

Appelons e le centre de courbure de (m) pour le
point ne.

Une formule connue (') donne, pour un déplacement
infiniment petivde m sur (m),

d(m)  me

dim'y — m'a

Ce dernier rapport est alors égal & 2. ct va nous per-
mettte de construire e.
Sar la perpendiculaire mdc i la droite fixe, prenons

mm'

le point e de facon que e = 75 1l suffit alors de mener

la droite me jusqu’a sa rencontre b avee la perpendicu-
laire /b i/, e d’abaisser de ce point b la perpendi-
culaire be surla droite fixe; cette droite coupe mm' au
point demande e.

En cffer, si Von cleve la perpendiculaire ea, qui

coupe m'c au point a, on a

me mm'

=X

’ - a
m'a ou be m'c

2. Génération cyeloidale d’une courbe (m). — 11
résulte de cette construction du centre de courbure e que,
st une courbe (1) est telle que, pour un quelconque de
ses points m'y le rapport de son rayon vecteur mm' &
son1ayon de courbure m'c et ()'g(zl a )\, cette courbe,
en roulant swr la droite fixe, fait deerire la courbe (m)

auw point m entraind.

(Y Princeg s a0 ovdloppenients de Geonetrie cinemalique,
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En faisant usage d’un théoréme connu ('), on a cette
propriété :

Les arcs de la courbe (1) sont proportionnels aux

arcs correspondants de sa podaire relative au point m.

3. Construction du centre de courbure ¢’ de la déve-
loppée d’une courbe (r). — Soit (r) (fig. 2) une

/!

=12, quelle que soit la position

n
courbe telle que —
m c

de m/ sur cette courbe.
Pour un déplacement angulaire dy de mm' autour

de m, on a
d(r)y=1Iim'. do.

Eu appelant do Pangle de contingence de () en n/,
on a aussi
d(ry=nlc.dw,

donc
Im'.do = m'c.dw,
d’ou
'
m'c
do = - dw
: lm

(') Loc cit..p Hir.
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I’autre part, puisque

' S '
mm = A.me¢ce,

on a
d.mm'=xd.m'c,

c’est-a-dire (*)
ml.dp = \.cc'.dw,

en appelant ¢ le centre de courbure de la développée
de (r).

Remplagant dy par la valeur que nous venons de
trouver et supprimant dw, il vient

ml
Tor m'c=A.cc
m
ou
e
¢ mie = A.ec,
c
et enfin
gc mm'’
e’ T m'e

Il résulte de la que les triangles mni/c, gec’ sont sem-
blables et que, par suite, on obtient le point ¢' a la
rencontre de la normale cc' & la développée de (1) et
de la perpendiculaire abaissée de g sur mc.

4. Autre construction du centre de courbure c¢' de
la développée de (r). — Du point g menons gh paral-
lélement a m/c. Le point ¢’ est alors 'orthocentre du
triangle gch, et 'on obtient ce poinl ¢’ par cette con-
struction :

On méne gh parallélement a m'c et he' paralle-

(1) Loc. cit.. p 4% et suwv.
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lement & mm' : cette derniére droite coupe ce au
point ¢’ (').

8. Construction de la normale & la courbe (g) lieu
des points tels que g. — Pour résoudre ce probléme,
déplacons m' sur (r) et déformons le triangle gm’c. Nous
ne connaissons pas l'enveloppe de cg; supposons que la
normale a cette enveloppe, issue de son point de contact
avec gc, coupe ¢c’ au point Z et ml au point j.

On a (?)

d(r)y m'c
d(c) e’
de) _ e

d(g) &’
a(s) _ &7
d(ry  m'l

Multipliant membre &4 membre, il vient

m'c.ct

T ec.m'l
Mais
m'e m'g ch cc’
—_— I ——— IS e— I ——
m'l m'm cm ct
donc
ctl = ct.

Il résulte de la que la normale demandée est gm et
que la courbe (g), lieu des points tels que g, est un
cercle de centre m.

6. Génération directe de la développée (c) d’une
courbe (r). — Nous venons de trouver que cg est tan-

(") 1l est facile de construire le centre de courbure de la déve-
loppée de (7).
(*) Loc. cit., p. 49.
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gente 4 un cercle, mais nous avons vu précédemment
que le rapport de cette tangente & cc’ est constant, on
peut donc dire que la développée d’une courbe (1) est
telle que, pour ses points, les rayons de courbure sont
proportionnels auz distances tangentielles de ces points
a un cercle fixe.

On peut remarquer qu'une courbe (7) et sa déve-
loppée peuvent étre définies de Ja méme maniére, avec
cette diflérence que, pour la courbe (7), on a un cercle
de rayon nul.

1. Théoréme relatif é une courbe (r). — On a
mg  mh nm'
mm' — mc  cm
d’ont
cm'

nm'=mg——-
mm

IJ(B S(‘g“l(‘]]l, mg etant constant, alnsli un IC rap—

'

cm
1)0]", -——y ON COnC] uat quc n"ll cst un segment (]e gran-
mm ° °

deur constante; donc,

Pour une courbe (r), la paralléle au rayon vec-
tewr mm!', issue du centre de courbure c' de la déve-
loppée de (r), rencontre le rayon de courbure m/c en
un point n : la distance nm! est de grandeur constante
pour un point arbitraire de (1), et alors le lieu des

points tels que n est une courbe paralléle a (r).

8. Théorémerelatif a une courbe (m). — Reprenons

la figure 1; on a
mg me mm'

- —_— = )
mm mb me

d’olt

2
mm' = mg x me
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Mais nous avons démontré (5) que mg cst un segment
de longueur constante; done,

Pour une courbe (m), les carrés des segments tels
gue mn!, compris entre la courbe et ladroite fixe, sont

/"'O/)OI'U.OIIIZC‘IS awx rayons de COIH'Z)I(I'C‘ l(/’l.ﬁ" quc e,

Clest le théoréme auquel est arrivé M. Duporeq et
dont il disait (') avee raison qu’il serait intéressant
d’avoir une démonstration géométrique.

On peut remarquer ue la démonstration que je viens
d'indiquer est simplement une application de quelques-

unes de mes formules.



