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SOLUTIONS m: QUESTIONS PROPOSÉES.

1893.
\ 1*)OO, p . r>*4 )

On donne une parabole P représentée par y2— xpx = o ;
on considère les paraboles Q qui touchent XO en O et dont
les directrices sont tangentes à P.

i° Former l'équation générale des paraboles Q, démon-
trer que par chaque point du plan il passe trois de ces
paraboles, déterminer la région où sont situés les points
tels que deux des trois paraboles qui y passent soient
confondues;

i° Former l'équation de Vaxe d'une parabole Q, en
déduire qu'il passe trois axes par chaque point du plan,
trouver le lieu des points tels que deux axes correspon-
dants soient rectangulaires ;

( ') Nouvelles innales. 4" ^crio, t II, p. f\X et a'jo.



3° Trouver le lieu des foyers des paraboles Q;
4° Former Venveloppe des tangentes au sommet.

(Cil. BIOCHE.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEN.

1. Soient

F le foyer d'une parabole Q;
Ff le symétrique de F par rapport à OX;
a et p Jes coordonnées de F ;
0 l'angle de l'axe de Q avec OX ;

L'équation de la directrice de Q est

(i) x cos6 -hy sin 0 -h q = o.

Les coordonnées de F sont

(•>/) a — — q cosO, fj = q sin 6.

De sorte que l'équation générale des paraboles tangentes
en O à OX est

(x — z)2-\- (y — [3)2 = (x cos6 -\-y sinO 4- q )2

ou

(x -f- q cosG)-^- (y — q sinO)2= {x cosO -+• y sin 0 -+- q )~,

qui se réduit à

(x sin 0 — y cosô)2— 4<7JKsinO = o.

Reste à exprimer que la droite (i j est tangente à la para-
bole y~— 'ipx = o.

En portant x = -— dans (i), on a

y2 cosO -+- '2/)JK sinO -h ipq = o.

Cette équation en JK aura ses racines égales pour

p sin26
7 = 2cos0 ;

par conséquent l'équation générale des paraboles Q est, en



fonction du paramètre >ariable 0,

. , , 'ip y sin30
(3) (arsinO—JKCOSO)*— /J

co^ = o.

En posant tangO = m, et ordonnant par rapport à m, cette

équation devient

( 4 ) ipy ni* — m1 x^-r-1 mxy — y'1 = o.

Cette équation en m est du troisième degré : il passe donc,
par chaque point (x,y) du plan, trois paraboles Q. Si deux
de ces paraboles sont confondues, c'est que l'équation (4) a
une racine commune avec sa dérivée par rapport à m, c'est-
à-dire

( 5 ) 'jpy m2 — mx- -h xy = o.

Eu mul t ip l i an t ( 5 ) p a r im et en r e t r a n c h a n t ( 4 ) mul t ip l iée
pa r 3, on a

( 6 ) m-x~— \mxy H- 3y2 = o.

On est donc ramené à éliminer m entre (5) et (6), ce qui
donne

y* [( x* — <jpy2 )2 — x2 ( x* — i ip xy- )] = o

ou
k{ z) = o.

Le lieu cherché est donc la parabole semi-cubique

qui est la développée de la parabole

y*=Sp(x-i-4p).

La courbe (7) est aussi l'enveloppe de la parabole (3)

2. L'équation de Taxe de la parabole Q est

y— p = O — a)langO
ou

( y — q sinO) eosO = (x -r q cosO) MUO.

T îjinO — v cosO -H iq ^in 0 cosO = o.



ou enfin % , ,

(8) .rsinO—y cosO -h/? sin3Q = o.

En posant tangO = m, cette équation devient

( 9 ) ( x -f- p ) ?n% — y ;tt2 -h x ni — y = o.

Donc, par un point (x,y) du plan il passe trois axes dont
les coefficients angulaires mj, m2, tn% satisfont à l'équation (9).
Par conséquent

y
(10) mi + « i s + m 3 -

('0

X -+•

2 /«3 — X -h p

Si deux des axes sont rectangulaires, on a en outre

Il faut donc éliminer '/iily />i2, m3 entre les équations (10),
( i [ ) , ( 1 2 ) e t ( i 3 ) ; ( 1 2 ) d o n n e

d4) mi—¥

( 1 0 ) e t Ci 1) d e v i e n n e n t , e n t e n a n t c o m p t e d e ( i 3 ) e t (14 ),

9 y
x-+-p

( -IX -1- p )
m2 4- //I3 = 7-

L— •

De sorte que, en égalant ces deux valeurs de (/?i2-h w3), on
obtient, pour l'équation du lieu tel que deux axes soient rec-
tangulaires,

(2X-r-p)(x + p) -f-2/2 = O,

fi(x2-hy-)

Ce lieu est donc le cercle



( 236)
3. Les coordonnées de F s'écrivent

p sin26 o /> si 1130
2 r 2cosO

L'élimination de 8 entre ces deux équations donne

(17) a ( a * + p*) + ^! = ! 0 .

C'est une cissoïde droite ayant son point de rebroussement
en O, et pour asymptote la directrice de la parabole P.
L'équation polaire de cette cissoïde est d'ailleurs immédiate-
ment donnée par la valeur de q

•_ p sin2G
* ~ i cos 6

l'axe polaire étant dirigé suivant OX'.
On sait d'ailleurs que le lieu de F', symétrique de F par

rapport à OX, est le lieu de la projection de O sur la direc-
trice de Q, et, par conséquent, la podaire de la parabole I*
par rapport à son sommet; et ce lieu.est précisément la cis-
soïde (17).

4. L'équation de la tangente au sommet de la parabole Q
qui passe par la projection de F sur OX est

y — — [x — a) cot6, (x -h q cosO) cosO -f-y sinO = o

ou

(18) x cosO -T- Y sinO = — — sin2Gcos0.
1

La dérivée de cette équation par rapport à 0 est

(19) —^rsinG-f-j' cosO = — — (2 sin 6 cos20 — sin3G).

En résolvant ces deux équations par rapport à x et y, on
trouve pour les coordonnées d'un point de l'enveloppe de la
tangente au sommet

(20) x~ ~sin2Qcos2G,
2

(21) y=—-- cos2G sin 2O.



On reconnaît sous cette forme que les coordonnées (20)
et (2i) sont celles d'une hypocycloïde triangulaire rapportée
à une tangente de rebroussement et à sa tangente perpendicu-
laire.

Les trois points de rebroussement ont pour coordonnées

p \ f p 3p y3\ f P 3/? y
7. ' / ' \ i G * 1 6 y \ i G * îG

L'hypocycloïde passe aussi par le point O et par l o

points f o, zt: — )«
\ 4 /

Le rayon du cercle qui passe par les trois points de rebrous-

sement est ~-> et Faire de l'hypocycioïde est -—-•
o *" II)Remarques. — Voici un certain nombre d'autres lieux géo-

métriques ou enveloppes relatives à la même figure, et dignes
d'être consignés.

i° Venveloppe de l'axe de la parabole Q est une courbe
. 5*p

avant pour aire —j— ;
4

>° Le lieu de la projection de O sur la tangente au
sommet est la courbe en coordonnées polaires

dont l'aire est ~rr',()4
3° Le lieu de la projection de O sur Vaxe de Q est la

courbe
r =•-— p cos30,

dont 1 aire est —~~ ;

4° Le lieu de la projection de O sur la corde focale
principale de Q est la courbe

p sin26 cosoA)
'2 COSÜ

dont l'équation cartésienne est

2^ - -f jK2(*2-r2) - o.

C'est une courbe du cinquième degré.

Ann. de Mathémat., 4e série, t. TI. (Mai 1902.) *£>*
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1899.
( îooo, p . :»-->.)

On donne un point A et une droite D située à une dis-
id

tance d du point A. Une longueur 13C — —z. se déplace

sur D. Montrer que la droite d'Euler du triangle ABC
enveloppe une parabole. (12.-IN. BVRISIEX.)

SOLUTION

Par M. \ . RETALI.

Prenons J> pour axe des x, la perpendiculaire menée par V
pour axe des y et posons OB = A, I>C = a : les coordonnée?
du l>ar\ centre G du triangle ABC étant

•i X -f- a d
x = .,— , y = - ,

et celles du centre du cercle circonscrit M

•> X -r- a d1 -{- ( a - h X ) X
~~ 'j. '±d

l 'équation de la droite CM est

(•>X -i- a) [ a -h X )X

— x( d'2 H- 3 aX -h 3 X2 ) -,- j ' . d{ i X M- a ) — o ;

en particulier, si a -= - —» elle devient, après suppression du

f.U'tcur \d -+- X y/3),

• > ) 2 + ( ? a — 3.r)X -+- d(•>^r — x y/j) = o,

dont l'enveloppe est

V V

En transportant les axes au point (o, — )> l'équation de

cette parabole prend la forme qx-— \6d.y.

Autre solution de M. LEZ.


