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SUK QUELQUES PROPRIÉTÉS DE I/HÏPOCYCLOÏDE
ATROISREBROUSSEMEKTS;

PAR M. MAURICE F R É G H E T ,

Élève de l'École Normale supérieure.

On appelle liypocycloïde à trois rebroussements une
courbe de troisième classe II, tangente à la droite de
l'infini aux deux points cycliques.

INous l'étudierons en partant du problème suivant :

J. Trouver Venveloppe de la droite de Simson PQR
relative à un triangle quelconque ABC et à un point
variable M.

P r e n o n s c e l u i - l à c o m m e t r i a n g l e de r é f é r e n c e ; les

é q u a l i o n s des d r o i t e s P Q I l , M l \ M Q , M U s e r o n t

u.r -:- vr - - wz — o,
(c co^ C -1- <Ï' cos \\)or -t- vy + « ' j — o,

ux -h ( w cos V -t- il cos C )y -\- wz = o,

u x — vj' — ( if co^ B — r c o s \ ) z = o.

Ces trois droites étant concourantes, le déterminant
des coefïicienls A (M, V, ( Ï ) est nul. L'emeloppe cherchée
est donc la courbe de troisième classe A — o. La droite
de riufini est tangente double, car Aw, A ,̂ A ,̂ sont nuls

pour -:—r- = -.- = . - L'éciuation de ses points de1 s inA sinB sinG J r

contact

A;;^ - •> YWA;V -«- -2 wuA;;W; = o

se réduit par un calcul facile à celle des points cycliques.



L'enveloppe des droites de Sinison est donc une hypo-
cycloïde à trois rehaussements (4).

On a
A(o, o, w) = A (cos A, — cosB, o) = o.

L'enveloppe est donc tangente aux trois côtés et aux trois
hauteurs du triangle ABC.

II. Réciproquement toute hypocycloïde à trois re-
hroussements H peut être considérée d'une infinité de
manières comme enveloppe de droites de Sinison,

En effet, d'après la définition donnée ;
i° L'équation en coordonnées cartésiennes de H est

de la forme

donc i] y a une seule hypocycloïde tangente à quatre
droites données.

2° 11 n'y a qu'une tangente à 11 qui soit parallèle à
une direction donnée.

Soient a lois Ahs et Ah2 (fig* ï) deux tangentes quel-

conques à une hypocycloïde H, et B//,, Ch2 les deux tan-

( ' ) Pour une démonstration géométrique de celte propriété, voir,
par exemple, E. DUPORCQ, Sur V'hypocycloïde a trois rebrousse-
ments {Nouvelles Annales, «̂ ^̂ ll 1901, p. 168-171).
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gentes perpendiculaires. La courbe H aura quatre tan-
gentes communes avec l'enveloppe des droites de Sim-
son relative au triangle ABC ainsi formé; ces deux
hypocycloïdes coïncident.

3° Les propriétés que nous allons démontrer sur
l'enveloppe des droites de Simson s'appliqueront donc à
une hypocycloïde H quelconque.

Lorsque le point M (qui décrit le cercle de centre D
circonscrit à ABC) vient au point A' diamétralement
opposé à A, la tangente PQR se confond avec BC, et le
point P vient en un point A", projection de A' sur BC.
Donc BC est tangent à A en h!f. On a

m A" DA^

si m est le milieu de BC. Donc

m A" = m h,

et, d'après la géométrie du triangle, il en résulte que les
droites A A", BLV;, CC/; sont concourantes, et il y a une
conique inscrite à ABC en A"B"C". Comme le triangle ABC
dépend de deux paramètres quand H est fixe et A va-
riable, il y aura un système doublement infini de co-
niques S tritangentes à IL L'examen des conditions
montre qu'il n'y en a pas d'autres.

4° Les trois normales à H aux points de contact avec
une conique S sont les symétriques des hauteurs de ABC,
par rapport à D. Ces trois normales sont donc concou-
rantes.

5° Les points A'7, m, h et le point h à l'infini sur BC
forment une division harmonique; si x,y sont les coor-
données trilinéaires de A", celles de m, h, k seront

i i i i i i

sinA* sinB ' cos A cosB5 ' sinA' s inB' *



et l 'on au ra

f i r c o s B s i n B / siu B\~| ___/rr cos B \ / s inB sin B \
L ^ c o s A s i n V \ s i n A / J \y cosÂ/ \ s inA s inA/

d'où
x sin A tangA = y sinB tangB.

De même, pour B" et CZ; l'équation de la conique

inscrite en À", B", G' sera

sin A tangA sinB tangB sinG tangB _
Il V W

Un calcul immédiat montre que la droite de l'infini a

même pôle par rapport à (2) et à

sin A sinB sin G
7 x y z

(équation connue du cercle D circonscrit à ABC). Donc :
le centre d'une conique S tritangent e à II coïncide avec
le contre du cercle circonscrit au triangle des tan-
gentes communes.

6° Les coefficients mm1 m!' des tangentes à II issues
d'un point quelconque de coordonnées cartésiennes x,y
vérifient, d'après l'équation (1), la relation
( \) z/*3(A — x) -+- m**(y— 3B)-+- m(3G — x)-hy — D = o.

Le lieu des points x, y sommets des angles droits cir-
conscrits à lî s'obtient au moyen, des équations (3) , et de

m'm" = — 1,
d'où

m m m y — I)
m — T —„ - — km m A — x

et

2(.r2 ~ / 2 ) — 'H A -4- G )x

— 3 ( D -+- B ) j -h 1 >2 -+- 31)B -t- 3 AG -4- A2 =•= o.

Ze //ew r/e^ sommets des angles droits circonscrits à
H est un cercle fixe F.

Ann. de Afathéniat., 4P série, t. II. (Mai nyri.) M



7° Alors dans le triangle À, B, C, les points /i, /z{, h2

sont sur F : le cercle des neuf points du triangle des

tangentes communes à S ol H est fixe, ou encore : le

lieu des milieux des cotés du triangle ABC est un

cercle F. Le rayon R <r/a cercle circonscrit au triangle

des tangentes communes à S et II est constant ; car il

est double de celui du cercle des neuf points.

8° Le centre D de la conique S est certainement à

distance finie. Soient

r2 y2

_ _+_ L — i et .T2 -*- r 2 — R2

les équations en coordonnées cartésiennes de S et du

cercle concentrique D. Il y a un triangle inscrit à 1) et

circonscrit à S; en appliquant la condition 0/2— 4^ A'=o,

on trouve
K* — a -f- p dz •> y/âîï".

Quand la conique S est réelle, U2 est réel, le pro-

duit aj3 est positif; donc S est une ellipse. Soient a et b

ses deux demi-axes; on a, en choisissant a^lb,

( (> ) l i — a - T - z b ( £ = ± T [ ) .

Soit (o rorthocentre du triangle Al^C (fig- 2)5 le

centre y du cercle des neuf points de ABC est le milieu

de Dco. Posons yto — m ; on aura, d'après le théo-

rème de Faure appliqué à S et au cercle conjugué au



triangle ABC (de centre to et de rayon p),

(7) «2-h b*= 4m 2—p 2 .

Or le cercle des neuf points passe par h et par le mi-

lieu a de A oj. On a donc, puisque son rayon est —,

et ,

< S )

comme

LOT. • CO / /

0 2 —

— m2

= tu A

'2

) •

Des formules (6), (7) et (8) on tire

(y) «6 = e [(£)*-/

Donc le produit des demi-axes de S est égal à la
valeur absolue de la puissance de son centre D par
rapport au cercle fixe Y. De plus — £ est, d'après (9),
du signe de cette puissance, et l'on conclut d'après (())
«jue :

Lorsque le centre de S est ù l'intérieur du cercle
fixe F, la somme des demi-axes est constante et égale
au diamètre de F*, lorsque D est à l'extérieur de Y,
c'est la différence qui remplace la somme.

()° Les formules (6*) et (9) montrent que l'on a

lorsque le een ire de S est sur F. Alors la conique S se
réduit à un segment de droite de longueur 2 R dont le
milieu est sur Y. Au point de vue tangentiel, c'est un
ensemble de deux points l>, C avant trois tangentes
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communes avec S. Il faut donc que ces trois tangentes
soient BC et deux droites passant l'une en B, l'autre
en C (Jlg- 3). Dans ce cas le triangle ABC devient lan-

geut en B et C à S (Jïg- i)} le point B;/( / /g. /j) vient en C •
donc X//, —B"C = o et, par conséquent, /^ venant en À,

la hauteur issue de B est AB : Fangle BAC e.st droit.
On peut voir ceci autrement : on peut prendre AC et

AB arbitrairement. Laissant la tangente quelconque AB
fixe, faisons tendre AC vers la tangente à H en Fun des
points d'intersection de H et AB (Jîg. Alors les

deux tangentes A/; et AC se confondent, et par consé-
quent aussi les deux tangentes perpendiculaires B//,
et BC; donc B est sur H. Le triangle ABC devient rec-
tangle en C: le coté \ B ~ iJ\, puisqu'alors le cercle
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circonscrit a AB pour diamètre; le milieu de AH est
encore sur F.

vVinsi, la portion d'une tangente quelconque à H,
interceptée par H est constante ; le milieu de ce seg-
ment décrit F; les tangentes aux extrémités sont
rectangulaires.

io° On tire des formules (6) et (9)

a~zb
m = •

1

Donc le lieu des centres des coniques S de grandeur
constante est un cercle concentrique à F.

On peut considérer ces coniques S comme les diverses
positions, dans un plan fixe Q, d'une ellipse S, inva-
riable dans un plan mobile q.

Elles ont pour enveloppe 11; donc le centre instan-
tané de rotation scia le point de concours A (fîg'- ^)

des normales communes à S et H. On a

NY = 3 D T = | ( a — zb) et ND z=iï)y = a — zb.

Donc les distances du point >\ au point D fixe dans
le plan mobile (D centre de S, ) et au point Y fixe dans
le plan fixe (y centre de F) sont constantes et les
points N, 1), y sont en ligne droite. Donc le lieu de N
est un cercle de centre D et de rayon a — ib dans q, et

un cercle de centre y et de rayon -——~ dans le plan

fixe.



L' enveloppe d'une ellipse d'axes ia et ib invaria-
blement liée à un cercle concentrique de rayon a— eb
roulant sur un cercle C de rayon r,(a — eb) est une
hypocycloïde à trois rebroussements.

i i° Les normales A"N, B\N, C"N sonthoniotliotiqu.es
des hauteurs du triangle ABC par rapport au point
fixe Y« Les hauteurs de ABC sont tangentes à H.

La développée d'une hypocycloïde H est une autre
hypocycloïde homothétique de la premiere par rap-
port à Y dans le rapport — 3.

12° Lorsque le centre J) de S vient en Y, on a

•). '

donc le cercle Y e s t tritangent à H (fig- 7). Le cercle

B' B, C, C'

des neuf points doit alors se confondre avec le cercle
inscrit, pour le triangle AfBjCi relatif à Y. Donc
celui-ci est cujuilaléral. Si, d'un point A' d'une h au-



teur A{h du triangle A4B, C,, on mùm» deux autres
tangentes à H rencontrant B< C{ en B' et C', le cercle Y
sera le cercle des neuf points du triangle A'B'G'; donc
ces tangentes sont symétriques par rapport à A1 h :

Les hauteurs du triangle À, B, C{ sont trois axes de
s) nié trie de H.

En prenant pour axes A,/? et hC{, l'équation de H
prend la forme» réduite

( f O ) W ( U2 -f- V- ) -f- 7 R U- V — O.

i 3° Le cercle D circonscrit à A'B'C' coupe S!h en un
point a tel que a A ' = aR, diamètre de I). Lorsque A' tend
vers le point a tel que ah = 9.R? a vient en A; donc
aussi B' et C'; les tangentes A'B', A'A, A'G' sont alors
confondues :

Les axes de symétrie de II sont aussi ses tangentes
de rebi'oussements et les points de rebroussements sont
.sur un cercle Y' concentrique à Y et de rayon triple.

i4° En appliquant la proposition (io°) dans le cas
où b =z o, on ramène finalement à la proposition bien
connue :

L'hj pocycloïde à trois rebroussements est le lieu
d\in point d'un cercle qui roule intérieur entent dans
un cercle de rayon triple.

(u )

i 5 ° O n sa t i s fa i t à l ' é q u a t i o n ( î o ) en p o s a n t

*2) '±\it

Les t des tangentes communes à II el à une combe



quelconque de classe ni

-f- w{ X\ u"l-x -f-. . . ) — w-{.. . ) — . . . - + - A<-n w'n = o

sont racines d'une équation de la forme

(i'i) t'Un Ti / 3 "'- 1 - T 2 / 3 / / l ~ 2 — . . . = o.

où

D'où, par un calcul facile qui repose sur l ' iden-

tité (i — \)P-— o, ou tire

p ( T } — T ; j - f - T ^ — T 7 — . . . ) — (>.

Soit alors <p; l'angle avec O)'de l'une des tangentes T<
déiinies par (12); la relation précédente devient

( 1 3 ) O j — <p2 -f- . . . -f- O?)/n — O,

le signe ^ : indiquant l'égalité à un multiple de TT près.
D'ailleurs, toute courbe de classe m taugente à

[\m — 1 tangentes d'une courbe de troisième classe est
tangente à une tangente fixe de cette dernière courbe.
Ainsi la relation ( i3) est la condition nécessaire et
suffisante pour qu'ilj ait une courbe de classe m tan-
gente aux ?>iu tangentes T, , . . . , T3//, à 11.

i(j° On en déduit, par exemple : la condition pour
que trois tangentes à H soient les tangentes communes
à H et à une conique S tritaugente

montre bien que celle-ci dépend de deux paramètres et
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qu'on peut choisir arbitrairement deux des tangentes
communes.

170 Les tangentes à H, issues des points de contact
de H et de la conique S triplement tangente, sont
concourantes; car leurs paramètres o- donnés par les
équations

'>vi— ?! = °

satisfont à la relation

si l'on a

18° Soit '3n la tangente à 11 menée par le point de
contact de la tangente otl_{. Avec des déterminations
convenables de ces angles on aura

— '1O a-\ — 9«, d'Oïl On = (— 'l)'lO.

Si l'on prend z> =

O == On-+-k 7t.

Donc i7 existe un ou plusieurs polygones de n côtés
à la fois inscrits et circonscrits à H.

Par exemple, pour 11 = 3, on a le triangle

Cp O = X =— ,, i 2

9 9 ' 9

et son symétrique par rapport à une tangente de
rebroussement. En prenant ce triangle comme triangle
de référence, l'équation de II prend la forme


