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SUR LES HELICES CYLINDRIQUES DONT LES NORMALES
PRINCIPALES RENGONTRENT UNE DROITE FIXE;

Par M. Hexrt PICCIOLI, a Pise.

La question que je me propose de résoudre dans cette
Note est de chercher les hélices cylindriques dont les
normales principales rencontrent une droite fixe. Cette
question ful proposéce et résolue par M. Pirondini dans
un Travail paru dans le Giornale di Matematiche
en 1885 : une autre résolution est due a M. Cesaro et
on peut la trouver dans Pannée 1886 du méme journal.
La solution que je vais douner est une application de
certaines relations qui lient les moments des directions
principales d’'une courbe gauche par rapport & une
droite fixe, formules que je ne crois pas remarquées
Jusqu’ici.

Soient p, ¢, rles cosinus des angles que la tangente,
la normale principale, la binormale d’une courbe a
double courbure L font respectivement avee une droite
fixe /. On sailL que, si p et © désignent les rayons de
courbure et de torsion
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s désignant P'arc de L. On en déduit aisément que,
si My, Mo, My désignent les moments par rapport a /

des directions principales de L, on a

dm, M,
= —"

s 2
dVl, M, M,
(2) . — — .t
ds o =
dMy M, .
Vo T T 9

Ce sout les formules auxquelles je faisais allusion
plus haut.

Supposons maintenant que les normales principales
de L. rencontrent la droite 1, ¢'est-a-dire que M, est nul.
Les formules (2) deviennent

' M; — const.,
\ My, M,
“ — e 1,
(] e <
’ dVg -,
S

La premicre de ces relations nous montre que : Zoute
courbe dont les normales principales rencontrent une
drolte fixe jouit de la propriété que le moment de ses
tangentes par rapport & cette droite est constant.

Soit & le segment compris sur une normale principale
entre L eu £ désignons respectivement par (a, o', a"),
(b, 0", 0"), (¢, cy c") les cosinus directeurs de la tau-
gente, de la normale principale et de la binormale,
par (a, 37, z) les coordonnées d'un point de L, ct
par (x', 9', 5') celles du point correspondant sar /.
On a

’

a' = x -+ bh, Y=+ 0h, s=z+0"h.

En dérivant par rapport a s, et en tenant compte des
formules de Serret, analogues aux formules (1). on en



déduit

dx' dh ch ah

—=a+b -4 — — — —,
s ds < P

dy’' , , dh ¢ h a'h
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En posant
dr'? + dy?+ds'r  ds?

( A2 room o 8
() : ds? dst’
et en remarqguant que

dxr' , dy' d3'

a = = = 1—

Ads’ T A * = X ds

sont les cosinus dirvecteurs de la droite £, on en tire

' h
| — —
-
o~
\ =ar+ad +a"d = \‘,
() 1 dh
=ba+ 0o +0"0"= — —>
q A dS
1 h
‘o v
r=ca+ca+-c'ot=——=.
A =

Supposons maintenant que la courbe L soit une hélice
cylindrique, ce qui conduit a la relation

(6) =tango (@ const. ).

)

En multipliant par < la seconde des équations (2),
dérivant par rapport a s, ct tenant compte des sys-
teémes (1) et (2), on obtient

2+ r— =o0,

ds
ety en y remplacant ¢ et r par les valears (5),

2 dh 1 d=
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Il s’ensuit que
(7) Izz‘/b_-—::\/ap tango (a const.).

Or, les cosinus direcleurs des génératrices du cylindre
dont L est une hélice sont

acosg — csing ' cosw -— ¢’ sing, a’cosy — c"sing
ct le cosinus de angle o de ces génératrices avec la
droite { sera donné par la formule

COSW == P COsE — rsing,

ou, cn tenant compte de (5),
() A cosw = cosg.

Comme I'angle © est fixe, A est constant. La va-

leur (4) de A montre que : Les normales principales
interceptent sur L et Ldes arcs proportionnels. D’ail-

]eurs, on a
< lz>2 <d/:>2 I
A2=(1—~—) ~ () — —=>
P ds 72

d’ou, par suite des formules qui permettent d’ex-
)y 1 » qu p
primer 3 et T en fonction de A,

hdh

(9) s =coswcosg / = —
. (€082g —cos2w) hrcosto+al cos?wsin 2o — azcosiw

2aR
sinug
nous obtenons 'équation intrinseque de la section

~ . T
En changeant s ¢t /i respectivement en —— et /
° sing

droite du cylindre sous la forme

(1) 7= ‘/(;co,w_) /’ dR .

DY / —_— o
\ (cos2o—cos2w)Reote+ cos?wy/2aRsinng — acosw

On p(_’lll r(‘marqu(\r que ](‘S normal(’s pl';]]C;Pﬂ]CS (](‘S
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courbes cherchées, sauf le cas ou clles sont perpendi-
culaires a la direction /, ne peuvent jamais la couper

o yos T
sous un angle constant différent de ;

Supposons que I’on ait

q = const. différente de zéro;

la seconde des équations (1) nous donne

ou, a cause de (3),

d’olt
==/l (cote + tang o).
La woisiéme des formules (5) nous donnant alors r
constant, de la correspondance (1), il s’ensuivrait

q =0,

contrairement a notre hypothése.

Les cas exceptés, c¢’est-a-dire cecux ou les normales
sont perpendiculaives a /, ménent i I’hélice circulaire : %,
on le voit facilement, est constant; la direction de 7, qui,
en général, differe de celles des génératrices du cylindre,

coincide alors avee elle.



