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[M22f]
NOTE SUR LA SYMETRIE DANS LES SURFACES ALGEBRIQUES;
Par M. DUMONT.

Indépendamment de la syméirie par rapport a un
plan étudié précédemment ici (voir Nouvelles Annales,
septembre 1896, p. 403) par M. Mangeot, et de la
symétrie par rapport a un centre, on peut considérer la
symétrie par rapport a un axe.

Nous donnerons ici au mot axe de syméirie un sens
plus général que celui qu’on lui attribue ordinairement,
savoir le sens adopté par Bravais et par la Cristallo-
graphie.

Une droite scra dite axe de symétrie binaire, ter-
naire, quaternaire, quinaire, senaire d’une surface,
suivant que la surface pourra coincider avec elle-méme
aprés une rotation de 180°, de 120°, de go°, de 72°,
de 60°. Un axe de symétrie quaternaire ou scnaire

est évidemment en méme temps axe binaive.

1. —— SURFACES DU TROISIEME ORDRE.
Iéquation générale peut s'derire
+(axr3+3bx2y + 3cxy?+ dyd)

) +3z(mxr+2pTy +qy?)
( +332(he —ky)

g (Az3+3B2s2+3Cz+ D)

— 3(rax242sary—1y?)
4= 63(tr —v)=—3(fr—+2y)y=o.
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Supposons que la surface ait un axe de symétrie et
qu'on ait pris cet axe pour O z.

Nous remarquerons d’abord que, par une rotation
autour de Oz correspondant & I'indice de symétrie de
cet axe, 1l faut que chacun des sept groupes de termes
mis en évidence dans I’équation (1) se reproduise lui-
méme, car il ne peut en reproduire aucun autre.

Il en résulte que la syméirie quinairve ne peut se pré-
senter, car les groupes

ard*+3bx?y+3cxyr+dy’, he+ky, vr+vy, fe--gy,

égalés a zéro, représentant, le premier trois droites, les
trois autres une droite, ne peuvent pré%en ter cetle symé-
trie. Ces groupes doivent done disparaitre. Quant aux
troisiéme el cinquieme groupes qui, égalés a des con-
stantes, représentent des coniques, ils ne peuvent subsis-
ter que si les deux coniques sontdes cercles. L’éguation
delasurface (coordonnées rectangulaires) se 1éduit alors
ala forme

Az4+3B32+3Cs +D-3ma(x2+y2)+3r(a2+ y2) =o.

La surface est de révolution et, pour une telle surface,
on peut dire que I'indice de symétrie est indéterminé.
Considérons les autres symétries.

1° Oz axe binaire. — Une rotation de 180° laisse
intacts les premier, troisiéme el cinquiéme groupes,
tandis qu'elle change le signe des quatre autres; donc
tous les groupes ne peuvent subsister et P'équation doit
se réduire a I'une des deux formes

‘ As34+3B32+-3Cs4+D

(B1) +3s(mar+2pxy + qy?)
\ — 3(rax24-osxy +ty?)=o.
ax’3+3bxty +3cay?
(82) +dy3—332(he+Lhy)

s —Gz(ur -+ ev)+3(fr+gov)— o.
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La forme (2,) peut, dans certains cas, représenter une
surface a plan de symétric passant par O z, savoir lorsque
par une rotation des axes autour de Oz, on peut faire
disparaitre a la fois les deux termes du premier degré
en x ou y. Mais on voit qu’en méme temps I'équation
est privée des termes du premier degré en y ou x, de
sorte qu’il ne peut y avoir un plan de symétrie sans qu'il
y en ait un second passant aussi par O3, ce que I’on pré-
voit aisément.

Les deux plans dont il s’agit sont des plans de symé-
trie proprement dite si les axes sont rectangulaires, des
plans de symétirie oblique analogues aux plans diamé-
traux des quadriques si les axes sont obliques.

La forme (8,) ne peut au contraire représenter une
surface a plan de symétrie passant par O z sans s¢ décom-
poser.

Mais elle peut représenter des surfaces ayant z =o
pour plan de symétrie, tandis que de telles surfaces ne
peavent étee représentées par (8,), car si 'on avait ala
fois A=C=o0, m=p = ¢ =o0 la surface ne serait
plus du troisi¢me degré.

La forme (3. ) représente une surface a plan de symé-
trie z=0, si u = v = o, et I'on voit qu’alors la surface
a origine pour centre de symétrie.

2° Oz axe ternaire. — Pour qu’une rotation de 120°
reproduise I’équation (1), il faut que les quatriéme,
sixi¢me et septieme groupes de termes disparaissent;
que, de plus, les groupes mx*~2pxy + qy* ct
pxi+ asxy—+ty?, égalés a des constantes, représentent
des cercles et enfin que le deuxiéme groupe égalé a zéro
représente trois droites formant entre clles des angles
de 60°. Comme on peut supposer les axes O et Oy
orientés de manicre que I'une de ces droites ait la direc-
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tion de I'axe des x, I'équation se réduit a la forme

A33+3B32+3Cz+ D+ dy(y2—32?)
+3ms(z2+p2)+3r(x2+y*) =0 (1)

0 |

Ainsi, 'on voit que dans le cas de la symétrie ternaire
on a nécessairement trois plans de symétrie passant
par O z (qui sont actuellementle plan 50 et deux autres
inclinés de 60° ont 0% ).

SiA =C=m=o0, on acn outrele plan de symétrie
zZ = 0.

Si ¢’est le paramétre A qui est nul, on a les surfaces
de révolution et il aisé de voir qu’on les a toutes.

Ainsi, il suffit d’ajouter une seule condition pour
passer des surfaces a syméirie ternaire aux surfaces de
révolution.

On peut remarquer immédiatement, ici, que le groupe
) (*

cubique plane qui a la symétrie ternaire et non la sy-

3x?), égalé a une constante, représentanl une

métrie senaire, les surfaces du troisiéme ordre n’ont
jamais la symétrie scnaire, a moins d’étre de révolution.
SiPaxe de syméirie ternaire est la droite d’intersec-
tion des plans bissecteurs du triédre O zy z, I'équation
de la surface a la forme (?)
A3+ 3+ 33) + 3 Blaty + y2z + 32x)
—3C(ryr+ys2+sx2)+6Dxys
+3E(2+y?+ 32)+6F (xy +ys+35x)
+3G(z+y—+z)+H=o0.

3* Oz axe quaternaire. — On trouve par des rema-

(') 1l est aisé de voir que cette équation est, au fond, la méme que
celle qui est donnée (Nouvelles Annales, 18gb: p. 416) car on peut
tonjours de I'équation (¢) faire disparaitre le terme 3 2B

(¢) On véritie aisément que les trois plans bissecteurs sont plans
de symétric.
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niements analogues I’équation des surfaces de révolu-
tion. Ainsi, I'axe de svmétrie ne peut étre quaternaire
sans étre de révolution, ¢’est-a-dire d’indice indéter-
miné.

Il. — Surraces pU QUATRIEME ORDRE.
I’équation générale peut s'éervire
8 i

(Az"— (B33 +6Cz2+— 1Dz E)
—(art+ fbx3y +~6Ca2y2— jdry3—+ey)
+s(jfrdrogriy +12hay2+ fhy3)
(1)« -+ 326l ramay +6ny?)+ 3 (jpr—+4qy)
~(frax’+rasxty + 12txy?+ fuy?d)
+s(aFar24+24Gary + 12Hy2)
+zs2(r2Lox+12My)+ (12Nax2+24 Py +12Q ?)
. +65(Re+Sy)+4Tz—4Vy=o.

Chacun des onze groupes dont se compose le premier
membre de cette équation doit se reproduire par une
rotation autour de I'axe de syméirie, s’il y en a uun, la
rotation ayant la valeur indiquée par I'indiee dc I'axe.

Il en résulie, comme dans le cas précédent, que la
symétrie quinaire ne peut s¢ présenter ici, 2 moins que
la surface ne soit de révolution.

Considérons donc les autres symétries, Oz étant
encore l'axe.

1° Symétrie binaire. — Pour qu’une rotation de 180°
fasse coincider la surface avec elle-méme, 'équation
doit se réduire a

Azt +4B33+6C32+4Ds+ E
+6s2(lxt 4+ amxy + ny?)
(B1) ¢ +(az*+4bx3y +6cx2y2+ jdxy’+eyt)
( —123(Fx24+ 2Gaxy + Hy?)
+12(Nz2+2Pzy +~Qy2=o0

ou a
fa(fr3+3gaty +3hayr+ kyd)
8 “+ f(ra’+3sxdy + 3ty ey3)
(B2) 9 + 433 px+qy)—+ 1252 (Lx +~ My)
( +63(Rz=8Sy)+ 4(Txr+Vy)=o.
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Comme dans le cas des surfaces da troisiéme ordre,
la forme (%2) ne peut représenter des surfaces a plau de
symétric, passant par Oz, sans se décomposer. Mais
elle peut en représenter qui aient z = o pour plan de
symétrie, savoir si 'on a

f=g=h=k=p=g=R=8S=o0.

L’origine est alors centre de symétric.

Mais, contrairement a ce qui a licu pour le troisiéme
ordre, la forme (3,) peut aussi représenter, sans qu'il y
ait dégénérescence, des surfaces ayant z = o pour plan
de syméurie. Il suflit que B=D=F=G=A =o.

La surface (B;) aura un plan de symétric passant
par Oz, si Von a (ou si Pon peut avoir par une rotation
convenabley m=56=d=G =P =o.

On a cencore un plan de symétrie perpendiculaire au
premier (particularité indépendante du degré de la sur-
face et qui se presente pour toute figure ayant un axe
de symétrie binaire et un plan de symétrie passant par
cet axe).

2° Symétrie ternaire. — On voit que les cinquiéme,
huiti¢éme, dixiéme et onziéme groupes de termes doi-
vent disparaitre, que de plus les quatriéme, septiéme et
neuvi¢me groupes doivent représenter des cercles nuls
ainsi que le second qui est alors de la forme (x2+ y?).
L’équation se réduit alors a

( Azb+ 3B+ 6032+ 4Ds +—E
(=) +a(ri+ )2+ 4 fX; Xo X 5+ 6032(22+ y2)
( +4r Y Yo Y+ 12 F (@24 p2 )z + 12 N (22 +y2) = o.

ou X;XuoX;=o0 et Y Y:Y;=o0 représentent deux
groupes de trois droites passant par Porigine et faisant
entre elles des angles de 6o°, mais qui ne sont pas né-
cessairement orientés de la méme maniére, de sorte que
I’on ne peut pas, en général, les ramener 4 la fois 4 la
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forme y (y* — 3x?) par une rotation autour de Oz des
axes de coordonnées.

Il en résulte, les droites de 'un de ces groupes pou-
vant former un angle quelconque « avee les droites de
I'autre, que contrairement a ce qui a licu pour le troi-
siéme ordre, l'existence d’un axe de syméirie ternaire
n’entraine ici celle d’aucun plan de syméirie passant
par cet axe.

Toute section de la surface par un plan perpendicu-
laire & Oz est une quartique plane ayanit O pour centre
de symétrie ternaire et dont I’équation a la forme

@2+ 2+ m U Uy Us+~ n(x2~+ y2)tp =o.

U, U, U; représentant (égalé a zéro) trois droites passant
par lorigine et faisant entre elles des angles de 60°. On
voit que celte courbe a aussi trois axes de symétrie (qui
sont perpendiculaires aux droites Uy, U, et Uy).

Mais il importe ici de remarquer que, pour. les degrés
supérieurs, I’existence, pour une courbe plane, d’un
centre de symétrie ternaire v’entraine pas celles d’axes
de syméiric, de méme que dés le quatriéme ordre nous
voyons que, pour les surfaces, 'axe de symétrie ter-
naire n’entraine pas lexistence de plans de symétrie.

3° Symétrie quaternaire. — Les troisiéme, cin-
quiéme, sixieme, huitieme, dixiéme et onziéme groupes
de termes doivent disparaitre de P'équation; les qua-
triéme, septiéme ct neuviéme groupes doivent, égalés
a des constantes quelconques, représenter des cercles ;
le deuxiéme doit, égalé a une constante, représenter
une courbe du quatrieme ordre a centre de symétrie
quaternaire. ¢’est-a-dire coincidant avec elle-méme aprés
une rotation de go° autour de ce centre.

Il faut donc que ce groupe se reproduise par la trans-
formation x = — y', ¥ =+ &/, et pour cela qu'il ait la
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formeax'+ 1baty + 6cay? — fbxy3 + ay'. Ainsi,
P’équation se réduit a
Az +~4B33 +6C32+4Ds +E
(9) +alr 4+ imzdy +6nxty? — fmay’d + y)
+ 6132(x2 + y2)+12F s (22 +p2)+12N (22 + y2)=o.

La surface n’a pas, en général, de plan de symétrie
passant par Oz. Elle en a un si m =o. Elle est de ré-
volution si @=o. Les sections perpendiculaires a Oz
sont des courbes de la forme

rt - imady +~6nx?yt — fmaryd +yr 4+ A(r2+y2) -~ pu=o0

qui n’ont pas d’axe de symétrie en général, mais sim-
plement un centre de symeétrie quaternaire.

Des remarques aussi simples conduiraient aux for-
mules des surfaces d’ovdre supéricur au quatriéme, pos-
sédant des axes de symétrie. Avee les surfaces du cin-
quiéme ordre apparait pour la premiére fois la symétrie
quinaire.

Dans le cas des surfaces du troisieme ordre, la symé-
trie binaire seule donne des surfaces pouvant n’avoir pas
de plan de symétric passant par 'axe; mais, dans celui
des surfaces du quatriéme ordre, I’existence des symétries
ternaire et quaternaire n’entraine pas plus que la symé-
trie binaire Uexistence de tels plans de symétrie.

Au licu de considérer les surfaces d’ordres supérieurs
au quatri¢me, cherchons les équations des surfaces du
troisiéme degré, présentant plus d'un axe de symétrie.

En considérant successivement les formules (8,) et
(P2), groupant dans chacune, relativement 4 x, comme
nous avons groupé relativement 4 z, nous déduirons par
des raisonnements analogues, de (2,) les formes

(B18)) Opays+3ra?+3ty2+3Bzs2+D=o,
(318 Az —3¢spy2~+3mars+06sxy+~3Cs=o,
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ctde (B2) les formes

(B2B)) axd+3cayr+3hast+6vys+3fr=o,
(8:8%) dy3+3kys2+3baxs+6urs+3gy=o,

représentant toutes des surfaces ayant aussi Ox pour

axe de symétrie. En cxaminant ces quatre formes, on

voit que les trois derniéres se raménent & un méme

type, qui sera par exemple (en prenant les coefficients

aindices)

(II) A111Z‘3—|—3A122.T}’:+ 3A133$52+ GA236,}"Z +4A“,L.’Z' = 0.
La premiére équation peut s’écrire

(I) GA]Q;.T_}’Z +~3 A, 22+ 3 Aggk‘}’z —+ 3 A33, 32+ Ay = 0.

Pour les deux formes, le troisiéme axe Oy est aussi
axe de symétrie binaire.

Si Agzs= o, la forme (II) représente des surfaces a
centre, mais la forme (I) ne peut en représenter sans
qu’il y ait dégénérescence.

Revenons aux formules (3,) et ($.) et cherchons si
I’axe Ox peut étre axe de symétric ternaire.

La premiére représentera des surfaces ayant un tel
axc silon'a p=m=s=C=0, 1=08, g =—34;
elle se réduit alors a

(1) A3s33(32—3p2)+3 A0 (¥ +32)+3 A1, 22+ Ay, = 0.
Pour (3,), les conditions sont
b=u=g=o, h=c. k=—3d
ct I'équation devient

Ap“(l'?—{— )\222}’(}’2— 32‘2)

(IV) -+ 3A122‘T(}"2——22)+6A235y520.

Les surfaces (II1) ou (IV) ne peuvent avoir Oy pour
axe de symétrie binaire sans se décomposer.
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11 est inutile de chercher si le second axe Ox peut
élre quaternaire, car nous avons déja vu que la présence
d'un seul axe, s’il est quaternaire, entraine la consé-
queace que la surface du troisiéme ordre est de révolu-
tion. Nous n’aurions donc que des cas particuliers de
surfaces de révolution, savoir des cas de dégéné-
rescence.,

On traiterait d’une maniére analogue le cas des sur-
faces du quatriéme ordre ayant deux ou trois axes de
symétrie de méme espéce ou d’espéces dillérentes.



