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NOTE SUR LA SYMÉTRIE DANS LES SURFACES ALGÉBRIQUES;
PAR M. DUMONT.

Indépendamment de la symétrie par rapport à un
plan étudié précédemment ici (voir Nouvelles Annales,
septembre 1896, p. 4°^) P a r M* Mangeot, et de la
symétrie par rapport a un centre, on peut considérer la
symétrie par rapport à un axe.

Kous donnerons ici au mot axe de symétrie un sens
plus général que celui qu'on lui attribue ordinairement,
savoir le sens adopté par Bravais et par la Cristallo-
graphie.

Une droite sera dite axe de symétrie binaire, ter-
naire, quaternaire, quinaire, senaire d'une surface,
suivant que la surface pourra coïncider avec elle-même
après une rotation de 1800, de 1200, de 900, de 72°,
de 6o°. Un axe de symétrie quaternaire ou senaire
est évidemment en même temps axe binaire.

i. — SURFACES DU TROISIÈME ORDRE.

L'équation générale peut s'écrire

-h(aar*-h Ibx^-y -+- 3c#jr2-h dy*
( ->pxy -r- qy*1)

— 3 ( r x2 -+- '2 s ,ry — ty- )
— r . v ) — ' ) (ƒ . / ' -f- A» v ) = o.
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Supposons que la surface ait un axe de symétrie et

qu'on ait pris cet axe pour O^.
Nous remarquerons d'abord que, par une rotation

autour de O^ correspondant à l'indice de symétrie de
cet axe, il faut que chacun des sept groupes de termes
mis en évidence dans l'équation (1) se reproduise lui-
même, car il ne peut en reproduire aucun autre.

Il en résulte que la symétrie quinaire ne peut se pré-
senter, car les groupes

ax3-+-'3bx2y-t-3c xy^-hdy*, hx-hfcy, ux-+-vy, fx-^-gy,

égalés à zéro, représentant, le premier trois droites, les
trois autres une droite, ne peuvent présenter cette symé-
trie. Ces groupes doivent donc disparaître. Quant aux
troisième et cinquième groupes qui, égalés à des con-
stantes, représentent des coniques, ils ne peuvent subsis-
ter que si les deux coniques sont des cercles. L'équation
de la surface (coordonnées rectangulaires) se léduit alors
à la forme

La surface est de révolution et, pour une telle surface,
on peut dire que l'indice de symétrie est indéterminé.

Considérons les autres symétries.

i° Oz axe binaire. — Une rotation de i8o° laisse
intacts les piemier, troisième et cinquième groupes,
tandis qu'elle change le signe des quatre autres} donc
tous les groupes ne peuvent subsister et l'équation doit
se réduire à l'une des deux formes

( — j{rx2-h >sxy 4- ty2)= <>.

a x3 4- 3 b x2y 4- 3 c xy-

4- dy3 -r- is2 ( h x -4- ky )

— (> r ( u v --r r y ) 4 - ) ( / ' T 4 - Ar,K ) ~~ o.
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La forme ([3,) peut, dans certains cas, représenter une
surface à plan de symétrie passant par O z, savoir lorsque
par une rotation des axes autour de Oz, on peut faire
disparaître à la fois les deux termes du premier degré
en x ou y. Mais on voit qu'en même temps l'équation
est privée des termes du premier degré en y ou x, de
sorte qu'il ne peut y avoir un plan de symétrie sans qu'il
y en ait un second passant aussi par O^, ce que l'on pré-
voit aisément.

Les deux plans dont il s'agit sont des plans de symé-
trie proprement dite si les axes sont rectangulaires, des
plans de symétrie oblique analogues aux plans diamé-
traux des quadriques si les axes sont obliques.

La forme (j32) ne peut au contraire représenter une
surface à plan de symétrie passant par O z sans se décom-
poser.

Mais elle peut représenter des surfaces ayant z = o
pour plan de symétrie, tandis que de telles surfaces ne;
peuvent être représentées par ( j3< ), car si l'on avait à la
fois A ~ C = o, m~p=zq = o\di surface ne serait
plus du troisième degré.

La forme (J3o) représente une surface à plan de symé-
trie 2 = 0, si u = v = o, et l'on voit qu'alors la surface
a l'origine pour centre de symétrie.

20 Oz axe ternaire. — Pour qu'une rotation de 1200

reproduise l'équation (1), il faut que les quatrième,
sixième et septième groupes de ternies disparaissent;
que, de plus, les groupes mx2-{- ip xy -\- qy2 et
px2-\- 2s xy-hty2, égalés à des constantes, représentent
des cercles et enfin que le deuxième groupe égalé à zéro
représente trois droites formant entre elles des angles
de 6o°. Comme on peut supposer les axes Ox et Qy
orientés de manière que l'une de ces droites ait la direc-
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tioii de l'axe des x, l'équation se réduit à la forme

Ainsi, l'on voit que dans le cas de la symétrie ternaire
on a nécessairement trois plans de symétrie passant
par Oz (qui sont actuellement le plan zOj et deux autres
inclinés de 6o° ont zOj ).

Si A — C == m — o, on a en outre le plan de symétrie
z = o.

Si c'est le paramètre A qui est nul, on a les surfaces
de révolution et il aisé de voir qu'on les a toutes.

Ainsi, il suffit d'ajouter une seule condition pour
passer des surfaces à symétrie ternaire aux surfaces de
révolution.

On peut remarquer immédiatement, ici, que le groupe
y (y2—3x-), é^alé à une constante, représentant une
cubique plane qui a la symétrie ternaire et non la sy-
métrie senaire, les surfaces du troisième ordre n'ont
jamais la symétrie senaire, à moins d'être de révolution.

Si Taxe de symétrie ternaire est la droite d'intersec-
tion des plans bissecteurs du trièdre Oxj z, l'équation
de la surface a la forme (2)

A (^ + / 3 + ^3) -+- 3 B(x2

-r- 3 G (xy'2-hyz'2-h zx'2) -f- G Dxy z
z2) + 6 F {xy -+- yz -4- zx)

( 7 )

3° O z axe quaternaire, — On trouve par des rema-

( ' ) 11 ô L aisé de voir que cette équation est, au fond, la même que
celle qui est donnée {Nouvelles Annales, 189b: p. 41^) car on peut
toujours de l'équation (t) faire disparaître le terme 3^B2.

(-) On vérifie aisément que les trois plans bissecteurs sont plans
de swnétrie.
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niements analogues l'équation des surfaces de révolu-
tion. Ainsi, l'axe de symétrie ne peut être quaternaire
sans être de révolution, c'est-à-dire d'indice indéter-
miné.

IF. — SURFACES DU QUVTRIÈME ORDRE.

L'équation générale peut s'écrire

I -{- (a x+ -+- 4 b x*y -h 6 C :r2 j 2 — 4 r/.
I H- z ( 4 / > 3 -r- i ïg x-y -h il h xy'2 -h
' -t-z'2(6lx2-\-i'unxy-+-£>ny-)-+-z
, -1- ( 4 /' ̂ 3 -+- 17. s x2 y -+- 12 ̂  ̂  K2 -+- 4
j Q L\ G xy -h \'i Hy2 )

-+- () z ( R x -h S 7) -+- 4 Tx -

Chacun des onze groupes dont se compose le premier
membre de cette équation doit se reproduire par une
rotation autour de l'axe de symétrie, s'il y en a u»? la
rotation ayant la valeur indiquée par l'indice de Taxe.

Il en résulte, comme dans le cas précédent, que la
symétrie quinaire ne peut se présenter ici, à moins que
la surface ne soit de révolution.

Considérons donc les autres symétries, Oz étant
encore l'axe.

i° Symétrie binaire. — Pour qu'une rotation de i8o°
fasse coïncider la surface avec elle-même, l'équation
doit se réduire à

H- bz2(lx'2 -+- imxy -î- ny2)
-+- (ax'* -h 4 bx3 y -+- 6c;r2^2 -+- 4 dxyz -+- e y'*)
-r- 12 z ( F x2 -h 2 G xy -h H y2 )

-h I 2 ( N X'2 + 2 P I J + Q j 2 = O

ou à

/ R 1 H- 4 (f'x^-i- 3sx2y -+- Ztxy^-^r ĴK3)



Comme dans le cas des surfaces du troisième ordre,

la forme ([ï2) ne peut représenter des surfaces à plan de

symétrie, passant nar Oz, sans se décomposer. Mais

elle peut en représenter qui aient z = o pour plan de

symétrie, savoir si l'on a

f=g — h = k— p=q = \{ = S— o.

L'origine est alors centre de symétrie.

Mais, contrairement à ce qui a lieu pour le troisième

ordre, la forme ([Ü, ) peut aussi représenter, sans qu'il y

ait dégénérescence, des surfaces ayant z = o pour plan

de symétrie. II suflit que B = I) = F = G = A = o.

La surface ( [^) aura un plan de symétrie passant

par O z , si l'on a (ou si l'on peut avoir par une rotation

convenable) m = b = d = G — P = o.

On a encore un plan de symétrie perpendiculaire au

premier (particularité indépendante du degré delà sur-

face et qui se présente pour toute ligure ayant un axe

de symétrie binaire et un plan de symétrie passant par

cet axe).

'À° Symétrie ternaire. — On voit que les cinquième,

huitième, dixième et onzième groupes de ternies doi-

vent disparaître, que de plus les quatrième, septième et

neuvième groupes doivent représenter des cercles nuls

ainsi que le second qui est alors de la forme (.r2 - f -y 2 ) .

L'équation se réduit alors à

A z * H- 4 B z * -f- 6 C -2 -+- 4 D z — E
+- 4 ƒ Xt X2X3 z -f- GlzHx^-^r2)

où X 1 X 2 X 3 = o et Y 1 Y 2 Y 3 = o représentent deux

groupes de trois droites passant par l'origine et faisant

entre elles des angles de 6o°, mais qui ne sont pas né-

cessairement orientés de la même manière, de sorte que

l'on ne peut pas, en général, les ramener à la fois à la
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f'2— 3x2) par une rotation autour de Oz des

axes de coordonnées.
Il en résulte, les droites de l'un de ces groupes pou-

vant former un angle quelconque a avec les droites de
l'autre, que contrairement à ce qui a lieu pour le troi-
sième ordre, l'existence d'un axe de symétrie ternaire
n'entraîne ici celle d'aucun plan de symétrie passant
j)dr cet axe.

Toute section de la surface par un plan perpendicu-
laire à Ozcsl une quartique plane ayant O pour centre
de symétrie ternaire et dont l'équation a la forme

Ut U2U3 représentant (égalé à zéro) trois droites passant
par l'origine et faisant entre elles des angles de 6o°. On
voit que cette courbe a aussi trois axes de symétrie (qui
sont perpendiculaires aux droites \]i, U2 et U3).

Mais il importe ici de remarquer que, pour, les degrés
supérieurs, l'existence, pour une courbe plane, d'un
centre de symétrie ternaire n'entraîne pas celles d'axes
de symétrie, de même que dès le quatrième ordre nous
voyons que, pour les surfaces, l'axe de symétrie ter-
naire n'entraîne pas l'existence de plans de symétrie.

3° Symétrie quaternaire. — Les troisième, cin-
quième, sixième, huitième, dixième et onzième groupes
de termes doivent disparaître de l'équation; les qua-
trième, septième et neuvième groupes doivent, égalés
à des constantes quelconques, représenter des cercles ;
le deuxième doit, égalé à une constante, représenter
une courbe du quatrième ordre à centre de symétrie
quaternaire, c'est-à-dire coïncidant avec elle-même après
une rotation de go° autour de ce centre.

Il faut donc que ce groupe se reproduise parla trans-
formation x = —y,y = -t-xf, et pour cela qu'il ait la
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forme ax'1 -f- \hx*y -f- 6CJT2J2 — /\bxj 3 -+- ^JK1- Ainsi,
l'équation se réduit à

-f- a(x'* -+-

La surface n'a pas, en général, de plan de symétrie
passant par Oz. Elle en a un si m = o. Elle est de ré-
volution si a=o. Les sections perpendiculaires à Oz
sont des courbes de la forme

x'-* -f- \ mxzy -f- 6 nx2y2 — 4 m^yz -f- JK* -h X (.r2 -+-y2 ) -±- JJL — o

qui n'ont pas d'axe de symétrie en général, mais sim-
plement un centre de symétrie quaternaire.

Des remarques aussi simples conduiraient aux for-
mules des surfaces d'ordre supérieur au quatrième, pos-
sédant des axes de symétrie. Avec les surfaces du cin-
quième ordre apparaît pour la première fois la symétrie
(juin aire.

Dans le cas des surfaces du troisième ordre, la symé-
trie binaire seule donne des surfaces pouvant n'avoir pas
de plan de symétrie passant par l'axe; mais, dans celui
des surfaces du quatrième ordre, l'existence des symétries
ternaire et quaternaire n'entraîne pas plus que la symé-
trie binaiie l'existence de tels plans de symétrie.

Au lieu de considérer les surfaces d'ordres supérieurs
au quatrième, cherchons les équations des surfaces du
troisième degré, présentant plus d'un axe de symétrie.

En considérant successivement les formules (|3|) et
((32), groupant dans chacune, relativement à x , comme
nous avons groupé relativement à z, nous déduirons par
des raisonnements analogues, de ([3,) les formes

( p! p;) Cypjyz + 3 r ^ + 3 ty* + 3 B ^ ^ D = O,
(pipi) A 53 -r- 3 q zy2 -h 3 nix- z H- 6 sxy -*- 3 C z — o,



et de (p2) les formes

( fi2 P'2) dy* -+- 3 / r^ 2 -f- 3 hx*z -+- 6 M a? s + 3^jr - o,

représentant toutes des surfaces ayant aussi Ox pour
axe de symétrie. En examinant ces quatre formes, on
voit que les trois dernières se ramènent à un môme
type, qui sera par exemple (en prenant les coefficients
à indices)

(II) Ain a?3 H-3 Ai22^JK2-i- 3 A133rr,s
2-t- bA^yz -h 4 A l u ; r = o.

La première équation peut s'écrire

( I ) 6Al23cryz -f- 3 A m a ? 2 -f- 3 A224jK2 -h 3 A.2n^ •+- A 4 U = o.

Pour les deux formes, le troisième axe Oj est aussi
axe de symétrie binaire.

Si A234= o, la forme (IJ) représente des surfaces à
centre, mais la forme (I) ne peut en représenter sans
qu'il y ait dégénérescence.

Revenons aux formules ( ^ ) et (p2) «t cherchons si
l'axe Ox peut être axe de symétrie ternaire.

La première représentera des surfaces ayant un tel
axe si l 'on 'a.p = m = s = G = o9 f = B, y = — 3A;
elle se réduit alors à

( I I I ) A 333^(5 2—3r 2 ) - f -3 A 2 5 V ( JK 2 -+--32)-f-3 A l

Pour (p2), les conditions sont

b = u — g — o, h = c. k — — 3 d

et l'équation devient

Les surfaces (III) ou (IV) ne peuvent avoir Oj pour
axe de symétrie binaire sans se décomposer.
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11 est inutile de chercher si le second axe Ox peut

être quaternaire, car nous avons déjà vu que la présence
d'un seul axe, s'il est quaternaire, entraîne la eonsé-
queoce que la surface du troisième ordre est de révolu-
tion. INous n'aurions donc que des cas particuliers de
surfaces de révolution, savoir des cas de dégéné-
rescence .

On traiterait d'une manière analogue le cas des sur-
faces du quatrième ordre ayant deux ou trois axes de
symétrie de même espèce ou d'espèces différentes.


