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[U3]
SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS;

PAR M. D. GRAVÉ, à Saint-Pétersbourg.

Le problème qui consiste à déterminer le mouvement
de trois corps s'attirant mutuellement en raison directe
de leurs masses et d'une certaine fonction de leurs dis-
tances réciproques, se ramène, comme l'on sait, à la
résolution du problème du mouvement de deux corps
s'attirant mutuellement, et attirés vers un centre fixe,
avec des forces proportionnelles à certaines fondions :
i° de leurs masses; 2° de la distance entre ces deux
corps ; 3° des distances des deux corps au centre fixe.

Nous parvenons ainsi à la considération d'un système
de douze équations du premier ordre :

dx__àll ^X___^H ^?__^iî
~dt ~~ d\' dt ~ 7̂̂  dt ~ ~dî'

dt _dll dy] __ dll dÇ __ dll
dt Ox dt dy dt dz

dx\ dll dy, d¥L dz, dll
dt d%t dt drti dt dt\

d\r _ dU_ f/rti _ ^H dÇx _ dll
dt dxi dt dvi dt dzi

H = V L(JSH-Ti_^Çî) ^_(£2

U étant la fonction des forces ; m, mK les niasses de
deux points; x, y, z, j ^ yK, zK les coordonnées des
points; £, rn Ç, ?,, rH, ^ proportionnelles aux projec-
tions des vitesses des points sur les axes des coor-
données.
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M. Berlrand(1) introduit des variables nouvelles :

u = x2 -+-y2 -+- z-, iii

q = x$i -\-yyi

= x\ -\-y\ -h z\,

-h zzu

-yrt

Une de ces dix variables est une fonction des autres,
car l'équation

u q
q u i /•

D = 7

est satisfaite identiquement.
Les variables de M. Bertrand satisfont aux équations

différentielles suivantes (2) :

dit 9AV

~di = ~m

dv_ _

~dt ~~ 9 a <

dw __ v

dt m

dr s

dii\

a f i / - ,

dq _ r
dt ~~~ m

—-

dt ni\

dr\ s
~dï """ m " • M .

—

ou a, a<? [ï sont des coeflicients qui dépendent des forces
et s'expriment par «, wl? <y.

(») BERTRAND, Mémoire sur l'intégration des équations diffé-
rentielles de la Mécanique {Journal de Mathématiques pures et
appliquées, t. XVII, p . 02) .

(a) BOUR, Journal de V'École Polytechnique, XXXVI" Cahier,
t. XXI, p. 35.



ISous nous proposons ici de résoudre la question sui-
vante : trouver toutes les intégrales des équations de
M. Bertrand indépendantes de la loi des forces.

Soit l'intégrale cherchée

, u u r , r , , <*', wu r, r h ij. s).

La dérivée de cette fonction, prise par rapport au
temps, doit s'annuler à cause des conditions du pro-
blème, ce qui donne

o\ 'i OX j OV
— — iv — (Vi ( i a w —- 'i " r i
Ou ni Oity mx Ov

OV n OX/r /•,

àvi drj\m m

<)\T ( v

ùw \m r 1J 0wx \mx

OV (s n \ f)X
Or

— -T—I hstw + ^ ö H - - — h a , uï -+- 3 q
ù \ r 1J 0wx \mx

 r *

Pour trouver toutes les intégrales, qui soient indé-
pendantes de la loi d'attraction, il faut égaler à zéro sé-
parément les coefficients des a, a,, j3, ainsi que le
terme indépendant des forces.

En posant
OX *)X o\ <)X

a = i w v — -h- s r -T— ,
Ou Ow 0/'i ()(j

()\ OX OV OV
b — % ( Ï 'J —- H- vt \~ s r- /"j -r->

Oui 0w{ Or 0(j

nous obtenons le svstcme de quatre équations

i i .
( i ) — a H o = o,

m nii

OX OX *)X OV
( >) '2 W — -r- U r— -r- q h / * , — -= O.

Ov cw Or Os

OX OV OX OX
7 (̂ t'i Owi Or Os



dV OY (OY OY

Ov Ovx
 J \0w dwx

dY OY . dY

En combinant ces équations deux à deux, au moyeu

du symbole de Poisson, nous parvenons au système
complet suivant :

a = o, 6=o, (a)=o, (3)=o, (4)=o,
,„. OW OY OW dY OY ()Y

(̂ w f)(? ()/'! 07* 2 <)q Os

OY OY ÔY dY dY dY

d^! dvi dr örx ^ Oq Os '

c)V r)V ()V dY

}

( 9 )

<7

/;

(9.)

(3)
(4)
(5)
(6)

( 7 ) . . . . * •

( 8 )

( 9 )

dY

Oii\

OY
-f- V-—

)V
: h II

OW
iri -—-

Ou

c)V
Oq

(OY
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( 5 ) . ( 6 ) . ( 7 ) . ( 8 ) . ( 9 ) .

a — a a o o — (9) o

b o —ib —(9) o o

(2) 2(2) o (4) o —(8)

(3) o 2(3) o (4) - ( 7 )

(4) (4) (4) 2(3) 2(2) ~ ( 5 ) - ( 6 )

(5) o o (7) - ( 8 ) (9)

(6) o o - ( 7 ) (8) (9)

(7) - ( 7 ) (7) o ( 5 ) - (6 ) ia

(8) (8) - ( 8 ) ( 6 ) - ( 5 ) o 2b

(9) —(9) - ( 9 ) — 2« —26 O

Montrons que le système ci-dessus admet une inté-
grale complète au moyen de la méthode de Bool-Kor-
kine. En intégrant l'équation a = o, nous parvenons
au système

du dw di\ dq

iw v s r

Les trois intégrales indépendantes sont

uv — w2 = ai, ws — vi\ = a2, rr\ — qs = a3.

Introduisons les nouvelles variables aH, ou, a3 au lieu

des anciennes w, w, / ' j , q,

V = W(ax , a2, a3, uly vu wu v, /*, s).

Les autres équations se transforment en un système

nouveau

, N OW dW à\Y
( l l ) a i p 1 _ + f , 1 _ + , _ = = o ,

, x dW ^W ()W dW
( 2) ) 2.V —r H r —; 1- S — h a 2 -r = O,
v ; dv dr ôs d%2

d\V

ds

dW dW d\X
(40 'IWi -r h Ki-r h r - r

dp ^ w r)s

\ , + a3 W
ds s dr
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( OW OW a*r -4-a 3 p f)W1 IS - h /' h '2 — —

Ovt Owi s OoLi

— U ' i / * -
a2 r -f- a3 tA eAV\ cAV

) = o,
/ Ca,

<AV 3P r)\V
a rv - . 'x a2 — = — h u ! t

cw "* c/Pi 5 oi\>i Or

dan

r a i — Ui a2-+-

(70
f ) W d\\

(90 <

L_ Ç 1_ 9 ƒ' T» a 2 -^

-+-(s2 — (vO *"( V\ r — ix>i s — a2) —— = o,

'AV rAV a? /• -i- a-, v OW OW

Ou'i Or s 0u\ * dr

rAV rAV cAV
4_ VVl ___ .

En intégrant l'équation ( i , ) , nous parvenons au sys-
tème

du\ __ dw\ __ dr
'AWi V i S

L'es deux intégrales indépendantes sont

Introduisons, au lieu des variables «, w9 /', les nou-
v e l l e s ^ ^ , ,

W = ö(a,. a2, a,,. 3,, 3,, r, r^ .«).
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Le système transformé aura la forme

, N dil àil àil àil

( l l ) 2 P H-a + p + 5 = 0 ,dv

à<l àil
( 2 j ) nn a2 —-

( 3 2 )

(4a)

— ou 3 , àil
J~^ àf2

àil àil
^ + 5 — = O,

(62)

_ .

h n 2 -, h -TQ- = o

_
àii

à*

(72)

(82)

àil àil

s*
àil àil au

J / àil àil\ / àil àil \

Soustrayant de l'équation (i2) Téquation (4a), «ous
obtenons l'équation

àil àil
àv

qui donne l'intégrale vvK = L
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Introduisons, au lieu de vvK, la lettre / ; nous obtenons

le système

_ _ a t , _ + ( a 8 / _ a i P l ) _

(4a)

( 5 3 )

a2-
/ àW dW

ôl s ùs s2 \ ÔOLX ^ a 3 /

! dl s ïs \ dxl àzd
( 3 > ]

73)

L'intégration de l'équation ( i 3 ) donne trois solutions
indépendantes

s2 ' s s

Au lieu des variables ou, p.,» ^ *? introduisons les
nouvelles X, p.. v;

c3 , P i , X , (x, v ) .
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Après la transformation, nous aurons le système

) - H- a3X _ = o,

. . . d e . ae
(24) ^ 4 *

M I _^_f / de de\ , . , / de . de

/ / de de \ / de de
\ \X '2 h - — ) -f- V ( 2 TT" 4 - 'T—
J \ dst! d a 3 / V ^?i ^a3

O — i ^ — — ^ - o
^ y c*{i. dv /

. , / . de de \ , , J e
(i — X) 2X-r- -f- {*— -H (;JL — Xv) —

\ dA O[x / dka

de de \ o / de de

L'équation ( i 4 ) donne

2X[JL ai + ja2 a3 X

Les deux intégrales indépendantes sont

X ^ a3 ;xX
£ — ^2> 0 = * - — V.

Au lieu des variables X, JJL, v, introduisons les nou-
velles e, 3

e = U(aj, a2, pi, s, 8).

Après la transformation, on a

dU / dU dU\ ,dU . dU
t da3 \ d^ da3/ dô d8 '

Os) a e ô - ^ H-(o*-£ s ai «§•+•£,)_• -=0,

dU dU
2 - h

dU dU
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I n t é g r o n s l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( i 5 )

dt do

L'intégrale sera

Au lieu de s, o, introduisons A,

U = Hra1,aJ, p,,A).

Après la transformation, nous aurons

) - - = o.

Intégrons Téquation ( i 6 ) ,

r /a j doL-x d\

On aura deux intégrales indépendantes

a,— iz-i= 0, A —a? — 2 pi a 3 = o

Au lieu des variables a, , at}, A, prenons 0 et

Faisons la transformation, et nous aurons définitive-
men t

Pour intégrer cette dernière équation, considérons le
système

d$ d^ <



Les deux intégrales indépendantes sont

C = ?,+ 9, D = G3,-pf-p.

Nous obtenons ainsi la solution complète cherchée du
système en question

v = n(C. D),

où IT est une fonction arbitraire.
Il ne reste plus qu'à exprimer les quantités G, D au

moyen des variables de M. Bertrand.
La fonction C se détermine aisément

C = 0 =

et représente, comme il n'est pas difficile de s'en con-
vaincre, la somme des carrés des intégrales des surfaces.

Pour déterminer la fonction D, nous avons les rela-
tions

D = O î — p, p = A

A =

? i =

« i + [J-*

a 2

5

a 2 = H'.ç

d'où il vient

1) =

a t -f-

u q w r,
<7 ƒ/ /* (Vi

w r v s

rt wx s vi

Ainsi, nous voyons que les équations de M. Bertrand
n'admettent pas d'intégrales indépendantes de la loi des
forces autres que celles qui sont déjà connues.


