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GOVGOURS D'ADMISSION A L’ECOLE NORWALE SUPERIEURE
EV 1895.
Sorvrion par M. \UDIBERT

Nous supposerons a > b > ¢ > o.

I. Soient ¢, Je paramétre d'un second point de G,
x, ), z les coordonnées du milieu de la corde (¢, ¢,);
des égalités

)
l
l
1

on tite

(tty)—(1—aa)t=-{)+~a(>+ar)=o0
() Y () — i+ o)t )b +by) =o,

() — (1 =)l 1) )5 I )= 0
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L’élimination de ¢/, et de t -+ t, conduit & I'équanion
de la surface S sous les deux formes
[ (a—0b)la—c)(b—c)xys
—(a—b)(a+b—a2c)xy

(v) ¢ +—(a—c)(a+c—2b)xs

( — (b —c)(b+c—2a)ys

\ +a2(b—c)r—a2a—c)y +20a—0b)z =0
ot

| [te—byr+2][(b—c)y+2][(a—c)s— 2]

() t ~lla=c)z+2]lla—b)yy —2][(b—c)z—2)|=o0.

II. La courbe C peut étre considérée comme la limite
d'un polygone inscrit de cotés infiniment petits, dont
fes milicux sont sur la surface 83 elle est done situde sur
cette surface dont I'équation est d’ailleurs vérifiée par
les coordonnées du point (7). En outre, I'équation
(8) (2) prouve que les deux groupes de droites

( (@ —c¢)x -2 —=o. (b—c)y —92=o,
(2) c{a—b)xr—+2:=o0. (Ob—c)zs—2 =20,
VL («—b)y—» = o, (a—c)z—»=o,
s((z—[))z»v—'),:o, (a—0b)y—2—o,
(3) (a—c)oxr—»=—o0, (a—c)s—2=o0,
(b—c)y —»=o, (b —c)ys—a2=o0
sont situds sur la surface S.

Le premicer de ces groupes représente les trois asym-
ptotes de C.

Le second représente les trois droites paralléles aux
axes se projetant sur les centres des hyperboles équila-
teres projections de G sur les plans des coordonnées.
On pouvait prévoir qu’elles scraient comprises sur la
surface S, car clles sont les lieux des milieux des cordes
de G qui se projettent suivant les diamétres de ces
hyperboles.
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Ce groupe représente aussi dans chaque plan les
asymptotes des projections de C ou des hyperboles
équilateres

(a-—-byxy +a2(y—a)=o,
(4) (a—c)ry-+2(3—x)=0,
2 (b—c)ys+o(z—y)=o.

IIL. Si des deux premieres équations (1) on tire les
valeurs de ¢, et de ¢ 4= ¢4, on trouve
= (GO Ty oay —br)
(a —b)xy +y —
ab[(a —b)zy +2(y — )| +ar — D2y —o(a—b)

1ty —
! (a —byry -y —u

Ces deux paramétres sont racines d'une équation du
second degré dont les coefficients sont fonctions des
coordonnées x et v d'un point déterminé M de S.
A chacun de ces points correspondra done une seale
corde réelle ou imaginaire.

IV. La condition de réalité des racines dédaite des
relations qui précédent s’exprime par la formule

(a—b)(a—b)x+2]

) X [(a —b)yy —2|[(a —b)xy + > >(y —x)] > o.

On en conclut que les points de S qui sont milicux
de cordes imaginaires de G se projettent sur chacun
des plans coordonnés dans la région délimitée par 'une
des hyperboles (4) et ses asymptotes.

V. Nous avons moutré que les six droites des
groupes (2) et (3) sont situées sur S, Il faut de plus
examiner si des droites orientées d’une fagon quel-
conque par rapport aux axes, telles que celles représen-
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tées par les équalions
= 13 +p,
y=2z+p,
peuvent aussi &ire appliquées sur cette surface.
Sinous introduisons ces expressions dans S (1), nous

obtenons une équation du troisieme degre en z dans
laquelle le coefficient de z3 est
(a—b)a—c)(b—c)ax'.

Ce cocfficient ne pourra s’annuler qu’en faisant a = o,
oun 2'== 0, ou simultanément 2 = o0 et o' = o.

Daus le dernier cas, nous retrouverons les droites (2)
et (3). La premiére hypothése nous fait décounvrir le
groupe nouveau
[ (¢« —b)y(a« —c)r=0-+-c¢—2a,

\ (a—c2z4+(a—b)2y +2(b+c—2a)=o.

6) (a—b)(b—c)y=au+c—2b,

( (a—brr+(b—c)z+2(a+c—2b)=o,
(a—c)(b—c)z=a+b—ac,

(b—c¢)Py+(a—c)a+2(a+b—2c)=o.

VI. Les droites joignant les milicux d’une infinité de
cordes de G ne. peuvent éire que celles situées sur la
surface S.

Pour trouver les surfaces licux des cordes qui ren-

contrent ces droites, il faut écrire que la corde (¢, ¢,),
ty(y—x)+(t+t)(ar—by)=atx—h2y+2(a—b),
tth(z—z)+({+t)(ax—c3)=alr—c2z+2(a—c),

(7)

rencontre une des droites des trois groupes (2), (3),
et (6).
Les droites du groupe (2) ne fournirvont pas de licu.
Prenons, par exemple, la premiére d’entre elles,

(a—c)x+2=o0. (b—c)y +2=o0.
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Ces valeurs de x et de y annulent le critére (3), et,
par suite, £ =1, =c ¢t 2 =oc; la droite ne rencontre
pas de corde réelle.

La premiére droite du groupe (3) joint les milieux
des cordes réelles qui se projettent sar les diamétres de
I'hyperbole (a —b)xy + 2(y — z)=o.

Le licu existe donc pour elle. Cependantle eritére (3)

est aussi annulé par xr = —

et ) = mais

2 P .
a—>Db a—"b’
on n’en peut conclure que t =t,, car en méme temps
I'équation da deuxi¢me degré, dont ¢ ety sont racines,
a tous ses cocfficients nuls. Il'y a simplement indéter-
mination, ce qui doit ¢tre.

La condition de rencontre de la droite en question ct
de la corde (7) est

20t —a--b)(t— 1)+ 2ab=o.

A Paide de (7), on ¢liminera les paramétres, dou
résultera l’équation du lien
(¢ —brxy —(a—cVrs—(b—ec)iys

+2(b—c)r+ola—e)y—a(a+=b—2c)s==0.

C’est un hyperhu]ol’de a uue nappe.

Les droites du groupe (6) fournissent chacune un

stouy
licu.

Nous ne donnerons ici que le résultat du caleul pour
la premiére de ces droites :

(a—bYry —(a —c)lrs+2(b—c)z

—a2(a—0b)y —20a—c¢)s=o0.
Clest un paraboloide hyperbolique.

Il est facile de vérifier que cette surface renferme la

courbe G et la premiére droite du groupe (6).



