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NOUVELLES ANNALES
DE

MATHÉMATIQUES.
SIR L'ÉQUATION DE DEGRÉ m QUI DOME

LORSQU'ON CONNAIT tang a ;

PAR M. GH. BIEHLER.

L'équation de degré m, qui donne tang— lorsqu'on
connaît tang a, est, comme on sait,

(i-±-ix)m— (i—ix) tn

l* -h(i— ix)'»'

aaen posant tang — = x et tang a = a.

Cette équation, mise sous forme entière, devient

(i -h ix)m(i — ta) — (i — ix)m{\ -f- ia) = o.

Les deux expressions

(H-ia?)/ra(i — ta) et (i — ix)m{\ -\- ia)

étant imaginaires conjuguées, leur difïérence renferme i
en facteur, et, par suite, en posant

(i) i\m= (i -+- ix)m (i — *a) — (i — ix)m (i -+- ta),

le polynôme Ym sera à coefficients réels et de degré m.
Cela posé, nous allons former l'équalion différentielle

du second ordre à laquelle satisfait le polynôme Vm, et
nous allons appliquer les théorèmes de Sturm et de
Rolle aux polynômes qui figurent dans cette équation,



en vue de démontrer que V / w = o a toutes ses racines
réelles.

\ . À cet effet, prenons les dérivées des deux membres
de l'égalité (i), il viendra

i\'tn = mi\(\ -f- f r)m-Ui — ia) -+- (i — ix)m~ 1 (i -f- ta)]

ou

('X) \ ' m = m\(i-r- t > ) ' " - i r i — t a ) - v - ( i — t > ) ' « - i ( i - 4 - i a ) ;

en dérivant une seconde fois,

l \"ni — m ( m — i ) i [ ( i — t V ) ' " ~ 2 ( i — i a )

D'autre part, en multipliant les deux membres de
l'égalité ('*), le premier par a/jr, le second par

( i - u i > ) - - (i — ix),

qui lui est égal, il viendra

-, (' j - \ ' — JU I ( i - i jr ) f n ( T i y.) • - ( i ix )fn (\ - 1 - ioL )1

-+-///1 — (i + ix )/«—i (ƒ — ix)(i — t a )

-f- ( i — ix)m ~{(i -f- i j?) ( i -+- t a ) ] ,

et, en remplaçant le produit ( i - j - ix) ( i — ix) par i -f- x 2 ,
on aura

7 /J? V'/;, — m i V,« — m ( i -+- .r2 )

x |(i -•- ix)'"-2{ i - / a ) — (i — *:>)'"-2(i -t- t'a)]
ou

» ' r ^ m - ' » « ̂ 'w ( I - ^ <r2 ) —

( m — i ) ?

ou eiitiiï

? . . r V ' / w ( / / / - - i ) - = w ( /?? — i ) \ m -1-

que Ton peut écrire

luette équation va nous permettre de démontrer la
réalité de toutes les racines de Xm = o.



( 7 )
2. A cet effet, prenons les dérivées d'ordre [x des

deux membres de l'équation (4)7 il viendra

m(m — i) V;;f— 'i(m— i)xY{}>n

-+- (i -f- ̂ )V ( , r2 ) "
ou bien

En donnant à JJI les valeurs o, i , 2, . . ., m — 2, il
viendra

m(m — i)Ym—2(m—i)x Y'm -+- ( i -+- x*~ ) V'̂  = o,
( m — i) ( m — 2) V'/M — -4(m — 2)a- Vï„ -*- (i -4- x*)Y"'n = o,

Ces relations nous montrent que les fonctions Ymi V'm,
V"w, . . . , V^° jouissent des propriétés requises pour que
le théorème de Sturm puisse leur être appliqué. En
effet, la dernière V^} ne change pas de signe, c'est une
constante^ deux fonctions consécutives ne peuvent pas
s'annuler pour une même valeur de x\ si une fonc-
tion V ^ s'annule pour une valeur de x, les fonctions V^-1)

et V̂ T4"11 prennent pour cette valeur de x des signes con-
traires \ enfin \'m est la dérivée de Vm. Il s'ensuit que,
la suite Vw, V'm, . . ., V^ ] ne présentant que des varia-
tions pour x = — oo et des permanences pour x = -h oo,
la suite perd m variations quand x passe de — oo à -+- oo \
par suite, toutes les racines de l'équation V w = o sont
réelles et inégales.

3. Appliquons maintenant le théorème de Rolle pour
établir la réalité de toutes les racines de V ^ = o.

Remarquons, à cet etï'et, que l'égalité (3) nous donne
la relation

V";| — — m( m — i)V,/i_2,
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Vw_2 étant ce que devient \ m quand on y remplace m
par m— 2, a restant le même, et supposons que les
racines de V m _ 2 =o soient réelles et inégales. Nous
allons démontrer qu'il en est de même des racines de
V „ = o .

Pour cela, considérons la seconde des équations diffé-
rentielles du tableau précédent, à savoir :

(5) (m - i ) ( /n - •>,) V ' m - i(m - %)xVm + (1 + x*)Vm
m = o,

déduite de l'équation (4)-
Les racines de Vm_2 étant réelles et inégales et dé-

signées par aM a2, . . . , am_2 dans Tordre croissant, sub-
stituons-les dans la relation (5) ; on aura le tableau sui-
vant :

( m — 1 ) ( ni — •>. ) V'/w ( a, ) -f- ( 1-+- a? ) V";, ( ai ) = o,

( m — 1 ) ( /// — 'i ) V'/rt ( a /w_2 ) H- ( 1 -4- a?rt_2 ) V ^ ( a / w _ 2 ) = o,

car a4, a2, . . . , am_2 sont racines de l'équation V"^= o.
Or, d'après le théorème de Rolle, les quantités

ne présentent que des variations; il en est donc de
même des quantités

V',/1 ( a, ), V'/rt ( a 2 ), . . . , V'm ( a m _ 2 ) .

Mais on sait que, si toutes les racines de l'équation
dérivée d'une équation proposée sont réelles et inégales,
et si, substituées dans le premier membre de la pro-
posée par ordre de grandeur, elles donnent des résultats
de substitutions de signes contraires, toutes les racines
de la proposée sont réelles.

Il s'ensuit que toutes les racines de l'équation V /
w= o

sont réelles et inégales.
Soient />,, ft2, . . . , bm_i les [m— 1) racines réelles de

^/» 1 = 0: t1!! les substituant dans l'équation (4), on
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aura

m(m — i) \m(6,) -+- (i -+- b\ ) \"m(&,)=<>,

m(m — i) V m ( & m _ ! ) + (!•+- % - ! ) Vm(&,»_i) = o ;

mais, d'après le théorème de Rolle,

v'mibi), v;;i(62), . . . , \"m(bm^)

sont alternativement de signes contraires*, donc les
quantités

V,„(&i), V,„(60, . . . , Vm(6m_,)

ne présentent elles-mêmes que des variations. Il s'en-
suit que toutes les racines de Féquation Ym=zo sont
réelles et inégales.

Nous avons supposé que l'équation Vm_o = o a toutes
ses racines réelles et inégales. Cette propriété se recon-
naît immédiatement sur les équations

V, = o et V2 = o,
qui sont

V t = 2(3? —a), V 2 = 2 [>O 2 — i)-t-*a?].

On en conclut que, d'une part, V2W+1 = o a toutes ses
racines réelles, et, d'autre part, que \2n = o a aussi
toutes ses racines réelles ; par suite, on peut dire d'une
manière générale que l'équation V/w = o a toutes ses
racines réelles et inégales.


