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THÉORIES ÜE LA RÉFRACTION ASTRONOMIQUE
El DE L'ABERRATION

[Suite ( ')];

\>\i\ M. OSSIAN BONNET.

Remarque. — Dans la démonstration ou plutôt la vé-
rification qui précède, on a supposé que Jes constantes m,

( ' ) Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t. VI, ju i l l e t -
aoùt 1887. Quelques fautes matérielles se sont glissées dans ce pre-
mier article; quoiqu'elles n'aient aucune importance, il ne sera pas
inutile d'en indiquer la correction :

Page 34^, ligne G en descendant, au lieu de le moyen le plus simple,
lisez l'évaluation la plus simple.

Page 35o, ligne 3 en descendant, entre fondamental et des projec-
tions, intercalez de la théorie.

Page 3Go, lignes 2, 4, 8 en remontant, et page 36i, ligne \ en re-
montant, au lieu de 7993,1^7, lisez 7993, \\X.

Page 060, ligne 9 en remontant, après lequel poids, ajoutez rap-
porté à l'unité de >olumc.

Page 36i, lignes 1̂  et 16 en remontant, au lieu de 7993,1."), lisez

Page 3()'|, ligne ? en descendant, supprimez la diviser par sin 1" ou
648000

et remplacez 20026.) par —--

Page 364, ligne \ en descendant, remplacez 206260 par —^

Page 067, ligne i3 en remontant, et page 368, ligne 9 en descendant,
au lieu de 107.799015, lisez iob. 799014*.

Page 367, ligne \ en remontant, au lieu de 1,9185490, lisez
ï,9i8Vj3o.

Paire SDS. ligne 11 en de>ccndauL au lieu de 2,q^3o, lisez 2,
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M, a, D, ^ (/*'<ƒ— 1) et pQ qui représentent respective-
ment le coefficient de dilatation de l'air, le coefficient
de dilatation du mercure, le rayon terrestre, la hauteur
de l'atmosphère, la demi-puissance réfractive et la pres-
sion en un point de l'atmosphère situé à la surface de
la terre dans les conditions atmosphériques normales,
étaient rigoureusement définies par les relations

m = 0,003671, M — 0,000179, a — 6366738,

D = 7)000, Hn7 — 0 = o,ooo2()438{, p'0= 7993,148.

De plus, on a regardé les logarithmes à sept décimales
fournis par les Tables comme jouissant d'une manière
absolument exacte des mêmes propriétés que les loga-
rithmes vrais ou théoriques au point de vue de la sim-
plification des calculs numériques. Or tout cela n'est
vrai qu'approximativement, et Ton peut avoir des doutes
sur l'exactitude de la conclusion à laquelle nous avons
été conduits. Voici une manière de raisonner qui est
entièrement rigoureuse.

On peut toujours poser

?n C 0,003671, M <̂  0.00017901, a -1- D < 6^1800,

\(*l'(ï— l) < O,OOO'2Cj',39, / / 0 > 7993,1,

ainsi que cela résulte de calculs et d'expériences incon-
testés. Cela étant, nous aurons d'abord

1 H- //iT«> 0,88987, 1 — MT0> 0,99/1629,
puis

< 0,00029439.1 ,o382 — - — — —— ?
J H J ' 0,88987 0,994629

?-= — =/?'0(l-r/ïlTo)> 9993,1.0,

pu

et la relation rua <^ [i ou mieux (a + D)a -< (3 qu il
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s'agit de vérifier deviendra, en augmentant le premier
membre et diminuant le second,

,29439
61418.io* J ' < 799S,1.0,88987.0,994629

7,9931.8,8987.9,94629.

Nous substituerons à cette inégalité l'inégalité loga-
rithmique correspondante; seulement, au lieu décon-
sidérer dans celle-ci les valeurs exactes des deux
membres, nous prendrons une valeur approchée par
excès dans le premier membre et une valeur approchée
par défaut dans le second membre, ce qui suffira évi-
demment. Or les logarithmes fournis par les Tables à
sept décimales étant approchés par défaut ou par excès
à moins d'une unité décimale du septième ordre, on a,
la caractéristique L désignant les logarithmes théo-
riques ou vrais, i°

L. i o 2 = 2
L.6,4418 < 0,8090073
L.2 ,9 i39< 0,4689202
L. 1,o38'i < o, o 162811

Ce qui donne 3,29{2116

pour la limite supérieure du premier membre de l'inéga-
lité logarithmique, et 20

L-7,993i > 0,9027151

^L.8,8987 > 1,8986530
L.9,9463 > 0,9976615

Ce qui donne 3,7990296

pour la limite inférieure du second membre de la même
inégalité; on voit donc que l'inégalité logarithmique est
satisfaite, et, par suite, que l'inégalité primitive l'est
aussi.



( 5 5 7 )

VIL — DÉTERMINATION DE LA Y\LELR APPROCHÉE

DE LA RÉFRACTION TOTALE.

Nous allons enfin déterminer une valeur approchée de
l'intégrale définie

648000
a tan Y v—_J(1_He)

( 1 H - > a ? / ) 2(1 -f- l > a ? / ) 2

où, pour simplifier, on a remplacé par s la l'onction

et qui exprime la valeur exacte de la réfraction totale R
évaluée en secondes d'angle.

On a démontré précédemment que s est positif pour
toutes les valeurs de u et les valeurs correspondantes de
5. De là il est aisé de conclure que l'on a

1 — | E < (1 -f- s)"2 < 1 — -J-s 4- l s2.

En eiïet, ç(s) étant une fonction quelconque de s, et
Ö et 0' deux nombres positifs moindres que 1, on sait que

<p(E) = cp(o) -H cpr(6s)s
et

C2

<p(s) = 0(0)-+- cp'(o)c-t- c?"(Q'&) — •

Faisons, dans la première égalité,
o ( e ) = ( i - 1 - £ ) - 2 - , H - I £

et, par suite,

J,
ç(o) sera nul, 'f'(^) sera positif pour s positif: donc
cp ( s ) sera positif, et l'on aura
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pour £ positif. Faisons ensuite, dans la seconde égalité,

e(s) = (i + s)-«-i+ÎS-ÎS*;
d'où

et

'f (o) et 'f'(o) seront nuls, ö"(9'e) sera négatif pour s po-
sitif; donc cp(s) sera négatif, et l'on aura

( ) - ï < i | S

pour £ positif. Cela étant, si l'on pose

648000 '
s) du

648000

] '2 I I -f- 9, OL II ' J h ~a \ '

\ 648OOO / * V I - + - 2 a ( ï — -Ç) « 7
a t a n ^ ^ a ƒ y- — T - J - s« du

3648000 f* V ' -H '2a(i —

= - a tans '
o 7T "•"-y.

on aura

[ 1 -— 2 a 1 2

t ( 1 - 4 1 ) 2 tanff*2 r t r/w — R",

R'<R< R'+R';

par suite,
o < H —R'< R":



étant toujours moindre que i et

positif et toujours moindre que i — (i — s)2<C 2 5, R" est
moindre que

648000
— - — a y -+- •>.a t a n g 5 ^ j s2 <

et, par conséquent, d'après ce qui a été démontré dans
Je paragraphe précédent, moindre que

648OOO , / P
3 z\/\-h tal —

\

on peut donc écrire

( a ) o < R — IV < 3

et tout se réduit à trouver des limites R', c'est-à-dire de

648OOO rXJl^-'2*(l — S) / Y \ ,
a tang£a / " —- 1 tang2^a I au

Jo ( i + « B ) ï v 9 y

/

1 'i

(i-H 2a)2 . . , _

ou encore de

6 4 8 0 0 0 / ^ i / i - 1 - > J > < 2 ( 1 — s)/ \

I 648OOO /

-̂ - - TC a t a n g ^ g /

•A

•y 0 v Ï •

,3^_C_f_— 3.ç) ,

( l -r- 1OLU)2

3 648000
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Or la troisième de ces dernières intégrales est moindre

'i 648000 , A „ r1 ., 7
cjue a(i -f- 1 a)- tang3 z a / s- aw et, par conse-

'-* ~ */0
. -, o 6^8000 , \ 3 , / 3 \ 2 <* ti-

quent, moindre que 5—-— a(i -f- a a H M tang Jz a . bi
donc on l'appelle A7 après y avoir supprimé le facteur

648000

nous aurons, en premier lieu.

3 /G \2
( 7 ) o < A T - O ( I - + - - > a ) 2 ( £ )

Quant aux deux autres, elles se décomposent en les six
suivantes :

; " H "*V. ( i - - '2 a M V2

" i + ï a l u
du — A3.

-4- 2 a ?/. ) '2

du — \ v .

3

' 0 (i-^2att)2

618coù l'on a supprimé également le facteur ' J>Q° a tang za.



La première de celles-ci est de la forme

j o(u) du:
• 0

elle peut donc être év aluée exactement, et, si Ton observe

que ( i4-9 .au) 2 du est la différentielle par rapport à u
i

-, ( 1 - 4 - 2 a ) 2"

de , on trouve

. ( i - j -2a) ' 2 — T i a2

\ —— — - j _ rt , i _ _ _

a \ ' <x

ce qui donne, 2 a étant moindre que J ,

(!) i a < V ! < i a n
'2 '2 '2

A2 étant égal au produit de A, par un facteur connu
qui est ici négatif, les limites de A2 se déduisent immé-
diatement de celles de KK et l'on obtient

Dans A3 la fonction de «, '—- ? qui entre en
1

facteur sous le signe ƒ , croît avec u et a par conséquent

—a— -

comme valeur minimum, et

! d

comme valeur maximum-, donc, l'autre facteur s sous le
signe ƒ étant toujours positif, on peut écrire

r1 r1

— C i - 4 - a ) l s a t t < A } < — ( i — 2 a ) / s du.

Ann. de Mathémat., 3e série, L. VI. (Décembre f887.) 3 j
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ee qui donne, en remplaçant l'intégrale par sa valeur

obtenue plus haut,

3 3
(3) --(14-a) £ < A5<—(î — a a) - •

a x a

A4 étant le produit de A3 par —^tang2.srt, on a en-

suite immédiatement

(4 ) (1 — 9.00 £ 1

A3, qui est comme A, de la forme j o(u) du, rentre dans

le type des quadratures ordinaires-, on peut l'évaluer

exactement et, si l'on observe que (1 -f- 2XM) 2 du est la

T , v , . M , 1 Ci -H 2 2 M ) '2diflerentielle par rapport a ẑ  de — , on trouve

1 ( i ^ a ) 2 — 1 1 / a a2

A ' = ; t a n S Za 3^ = - t angua ( 1 - - - -fi- -H...J,

ce qui donne, sa étant moindre que 1,

< 5 ) l tang«5a ( 1 - * - J ) < A8< \ tan

Eniin, dans A6, la fonction de «, ——:., qui

entre en facteur sous le signe / ' , est croissante avec u et

a par conséquent

- f i + -> a )2 ̂ — (i -f- 3 a •+• fa* . . .)

pour valeur minimum, et

= r - - ( i — •>> a --1- 4 a'2 — -. . . )

pour valeur maximum; donc, l'autre facteur 5 sous le
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signe ƒ étant toujours positif, on peut écrire

— - tang2^rt / 3 -T- 9 a -h - a2 \ j s du

< A,5<— - tang2^a(3 ~ 6a) / s du,

ce qui donne

(6)
| A G < - i

Ajoutant maintenant, membre à membre, ]es inégalités
(i), (2), (3), (4) , (5), (6) et (7), après avoir rétabli

partout le facteur — a tang z#, et posant, pour abréger,

6i8ooo V x l /* l\ "1
oLtangZa 1 1- tang2-,, = ; \

648000
———a tang,sa

L a \ 3 a <\ a) 2 ^ J

6^8000
atang za

il vient
r „ 3 <- R'O-ho',

d'où

(b) — ô<lV— /-<o'.

Ajoutant encore, membre à membre, les inégalités (a)
et ( J ) , on trouve enfin

, D ^ ., 3.6

et l'on voit que la valeur absolue delà dilïérence K — r
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est moindre que le plus grand des deux nombres positifs

o et
3.6{8000

a) t a n S 5 ^ =

lequel nombre a dès lors besoin d'être fixé, puisque

c'est le seul dont nous ayons à tenir compte. Or, lorsque

tangSfl est très grand ou za très près d'un droit, on a évi-

demment o << ô/;; et l'on s'assure qu'il en est toujours de

même, quelque soit za^ en faisant voir que Ton a

ce qui est presque évident, car l'inégalité

vériliée dans le paragraphe précédent, entraîne la sui-

\ante, a <C — •> et celle-ci donne
7 ^ a

< f> ( I-+- ; a ) ( - ) < () ( i 7 a )2 ( '- ) •
\ a J \ a f

Ainsi, en résumé, /', c'est-à-dire

6 4 8 0 0 0 f a Ci 7 ' a Û v~|

_L_a, : ,„ s ;„ | , - ? - ;- _„„g»5a ( - - 1. )J ,

représente une \aleur approchée en plus ou en moins

de la réfraction totale R, avec une approximation mar-

quée par
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En déterminant, comme on vient de le faire, une
limite S" de Terreur que Ton commet lorsqu'on remplace
la réfraction vraie R par la quantité r que nous avons
choisie pour sa valeur approchée, on a seulement pré-
paré la solution du problème, seul utile dans les appli-
cations, qui a pour but de fixer les conditions sous les-
quelles il faut opérer pour que l'approximation obtenue
soit de l'ordre des grandeurs négligeables. Occupons-
nous maintenant de ce qui reste à faire à ce sujet.

Reprenons l'expression de Terreur o" et écrivons-la
ainsi

8" =

en posant

3.648OOO

Les coefficients A, B, B'., C dépendront des quan-
tités a et [3 ou de Ho et To, et varieront par consé-
quent avec Tétat atmosphérique à l'instant et au lieu
de l'observation. Cherchons les plus grandes valeurs
qu'ils puissent prendre, et d'abord les plus grandes va-
leurs que puissent prendre a et - en s'imposant, bien
entendu, les conditions aux limites

o,63< Ho ^0 ,789; — 3o < T 0 < 5o

admises plus haut.

3.648000 / / j 3 ^
?V 1 — »a - = A,

3.648000 7 3
• OC — OL — ~=- r> ,

7: 6 a

3.648000 • u
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Toutes les notations ec toutes les hypothèses dont on
a fait jusqu'ici usage étant conservées, on sait que

~ = p\a

d'où, quels que soient Ho et To ,

'}, 9 i 3 9 ., , io io
- 1 0*- I ' O ) x 8,8987 9,94^)3'

a " 10* ?

Désignant donc par la caractéristique L les logarithmes
théoriques et par la caractéristique / les logarithmes
tabulaires, de sorte que l'on ait, pour un nombre quel-
conque JN,

L..N' -_- < l.N < L.N -f- A

il viendra

/ . \ L . - L.N< /.N-+- —
IO' IO'

L.a < L.«2,9139 — 4 -^ L.i,o38'2-+- 2 — L.8,8987 — L.9,9463

<C ^.'2,9 439 — / . 8,8987 — / . 9,9463 — 1 H

et

L . ^ - < L. i ,2555 — 3 + L I , I 8 3 6

< / . 1,2555 - f -1 .1 , i83G — 3 H —;

mais les Tables de logarithmes donnent, comme on l'a



déjà \ u,

/.2,9439 =0,4689231,

/.1,o382 = 0,0169810,

/ 8,8987 = 0,9493266,

/.9,9463 =0,9976616,

/ . 1 ,}Y)j — 0,0988167,

/ . 1.i836 = 0,07320^0 ;

donc
L . a < 4 1 > >82 i6 i

c l

S
L - < ^ ,1790219 ,

par conséquent,

_ o
La C4,^382i64 et / . - <3,1720920,

a < o,ooo34532 et - < 0,0014861.

Connaissant une limite supérieure de a et une li-

mite supérieure de—> on en déduit sur-le-champ une

limite supérieure de chacun des nombres

1 7 » , ?
J — 2 a , - a , - a — a - T - - a, a + - .

6 b 6 a

qui entrent en facteurs dans A, H, IV, C, et Ton trouve

1 — 1% < 1,0007,

- < 0,000037)54 = -Li
O JO

^ < 0,00040,88 = i f i 8
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d'où

L ( i -H i y.) < o, ooo3o4,

L/I- J- '2a<o,oooIJ'À,

L(l-r 2ï)2 <O,OOO456,

OC —

L - < 5,7600756,

L ^ :J ,6o5i758,

L ( a - 4 | ) <3 , 7 9 8636 9 .
r\U . 6^8000 ,_ . ,_ z? z? /

Observant eneore que est eompris entre 200204
et 2o()2bf); 011 a

— — a < 618795.0,00034 )3'j> = 6,18795 x io3 —-—7— ;

mais 011 a vu plus haut que L.3,453a est inférieur n
63^ d'ailleurs on trouve

L.6,18795 < 0,7915470.
do ne

. 3.6\8000 ^

rrout eeei étant posé, il en résulte

r , _ 3.648OOO / /3
71 \

. 3.648000 i fi
< L a-i- - L(i-f- 2a)-f-2iL i-

7: 2 a
< '>;3'K)7633-t-o?oooi52o -4- 6,344o438

ou

L . A < 4,6739391.

Puis

[ R ' _ I ^ 5 / « 8 O O ° « 7 a ? . , 3.648OOO 7 , , r ?
7T 6 a 7T (l rt

< ^,3997633 -T- 4,6O1I758 - r 3, f70.0219.



ou

Puis
L.ï

ou

Et enfin

T C

ou

(

L . B ' <

r=L.A(i-»-2
< 4,6739091

L.B" :

3.6',8000

3.I48000

- '>, 3'^97633 -

56g )

C 4,1069610.

i a ) = L . A - + - L ( i - J - 2 a )

-t- 0,00030^0;

a / , p\

' a 4- L I-r- L ( a -r- 4 ^

4- ">, 76007 >6 -+- 3,7986369

; 5,8884758.

Les calculs qui précèdent font connaître, par leurs
logarithmes, des nombres respectivement supérieurs à
toutes les valeurs que prennent les quatre coefficients
A, B, B', C lorsqu'on donne à la hauteur barométrique Ho

et à la température To tous les systèmes de valeurs que
nous sommes convenus de considérer. Supposons main-
tenant qu'on ait substitué ces nombres aux coefficients
A, B, TV, C eux-mêmes dans l'expression de l'erreur 0" :
celle-ci deviendra une fonction de la seule distance zéni-
thale apparente za, et cette fonction, qui se réduira à
une fonction entière et impaire de tangz^, à coefficients
positifs, pourra prendre toutes les valeurs depuis zéro
jusqu'à l'infini, en variant d'ailleurs dans le même sens
que tangua ou za\ donc quelques essais suffiront pour
déterminer une valeur de za, telle que cette valeur et
les valeurs moindres donnent pour Terreur 3" des ré-
sultats de même ordre que les quantités considérées
comme négligeables, ce qui est le but que nous voulons
atteindre. Entrons à ce sujet dans quelques détails.



Prenons [)0iir valeur maximum de za, za= 80".

Les Tables de logaritbmes donnent

/ tang8o°— o, 7 5 '568 19 ;
d'où

8o° " o,7)368i3,

donc

L . A tan»58<>°

d'où

Puis

d'où

Puis

A tan«-

; • > , • , < ; , o

H tang 1

„6-, -

-8o°

8o°

3,768^06),

— 4 ,67 '^9 M)

1^. B" lan j ; 3 8o o ^ ? , >()i(>î')() - - 4 A\~\t>~')\ = T , 9 ^ 5 3 1 7 0 ;

d'où
B^tano^o" < 0,086169.

Puis

L . C t a i i i x 8 o ° < 0 ,7536819 -r- I , 8 8 8 4 7 J 8 = 4 , 6 4 9 1 ) 7 1 ;

d ou
C tang 8o° C o, 000 \387 ;

et enfin

0"-^ 9,7<>()3 — o,o9.333 > -f- 0,086169 — o,0001'587 ^ 9,88.

où Tunité est la seconde d'angle.
Cette erreur S" commise sur la réfraction R quand on

considère celle-ci comme égale à /' est sensiblement su-
périeure à celle des observations même les plus mé-
diocres; nous la regarderons comme insuffisante, ce qui
nous obligera à abaisser la limite de za que nous avions



prise égale à 8o°. Faisons donc en second lw\
nous aurons

/.tang .3 „ < Z.tang 700 ̂  o, fîScjVii;
d'où

L.tang 70°< o,1^8()342,

L.tang3.70°< 1,3168026,

L.tang57o°<C >,1946710;
donc

L. A tan^«î7o° C '> , 19I6710 -+- \ ,6739591 — ^,8686301 ;

d'où
g7o° < 0,073898.

Puis

L.B'tang37o° ^ 1,3i68026 -1-^,1069160 = 3,4'23763();

d'où
l>' taiiiiJ*"o° ^ o,oo'>()33'>.

Puis

L. B" lang3 70° ̂  1,3168026 -r- 4 ,674*2731 = 3,99107 >7 :

d'où
B"tan<i;j7o°< 0,0097967.

Puis

L.Gtang7o° C o,43893i'2 -4-3,88447^8 = 4,3^74100:

d'où
G tan g 700 < o, 00021 *i '>3.

(]t en lin

o"<C 0,073898 -\- O,OO>.6J3>
H- 0,00097967 -T- O,OOO2F253 < 0,087.

Cette erreur est à peu près celle qui se rapporte aux
observations les plus parfaites : nous ne pensons pas
qu'il soit nécessaire d'exiger qu'elle soit atteinte à
cause de la grande étendue des distances zénithales que
la condition za<i 700 obligerait d'écarter. Il vaut mieux
augmenter la valeur maximum de za, poser par exemple



£â<^75°, ce qui laissera encore 8" suffisamment petit,
comme on \a le voir. Nous avons ici

par suite
Z.tang^a--: /.tang7jo = o,J7i9475,

L.tang7)°. : 0,5719476,
L. tang 3 7>< 1,71584^8,
L. tang5 7 5° < X, 8J97380 ;

donc

L. A tang5 75° C 2,8597380 -\- 4,6739591 — ï , 5336971 ;

d'où
\ l a n g 5 7 > ^ o , 3 4 i 7 > -

Puis

L.B'lans37J° : 1 ,7i38/»>8 -f- 4,1069610 = 3 ,8M8O38;

d'où
B'tang37)°< 0,0066 198.

Puis

L.Bvtang375°< 1,71 584*̂ 8 -h 476742731 = 2,3901109;

d'où
K"tang375°< o,o24554.

Puis

L.Gtang75ü C 0,5719476 + 3 ,88847^8 = 4,4604234 ;

d'où
C tang 7'5°<1 0,00028869,

et enfin

o"< 0,34175 -+-0,0066498 -f- 0,02455^ -+- 0,00028869 < o",3733,

c'est-à-dire une quantité suffisamment petite pour la
plupart des cas.



§ VII I . — SIMPLIFICATION DU CALCUL DES VALEURS

APPROCHÉES r DE LA RÉFRACTION TOTALE R, POUR

LES DIFFÉRENTES VALEURS DE H o COMPRISES ENTRE

O,63 ET 0,794 ET LES DIFFÉRENTES VALEURS DE T(,

COMPRISES ENTRE 3o° ET 5o°. t

Soient T' et iJ' deux valeurs de ;* correspondant à
une même valeur de la distance zénithale za et à deux
systèmes différents H'o et T'o, H"o et T"o de valeurs de la
hauteur barométrique et de la température au moment
et au lieu de l'observation, ces deux systèmes de valeurs
satisfaisant, bien entendu, aux conditions limites con-
venues.

Nous aurons d'abord, comme on sait,

,_6i8ooo T a' (9 ^
 ri' , ^ „ 1

- Ti dn^^rt|^i ^( anrt ~a 1 ^ anb *a 1 J,

- « I T — - 7 ( l a n s - a — O — a tang ^ ,«+1 J ,
„ 648000 ,r r a" 3'

a\ec
1 2 H ' o

V-r- MT0

Reiranchons membre à membre de l'équation qui déter-
mine /'/; celle qui détermine r' préalablement multipliée
par

}\"0 i -r- rrtT'o i-^- MTJ, a"
HO 1 / » T ; I -T- MT; "" a '

il viendra



en posant, pour abréger,

, H ; I - m
IL, i — w i T n i -+- MTÓ

f> j8ooo „ \ i „ ,
— - — a tang za - (a — a ) ( t ang 2 ^^— i )

cela prouve que r\ représente une valeur approchée en
plus ou en moins de /'', avec un degré d'approximation
marqué par la valeur absolue de S//;, et que s'il est permis
de regarder cette valeur absolue comme étant de l'ordre
des grandeurs négligeables, la valeur numérique de iJ/,
égale à celle de J \, se déduira de celle de i1 pai un calcul
très simple.

Cherchons donc une limite supérieure de la valeur
absolue de l'erreur rj" ci d'abord une limite supérieure

On g'

des valeurs absolues des deux différences —,
a a

Appelons oll0 cl oT0 les valeurs absolues des diiïé-

rences H ( ) —ll ' o , T() — T o , en sorte que l'on ait

(̂ t écrivons les égalités

i 1IO

a — ( n 0 — i ) ,7<) i — / w T 0 i - - M T 0

qiïi délinissent les \aleuis générales de - et de a, la pre-

mière nou> donnera iminédialement
3" <>;
i — y/y oT,) " o,ooi>"))")m ôT0

Le signe du premier membre étant celui qui le rend



positif, la seconde ou plutôt la suivante

La = L l- ( < 2 — i; -h L -~^ — L(i — mT0) — L(i -J- MTO) ,

qui s'en déduit, en prenant les logarithmes népériens de

ses deux membres, donne

L a"— L a' = LHJ — LH'O - [ L ( i + m T ; ) - L ( i + 7?iT'o )]
— [Lu-^MT'i) -L(i-4-MT'o)];

par suite, d'après le théorème connu sur les accroisse-
ments des fonctions,

H',;'

OLW étant un nombre compris entre a' et a", par consé-

quent moindre que la limite supérieure de a que nous

avons trouvée plus haut égale à o,ooo34^32, 11̂ ' un

nombre compris entre H'o et H'̂  et, a fortiori, entre

o,63 et 0,795*, enfin, T'J et T'o
v des nombres compris

entre T'o et T^ et, a fortiori, entre — 3o et oo, ce qui

donne \-\-m'Y'l compris entre 0,88987 et 1,1836, et

1 -f- MTjJ compris entre 0,99463 et 1,00893; de là 011

conclut

, , ,, ,, ^ .,,-> /ôHo moTa M8T,
-= ( a - a ) < o,oooM >** ( - 7 ^ -1- - -^rrrr: '- - ---,,:

0

le signe du premier membre étant celui qui le rend

positif.

Connaissant une limite supérieure de chacune des

différences a"—a' ' î-, prise en valeur absolue, il

n- 1 1 • i l * • i G{HOOO

surin de les associer avec les valeurs maxima de ———

y/', za qui sont respectivement 2o6'*65, o,ooo34532, y5°



et l'on lrou\e pour la limite de l'erreur 3'"

G'" ^ 20626">.o.ooo3 j>32 ?, o , o o o 3 p ) 2

fm^0 co^3o° / oHo m oT o M oT 0
 v,

X 1^11^7 * 7, ™) \ 7>~> " ' ITô ô~ ~~ 77^ )
c o s - 7 ) v o ? o ) 0 , 0 8 9 0 7 O , 9 9 J ( ) J /

-r- 2 0 6 2 6 ) . 0 , 0 0 0 3 ^ ") 32 X -^—^-Ar- /?? 0 T 0' C O S 2 j }o

ou, pour abréger,

63 o T 8 8 p 7 ~ 0,99463 i ~ ^ O l ° '
en posant

2o626).(),ooo3r>32--o,()oo34332.tan^7f)0(>OS-^-° = V,
'1 C 0 S 2 J J °

'20()'2() ) . O , OOO3 \ ~> 3 2 — — = O
' CO^2;J°

Mais si dans P on remplace ^06265 par 3.206265 et
•^0,00034^3^ par -{. o,ooo34^32, la plupart des facteurs
qui entreront, soit dans P, soit dans Q, seront compris
parmi les nombres qui ont déjà figuré dans les calculs
numériques du paragraphe précédent, sous la dénomina-

-, 3.648ooo a po 1 » 1 . -,
tion de t a, -7 -— et dont les logarithmes sont

ir 6 ap0 °

respectivement

5,791") 170, ^ , J 3 8 2 I 6 3 , "), 76007 ">6, 3,0988168;

quant aux facteurs

t a r i f a 0 tan2:7 J0CO<;3O0 _ ,,„
- ^ •• ——'-—--„ — •> 206^6) ,
r ( ^ 2 -D» CO«27 )°

dont il n'a pas encore été question, on trouve sur-le-
champ,

L.tanj»7")° <o,5719^67,
L.co«*7"io < T,^ 1^9961,
L.cos )o° -̂  T,9375307,

1 ^ ^ ° : - , , 6 8 - J { 8 6 . .
co^27)°

L.2o()^6") < 5,31 \\[">o:



donc on a

L.P < 2,3297633 H- 5,76007^6 -h 1,683{861 =T,7733250,

L.Q < >,3i^i5o-h4,5382i63
-r- 3,O988l68 H-I ,745955 i =0,69741 {2.

Les calculs qui précèdent font connaître par leurs
logarithmes des nombres respectivement supérieurs
aux valeurs des coefficients numériques P et Q. Mais
la connaissance de ces nombres ne suffit pas pour
donner immédiatement la valeur limite de ow, ce qui
est le seul résultat utile. Cela tient à ce que ùw dépend
des différences 3rlo et 3T0 dont on n'a pas encore fixé
les valeurs et que l'on sait seulement devoir être assez
petites pour que o"\ qui en est une fonction linéaire et
homogène, soit de Tordre des grandeurs négligeables, et
en même temps assez grandes pour qu'on n'ait à consi-
dérer qu'un petit nombre de groupes de deux états
atmosphériques répondant aux valeurs H'o, T'o et H'ó,
T"o de Ho, To .

Or, après quelques tâtonnements qui se présentent
d'ailleurs d'eux-mêmes, on reconnaît que Je but est
atteint en posant

oHo^o,76 — o,63 = o, i3 > 0,789 — 0,76

et, en même temps,
ôT0§2O°.

En effet, ni et M étant respectivement moindres que
0,003671 et 0,000179, nous aurons

* < i < ° 2 o 6 3 5 m oTo<0,07342 = Zi^2,
10̂

7,3{2 M0T0 o,oo358o _ 3,58
0,88987 < 8,8987.10' o,99463 < 0,99463 ~ 9,9463.10^

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VI. (Décembre 1887.) ^8



d'où

L ~jj— <C L.2,o365 — i <Cï,3i {6046,

h.m oT 0 < L.7,342 — 2 < 2,8658i45,

L ~ - ^ - ~ < L . 7 , 3 i 2 —L.8,8987 —T

< o,8658i45 — 0,9493265 — 1 = 2,9164880,

L ^iè < L - 3 ' 5 8 - L -^ 6 3 - 2

<o,5538831 —0,9976615 — 2 = 3,55622i6,

puis

< 1,7733250 -h 1,3i46o46 = 1,0879296,
d'où

P-Jp < O,122i5.

Puis

m oT0 _ T p , m oT0

"' 0,88987 ~~ * "^ "0,88987
<T,77332.50-f- 2,9164880 = 2,6898130,

d'où

5
Puis

M8T0

0,99{63 ' o,99463
<T,773325o -r- 3,55622i6 — 3,329j/

t68
d'où

P r^r < 0,0021 358.
0,99^^

Puis

L. Q m 8T0 = L.'Q + Lffi oT0

<d o,697\\ \i -r-2,8658i \5 = 1,5632287.
d'où

Q m oTo< 0,36579;
et enfin

o'"< 0,12245 4-0,048957 -4-0,0021358-4-0,36379.



( 579 )
Cette erreur ajoutée à celle qui a été déjà commise en

prenant r au lieu de R et que Pon sait être moindre
que o,3^323 donne 0,91256, c'est-à-dire une quantité
inférieure à 1" d'angle; nous conviendrons de regarder
cette erreur totale comme une quantité négligeable,
quoiqu'elle soit sensiblement supérieure aux erreurs des
observations actuelles. Cela posé, voici la marche qu'il
convient de suivre pour obtenir la réfraction correspon-
dant à un état atmosphérique quelconque que nous re-
garderons comme celui auquel se rapportent les valeurs
HQ, T'jj de Ho, To . Considérons les trois états atmosphé-
riques que nous appellerons fondament a ux et pour les-
quels on a respectivement

110=0,76, T0 = - 3 o ° ;
110=0,76, To = io°;
Ho = 0,76, T'o= 5o°,

et évaluons directement la réfraction /• relative à chacun
d'eux au moyen de Ja formule générale

r = - r p a tangua l^i- - - 1 -

Regardons ensuite successivement chacun de ces trois
états atmosphériques comme étant celui qui a été défini
plus haut par les valeurs H'o, T'o de l i0 et de To . Si l'on
choisit le premier, on voit que la réfraction cherchée r"
pourra être calculée par la formule

„__ , _ , II'o i— 3om i —3oM
r = r* = r o~̂ 6 i-h/nTi I - M T ; '

toutes les fois queT'o sera compris entre — 3o et — 10,
H'o étant d'ailleurs quelconque ou plutôt compris entre
o,63 et 0,789, car les différences H'̂ — H'o et T ; ~ T'O
satisferont bien aux conditions

±(H'0~-H'0)=8H0<o,i3, ± ( T ; - T 0 ) = 8 T 0 < 2 O .



( 58o )

Si Ton choisit le second état atmosphérique, on aura

H'f, IH-IO771 i-f-ioM

0,76 i

pourvu que T'̂  soit compris entre —10 et -+~ 3o.
Enfin, si l'on choisit le troisième état atmosphérique,

celui pour lequel on a T'o ~ 5o, on aura

" _ ' ^ 0 1 -4- 5o z?i 1 H- 5 o M
r ~~ r ö~6 T r M T Ï

pourvu que T'̂  soit compris entre 3o° et 5o°.
Ainsi, quelle que soit la valeur de T"o entre — 3o

et 5o et la valeur de H^ entre o,63 et 0,789, la réfrac-
tion cherchée r" pourra être calculée au moyen de la
formule

H; i-wttT'o 1 -+- AIT;

el le résultat sera obtenu à moins d'une seconde près
en plus ou en moins.


