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REMARQUES SUR LES CONDITIONS D'INTEGRABILITE ;
Par M. H. LAURENT.

Dans les Traités classiques, on dit généralement que
lesconditions nécessaires et suffisantes pour que lexpres-



(275)
sion

(1) prdxy - pydrs+...+p,dzr,

soit une différentielle exacte sont que 'on ait identi-
quement

(2) -

pour toutes les valeurs des indices i et j, telles que
i <n, j<n. Cela est vrai, mais I’expression (1) est aussi
une ditlérentielle exacte quand I’équation (2) est iden-
tiquement vérifiée pour ¢ = 1, puis pour i = 2 non plus
identiquement, mais seulement pour x, = x9, quels que
soient Xa, Xy, « .., X,, puis pour i = 3, mais seulement
pour x,==x{, r»=x) quels que soient xy, x, ...,
., ete. C'est ce que j’ai démontré dans un travail qui a
paru ’an dernicr dans les Nouvelles Annales.

Ce fait peut étre généralisé et étendu au cas ou les
conditions d’intégrabilité affectent d’autres formes, et, si
Pattention des géométres s’était portée plus tor sur
ces points importants, Lagrange, Charpit, Pfaft et Jacobi
seraient tous parvenus i la méthode de Cauchy pour
Pintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre. Dans le travail que je viens de citer, jai
montré comment Lagrange et Charpit auraient pu dé-
couvrir la méthode de Cauchy; je montrerai ici com-
ment la méthode de Jacobi peut y conduire également.
Je vais commencer par modifier dans le sens que j’ai in-
diqué les diverses formes des conditions d’intégrabilité.

Considérons d’abord les équations aux différentielles
totales suivantes ou X;; est fonction des u et des x :

du, = X“ d.’L'1 - X” d.Tz e X;n dz,,
. § duy = Xgy dry — Xoodxy +...-- Xy, dry,

et e R
' du, =X, dr;—~X,adry--...=-X,,, dr,.
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Pour que ces équations soient complétement intégra-
bles, c’cst-a-dire pour qu’elles définissent m fonctions
WUy, Usy «ouy Uy de 2,y Xoy ..., T, renfermant m con-
stantes arbitraires, il faut et il suffit que I'on ait

dXz  dXyy
dz; T dx;’

le d indiquant une dérivée totale, et par conséquent

oX s -+ 0X i éjﬂ 0X s iditz N dX,Q dX,r,- Lul N
ox; duy dz;  duy dx; 7T day ouy dz; 77
oubicn

Xii 0X i X Ii < 0X i X/ o
‘Z\kl . X ki ‘\lj—l‘ OX xzj_’_.”:__ X/-j o d\ld X
or; Jduy

(2) du,

N

dr;  Jduy

et cela quel que soit £.

Je n’insiste pas sur la démonstration bien connue de
la formule (2) en tant que formule nécessaire; je vais
maintenant essayer de démontrer qu’elle est suffisante.

Je suppose d’abord que 'on ait seulement, quels que
soient k et 7,

(N N K
(3 ) or; | Owg CETTTUTT ow,,, O™
0w e Ry
( - ory T duy -~ HTee 7 st

Déterminons m fonctions w,, uay ..., u, au moyen
des équations diflérenticlles ordinaires

dlllle d'z'll dug:x;n d.’l?h e (l(L,,L-':xml dl".

.en supposant Xy, ..., X, constants; désignons par u‘:,

ul, ..., uy, les valeurs de uy, us, ..., u,, pour x,=x!;
ces valeurs pourront d’ailleurs étre fonctions de x.,
X3, « .., T,y on aura alors

. Tu . du, . du,,
(‘ biv) th AT —— = Xap, h‘;‘:—l

dry dr, = Nt
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Différentions ces équations par rapport a x;, nous aurons
des équations telles que

dzu,, _ dX,,i , 0Xp1 dug + a‘(pj dul'l

dzydx; ~ 0z; | Ouy dx: " Ooun dz;

ou I'on doit supposer p =1, 2, ...,m. Cette équation
peut s’écrire

Au,  0Xp | X,y /duy X A
mx:—?x_,fji;(dz,— “)'7—...
dxpl duy, —X >
dum d.’l)l mi
X

oX .
'0;‘ X+ t)um Xoniy

ou, en vertu de 'identité (3
b ’

dru, X,y /duy . Xpy (dum
Jxl dz'i - 0u1 <d.l‘l _X“> et < " l>

ou,, \ dr;
dx])l ‘ dX})l 7 ' dx l
- d.Z‘; Z)u \11 L ()l \mh

ou, en vertu de (4 &is),

d2u,  0X, /duy X A - - 0Xpy (du,, X \)
dzr dz; = Ouy (dxi o oum \dz; ")
0X,; “ dX,,, duy - 0Xp dupy,
Oz, | Ouy dzy ' Ou, dzp
ou enfin
d [dup o0
i, (s = X
d\,,, dU1 —X,; , . f’Xpi du,,, —X )
“ou <d.z', } “> T d—um—< dx; amt fe

On a ainsi m équations que l'on déduit de celle-ci

en faisant p=1,2, 3, ..., m : ces équations sont li-

néaires et homogénes par rapport aux m quantités

du, du, . du,y, .
— Xys 2 ooy — — X
d.z‘, dz; dx;
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si 'on considére ces m quantités comme des inconnues,
on pourra considérer ces équations comme des équa-
tions diflérentielles ordinaires et, si on les intégre de
maniére que les inconnues s’annulent pour x, = x!, on
aura toujours

duy

dx;

du, du,,
e '

:Xl[» dl‘[ = A2 eony dz.[

= X,us-

Cela revient a dire que, si les formules (3 ) sontiden-
liques, ou, sil’on veut, que siles formules (2) sont iden-
tiques pour j = 1, ¢t, si elles ont lieu, quels que soient
Xy, « .., X, pour x, = x|, les formules (1) sont intégra-
bles, c’est-a-dire que les formules (2) sont toutes iden-
tiques. Autrement dit :

Si les formules (3) sont identiques et si le systéme
suivant, ou I'indice o indique que x, = x{,

‘ dul =X, dry—+—...— X3, dz),
(5) ? .......... Che i seesecsnan

0 — Yo X 0 0
dum h-\m: O T ‘X/nn d‘z‘uv

est intégrable complélement, (1) le sera aussi, et, pour
Pintégrer, il suffira d’intégrer les équations (4) en dé-
terminant les constantes d’intégration uf, uy, ... par
les équations (5). On peut donc énoncer le théoréme
suivant qui comprend comme cas particulier celui qui a
fait I'objet de mon travail cité tout a I'heure :

Pour que les équations (1) soient complétement inte-
grables, il faut et il'suffit que U'on ait, quels que soient
Iy Tay o .,x,,, ket l',

Xpr N OXkg 0y Xpr o
ox; _'—Z ouy X = oxy +2 ouy Xt
® ) u

puis, pour x, = x\, quels que soient X, Xy, ..., Lm,



keti,
0X 5 Xj o oX X4 i
k2 0Ny Xyi= ML AT
or; dup_ 07, P ()“P-
> n

X

et ainsi de suite.
Pour intégrer le systéme (1), on intégre le sy stéme

du
a'.:r

du, X du,y, X
= Aqg e -_— = 1
d1'1 1y ’ d.[’| mis

1
= Xy1.

et I'on détermine les valeurs ul, uj, ..., que prennent
Uy, Uy, .o pour x, = x\, au moyen des équations

0 0
du} =X,0 dug =X29 dup, Xo o
dz, 12 dzs 229 doy m
X{,, ... désignant les valeurs de X,., ... pour
x,=uxV; on ddtermine de méme les valewrs u}’,
ul, ... de ul,ul, ... pour xy=x), au moyen des
équations
00 00
duf® — \00 dug = Xuo, dujy = Xoo
dJ’3 14 d.T,; 230 kil dJ‘; mJy

et ainsi de suite.

On retrouve ainsi, mais par une tout autre voic, la
régle donnée par M. Mayer pour I'intégration des équa-
tions aux différenticlles totales. (A suivre.)




