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NOTE SUR LA MULTIPLICATION DE DEUX SERIES;
Par M. T.-J. STIELTJES.

Supposons qu’on ait deux séries convergentes

S = U+ U+ U3+ ...,

L= 0) - a4 (3 —....

Lorsque ces deux séries sont absolument conver-
gentes, on sait que la séric Suyvg formée par les pro-
duits deux a deux de leurs termes, derits dans un ordre
quelconque, sera absolument convergente ct égale A st
(Jornan, Cours d’ Analyse, 1.1, p. 110).

Dans la suite, nous supposons que la série
t =1y~ Vg (34...
est absolument convergente; mais quant a la séric

S=u 4+ Uy Ug—. ..,
nous ne supposcrons rien de plus que sa convergence.

Dans ces conditions, la séric Xugvg n’est plus néees-
sairement absolument convergente, et par conséquent
il faudra préciser Vordre dans lequel on eflectue la som-
mation.

Ecrivons pour cela les termes ugvg dans le Tableau
suivant

U P Ua¥yy UgPy, Uy, cey

Wyea,  Ustr Uzhyy Up€ay  eewy

Upes, Uy, U3e3, Uy .
UpOy  UWUaCyy  UzCyy,  Wylyy .

..... e heen “ee e e esey
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ou, plus simplement, en indiquant les termes uyvg par
des points

tA)

Tracons maintenant dans ce Tableau (A ) une courbe C
qui est coupée en un point sculement par une droite
horizontale, et prenons la somme de tous les termes
ugvg qui se trouvent du méme coté de cette courbe que
Hy vy,

Si maintenant la courbe C se déforme d'une maniére
quelconque en s’éloignant indéfiniment, mais i la con-
dition d’avoir toujours une seule intersection avec une
droite horizontale, nous aurons fixé par la I'ordre dans
lequel on doit prendre les termes de la séric Suyvg.
Nous allons faire voir qu’on a alors

Sugvg=st.
Soit L la limite supérieure des modules des sommes
uy,
Uy~ Uy,
Uy U+ Uz,

Uy~ U+ Uz —=- Uy,

P )
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ct ¢, lalimite supérieure des modules des sommes

Un+1,
Un+1—+ Up+a,
Up+1+ Uptg+ Upts,y

Upiy—+ Upig = Uptg =+ Upiy,

Alors L cst finie ct ¢, converge vers zéro en méme
1 ..
temps que . parce que la série s=u, 4+ us+... est

convergente.
Soit enfin 7, la limite supéricure des sommes

mod ¢4,
mod 9,4y + mod ¢,

mod ¢y,4q -+ mod ¢pig -+ mod ¢y 3,

Comme nous admettons que la séric
T = mod¢; +mode;+ modeg+-. ..

est convergente, 7,, COnverge cncore vers zéro cn méme
1
temps que —-
ps que -

Posons maintenant

Sp=Up—+ Usg—+...+ Up.

th = €1+ 09 4. Oy

et prenons dans la séric Su,vgun nombre de termes
assez grand pour y retrouver tous ceux du produit s, 7, .
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La courbe C enveloppera alors le carré

wy e e ety e o
“, «,, v,
1 . L4 re Yr [ OP
“% e . Y% . .
.
. . Ll
e o o Q

et, si nous prolongeons le coté horizontal inférieur jus-
qu’a l'intersection avec C, nous aurons

Sugvg)c= Sntlpn+P 4+ Q.

P= o (tpe1+ Upra—+...)
4 V3 (Uptq—+ Upaa—t...)
I
4 Vp(Unsg+ Unsa+...),

Q= Vn+1(u1+u2+u2—{—...)

A+ Oppo( U+ U+ Uz—+. . .)
+ Oz U+ Ug+ Uz o)

L R R o

D’apres ce qui précede, on a évidemment

modP < z,(modey+ modey—+...+¢,) T=,
mod Q < Ly,

d’olt ’'on conclut, pour n =<,
limP = o, IimQ = o,

et, par conséquent,

Sugvg= lims,t, = st. ¢ Q. F. D.
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Applications.
I. Prenons les deux séries
(1) f(3)=ay+a15+ayz2+azzd+...,
(2) &(3)=0y+ 015 + 0352+ b33+ ...

En ordonnant le produit suivant les puissances de z
(3) f(s)g(s)=coy+c15+ ca824 353+ ..,

les courbes C sont des droites inclindes de 45°.

Si les séries (1), (2) sont convergentes pour z = R et
que la convergence soit absolue pour 'une de ces deux
séries, alors, d’apres le théoréme démontré, la série (3)
scra également convergente pour z = R et égale a

S(R) g(R).
I1. Prenons les séries
F(s)=/(1)+ Lifl -+ [éﬁ N /'4(!&) L
G(s)= g(1)+ g_(?) - i(i) - &(4) -,
28 3s 45

En multipliant, on peut mettre le produit sous la

forme

F(s)G(s)= h(1)+ l’—;—ﬂl - hgf) LML

48

en posant

h(n)= Ef(d)g(%) ,

d parcourant tous les diviscurs de n. Les courbes C sont
évidemment des hyperboles équilatéres.

D’aprés notre proposition, lorsque la convergence de
P'une des sérics I (s), G(s) cst absolue, alors la séric
h(2) h(3)

+ 4.

2% 35

h(1)+

sera convergente ct égale a I (s) G(s).
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Nous ¢énoncerons encore la proposition suivante :

Supposons que les séries F'(s), G(s) soient conver-
gentes pour s=—uz, clles seront encore convergentes
pour s > «. Si maintenant la convergence n’est pas ab-
solue, on pourra cependant déterminer deux nombres
positifs 3, v, tels que la série I () soit absolument con-
vergente pour s = o -+ B3, et la série-G(s) absolument
convergente pour s = o -+ v.

Alors la séric

Ii(2) . h(3) -+

h(1)—+ o5 &

est convergente ct égale a I(s) G(s) pour les valeurs
By
-
égalea F(s)G(s) pour s 2 a + 4.

Lorsque $ ou 7y est ¢gal a zéro, on retombe sur la

proposition démontrée plus haut.

de s> o+ . Cette séric ecst aussi convergente ct
= S



