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SOLUTION D'UNE QUESTION D'ALGÈBRE;

PAR M. A. AÜBRY,
Élève du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Niewenglowski).

Étant donnée léquation x3 -\- ax2 H- J J H - C = O ,

trouver les substitutions rationnelles qui reproduisent
V équation.

On sait que, dans le cas du troisième degré, la trans-
formation rationnelle la plus générale est la transforma-
tion entière du second degré. C'est donc parmi les
substitutions de ce degré qu'il faut chercher les solu-
tions du problème proposé.

D'abord, quel est le nombre de ces solutions ? C'est
ce que va nous faire connaître le théorème de Bézout.
Effectivement, soit

(i) Y =
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Féquation qui définit l'une des substitutions deman-
dées 5 désignons par xi, x2, «r3 les trois racines de l'équa-
tion proposée

('i) x*-\- ax--\- bx -h c = o,

par j ) , Jr2i.)r3 ' e s valeurs correspondantes dej^ et enfin
par .s/f la somme des puissances À des racines x^x2,
•r3. Les quantités j> 1? y», ys doivent représenter, dans
un certain ordre, les quantités xK, x2, «r3.

Cela étant, si, dans la relation (i), on remplace x
successivement par x{, j " 2 , .r3 (et en même temps j ^ par
J\->ƒ'!-> J) a) e t c l u c l ' o n fasse la somme des résultats ob-
tenus, on aura

Cette munie formule (i) nous fournira par l'élévation
au carré

y* = l'x'+ H- m'X3 -+• . . . -h /? ' ,

/', m\ . . . , / / représentant des fonctions du second degré
par rapport aux lettres /, /;/, p. Nous déduirons de là,
comme précédemment,

(4) s.2 = l's>t-r- 7n's3--.. .-4-//.v0.

JNous aurons de même par une élévation au cube

( 5 ) .v3 — l" s6 -+- m" 55 -L-.. . -\-p" SQ ,

//;, m", . . . ,//7 étant des polynômes entiers du troisième
degré des quantités /, m, p.

Les égalités (3) , (4) et (5) constituent un système
de trois équations à trois inconnues /, T?Z, p dont les de-
grés respectifs sont i , 2 et 3 : le nombre des solutions est
donc égal à i . i. 3 = 6\

II s'agit maintenant de trouver ces solutions. Remar-
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quoiis, à cet effet, qu'il peut arriver de trois choses
Tune : ou bien on n'a, pour aucune valeur de. i,

ou bien
=yi

pour une valeur de i seulement, ou

i = Ji

pour les trois valeurs de i.
Examinons successivement chacune de ces hypo-

thèses :
i° On a, par exemple,

J i —

/, m, p vérifient donc les trois équations du premier
degré

desquelles
savoir

lx\ -\-

nous tirons

/ —

771 —

771 Xi

771X 2

mxz

la

x2

X\

x\
x\
x\

x\

x%
x\

—- p — x2,

-+-P = ^ 3 ,

-- p = a?i,

valeur de ces inconnues,

a?i i

x2 i

.rH r

D
T2 I

.27! I

D
Xi X2

x2 xz

X3 Xi
D
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en posant

D:

On peut exprimer la valeur de D au moyen des coeffi-
cients de l'équation proposée, car le discriminant de

elle-ci est

D2 = a2 62 — 4 b* — 4 a3 c — 27 c2 -f- T 8 abc.

Nous avons ensuite

/ D

x2 -+- i r 3 ) 2 —
D

D
puis

— X\ — X\ — X\
!

Il nous faut calculer la fonction des racines

t = x\x-z -+- x\x\ -f- x\x2,

qui est susceptible de deux valeurs. Soit t'la seconde

t ' =z Xi X\ -4- Xi X\ -+- X3 X% .

On a

= — a S Xi Xz — 3 Xi x2 x3,

t _|_ t' = — ab -4- 3 r,

— ( Xi — .r3 ) ( ^ ! X3 -h X\ — a?2 B\

t — t' = (x{ — x3)(Xi — x2)(x3 — x2)=— D.

Ces deux relations fournissent les valeurs de t et de

t=%(—D—ab-h3e), t' = *-(D — ab -4- 3 c).
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D'ailleurs

/y > ,. . .. /y» 3 .... _ /y»3

— 3^i ^2^3 -4-(a?i-t- a?2-riT3)(a?5
= 3 ̂  x2 x% -+- (a?i -r- x2 -+- a?3 ) D /

Donc
|(— D —

— jab — D

Quant à la valeur de p, c'est

x\x2{— c

— a(x2a72-i-xlx-i — X

3 ( — a -

2*3)-+-
D

D
-xtx2

X j X\ \0C

-r~x\Xi{

i-r- xt) — :

— a — x2)-

- x2-\-x3)-

-i^x\x\

D

— at' — ca —

= s
Or

Y*x\x\ = (I,x2x5)
2— 2xlX2Xs(x1-\- X2-+- Xi) = b2— lac;

donc

20

En resumé la substitution

— at' -

,ac-

Zac —

- ac -
L

46* +

— 1 b2 -f- 3 a c

)

2

D

_ ( )
y_ _-
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où D désigne Tune quelconque des racines carrées de la
quantité D2 = a2 b2 — 4 è3 — 4 a? c — 27 c9 -f- 18 abc,
donne deux solutions de la question.

Exemple. — x*— 5x2 H- 6x — 1 ~ o} on a ici
a = — 5, b = 6, c = — 1 ,

D2—25 x 36— 4 x 6 x 36 —4 x 125 — 27 + 18 x 5 x 6
= 36 — 4 x 5(25 — 27)— 27 = 9 -r 4 x 5 x 2 = /J9,

D = ± 7 .
« 2 — 3 6 = 25 — i8 = 7,

2 a 3 — yab H- 9 c = — 2 X 1 2 5 - H 7 x 5 x 6 — 9
= — 5 X 2 ( 2 5 — 2 1 ) — 9 = — 19 = — 7 x 7 ,

3 « c — £b2-h a2b = i5 — 4 x 36 + a5 x G

- I J + 6 ( — 2 4 -t- 25) = 2i = 3 x 7 -

En prenant D = -f- 7, on obtient

m =
 7 X 7 Z = —2 1 = - 4,

2X7 2

_ _ 3 X 7 - H 5 X 7 _ _ 8 _ _ /

2 x 7 2 4'

Donc la substitution y = (x— 1)2 reproduit l'équa-
tion

On peut prendre D = — 7 et l'on a

- _ 7 - T'

— 2 x 7

3x7 — 5 X 7
2 x 7

Autre exemple. — xz — Z\x2 — 3 x + À = : o ; c'est
l'équation qui donne

tang | = .r
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en fonction de

tang a = X.

Il faut faire, dans les formules générales,

a — — 3X, b= — 3, c = X.

On a alors
D 2 = 3 x 27X2-1-4 x 27 4-4 x 27X*—9.7X24- 18 x 9X2

= 4 x 27(1-4-X*-h aX*) = 4 X 9 x 3(i4-X2)2.

D = ± : 6(1-+-

« 2 — 3 6 = 9X2+ 9 — 9(1-+- X2),

2 a 3 -+- 9 c — 7 a 6 ~ — 2 x 27 X3 -+- 9 X — 7 x 9 X = — 54 X ( 1 -+- X2),

3 ac — 4 b2 -r- a2 6 = — 9 X«— 4 x 9 — 3 x 9X2 = _ 30 (1 -f- X*).

Donc

- — 5jX(T-4- X«)—6(1-4- X2)y/3 x £

2 x 6(1-1- X2) 0/3

—360 H- X*)-h 3X x G(n- X2)s/3 __ 3X ^ .-
6 ( X 2 ) / 3 "T"""

Au lieu de garder la transformation entière

zy/l i~3X£v/3 3X — 2£

nous allons clierclier la transformation liomographique

équivalente. On atteint ce but, comme l'on sait, par une

simple division algébrique. Or on trouve

x* — 3 Xx1 — 'Sx -r- X

t y/"3 1 - " 3 Xs y/3 3 X — 2 s \^'S \ / 2
a ^ / Vsy/3



Donc

y =z —
: — e/3) _ x— e/3

On arrive à ce résultat connu, à savoir que, si x = tang
est une racine, les deux autres sont

7 / 3
- = tang ( 0 - 3

tangçptang -

CL

v/3 tango -1- tang —

1 —tangcptang-

2° On a

c'est-à-dire
lx\ -+-

Ces équations nous donnent les valeurs des inconnues

j"i ^ , 1

xj x3 1

^7| .r2 1

_ _ ^
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jjXz— X2) — (

(Xi — X2)(xt— X3)(X3— X2)

ix i — x% — x2 3.̂ i — Xi—x2—

x\—-Xi(x2-\-x3)-i- x

3 xx -4- a

x\ -f- x\ (a -+- Xi )
Xi

l •--•
a)

— ax\ —

x\ xi

x\ x2

x\ x,

— 3 c

l •+- xl — xl — Xi xl — x\ x

Xi (2 axi -h a2 —

CV U j 2. U JL i O C

'\ Xi X I I

#3 .r2

— D — D

— D — D

Xi I O

xl x2 i

- D

I O

o

X2 I



, - -7'1 ( * ' 3 — ^ 2 ) 1 ̂ 1 ( -^2

iTi f rrt (— « — ^ ! ) — ( x2 -h xz f H-

7~
iel

— —x\ J

a?f -f- rr*! ( a -H #1 j
X\

ie)

—(7.X1 -J- « j ( . r j H- ^.rf -f- ^.r! -+- c )-+- 2^57| -t- a^ . r t -+-
— 3 c

ri()x\ -f- abx{ -+-
1—3 c

En remplaçant x par chacune des trois racines de
l'équation donnée, nous obtiendrons trois solutions de
la question.

On sait comment on pourrait ramener les expressions

précédentes de /, 7?i, p à la forme •,' * y ^, «

On voit faeilement comment on pourrait former l'é-
quation du troisième degré dont dépend l'un des coeffi-
cients /, m, p et déterminer rationnellement les deux
autres en fonction de celui-là. Il faudra en tous cas
résoudre une équation du troisième degré qui a le môme
nombre de racines réelles que la proposée.

3° Si Ton a
/xf -f- mx,-+-p = Xi

pour les trois valeurs 1, 2,3 de l'indice i, ou a identi-
quement

/x2-r- mx -4-p = x,
c'est-à-dire

/ — p = o, m — \.

Nous trouvons ainsi la solution y = x, qui était à pré-
voir.

Remarques. — 1. En supposant réels les coefficients
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de l'équation proposée, quatre des substitutions trou-
vées sont à coefficients réels. En effet, quand les racines
xu x2, x3 sont réelles, D2 est négatif, et par suite D
imaginaire : les deux solutions trouvées dans le premier
cas sont imaginaires et les quatre autres sont réelles}
si, au contraire, x seule est réelle, D2 est positif et les
seules solutions imaginaires sont celles du deuxième cas
qui correspondent à x2 et x%.

2. On pourrait se proposer de généraliser la question
et de prendre, au lieu d'une équation du troisième degré,
une équation de degré n. Le nombre des solutions serait
alors 1.2.3 . . . /z ̂  il est remarquable que ce nombre
est précisément le degré de l'équation de la résolution
de laquelle Lagrange, cherchant a généraliser ce que
l'on connaissait relativement à la résolution des équa-
tions du troisième et du quatrième degré, avait fait dé-
pendre celle de l'équation du degré n.

En étendant l'analyse exposée précédemment, on peut
d'ailleurs ramener la résolution de cette équation de
degré n\ à celles de plusieurs équations de degrés moin-
dres et au nombre de JI. On est en effet naturellement
conduit à distinguer n cas :

i° on n'a Xi = y; pour aucune valeur de i;
2° on a yi~ Xi pour une seule »
3° » )> pour deux »
4° » » pour trois »

(n —1)° » pour n — 2, » ;
n° » pour n — i et par suite pour n.

Mettons de côtéle72iùme cas, qui comporte évidemment
une seule solution y = x , et appelons un le nombre de
solutions qui correspondent au premier. Considérons
le (p + i) lème cas, celui où xi= yt pour p valeurs de i 5
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laissons d'abord fixes ces valeurs de i : nous aurons un
nombre de solutions égal à un_p\ cela est évident d'après
la définition même de u^. Or il y a C% manières de sup-
poser l'égalité Xi=jri satisfaite pourp valeurs de i; donc
le nombre de solutions afférentes au (p -\- i) i èmc cas est

De plus nous avons, en égalant deux expressions du
nombre de solutions

En faisant successivement n = 2, 3, 4? 5, . . ., n— i,
n dans cette formule, on calculera u2, puis w3, w4, Wj,...,
lln-\, Un- Attribuons à n la valeur 2} nous trouvons

U2-+- I — I . 2 , * / 2 = 1,

ce qui était à prévoir.
Si 7z = 3, on a

//3 -4- 3 I/o -H 1 ~ I . '2 . 3 . ?/,) = f> — 3 — 1 = 2.

résultat que nous avons eÜ'ectivement trouvé.
Remplaçons n par 4 et nous trouvons

u± — 2 i — 8 — 6 —1 = 9-

Ainsi, dans le cas du quatrième degré, la résolution
de l'équation du vingt-quatrième degré, qui résout la
question posée, se ramène h la résolution de quatre équa-
tions dont les degrés respectifs sont

//. = 9, 4 u:l = S, 6 M2 = G, 1.

La façon la plus simple de calculer un consiste à re-
marquer que l'on a
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Pour le démontrer, posons z^=À! \>K \ nous aurons

e;:

c'est-à-dire

Retranchons de cette égalité celle que l'on obtient
en y remplaçant n par n — i et nous verrons que

^n Vu—1 )~i> j ( Vn—i (-'//— 2 ) -f- . . .

-T- j \Vfi—p /̂2—/>>— 1 )~î~ • • •

( / i — 3 ) ' < // — a ) ï ~ ni {n — i)l

La forme de cette relation montre que, si l'on y at-
tribue successivement à n les valeurs n,n — i, . . . , 3,
on obtiendra un système de n — 3 équations linéaires
par rapport aux- inconnues vu — vn_K, ..., ?/f — ^À-I •> • • o
^ 3 — f2 qui admettra un système unique de solutions.

Or, si Ton fait généralement Vk— ̂ k~^\ ^ —T\— et ̂ 2
 :=I r

dans le premier membre de la précédente égalité, le ré-
sultat a pour expression

(« , — i j ! i ! " • ' (n—p)\p\~T~'"

i — 3 ) ! 3 ! ( w — 2 ) ! a ! """ / i ! ( / i — i ) ï i !

nî[-l_GA4-...4-(-l)/>Gf^...



La solution du système en question est donc

<>k— *'*-i = —jrr- ( /f = /i, /i — i, . . . , 3) .

Ainsi, Ton a bien

lin M/i-l = (— I ) "
n ! ( n — i ) ! /i !

ce qui équivaut à

On voit que un croît h peu près aussi rapidement
que n !

L'expression de un eu fonction de n s'obtient facile-
ment en employant la relation précédente; on en déduit
immédiatement

n\ ni "̂  (n — i)! "f""-"f" 3!

ou, puisque ZJ2 = 1,

(— iV1

L'expression entre crochets est le développement

de - j arrêté au (« - t - i ) 1 mt> terme; donc pour n> 3, —\ est

compris entre - et -•

Observons que l'équation de degré w/o à laquelle nous
sommes arrivé, ne renferme que n coefficients arbitraires,
ceux de l'équation proposée de degré n\ elle n'est donc
pas la plus générale de son degré. Il est visible que si la
proposée peut être résolue, elle pourra l'être également
et sa résolution dépendra de celle d'une équation de
degré n au plus.

.\ l'égard de l'équation de degré Cff~p up(p>z), nous



remarquerons qu'elle peul être résolue si la proposée
est aussi résoluble.

De ce qui précède, il ressort que, si l'équation pro-
posée f peut être résolue, il en sera de même de notre
résolvante <p du degré n ! ; si l'on peut trouver seulement
q racines de ƒ, on en pourra trouver

de cp.
Supposons que, réciproquement, l'équation o soit ré-

soluble, ou même seulement que l'on puisse trouver une
racine de l'équation de degré un dont il a été parlé. On
aura

désignant une fonction rationnelle de x. On en
déduira

L'équation ƒ sera abélienne et par conséquent réso-
luble algébriquement.

Si l'on sait calculer une racine de l'équation de degré
C£z£«_p, n — p racines de l'équation ƒ pourront être
exprimées rationnellement à l'aide des p autres et l'on
peut affirmer que l'équation ƒ est susceptible d'abaisse-
ment.

En résumé, on a ce théorème :

Pour que Véquation o = o soit résoluble algébri-
quement, il faut et il suffit que Véquation f soit
elle-même résoluble.

On voit maintenant pourquoi, dans le cas du troisième
degré, on a dû nécessairement, pour résoudre complète-



ment cp, résoudre d'abord l'équation ƒ (ou une autre
tout à fait analogue).


