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QUESTIONS PROPOSEES PAR M. II. FAIRE
(voir 2' série, t. XIV, p. -579 ) ;

PAR M. MORET-BLANC.

I. Une surface de second degré étant coupée par un
plan P, désignons par D le diamètre parallèle à la
tangente en un point quelconque de la section, par p la
distance du centre de. la surface au plan tangent en ce
point et par a V angle que forme ce plan tangent avec
le plan P.

i° Pour tout point de la section,

PD
—.— — const.
SI il a

20 La constante conserve la même valeur lorsque le



( 4 " )
plan P roule sur une surface homofocale à hi surface
donnée.

i° Soient

l'équation de la surface et

( 2 ) a .r -h b y -i- cz = d

celle du plan sécant, d étant la distance du centre de la
surface à ce plan, et «, &, c les cosinus des angles que la
normale au plan fait avec les axes.

Les coordonnées des extrémités du diamètre parallèle
à la tangente au point (x,jr, z) de la section sont don-
nées par les équations

X2 Y2 Z2

X cos). H- Y cosu 4- Z cosv = o,

1, p, v étant les angles que fait avec les axes la normale
à la section au point considéré.

On en tire

(b cosv — ccosi

A

(6 cosv — ccos

A

( b cos v — c cos u \2

u. 2 r cos) — a cosv)2

" l B '

( c cos) — a cosv ̂ 2

IL \2 (c cosX — a cosv^2

i i! B '

[a cos/x — b cos))2

[a costy — b cos))2

C

(ncosp— bcos\Y
C

. i i i

(/> cosv — rcosp)3 c ros) — ficosy)2 (ttcosu.—
' B " + ~̂



et par suite

( a cos u.
[b cosv -

— bcoslf-
— CCOSU.)2

1A

4- (ceos). — a cosv)2-
(ccosX— « cosvj-*

' B
sin'a

4- (b cosv
[a cosw.

4... v *

—

—

C

ccosu )'
bcos\ Y

{() COSV — CCOSa!J ICCOS) « CObVj' ^öCOh'Jt-— Ö COS h )*

A li C

Or,
x y z
A B C

en remplaçant cosX, cosu, cosv par leurs valeurs, et

multipliant haut et Las dans le second membre par

A2 B2 C% on a

(3) A2B2C'

O n t i r e d e l ' é q u a t i o n ( 2 )

d-by-cz

et, en reportant cette valeur dans l 'équation (1), il vient

— cz)y
H- B( A Û 2 + Cc2)32— zBCcdz -h- BC(^2— Ca>) =0,

d?où
_ BCab(cl— cz)ztûR

7 ~~ Cfl"(A«'4B6 2]~~'
_ A C « 2 ( ^ — cz)zç:bR

En portant ces valeurs de .r et y dans la relation ( 3 ) ,



( 4»4 )
z disparaît, et Ton a

P2 D' ABC

4sin2a Ao2

OU
»D / ABC

- . rrr 2 i / 5
sm a V A«2-f- Bp2-f- Ce2 — c/1

valeur constante.
20 Soit

.r2 j * zl __

Téqualion d'une surface homofocale à la surface (1).
On a la relation

A — A':=r.B — B — C — C'.

L'équation du plan tangent à cette surface est

T 7 ~*~ "B7 + C7 "" î '

On identifiera ce plan avec le plan (2) en posant

dx dy dz

et

\ A Ü KÀ

La relation ^3) devient alors

>'D2 ABC

4s

ABC

c1 y'1y'1



( 4 i 5 )

OU

pD __ / ABC
sîïîlc "~~ ° V A — A' '

Donc la constante ne change pas quand le plan P
roule sur une surface homofocale à la surface donnée.

II. On donne trois surfaces du second degré homo-
focales. Une droite e touchant les deux premières coupe
la troisième A au point a. Si le plan tangent au point a
rencontre au point m la parallèle O m menée à e par le
centre O de A, Om a une longueur constante quelle que
soit la dioile s.

Soient

Y2

les équations des trois surfaces, avec les relations

A' — A = B — B — C' — C = A-
A f' A I T\H -r\t C>" C*' . 7 'A J5 J5 \^t \^t A y

exprimant qu'elles sont homofocales.
Soient

x — m z -+• p9

y =2 n z -}- q

les équations de la droite e. Les conditions pour qu'elle
touche les deux premières surfaces sont exprimées par

[mq - ^ n B C w ' + A C
AV/2 + B> 2 + C(mq — np)>=zB'C'm*-h ACV + A'B'.

Les coordonnées de ses intersections avec la troisième



sont
__ A"{C"m*p — V'mnq -+- B » ± / » R

'r' ~~ B C" m- — A" C" rr -*- A" B ' '

A" ^"n<-+-A" ü"

A"nq)±R
Z{ ~~ K"C" M> -r- A" C"

en posant, pour abréger,

R z=- y/A^B'7 C" [B" C"ml-t-A"C"/r-h A" B"— A" q1— B"p*— C" [ inq — n

L'équation du plan tangent à la troisième surface
au point (x, j " , z) est

«t celles de la parallèle à s menée par le centre sont

X = wZ,
Y — nZ.

On en déduit les coordonnées du point m d'intersection

m
1

YX , —

7 —

ma-y

A"

A"

h B" + C"
n

I

d'où

l B'' C/x /// JTX -1- A;/ C7/ //j i -f A" B" )



( 4 .7 )
et, en remplaçant xu yu zx par leurs valeurs,

O m rrr
"C"^-]-A"B" — A"q2—B"p2— C" [m<i— np)*

Posons

B"C"™2H- A"C"*24~ A"B"— A"?2— B > ' — C;/ (/w? — w/?)2 = S ;

si l'on résout les trois équations

A 72 + B p'-\-C {mq — npY~B C /«M-A C «2-4-A B,

A' ^-H-B'/^-f-C' [mq- npY = B' C /722-f-A' C' w'H-A' B',

par rapport aux variables f̂2, /^2 et (mq —

terminant
dé-

A B C

A' B' C'

A" B" C"

A B C

k k k

k' k' k'

A B C

i i i

i i i

donc, puisque /^2, q1 et (tng — npY admettent des va-

leurs différentes de zéro, il faut que les numérateurs

soient nuls, et par suite que le déterminant

A B BC/w» -hAC/i* -+-AB

A' B' B'C'/n2 -4-A'C/i1 -+-A'B'

A;/ B" B" C" m2 + A'7 C" n> -h Aw B'r — S

d'où Ton tire

= o,

S ( AB' — BA' ) ~ (BC/JÎ2 4- AC*2 + AB) (A' B" — B'M' )

— (B'C'//<»-f AfC ///2-f-A'B /)(AB / /—BA ; /]
•4- ( B ' ^ m 2 - ^ A ^ C ' ^ 2 ^ A^

et, en simplifiant au moyen des relations (a),

H/?. deMaihémat., 2 esérie, t.XlX. (Septembre 1880.)



La valeur de O//i devient donc

A"B"C
Orn =z

ou

A"B"C"

valeur constante. c. Q. F. D.

III. Par un point d'une surjace du second degré, on

mène t?ms plans rectangulaires A5 B, C. Si l'on dé-

signe par a ,(3, y les rayons de courbure des trois sections

en ce point, et par 11 le plan tangent en ce même point,

sin3TA sin3TB sin3TC , .
1_ . _| =const. ' .

a P 7
Prenons les trois plans sécants pour plans des coor-

données, et soit

Téquation de la surface.

Celle du plan tangent à l'origine est

Cx-t-C'y-~Cr;z~~o.

Les sinus des angles que ce plan tait avec les trois

plans A, B, G sont respectivement

s/O -h C'2 \/O -4- C"

\/C' -1- C- -t- C" VC2 + C2 -T- C" VO -r- C^ -L_ (y*

En faisant z — o dans l'équation de la surface, on a

A^M- A't>
5-+- sB^xj -r- 2C.r -f- 2C'r = o,

équation de la section faite par le plan A.

(•) C'est par erreur que dans l'énoncé les exposants des sinus ont ete
affectés du signe —.



( 4 '9 )
On en déduit, pour x = o, ƒ — o,

^ __ G d*y __ ÎB^CC' - (AC'8-J A'C2)
dx C! dx- C3

et par suite

dr') fC2-^-C'2)2

sir»3 AT AC'2 -^ A' C3 — 2 B"CC'

a (C^-r-C''-,-C"2)2

On trouve de même

siu3BT AC"2 ,-A/7Cs -^B'CC^

Par suite,

sin1 AT sin^BT sin^CT
_ _ _ _ _ _ _ „ ^ _ _ _

(A--A'—A") C - C ^ - C ^ — fA

s i n 3 C T _ A ' r A"C'2 - 2 B C C

(O —C'-'-r-C'2)'

On sait que, dans la transformation orthogonale,
A-f- A'-f- A/; et C2-f- C/2-4- C//2 sont des invariants; il
faut vérifier que

AC2-t- A ' C '2-^- A" C//2-h 2 BC' 01'— 2 B' CC'^ 2 B" CC'

est aussi un invariant.
Les formules de transformation pour passer d'un sys-

tème d'axes rectangulaires à un autre système d'axes
rectangulaires sont

x -- ax' — a'y' - - a"'z'',

y-bx'-r- b'y'' — b»z\

z z=z cr -r- c'y' T- c'1'z ,



( 4 2 0 )

avec les relations connues

a2-H b7 -r-c2 = 1 , tia'-\~ bb' -h ce' — o,

> 5

1 at-+-a'i-^a'2 = i9 ab -4- a'b'-+- a"b"~ o,

En distinguant par l'indice i les coefficients de l'équa-
tion transformée, on a

C, =

d'où

C2

CtC/f —

Au moyen de ces valeurs, et en ayant égard aux rela-



( 421 )
tions (a) , on vérifie que

A,H-A', -f-A" = A -f-A'+A",

C J + C\2 -+- G",2 = C2 + C/2 -f- C//2,

'CG'7 -f-2B'/CC/.

Cette fonction des coefficients est donc aussi un inva-
riant, ce qui démontre le théorème.


