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QUESTIONS PROPOSEES PAR M. I. FAURE

(voir 2* série, t. XIV, p. 479);

Par M. MORET-BLANC.

I. Une surface de second degré etant coupée par un
plan P, désignons par D le diamétre paralléle & la
tangente en un point quelconque de la section,par p la
distance du centre de la surface au plan tangent en ce
point et par « I’angle que forme ce plan tangent avec
le plan P.

1° Pour tout point de la section,

prD

—— == const.
Sin o

2° La constante conserve la méme valeur lorsque le
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plan P roule sur une surface homofocale a lu surface

donnee.

1° Soient

(1)

~

2 y?
T
A B

IN

+ - =1

c

I’équation de la surface et

(2)

ar -+by +~cz=d

celle du plan sécant, d étant la distance du centre de la
surface a ce plan, et a, b, c les cosinus des angles que la

normale au plan fait avec les axes.

Les coordonnées des extrémités du diamétre paralléle
a la tangente au point (x, y, z) de la section sont don-

ncées par les éqllaliOllS

X:  Y: 72
om— —_— et —
ATB TG

::I,

aX-+bY+cZ=o,

X cos) -~ Y cosy. + Z cosy = o,

1, p, v étant les angles que fait avec les axes la normale

a la section au point considéré.
On en tire

(bcosy — ccosu )2

2?

p J—
Xi= (b cosy — ccosu ? ¢ COSA — a cosv)? {acosy — b cos))
A B C
[ccosk — acosy)?
2 —
Y= (6 cosy — ccosu)t  (ccosh — acosy)?  (acosp— bHcosh)? ?
A ' B C
{acosp — b cos))?
7 —

(hcosy — ccosp)? e cos) — acosy)?

PR
(acosy. — bcos) 2

A B

C
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et par suite

2
-[;—::X’—I-Y’—!- 7
4

(acosp. — bcosk)?+ (ccosk — a cosv)?+ (b cosy — ccosu )?

(b cosy —ccosu)?  (ccosh— acosy)?  (acosu— Hcosh)
+ -+ ,
A B G
N sin’a
T (bcosy— cCOSR | (€COSh— acOosy) L lacosy — bcosha )t
A B ' G
Or,

x Yy 2
cosk =pyr cosp=pp cns-u:p(—;,

en remplacant cos}, cosu, cosv par leurs valeurs, et
multipliant haut et bas dans le second membre par
A?B*C?* ona

p2 D?
fsina
(3) R

T A(Bbr — Gey - B(Uee — Aaz - GlAay — B[).l'/‘.

On tire de I'équation (2)

d—by —cz
T = —
a

et, en reportant cette valeur dans I’équation (1), il vient

ClAa*+Bb?)y*—2BCb(d —cz)y
-+ B(Aa*+ Cc?)z*— 2BCedz + BC(d?— Ca?) =o,
d’ou
__BCab(d—c3)=aR
T Ca(Ae*+ Bb’)—’
__ACa*(d — cz) = bR

T " Ca(Aa*+ Bl?) -

En portant ces valeurs de x et y dans la relation (3),

.
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z disparait, etl'on a

(4 ,PQD’ . ABC
v 4sin2a_Aa’+Bb'+Cc"——-d"

rPD ” ABC
sina Ad*+ Bb*+ C—

valeur constante.
2° Soit

ou

x? - -},: + Z,
— - - =1
A" B C

I'équation d'une surface homofocale a la surface (1).
On a la relation

A—A=B—B=C—-C.
L’équation du plan tangent a cette surface est

Xz Yy Zs

R A

On identifiera ce plan avec le plan (2) en posant

et

La relation [3) devient alors

prp? ABC

Y
4““‘ 1<A_+BBTT+LE:TZ—I

RN
y ﬂ

ABC (A”+§'_’+(T” ABC

N ¢ oy Lz 2\ A—A
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pD #9\/ ABC
sine A—A'
Donc la constante ne change pas quand le plan P
roule sur une surface homofocale a la surface donnée.

ou

II. On donne trois surfaces du second degré homo-
Sfocales. Une droite ¢ touchant les deux premiéres coupe
la troisitme A au point a. Si le plan tangent au point a
rencontre au point m la paralléle Om menée a ¢ parle
centre O de A, Om a une longueur constante quelle que
soit la drotte .

— + 57+

Soient
a? -+ 02 22
e S
A B C
‘7:1 ‘72 z?
AT B T

=1,

x? },2 z'l
FURE U
les équations des trois surfaces, avec les relations

A'—A =B —B==C —C =%

{a) " '__R" _R — ' __C— )
AN—A'=B"—B =C —C =14,

\

exprimant qu’elles sont homofocales.
Soient
x = mz—p,

y=nz—+q

les équations de la droite €. Les conditions pour qu’elle
touche les deux premiéres surfaces sont exprimées par

A ¢*+Bp*+ C(mqg — np)*=B C m*+ A Cr*+AB,
A'¢*+B'p*+ C'(mg — np)=B'C'm*+ A'Cr*+ A'B'.

Les coordonnées de ses intersections avec la troisiéme
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sont
__A"(C"m*p — C"mng +B"p)E=mR

T, =
' B U m— A" n-— A" B

A

__ B"(C"m*q — C"mnp +A"q) 2= nR
.yl b b// (,” m? - A” b”ll‘ 4+ A// B”
T C"{B" mp + A”nq\iR,
"TBC mt— A"C i A"

9’

en posant, pour abréger,

R—= ~/A//Bu C”[B" Gll’)l_:_*_All C”/l'—{—A” B — A“([‘—B”/)‘—C”(IIH] __”p)lJ.
L’équation du plan tangent a la troisiéme surface
au point (x, y, z) est
X Y z

et celles de la paralléle 4 ¢ menée par le centre sont

On en déduit les coordonnées du point m d’intersection

X o m
", "y, z,"
R
Y n
Tw, . oz

R

. I
B —
ma, ny, 2,

R
d’ou
— .
Om =X!+Y!+1Z]
m? = P41

= max, ")y 2, \*
T w U
AII;B”:CI/1(”22 - n2+ l)
= \B”CI/IH-I\—*— A,/CI/Il)l—F A”B”)l‘
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ct, en remplacant xy, yy, 2, par leurs valeurs,

0”2 A"R"C" (m* 4+ n*+ 1)
{ .
BI/ CI/ ”L2+ A” C’/ Il‘ + Af/ Bll —_ Al/qz—BIII)z_ C// (”lq-—-—np ))

Posons
B"C"m*4-A"C"r*~+ A"B"— A"¢*— B"p*— C" (mq — np)*=$;
si 'on résout les trois équations
A ¢°+B p’+C (mg—np)*—=B C m*-<-A C n*+A B,
A ¢+B' p'+C (mg— np*=DB' C m'-+A"C' n’+A"B,
A”(]’-i— BIIP2 4- Cll (,"(1 . ”l))z — Bllcll nla_{_Allcllnz_*_AllB// — S,

par rapport aux variables g%, p* et (mg—np)?, le dé-
terminant

A B C A B C A B C
Al B O =k k& k=K' 1 1 1 |=o0;
A// BI/ C,/ AAI A‘l l\ . 1 I 1

donc, puisque p*, ¢* et (mg — np)* admettent des va-
leurs différentes de zdéro, il faut que les numérateurs
soient nuls, et parsuite que le déterminant

A B BCm* --ACr® +AB
A’ B BCm* +A'Cr +A'B =o,
A” B” B’C'm*+ A"C’n*+ A"B”" —§
d’ou l'on tire
S(AB'— BA') = (BCm?+ ACn?*+ AB)(A'B" — B'A")

— (B'C'm2+ A C' A’B’)(AB”— BA")
+ (B"C"m*+ A”C"n*+4- A”B")(AB'—BA’)

ct, en simplifiant au moyen des relations («),

S=(h-+HK)K (m+n+1)=(A"—A)(A"—A"){m*+n*+1).
Ann. de Mathémat., 2¢série, t. XIX. (Septembre 1880.) 29
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La valeur de Om devient donc

— ) A!/ B/l C"

Om —
I\A//'—A,(\_A”———AI\/[
ou
A//B” n
0'"_ \/ A// A” ) )
valeur constante. C. Q. F. D.

HI. Par un point d’une surface du second degré, on
méne trois plans rectangulaires A, B, C. 8 ’on deé-
signe para, B,y les rayons de courbure des trois sections
ence point, et par'l le plan tangent en ce méme point,

sin’TA  sin*TB  sin3TC
+ - =const. (').

[ + - ——
« B
Prenons les trois plans sécants pour plans des coor-
données, et soit
Axr?+ Ay~ A"z -+ 2Byz + 2B'zx + 2B"ay
~-2Cx +-2Cy---2C"z=:0

I'équation de la surface.
Celle du plan tangent & I'origine est
Cx~-Cy--C"z--o.
Les sinus des angles que ce plan fait avec les trois
plans A, B, C sont respectivement
VG G Ve - ¢ Ve g
\/C’—FC,:—t— ‘//1, V/(] Clz w//z, \/C'—.-CI‘—‘— o -

En faisant z = o dans 1'équation de la surface, on a
Ax* - A'y'+2B"zy - 2Cx +2C'y =o,

équation de la section faite par le plan A.

(*) C'est par erreur que dans I’enoncé les exposants des sinus ont ete

affectés du signe —.
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On en déduit, pour x =0, y = o,

dy C  dy _2B"CC —(AC*+ A'CY)
dr ¢’ dz g

]

ct par suite

I_i_.g ’ 3
dr! (Cr-C'2)?

o == — == 'y
d*y GHAG = A G—2B"CC”
dr?
sin’AT  AC?+A'C*—2B"CC

=

(Gt €' €2}
On trouve de méme

sin®BT _ AC™? -A”C* — 2B CC”

_—— = ’

(C' . C/:__cl/g)?
sin'CT __ A'C”  A"C" -2BC'C”
vy (G---C -0

Par suite,

sinAT  sin®BT  sin*CT

« 8 v
{A--A’——A”) C+—C"*--C"* —(AC*--A'C*—A"C"* —2BC'C"—2B'CC”--2B"CC')

1
(e )

On sait que, dans la transformation orthogonale,
A+ A+ A" et C?3-(C?—+ (" sont des invariants; il
faut vérifier que

AC*+—A'C*+—A"C"*+ 2BC' C"— 2B’ CC" - 2B”CC’
est aussl un invariant.
Les formules de transformation pour passer d’un sys-

téme d’axes rectangulaires & un auntre systéme d’axes
rectangulaires sont

o rot vor
x-zaxr' —a'y' --a"z,

— ’ !t "
y—=bx' by — 0",

. . 7
z2=c6r —CY +~C2,
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avec les relations connues

sa’—f—b’—;—r’ =1, naa'+ bl 4+ ¢’ —o,
(a) e ety e ieeiaaaa. R

' a+a?+a'*=1, ab-+alb'+a"b"=o,

Ve e S e e s et a0y e see D R I ST R

En distinguant par I'indice 1 les coefficients de Péqua-
tion transformée, on a

(—=Aa* +A'b? +A"¢* +-2Bbec —+2B'ac —+2B"ab,
A\ = Ad"?+A'bD N +2PRb'c +-2B'a'c’ +2B"a'l,
A= Aa" AV A" -2Bb " +2B'a"c" 4 2B"a" ",
B.—Aa'a"+A'b'b"+A"c "

+B(b'¢"+c'b")+-B'(c'a”+a'¢")+B"(a' b+ b'a"),
B,== Aaa"—+ A'bb"+ A”cc”
~+ B(bc” +¢b")+B'(ca” +ac”)+B" (ab” +ba"),
B == Aaa'+ A'bb' 4 A"cc’
~+B(be'+cb')+B'(ca’ +ac' )+ B"ab' +ba'),
C, =Ca +C'b +C"c,
C,=Ca +Cb' +C",
C,=Ca"+C'b"+C"¢",

d’ou

C? = Ca*-- €' +C"%c*+2CC'ab~+-2CC"ac + 2C'C"be,
Ci=0Cu"+...,
C=_Ca"+
C.C, == C%aa’ + C'be'—i— C"2¢c’
~+CC' (@b’ +ba')+-CC"{ac’ +ca')+-C'C"{ab' +ba"},
CC, =Caa” +. .,
C,C\=Ca'a"+..

Au moyen de ces valeurs, et en ayant égard aux rela-
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tions («), on vérifie que
A-A +AT =A+A +A,
Clp €GP = 4 €4 €,
AC: 4 A,CF+A"C? 2 B,C,C,+ 2B, C,C +2B'C, C,
= AC? +-A'C'* 4-A"C"*+-2BC'C" +2B'CC” +2B"CC'.
Cette fonction des coefficients est donc aussi un inva-
riant, ce qui démontre le théoréme.



