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SUR LES ÉQMTIOXS UNE MUES,

PAR M. CH. BIEHLER.

IV.

APPLICATION DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES

AUX FONCTIONS HOMOGÈNES DU SECOND DEGUÉ.

9. Nous allons maintenant appliquer la méthode pré-
cédente, ainsi que les résultats obtenus relativement à
la théorie des équations linéaires, à l'étude d'une pro-
priété importante des fonctions homogènes du second
degré.

Considérons la fonction homogène

ƒ [ T i - \ - . . . -4- «,,„.*•„)ri

avec la condition a^=^a^,,x\ et cherchons la condition
pour que la fonction ƒ, qui est en général décomposable
en une somme de n carrés de fonctions linéaires
de x^x%,. . . , xn, soit décomposable en une somme d'un
nombre moindre de carrés, p par exemple, de telle sorte
que l'on ait

(12) ƒ = Y;-h Y ; + .. .-+-Y;,

où Yt, Y, ,. . ., Yp sont des fonctions linéaires des va-

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, a* sér ie , t . X I X , p . 3 I I .
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riables , r n x 2 , . . . , xn :

Y , — a l f l x{ -4- a . , , ^ , - 4 - . . . H- a,,„.r, l ,

Y 3 = a 2 J .r, -r- a , , , . r 2 -f- . . . -f- st2ênxH,

i

Y / , — a ^ , a r , H- ap,iXi -f- . . . -f- ïp,n*n-

Posons, pour abréger',
if' Y i / ' Y t f' Y

on aura

et, en prenant les dérivées des deux membres de l'é-
quation (12), successivement par rapport à Xi,jrj,. . .,arn>

il viendra

X , = « , . , ¥ , + a ^ t Y i - l - . . . -t-a^^Y^,

X2 rr: a,,2Y, -h a2,2Y2 - + - . . . - + - a^^Yp,

X n — a , # B Y | - T - a 3 , n Y 2 - 4 - . . . - 4 - <x.pfnYp.

Si, dans ces identités, on remplace par zéro n — p — 1
des variables xx, x2l. . . , .T„, il restera, dans les fonctions
X,, X 2 , . . . , Xn, Y,, Y2,. . . , Yp, p H- 1 de ces variables ;
Y^Y^,. . . ,Yp seront des fonctions homogènesde (/? -f-i)
\ ariables, que nous désignerons par Y',, Y'2,. . . , Y'̂  ; par
suite, les équations Y'( = o, Y'2 = o,. . . , Y^ = o forme-
ront un système de p équations homogènes à p -f- 1 va-
riables, et elles admettront une infinité de solutions,
d'après ce qui a été démontré (III ) ; il existe donc une in-
finité de manières d'annuler les fonctions X',, X'2,. . . , X^
(nous désignons ainsi les fonctions qui proviennent de
X l ? X 2 , . . . ,Xnquandona remplacé par zéro les/*—p—1
variables dont il a été question).
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Si Ton considère p -M ^
X'„ = o, ces équations formant un système de p -f- i équa-
tions homogènes hp - j - i inconnues qui admet pour ces
inconnues des valeurs différentes de zéro, le déterminant
d'ordre p -+- i des coefficients des inconnues est donc nul.

On voit donc que, en égalant à zéro successivement les
variables qui entrent dans toutes les combinaisons pos-
sibles de n — p — i variables xly x->,. . . , xn et en for-
mant tous les systèmes possibles de p -h i équations au
moyen des équations analogues à X't = o, X'2 = o, . . . ,
X!n = o, on ferait voir que tous les déterminants mineurs
d'ordre p •+-1 du déterminant

A "zrz

ax>n

sont nuls, et par suite aussi tous les déterminants mineurs
d'ordre supérieur à p -h i. A est l'invariant de la fonc-
tion ƒ. On a donc cette proposition :

«Si une fonction homogène f du second degré de
n variables est réductible à une somme de p carrés
(p <^7i), V invariant A de cette fonction ainsi que tous
les déterminants mineurs de A jusqu'à l'ordre p H- i in-
clusivement sont nuls.

Inversement, si l'invariant A de la fonction ƒ est nul,
ainsi que tous les mineurs de A jusqu'à Tordre/; -+-1, et
qu'un mineur d'ordre p de A ne soit pas nul, la fonction
ƒ sera réductible à une somme de p cariés de fonctions
linéaires des n variables qui entrent dans ƒ, et elle ne
sera pas réductible à un nombre moindre de carrés.

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant



d'ordre p,

« 2

(lp a dp p ap

soit différent de zéio, et considérons le déterminant
d'ordre p + i, mineur de A,

a-i \

dp f-v a ap+v i • dp+v } rtp+v x

Ce déterminant est nul par liypcthèse, ainsi que le sui-
vant.

'7')

tf 2 a a.

(*\ \ X,

a7 x X 3

aP A X „

qui lui est identique.

On en déduit, en faisant sur les rangées de (7) l 'opé-

ration faite précédemment sur les colonnes de (y ) ,

h a "s » d A X ,

f2 a « i ? « A X ;

y"]

ua
en posant

M a * /J-H "

+-1 a r/?-H "

— O,

- f - * /»+ -
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Les déterminants de la forme (/) étant tous nuls, on

voit qu'en décomposant (/') en une somme de délenni-
nants d'ordre p-h i delà forme (7'), l'équation (7") se ré-
duit à

'i,« aitp . . . alt\ X,

r 3 , a # 3 , 9 . « . ^ n X j

( 7 " )

*/».. " / A

Xa ƒ

o;

les fonctions XK, X p , . . . , Xx sont des fonctions l i-
néaires et homogènes de X4, X 2 , . . . , Xp, car le détermi-
nant ( / ) est nul; par suite, l'équation précédente nous
montre quey^est une fonction homogène du second degré
de Xi, X 2 , . . . , Xp. Cette fonction est, comme l'on sait,
djL'Composable en une somme de p carrés de fonctions li-
néaires de Xi, X 2 , . . . , Xp. Je dis que ce nombre de car-
rés ne sera pas inférieur à p.

On aurait, en effet, dans ce cas

(i3) ƒ — Z] -f-Z; -f-.. .-f- Z^_T,

où Zi, Z 2 , . . . , Zp_t sont des fonctions linéaires et homo-
gènes de Xi, X 2 , . . . 9 Xp, par suite de xK, x s , . . «, xn :

et, en prenant les dérivées des deux membres de l'iden-
tité (i3), il viendra

X i = 6,#1Z| -+- 6 2 / lZj-f- . . -f- $p—itiZip—.t>

X j - = ëi^Zt - h 62>aZ2 H . . . -f- Çp^t^Zp—u

«=r 6,>nZ,-f- êj^



En donnant à n —p des variables Xj, x 2 , . . ., .ro la
valeur zéro, X u X a , . . . , X n ,Z , ,Z 2 , . • . , ZP-t deviennent
des fonctions de p variables que nous désignerons par X',,
X'2,. . , , X'n, Z'(, Z'2.. . ., Z'p_z. Les équations Z', = o,
Z ' 2 ~ o , . . . , Z' / ;_I= o, homogènes à p variables,admettent
une infinité de solutions ; par suite, X', = o, X'2 = o,.. . ,
X'n = o admettent aussi une infinité de solutions; on en
conclut, de la même manière que précédemment, que tous
les déterminants mineurs d'ordre p de A sont nuls. Cette
conclusion est contraire à l'hypothèse que nous avons
faite, à savoir qu'un déterminant d'ordre p de A est dif-
férent de zéro; par conséquent, la fonction ƒ n'est pas ré-
ductible h p — i carrés.

On peut donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME.—«Si Von désigne par A V invariant dune
fonction homogène du second degré, et s'il existe un
déterminant mineur de A d'ordre p qui ne soit pas nul,
les déterminants mineurs de A d'ordre supérieur à p
étant tous nuls, la fonction homogene f sera réductible
à une somme de p carrés, et ce nombre p représente le
nombre minimum de carrés auxquels la fonction f est
réductible.

Ce théorème nous donne aussi les conditions néces-
saires et suffisantes pour que la fonction ƒ , homogène et
du second degré, des n variables xu x2 , ..., xn soit dé-
composable en un produit de facteurs linéaires e n ^ ,
ar2, . . . , xn9 savoir

ƒ z=z (at.r, H-a2.r24- . . .-\~xnxn) (6âx,-f- 6^2-H- • .-f-6n.rll).

Il faut et il suffit, d'après ce qui précède, que tous les
déterminants mineurs du troisième ordre de l'invariant
A de ƒ soient nuls, sans que les mineurs du deuxième
ordre soient tous nuls.
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Le théorème précédent montre encore que les condi-

tions nécessaires et suffisantes pour que la fonction ƒ soit
le carré d'une fonction linéaire de .r,, .r*,. . ., xn s'ob-
tiennent en égalant à zéro tous les mineurs du deuxième
ordre de A.


