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NOTE SIR W SYSTÈME VARIABLE «E TROIS DIRECTIONS
RECTANGULAIRES;

PAR M. PAINVIN,
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon

1. On suppose que les cosinus des angles de trois
directions rectangulaires sont des fonctions données et
déterminées d'un paramètre arbitrait e ;



Je me propose d'établir les propositions suivantes :
i° Une de ces directions peut être regardée comme

constamment parallèle à la tangente d'une courbe (S) ;
les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe
dépendent du paramètre arbitraire et d'une fonction
entièrement arbitraire de ce paramètre.

2° Les deux autres directions ne coïncideront pas, en
général, avec la normale principale et la binormale de
la courbe (S) ; pour que la coïncidence ait lieu, il faut
qu une certaine relation soit identiquement vérifiée-,
on a alors, entre les cosinus des trois directions rectan-
gulaires et leurs différentielles, les relations que M. J.
Serret a données pour le cas des courbes à double cour-
bure, et on ne 1rs a que dans ce cas.

2. Je désignerai pu

cos a, cos (3, cos 7; cos/, cos M, cos«; cos/,', cos 7, cos/'

les cosinus des angles, avec les axes de coordonnées, des
trois directions considérées 5 ces cosinus sont des fonc-
tions données d'un paramètre arbitraire t.

Comme ces trois directions sont rectangulaires, les
relations suivantes devront avoir lieu identiquement,
quel que soit t :

/ cos2 a -h cos2|i H- cos27 — *>

COS2/ -f- COS2m - h COS2/2 rrr I ,

cos2/? -h cos2 7 -f- cos2r — 1;

cos a cos/ -h cos (3 cosm -f- COS7 cos« = o,

cos a cosp-h cosp cosq -f- COS7 cosr = o,

cos / cosp -f- cos m cos q -f- cos n cos r •=. o.

On sait que les relations (I) entraînent comme consé-



quence nécessaire les suivantes :

cos2a -4- cos2/ -4- cos2/> —_ i,

cos2p -4- cos2 m -h cos2<7 — *>

cos27 ~J~ cos2/2 -4- cosV — i ;
(Ibis)

cos a cos p -4- cos / cos m -4- cosp cos q = o,
cos a cos 7 -f- cos l cos n -f- cos/; cosr — o,

cosp COS7 -f- cos/w cos/2 -f- cos<7 cosr = o.

3. Nous pouvons regarder la direction (a, (3, 7) comme
constamment parallèle à la tangente d'une certaine
courbe (S).

En effet, si x,y, z sont les coordonnées d'un point
quelconque de celte courbe, et si ds est l'élément d'arc
correspondant, on aura

dx = cos a ds, dy --=. cos p ds, dz — cos 7 ds,

ou

dr = yl( t) ds, dy = y2(t) ds, dzr=zyz[t) ds,

?i? ?25 ?3 étant des fonctions connues de t ; or donnons
arbitrairement la valeur

.v =~ F(f), ou ds z=^Ff(t)dt;

on conclura de là les valeurs des coordonnées .r, y , z,
lesquelles dépendront de la fonction F(t) arbitrairement
choisie.

4. Désignons, pour la courbe (S), par X, ̂ , v les angles,
avec les axes de coordonnées, delà binormale; par £, yj, ^
ceux de la normale principale (a, jS, 7 sont ceux de la
tangente); on aura, comme on sait, les relations (Calcul



différentielle M. J. SERRET, t. I, p. 4°8),

d cos a =3 cosg */<r,

] rfcosp ~ cos« dsy

\ dcosy = cosÇ <fc;

S
dcos'X = cos£ Ö?T,

dcosy. =z COSYI dr,

i d cosv — cosÇ É/T;

r/ cos? = — cos a cte — cosX C?T,

^COSvj = : — COS p d(T— COSpû?T,

r/cosÇ = — COS7 du — cosv dr-y

{i bis)
r=r g, y/(<:/cos>)2 4 - (Jcosp.)2 4- (d cosv)2 , £i = z!zi.

Les directions (a, |3, y), (A, jut, v), (^, ^, Ç) étant rec-

tangulaires, on a

g' cos X = cos p cos Ç — cos 7 cos ri,

e'cospt rr: cosy cos£ — cos a cos £, e ' = z b i ,

s' cosv == cosa cosn — cosp cosÇ,

d'où Ton conclut, en ayant égard au premier groupe des
relations (1),

z'dv cosl z=z cos p d cos y — co

e'rfo- c o s ^ = cosy^/cosa — cos a d cos 7,

( t' da cosv = cosa^/cosp — cos ̂ fl? cos a.

En diiïerentiant les relations (2) , il vient

s'(d(rdcosl ~h cosld*d)z=ços$d2 cosy — COS70P cos(5,

z' (dvd cosjx -h cosp<5?2o") z=r cosyd2 cosa — cosocd2 COS7,

e'(d<rdcos<> H- c o s v ^ V ) =r c o s a ^ ' c o s p — cosp*/ 2 cosa ;

on déduit de là, en multipliant par cos H, cosy;, cos£, en
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ajoutant et en ayant égard au deuxième groupe des rela-
tions (i),

t'dadr — cos£(cospti2 COS7 — cosyd7 cosp)
-h COSTÎ (coS7^2 rosa — cosad2 COS7 )

-I- cosÇ(cosad2 cos(3 — cosBd2 cosa);

puis, remplaçant cos£, cosy;, COS£, par les valeurs que
fournit le premier groupe des relations (1), on a

(3)

cosa cosp cos 7

dcosa </cosp dcosy

<72cosa fl^cosfi d2 cosy

Ainsi on a, en définitive, les formules suivantes, qui
donnent cos£, cos y,, cos£-, cosX, cosfx, cosv; <7a, <ir, en
fonelion de cosa, cos(3, cosy, et des différentielles pre-
mières et secondes de ces mêmes quantités :

dcosx
— 5

d?
drosfi
— - — l - y

de-
cos Ç —

d cosy

cos S d cos 7 — cos 7 d cos S

'tu

l » ) /

e cos p
cos 7 d cosa — cos a r/cos 7

cos a*/(os S — cos S r/ cosa
( osv = - - ' — ;

• zzz \ (d cos a Y -f- [d cos |3 / -+- (// cos 7 )2 ;

cosa cosp cos 7

d cos a r/cosp r/cos7

e/2 cosa d2cos(3 fl?2coS7

s =

e'r/er dr =z—

II ne faut pas oublier que cosa, cos/3, cosy, r / c o s a , . . . ;



( 4*9 )
d* cosa , . . . doivent vérifier identiquement les relations

/ css'a -f- cos2p -4- cos27 — i,

(II bis) l cos a d cosa -4- cos pd cosp -h cos 7^ cos 7 = 0 ,

( cosar/2 COS a -h cosftd2 cosp -f- COS7C?2 COS7 ™ — f/cr1.

5. Ceci posé, si Ton mène, par l'origine des coordon-
nées, des parallèles aux quatre directions

(\ y., v), ( g, *, Ç); (/, m, *), (/?, y, r),

ces quatre parallèles sont dans un même plan perpendi-
culaire à la droite (#, (3, y).

Désignons par i Tan gl e de la demi-droite (/, m, n) avec
la demi-droite (A, ^, v) ; on peut disposer de £ et e', de
manière que cet angle soit positif et aigu; on peut encore
disposer de s et e', de manière que l'angle des deux demi-
droites (p) q, r) et (£, r,, £) soit également positif et aigu.
On aura, dès lors, les égalités

COSX COï>/ -f- OOSp COS/W -4- COSV COS/Î = COS/,

| cos£ cos/-+- cos>î cos m -4- cos Ç cos/? - ^ — sin / ;

'.4) . .'
COSA COS/; -+- COSfZ COS q -4- COSv COS/' zzsz S in / ,

COSÇcOS/>>-f- COS>5 COS q -f- COSÇ COST — COS/.

Les deux premières égalités (4), jointes à la relation
qui exprime que la direction (/, m, n) est perpendicu-
laire à la direction (a, j3, y), donnent le système des trois
équations

cosa cos/ -4- cosp cosw -f- COS7 COS/J = o,

COS> COS/ -f- COSp. COS/72 -+- COSV COS/Z = COS/,

COSç COS/ -4- COS>3 COS/TI -f- COS £ COS/? zzr— SUii.

En ajoutant ces trois égalités respectivement multi-
pliées par cosa, cosA, cos H; puis par cos(3, cospt, COSY],



et enfin par cosy, cosv, cos£, on trouve

/ cos/ — cosX cos/ — cos? sin/,

(5) v cosm — cosptcos/ — cos>jsin/,

' cosn — cosv cos/ — cosÇ sin/.

Les deux dernières égalités (4) , jointes à la relation
qui exprime que la direction (p< q^ /•) est perpendicu-
laire à la diicction (a, /3, y) , donnent le système des trois
équations

cos a cosp H- cosp cos ̂  -f- cos 7 cosr — o,

cos^ cos/? -f- cos pi cos<7 -4- cosv cosr = sin/,

cos \ cosp -\- cosyj cos q -4- cos Ç cos r = cos /.

On déduit, comme précédemment, de ces trois équa-
tions

/ cosp — c-osX sin/ -f- cosç cos/,

(6) < cosq — cosp. sin^ -f- cosr> cos/,

( cos/- = cosv sin/ -I- cosÇ cos/.

En remplaçant dans les équations (4) cos 1, COS/JI, cosv;
eos£, cosrj, cos£ par leurs valeurs (II) , on trouve

(7)
1 di cos 1 =

cos a cobP cos 7

d cos 7 // cos p rf cos 7

s'da sin/ —

COS/ COS/7? COS/?

— e' (cos/? e/cos a -+- cos q d cosp -f- COS/*Ö?COS7),

cos a cosp cos 7

/ ros er d cos p <7 C0S7

cos/>» cos 7 cos /'

A l'aide des valeurs (II), on pourra exprimer cos/,
eostfi, cos/i; cos/?, cos<7, cosr en fonction de cos a, cos|3,



(431 )

cos y, de leurs différentielles premières et secondes et de
l'angle i\ je ne transcrirai pas ces formules.

On constatera sans difficulté que les relations (I) sont
identiquement vérifiées par les valeurs (5) et (6), en
tenant compte, bien entendu, des relations (II) et (ïïbis).

6. Diiïérentions maintenant les équations (5) et (6), on a

dcosl = cos/dcosX — s\nidcos£ — (cos> sin/ -f- cosÇ cosi)di,
• • • • • • • • j

dcosjj = sin id cosX -+- cosidcos% -f- (cosX cos/ — cos£ sini)di,

En ayant égard aux équations ( i ) , (5) et ( 6 ) , ces der-
nières égalités donnent les valeurs définitives

( dcosl = sin/ cosa^d -h cosp(dr — di),

< dcosmz= sin/ cosfida -h cosq(dr — di),

' dcosn = sin/ cosydv -h Cusr(âfr — di);
(III)

d cosp ~ — cos i cos a dv — cos / ( dr — di),

d cosq —— cos/ cos|3fifo — cosm(dr — di),

d cos r = — cos/ cosyda — cosn (dr — di),

7. On voit, par les équations (5) et (6), que les direc-
tions (/, m, /*), (p, q, r) ne coïncident pas avec la bi-
normale et la normale principale de la courbe touchée
par la droite (a, /3, y).

Cette coïncidence aura lieu si l'angle / est nul, c'est-
à-dire si Ton a identiquement

(9) cosldcosa. 4- cos/wdcosp -f- cosndcosy = o.

Cette condition est évidemment suffisante; on constate
facilement qu'elle est nécessaire, en introduisant dans les
équations (5) et (6) les hypothèses

cosl — cos>, cosw — cosja. cosn = cosv ;

vosp =. cos^, cos<7 =' COSîfî> cos/' •=.



)
8. Lorsque l'identité (9) a lieu, c'est-à-dire lorsque i

est nul, les égalités (5) et (6) et (III) donnent lieu aux
relations suivantes :

f G? cos a =. cospda,

d COS fi r= COSq du,

d cos y rrr cos rda\

dcosl = cospdr,

( 1 0 ) dcosmzzzz cosqdr,

dcosn zzz- cosrdr;

dcosp =2— cos a. de — cosldr,

d cos q z= — cos p dtj — cos m dr,

dcosr ~ — cosyde — cosndr;

ce sont les relations caractéristiques des courbes à double
courbure, relations énoncées et établies par M. J. Serret.

Je vais enfin démontrer que le système des trois direc-
tions rectangulaires

ne peut donner lieu à des relations caractéristiques de la
forme précédente, savoir :

dcosa. = cos p da',

dcosp — COSqda',

d cos 7 ~~ cos rdV ;

d cos / = cosp dz',

d cos m — cos q dr'y

dcosn — cosrdr';

dcosp =22. — cosada' — cos Idr',

dcosq z= — cosfida' — cosrndz',

dcosr — — cosyda' — cos ndz\



(4 *3 )
que lorsqu'on a identiquement

( 9 ) cos ld cos a -f- cos m d cos p -f- cos// d cos y r r o ,

c'est-à-dire lorsque les trois directions considérées con-
stituent la tangente, la binormale et la normale princi-
pale d'une courbe à double courbure.

En ajoutant la somme des carrés des équations du pre-
mier groupe ( I I ) , on trouve d'abord

( 1 2 ) d<j'2z=zd<r\

Le second groupe des égalité admises (11) peut s'écrire,
en ayant égard aux relations (6) et (II),

-f- (cos), sin* H- cos%cosi)(dr — di — dr') r=r o,

sirw cosp^T H- (cosu. sim -h ros>j cos/) (dr — di — dr') = o,

sin/cosy^c -f- (cosv siru -f- cosÇ cosi)(dr — di— dr') = o.

Ajoutons ces dernières égalités, après les avoir res-
pectivement multipliées par cos a, cos/3, cosy$ puis par
cosX, COS|JI, cosv, et enfin par cos£, cosyj, cos^, on trouve

(.3)

sin ida = o,
sini(dr — di — dz') =_ o,

— di — drf) = o.

Les équations (12) et ( i3) donnent évidemment

/ zz- o, da' = de, dr' = dr;

ejït la proposition qu il s'agissait de démontret.


