
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

DÉSIRÉ ANDRÉ
Développements de sin(nα + z), de
cos(nα+ z), de sinn

α et de cosn α

Nouvelles annales de mathématiques 2e série, tome 10
(1871), p. 359-368
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1871_2_10__359_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1871, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1871_2_10__359_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


DÉVELOPPEMENTS DE s i n ( * a • + • * ) , DE c o s ( » a

DE s in"a ET DE c o s n a ;

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ.

I.

1. Développement de sin(wa H-s) . — Considérons
la fonction

y — (7XCO8asin(xsina).

Si nous prenons, par rapport à x , les dérivées succes-
sives de y, nous trouvons

•j- — excosasin(a -f-.*:sina),

_ __ cxcosasm(icx. 4- x sina),

et, en général,

dnr
- -± — eXCCiasmina. 4-^sm«).
dxn '

Afin d'obtenir une autre expression de -7—5 posons

u — sin(#sina)
et

Nous avons alors
y



( 36o )
et, d'après la formule de Leibnitz,

k — n

dny V r.* dku dn~hv

Or,
dkU . . /&7T . V
^- r = sin*a sm ( h x s inah
dxk \ 2 /

Donc

y xcosaX CJ i A « * sin ( — -+• x sina( —
y 2

Elgalons les deux expressions de ~r~] supprimons le

facteur eXCOba commun aux deux expressions- rempla-
çons x sin a par £, nous trouvons l'identité

k-n

in (z) -=r \ Ck
n sin/fa cos"-*a sin (

Â \ 2

qui nous donne le développement de sin («a 4- z).
Remarque. — Dans l'identité (i), C£ représente le

nombre des combinaisons simples de n objets k à Zr, et
l'on convient de regarder C£ comme égal à l'unité.

2. Dans l'identité précédente, a et z sont quelconque»,
mais n est un nombre entier supérieur à zéro. Soit p un
nombre quelconque ; posons

/la -h z = poc,

ce qui donne
z = (p — «)a,

et portons cette valeur de z dans l'identité (i), nous ob-
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tenons l'identité

k-n

(2) sinpa. = \ C£sin*acos"~*asin I h (p — n)<x. U
k = o

qui nous donne, quel que soit p, le développement de
s'inpa.

3. Si, dans l'identité (2), on remplace successive-
ment p par les nombres ;z, 1, o, on obtient les trois
identités suivantes

k-n

(3) sinrta — \ C£sin*acos"~~*asin — >

(4) s i n a = \ C£sin*acos'|-*asin| (n — i)a U
k-o

k = n

(5) o — \ C* sinsin*acos"~*asin ( /zal
\

Remarque. — On voit que l'identité (3), qui est si
connue, s'obtient ainsi comme cas particulier d'une for-
mule plus générale, sans recourir à la considération des
imaginaires.

IL

4. Développement de cos(71 a -f- z). — On peut l'ob-
tenir, soit en dérivant par rapport à z les deux membres
de l'identité (1), soit en égalant entre elles les deux ex-
pressions de la dérivée nième de la fonction
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Ces procédés conduisent tous deux à l'identité
A = n

(6) cos («a 4- z)=z\ C£$in*aco$n"~*acos(— -t-zj>
k = o

qui donne le développement cherché.

o. Soit p un nombre quelconque $ posons

na. -\- z =.pot. ;
il en résulte

zz=z(p — n)a.

Portons cette valeur de z dans l'identité (6), nous
trouvons

k-n

(7) cospOLz=z\ CfjSi^acos^acos h (p — n)a.U
kk~o

identité qui donne, quel que soit p, le développement
de cospa.

6. Si, dans l'identité (7), on remplace successive-
ment p par les nombres n9 1, o, on trouve les trois iden-
tités suivantes :

V 1 / . hit
( 8) cos «a = \ Cn sin*a cos"~*a cos — ?

1 \ V"r* • « n k [kr: ( x ~\
( o J cos a = > Ci» smA a cos"~A a cos I — — ( n — 1 a h
w Zà L « J

A = 0

( i o ) 1 = > C» sin* a cosn~A a cos { — — n a

Remarque. — Dans l'identité (8), de même que dans
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Fidentité (3), si l'on remplace a par »̂ on obtient une

formule qui donne, après réduction, la somme des coef-
ficients du développement.

m.
7. Développement de cosna. — Considérons la fonc-

tion

y =: eixcosacos2(x sina) = — e*xcosa-\— e2*cosacos(2# sina),

nous trouvons, pour sa dérivée nième, par rapport à je,
les deux expressions suivantes :

dnr
—±- -=L 2n~1e2xcosacosna-f- ^ - ' ^ " ^ c o s f w a •+• •
d.xn x

et

dny __

~dx« ~~~6

Égalons ces deux expressions; supprimons le facteur
commun <?2xcosa ; remplaçons x sina par z, et divisons les
deux membres par 2"~J, il vient

C0SMa -h cos(/za -i- iz)

•=. —^ \ C^cos(^a -4- z)cos[(n — Â)a -h z],

d'où

cosna = — cos (/la -h iz)

I V^
_! x C„cos(A-a -h z) cos|(« — k)a. -\- z].

Cette identité donne le développement de cos'1 a.
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8. En opérant de la même manière sur la fonction

-e*xcosa— - *3*cos<xcos(2a:sina),

on arrive à l'identité

cosBa = cos(na + 22)
k-n

"+• ~^ZT/ C*sin(*a -f- z)sin[(/i — &)<*-+• z],

qui donne un autre développement de cosna.

9. Soit p un nombre quelconque. Posons

na -h 2,z=zpa,
d'où

et portons cette valeur de z dans les identités (11) et (12).
Nous trouvons

/ cos" OL = — cos/? a

j cos71 a = cos/? a

Ces formules sont vraies quel que soit p+

10. Dans les identités (i3) et (i4), donnons successi-
vent à p les valeurs n* 1, o: nous obtiendrons les six
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identités suivantes :

cosna =rr — cosna

= cos/2a

cos" a = — cos a

cos" « = cos a

H \ Cn cos A a cos {k — n) a,

l yç\ k"~ —12^ c« s i n X a s m(x"- / î)a»

( 2 /* -H I — n ) a ( 2 £ — I — /i ) a
cos cos • 9

s j n i L_ s i n i L.,

( 2 A" — 72 ) a
S? 1

2

sin2

11. Ajoutons membres à membres les deux dernières
identités, nous trouvons

A = n k = n
1 V nk , ( 2 * — n ) < * l \ ? „k • ( 2 * — n ) acos"a — - \ Ci cos2 i ^ : 7 e* S1Q2 — »

Ar = o k=o

d'où

COS" a rrr —

Cette dernière formule est celle que Ton donne ordinai-
rement dans les traités de calcul différentiel.
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IV.

12. Développement de sin"a. — Remplaçons a par

a*dans les deux identités ( n ) et (12); nous trou-

vons

sinna = — cos \n l - —a ) 4- iz\sin"

k=n

sin"a = cos \ ni <
L \2

13. Remplaçons de même a par OL dans les iden-

tités (i3) et (14) ; il vient

p(ir — 2a )
sinna = — cos

smna ~ cos •
(ir-aa)

I V^A •
; > C„ Si

cin ( f / — ^ ) ( 7 t — 2 a ) ( 2 X - — ^ —/Z)(7T —2OC)

sin > sin -, •
k =0 4

Remarque. — Dans ces deux dernières égalités, p est
un nombre quelconque.
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14. Dans les identités précédentes, remplaçons p suc-

cessivement par rc, i et o} nous obtiendrons les six iden-
tités suivantes :

n(iz — 2a)
sin"a = — cos

. A(TT — 2 a ) (X —n)
\QOS — cosv '-

2

n(iz — 2a)
sin" a — cos —

L . k(iz —• 2a ) . ( / — n)['x — 2 a)
s i n —i i sm >

sin" a = — sin a

I V^ A ( 2 / - I - I — n ) { ^ — 2 a ) ( 2 ^—1 — w) (f — 2a)
—— \ C„ COS -. COS -. <
2 i-j 4 4

A = 0

sin" a = sin a

I Y 1 k . (a^-f-l — /i)(nr — 2a) . ( 2 / — I — /i)(« — 2a)
\ ck

n sm ^ —^ sm i -J± L
2"-1

 Z J 4 4

sm" a m —14- \ C„ cos2 7 5
on—l / . n A

;sin2

15. Ajoutons membres à membres les deux dernières
identités ; nous trouvons

t COS
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16. Cette dernière identité peut être mise sous une

autre forme. On a, en effet,

( 2 A — n)(n — 2 a )

= cos A7T cos — cos( n — 2 Â- )a -4- sin — sin(n — 2 A ) a ;

L 2 2 J
il en résulte

A=n

Sin"a — — COS \ Ci COS A 7T COS (« — 2 A) a

A --- n

H—p4 sin — \ C^COSATT sin(« — 2A)a.
2 2 ^^

Icî  le second membre se compose de deux développe-

ments. Si n est pair, sin — s'annule, le second mem-

bre se réduit à son premier terme. Si n est impair,

c o s — s'annule, et le second membre se réduit à son
2

dernier terme. On retrouve ainsi les formules que
donnent les traités de calcul différentiel pour le dévelop-
pement de sinRa.


