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LIEU DES SOMMETS DES TRIEDRES TRIRECTANGLES DONT
LES COTES SONT NORMAUX A UNE SURFACE DU SECOND
ORDRE ;

Par M. PAINVIN,
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon.

1. Cette question, qu’on s’est posée souvent, n’a jamais
été résolue, que je sache; en voici une solution.

Prenons pour exemple un ellipsoide que nous rappor-
terons A ses plans principaux; si x, y, z sont les coor-
données d’un point du lieu, et que x;, y,, z; soient les
coordonnées du pied d'une des normales, on a

. 2 2 2
£ — T, =1, Z— 3z N Ty v, {
- = - = A, — — 4 — —I1==0;
x, kg 3, at h? ¢!
F b? c?
on déduit des relations qui précédent
(o a*xr by 2z
\l) g = 37 JiT= — =
) +a A+ bt A+ ¢t
puis
a2z7 b? 2 clz2
(1) S i—o.

hra)p T oxby  Drep

L’équation (1), du sixiéme degré en A, détermine six
valeurs de 2, et les équations (1°) donnent les coordon-
nées des pieds des six normales correspondantes; d’ail-
leurs les cosinus des angles, avec les axes de coordonnées,
d’une normale en (x4, y,, z,) sont proportionnels a

X I Zy

—>

a* F’ :7,
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el par suite a
T ¥ 2
Y+ a4+ 6 A

D’aprés cela, si ,, 2,, }; sont trois des racines de I'équa-
tion (1), et si nous écrivons que les normales correspon-
dantes sont perpendiculaires entre elles, on a les trois
équations de condition

'7-2 yz z1
G ) () o) [l 69) | (et
. N S——
(Ma?) (h—+a?) (030403 (A+e?) (M +¢?)
xt ¥? 22

L ) (e T (8 (e 67 | (e ()
Si les équations (2) étaient distinctes, elles détermine-
raient A,, A,, Ag; et, en écrivant que le premier membre
de I’équation (1), rendue entiére, est divisible par le pro-
duit (A —2%,) (X —2,) (A — 1), on aurait trois relations
entre x, ¥, 2; il en résulterait alors qu'il n’y a qu’un
nombre limité de points satisfaisant aux conditions im-
posées.

Mais nous allons voir que les équations (2) ne déter-
minent pas Ay, A, As; elles sont seulement équivalentes
a deux relations distinctes entre les fonctions symétriques

P e PP VO ¥ D T N L. TR YD ¥y P

par conséquent, le lieu cherché sera une courbe gauche.

On peut s’expliquer ce fait en se rappelant que les six
normales menées d’'un point a une surface du second
ordre sont sur un céne du second degré jouissant de la
propriété d’avoir une infinité de systémes de trois géné-
ratrices rectangulaires.

2. Pour effectuer le calcul dont je viens d’indiquer le
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point de départ, j'adopterai les notations suivantes :
A :.Z7+ J,2+ Z’,

(1) B—=(b"+ c*)a*+ (¢ + a*)y*+ (a* + b?)z?,
C = bc?r*+ Czazyz+ a’[)’zz;
m=a*+ b* + ¢?, '

1) ) n = b+ ca*+ a*b?,

| p = a’bic
puis, comme notations auxiliaires :

B = mA — B=a’zx*+ by + ¢z,

\ C'= nA — C=a*{b'+ ¢*)z* + b*(c’+ a?)y’
I, - + ¢*(a’+ b))z,

) D'= pA +nB—mC=a*(*+ *)*r’+ b*(c* +a*)’y?

’ + ¢t(a’+ &)2%;

[ C"=—nA+mB+ C=(b*+ &’ !z’ + (¢’ + a*)*y?

+ (a*+ b))z,
(IV) { D"=—pA~+mC = b*c*(h*+ ¢*) *+ c’a*(c*+a?) y?
+ a*b*(a* + b*)z?,

E'"=—pB+ nC=1>b'c'7'+ c*a'y?+ a*b*z’.

Ceci posé, les équations (2) s’écriront, aprés avoir chassé
les dénominateurs et en égard aux relations (I), (II),
(IIL), (IV) :
AXIN - BAy (b ) 4 G2 -+ 22
4+ G"hdy + D" X+ + E"=o,
AR+ B 0+ N )+ C(AM =+ 1})
4+ C"%) +D"(h+ M)+ E =0,
AN+ BA X (X =+ dy) + C(AT+1])
- € —D'(hx) = E =o.
22.
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Retranchons deux a deux les équations (3); il vient,
aprés avoir supprimé les facteurs A, — 2,, 2, —%,,
2y — Ag.
\A £ (-t h) +Bi, hihe 4 1)+ C (ha-hy) +C" A +D" =0,
4 AN (OM+))+Br A 4k A4 C(A+2)+C" 1, +D"=o,

‘AA W) =B R R0 A GO0 G h - D =0,

Retranchons encore deux a deux les équations (4), on

trouve la relation unique
(5) Alrit kb= M)+ Bik 4k b)) — #A + m B = o.

Si maintenant nous ajoutons les égalités (4, puis les
égalités (3), et qu'on joigne a I'équation (5) les résultats
ainsi obtenus, nous avons les trois relations suivantes
"A8 +~Bxz-—nA+mB=o,

\ A(afl —3) + B2+ (20 +C")a + 3D" = 0,

' A(B— >/7)+B(1J—37 + C(2a*— 4{5\

+~C"8 + 2Dz +3E" = o,

(6)

Aprés avoir posé
%= h = Ay = by,
(7\ . ﬁ:}.zl‘%—l,)\,—i—-‘l\.)\z,

4 = Ay hahae
Des deux premiéres équations (6), on tire

\ Af=—Ba+ nA —mB,

8
(%) ?A'yTA Co—pA+mC,

et la substitution des valeurs (8) dans la troisiéme des
¢équations (6) donne liew a une identité.

On peut aussi constater aisément que la vérification
des relations (6) entraine, comme conséquence néces-
saire, celle des relations (3).
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3. Le premier membre de I'équation (1) doit étre divi-
sible par
2 — D da e )M A (e A= A ) h— Ak,
¢’est-a-dire, en ayant égard aux notations (7). par
N — o\ B — vy,
ou enfin, d’aprés les valeurs (8), par

R —Ba—+—nA—-mB Ca—pA +mC
We— it — e — A —

A A

Si l'on pose o+ m =uA, I'expression qui précéde
devient

(9) — (A — m)3— (pB — )2 — (pC — p).
D'ailleurs, eu égard aux notations (1), (II), (III), (1V)
du n° 2, équation (1) développée prend la forme sui-
vante :

R { (W mr—+ n) +p):—B'Y —20'W

e — (2pA + D') — 2pB) — pC=o.

Ainsi, en définitive, nous obtiendrons les équations
du lieu cherché en écrivant que le premicr membre de
’équation (10) est divisible par I'expression (9); p est
une indéterminée qu’il faudra éliminer.

Nous exprimerons que cette division se fait exactement
en éerivant qu’on a identiquement

[ (X4 m)+ )+ p)pP— BAM— 2\
\ — (2pA + D"V —o2pBr —pC
’ =[N+ m¥ 4 ni “+p— p(AX+ Bi +— G

X +mh+nh+4p~+ a4 Bk + .,

oy, (41, 71 étant trois nouvelles indéterminées.
On est ainsi conduit aux six relations suivantes, entre
lesquelles nous devons éliminer les quatre indéterminées
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Ay, ﬁta 71> M
oy —pA=o0,
ﬁ‘_f"B _Al"'al:'—B,,

9—pC+m(p,— pB)—p(AB + B, ) =—2C';
(12) { m(y,— uC)+ (B — pB) — p(Ay, + BB +Ca/)
=—2pA—D,
n(y—pC)+ p(B—pB)—p(By.+CB)=—12pB,
p(y—pC)— pCyp=—pC.

4. Des trois premiéres équations (12), on déduit :

a=Ap,

Bi=Ap*+4Bp—mA + B,

7 =Ap+ (2AB — mA*)p? + (C + AB — mA*)p

+ (m*—2n)A — mB + 2C.
Or, si 'on pose
U=Aw'—Bp'—B'p+ m—2n,
03 :
V=Ap*—m,
les valeurs précédentes de ay, {5, y, pourront s’écrire
2, = Ap,
(14) B, =AV + Bp + B,
\ v4=AU + BV + Cp + 2C.

Substituons ces valeurs dans le second groupe des équa-
tions (12), il vient, en désignant par X, Y, Z les premiers
membres des équations résultantes,
X =(Ap— m)(AU + BV -+ Cp + 2C)

+ (Bp—n)(AV+ By + B) + ACy!

+ (mC~+ nB)p — 3pA — B+ mC = o,
Y = (Bg — 2)(AU + BV -+ Cp + 2C)

+ (Cp—p)(AV+Bp +B) + (mC—+ pB)p—2pB=o0.
Z =(Cp — p) (AU --BV ! Cu=+-2C) - pCu - pC =o.
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Développons ces trois derniéres équations en conservani
les termes en U; puis remplacons A*p? et Ap? a 'aide
des relations (13), lorsque ces termes se présenteront
dans les autres calculs effectués; on trouve, sans difficulté
aucune, que les trois équations qui précédent peuvent se
mettre sous la forme suivante :
X = (A’ — B)U +'ABu— C)V
+ A(Cp*+ 2Cp — 3p) = o,
5y | Y=(ABe— CYU + (B'p — D)V
i
—+ B(Cp*+ 2Cp — 3p) = o,
Z = (ACp — pA)U + (BCp— pB)V
+ C(Cp? +2Cp — 3p) = o.

Il s’agit maintenant d’éliminer i entre les trois équa-
tions (15).

Ay
5. Posons encore

'M=AC'— B
= (b — )Py e+ (c—alfirrte (@b sy,
N = AD”"— BC
(16) = a}(b*—c*)y3zi b2 (e — a2 2P ot ¢ (@' — b2ty 2,
P — AR — @&
=a'(b?—c*) y? 2 -0 (' —a?)? 2wt ot (@t b3ty 2
Q =BE'— CD’

'\ _ as(bz_cz)z),:zz_'__be(cz_»(lz)zzz‘rz_i_ et (a?__, b’)‘.z" 3 2;
puis formons les combinaisons
BZ—-CY=0, AZ—CX-=0, AY --BX:==o,

on trouve
BZ — CY == PU + QV = o,
"17) « AZ — CX = NU +- PV =0,
/ AY - BX = MU — NV _ »n;
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une quelconque de ces équations est une conséquence des
deux autres. On peut donc remplacer le systéme (15) par
le systéme (17), auquel on joindra une des équations (15).

La combinaison des équations (17) nous donne, par
exemple,

(NQ— P*)U =0, (NQ— P})V=o,
(18) ou (MP— N’)JU=o0, (MP— N¥)V =—o,
ou (MQ—NP)U=o0, (MQ—NP)V=o.
On déduit d’ailleurs des valeurs (16) les identités
S MP — N* = (b*— ¢*)* (" — a?)*(a*— b* ) 2’y 2*A,
(16 bis) MQ — NP = (6> — *)*(¢* — a?)!{a*— b*)*x*y?2*B,
NQ — P2 = ([)7_ (.;)‘1((,1_ ”2);((12_ bz)zzzyaza C

D’apres cela, comme A, B, C ne peuvent pas étre nuls
ala fois, il résulte des équations (18)

(19) U=o0, V=o.
et les équations (15) se réduisent alors &
(19 bis) Cui+ 20y — 3p =o.
Ainsi les équations du lieu clerché s’obtiendront en
éliminant . entre les trois équations
Ay’ —m=—=o,
(20! Cp? +2Cp—3p=o,
AW —Bp*—B p+m—a2n=o0, ot B'=mA—B.

6. L’élimination de p ne présente aucune difficulté;
en remplacant d’abord p* dans les deux derniéres équa-
tions (20), il vient

2ACy = 3pA — mC,
ABu . onA - mB.
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Comparant ces deux valeurs de y, puis remplagant u par
m . ., .
\/-A—, on est conduit aux trois équations

fmAC* = (3pA — mC),
(21) mAB*— (2rA — mB),
3pAB=C(4nA — mB'.

7. ConcrusioNn. — Le lieu des sommets des triédres
trivectangles dont les cétés sont normaux & ellipsoide
27 ¥? 2?

— 4+ =4 - —1=0
at 1)2—1 c?

esl une COURBE GAUCHE définie par les trois ¢quations
(1°) 4mAC*= (3pA — mC)3,
(2°)  mAB*= (2nA — mB)},
13°) 3pAB =C{4nA— mB).

\
{(8) (22) (

Dans ces équations, on a pose

A :‘1’."1.']2_"_ z'.!,
B = (b*+- ) x*+ (¢t =+ at)yi—+ (a*+ b*)23,
C = b2c*x? 4 c*a?y*+ a*b*3%;
(22 bis)
m=— a*+ b* + ¢,
n=a*b* + bc*+ ' a*,

p - arbict,

Jai dit que la courbe était définie par les trois équa-
tions (22); c'est qu'en effet deux quelconques de ces
équations seraient insuffisantes pour bien déterminer
cette courbe. Ainsi, par exemple, si nous voulons la dé-
finir par les deux équations (2°) et (3°) seulement, nous
voyons que les deux surfaces (2°) et (3°) ont en commun
la courbe (A = o, B =0), qui est unc solution étrangére
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a la question, car elle n’appartient pas a la surface (1°);
il en serait de méme pour les autres combinaisons.
Notons que la courbe (A = o0, B =0), solution étran-
gere, se compose de quatre droites passant par 'origine,

et que ces droites sont des droites doubles pour la sur-
face (2°).

8. Remarque I. — Les trois équations (22) seront
vérifiées, et les solutions étrangéres écartées, si 'on
prend

(4°) 2nA = m(p +1)B,
(a) (23) (5°) 3pA=m(2p-+1)C,
(6°) A =mp?

p désignant une constante tout a fait arbitraire. Remar-
(quons que la nouvelle arbitraire p est liée a 'ancienne p
par la relation

1 .
=1

ceci résulte évidemment de la comparaison de la pre-
miére des équations (20) et de la troisiéme des équa-
tions (23).

Les équations (23) sont parfaitement aptes a définir
la courbe gauche en question, et nous en fournissent en
méme temps une construction trés-simple.

Pour une valeur donnée & l'arbitraire p, la derniére
des équations (23) représente une sphére, et les deux
premiéres déterminent quatre droites passant par le cen-
tre de cette sphére; les intersections de ces droites avec
la sphére donnent quatre points de la courbe gauche.

9. Remarque 1I. — Aprés avoir remplacé A, B, C

par leurs valeurs (22 bis), on peut résoudre les équa -
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tions (23) par rapport aux x*, y*, z*; on trouve ainsi

‘

. a? 3
ra*=ajp' [a‘m — 2% p]o
p+1 2p-+1

, :
() 24) L rr=pip] o 2 :

p+1 ”+2p+1p!’

. 2c? 3
re?=cip*| ¢'m — n - Pl
. p—+1 2p 1
aprés avoir posé

‘al=b'— ¢, m=a*+ b+ ¢

bi=c'—a), n=a'b’+ b'c’+ tal,

2461’.9)) )
1

ct=a'— b p=abc

r=alb’+blclai4-cla*h?, ou r=alat+bibi+-clct.

La course cAvcHE, lieu des sommets des triédres tri-
rectangles normaux & Uellipsoide

x? ,Yz z?

4 - —1=0

«* b c?
est complétement définie par les équations (24), ot p
est un pal'amétre arbitraire.

Les carrés des coordonnées d'un point quelconque de
la courbe sont ainsi des fonctions rationnelles fort sim-
ples d’un paramétre arbitraire. Il est probable qu'une
méthode synthétique pourra conduire plus rapidement a
ce résultat remarquable qui se dégage d’une analyse assez
délicate.

10. Signalons plusieurs propriétés immédiates de la
courbe que nous venons de déterminer :

1° La courbe gauche A est du seiziéme ordre.

Nous pouvons, en effet, définir cette courbe par les
¢quations (2°) et (3°) du groupe (22): or les deux sur-
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faces (2°) ct (3°) sont des ordres 6°™ et 4 respective-
ment; il faut d’ailleurs faire abstraction de la courbe
commune (A = o, B=0) qui n’appartient pas a la sur-
face (1°); et, comme cctte courbe se compose de quatre
droites qui sont des droites doubles pour la surface (2°),
il reste, en définitive, 24 — 4.2 = 16 pour 'ordre de la
courbe gauche A.

La méme conclusion se déduit facilement des équa-
tions (1°) et (3°).

La question est plus délicate si I'on détinit la courbe
par les deux surfaces

(1°y 4mAC*=(3pA —mC),
(2°)  mAB*={(2rA — mB)".

Ces surfaces sont toutes deux du sixiéme ordre; mais
elles ont d’abord en commun deux cercles confondus avec
le cercle imaginaire de l'infini, cercle qui n’appartient
pas a la surface (3°); I'ordre de la courbe se réduit donc
déja a (36 — 4) = 3.

De plus, la courbe

B(3pA — mC) =2C(mB—2nrA),
mAB*=z onA — mB)?

appartient (sauf les quatre droites doubles A=0, B=o0)
a la surface (1°), et n’appartient pas a la surface (3V):
on a ainsi une nouvelle courbe du seiziéme ordre dont il
faut fairve abstraction, et il reste. pour Pordre définiuif.
32— 16=160. C. Q. F. D.

2° Le centre de ellipsowde est un point multiple du
huitiéme ordre pour la courbe gauche A; les huit tan-
gentes en ce point forment quatre couples de deux
droites coincidentes qui sont données par les équations

A B C

(25) — .
m N ap
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d oul'on the
L]

Is 3! S

4 —_—
5 bis —_—= - =
a- b? c

En effet, la courbe étant définie par les équations {2°)
et (3°) du groupe (22), on voit que l'origine est un point
multiple dont les tangentes sont fournies par les équa-
equations

2nA—mB) — o, C(4nA—mB)— 3pAB=o;

ce sont deux cones du quatriéme ordre qui ont seize gé-
nératrices communes formant huit couples de deux droites
concidentes; parmi ces huit couples se trouvent les quatie
couples (A = o, B = o) dont nous devons faire abstrac-
tion; il reste alors les quatre couples déterminés par les
équations (25).

3° Directions asymptotiques, a)mptotes de la
courbe A.

Les valcurs infinies de x, y, z correspondent aux va-
leurs 0o, — 1 ¢t — 5 du parameétre p; on trouve ainsi, a
Paide des équations (24),

( o) r y? z B C

1 —_— = —— — - —  0u -0 L— 0
aat bib c;et ? ?

. x) .}I Zl
(26 o - = —— = ou C=o A—o
) aal b b cle; ’ ’

r? Y 22
(3 w— = 5 = — ou A=o0, B=—o.

@ T8 T

Les quatre premicéres directions (1°) correspondent a
quatre points doubles a I'infini sur la courbe gauche; les
asymptotes s’obtiendront & I'aide des équations (22)
[ (2°) et (3°)]; elles seront les intersections du plan tan-
gent au point considéré a I'infini sur la surface (3°) avec
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la polairc du second ordre da méme point relative a la
surface (2°). :

Les quatre directions (2°) correspondent a quatre points
simples a l'infini sur la courbe gauche; les asymptotes
seront les intersections des plans tangents au point con-
sidéré a I'infini aux surfaces (2°) et (3°).

Les quatre directions (3°) correspondent également a
quatre points simples 4 I'infini sur la courbe gauche;
pour obtenir 'asymptote en un de ces points, on prendra
la polaire du deuxiéme ordre de ce point relative a la sur-
face (2°), et le plan tangent a la surface (3°); une des
droites d’intersection sera I'asymptote cherchée.

Ces calculs n’offrent aucune difficulté et conduisent a
des résultats simples.

4° La courbe gauche A rencontre l'ellipsoide donné

xZ yl zz
Z;+F -+ - —1=0, ou C—p=o
en trente-deux points dont les coordonnées sont four-

_nies par les équations

] re* =a’a’, A=um,

(1) {ry»=0b3b%, ou B=n,

rz? =clc®, (C =p;
‘9r.z’::afa2(a’m—3n+9b’c’), \A: m.
(27) (29) ¢ { 2
j9ry’= b26*(b’m — 3r +gc*a’), (B =3
(grzzzrfc’(03m~—3n+9azb’), \C=p;

(3°)%t:o, A=o0, C=o;
\(40)%t:0, B—=o0, C=o;

t = o est le plan dc 'infini, cton a posé

rmalbie’ + bictat - clatbt = atar = b + clct.
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Les groupes (1°) et (2°) déterminent chacun Aut
points ou la courbe A rencontre ellipsoide, ce qui donne
16 points.

Le groupe (4°) détermine quatre points a linfini;
comme ces points sont des points doubles de la courbe
gauche, il en résulte 8 points de rencontre.

Enfin le groupe (3°) donne quatre points a I'infini; en
ces points la courbe gauche touche Vellipsoide, ce qui
équivaut a 8 points de rencontre.

On a bien ainsi les 32 points de rencontre de la courbe
gauche et de Dellipsoide.

11. On peut encore se proposer la question suivante :

QUEL EST LE LIEU DES PIEDS, SUR L'ELLIPSOIDE DONNE,
DES NORMALES RECTANGULAIRES ENTRE ELLES?

Si x, y, z sont les coordonnées du point d’otr sont is-
sues les normales, les coordonnées x4, ¥y, 2z, du pied de

I'une d’elles sont
alx ) by ¢’z

Ty

“ixa VTIiXxe ™ rpry

pour les trois normales rectangulaires, les valeurs de A
sont (n° 3) les trois racines de 1'équation

¥ 4+mM +n)+p—p (AN +Br+ C)=o.

Quant aux trois autres normales, les valeurs de A aux-
quelles elles correspondent sont les trois racines de 1'é-
quation

BWamh—4n)+p+al+BA+ 9, =o0;

ceci résulte évidemment de 'identité [(11), n° 3].
Or, si 'on remarque que, pour les points (x, y, z)
d’ou sont issues les normales considérées, les quantités U



(352)
et V sont nulles (n° 3), les égalités [(14), n® 4] donnent
alors
a=Ap, Bi=Bp+B, 9 =Cp-+2C.

Nous pouvons remplacer p par Z (n° 8), et p aura la

méme valeur que dans les équations (23) et (24), (n® 8
et 9).

Nous arrivons ainsi a cette double conséquence :

1° Les coordonnées X, Y, Z des pieds des trois nor-
males rectangulaires menées d’un point (x, y, z) de la
courbe A seront données par les égalités
atr by 'z

28} X =- v Y=
P A+ b

+ ¢t

T
et les trois valeurs de X seront les racines de Iéquation

1
(28 bis) ¥+ m¥ 4k + p— — (AN + Br+ C) = o;
23
2° Les coordonnées X', Y', 7' des pieds des trois
normales non rectangulaires mences du méme point
(z, ¥, 2) de la courbe A seront données par les égalités
atx bry c’z

' — Y=-+ry 2 =——
(29) X'= PUSEY T Ve

et les trois valeurs de X seront les racines de I’équation
(29 bis) N3m)*4n) 4+ p+ ~ (AX?+B) -+C)+B) +2C=o.
4

Dans les deux cas, x, y, z sont des fonctions de p
définies par les équations (23) ou (24), (n° 8 ou 9);
A, B, C sont des fonctions de x, y, z définies par les
égalités [ (22 bis), n° T].

Cette proposition, qui va nous servir pour aborder la
question que nous nous sommes posée, pourra étre fort
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utile si 'on veut pousser plus loin I'étude des propriétés
des systémes de normales rectangulaires.

12. Cherchons maintenant le lieu des pieds, sur Iel-
lipsoide donné, des normales rectangulaires.

Les coordonnées X, Y, Z du pied d'une de ces normales
sont données par les équations (28), et 4 doit vérifier
I'équation (28 bis). Des équations (28) on tire

X Y, . Z
(30) z=— (A +a?), r= 7 (X + 6%, z:;’()‘ -+ ¢%).

Si I'on substitue les valeurs (30) de x, y, z dans I'é-
quation (1) du n° 1, qui doit étre évidemment vérifiée, il
vient

X: N Y: " YA o
(31) 5 a? b? c? 1=

ou
( b2cX? + @’ Y+ a* b2 = a* by
c’est 'équation de Vellipsoide donné.
Il faut maintenant substituer les valeurs (30) de x, y, z

dans I’équation (28 bis), puis dans les équations (23), et
éliminer 1 et p entre trois des équations ainsi formées.

13. Pour faciliter les calculs dont je viens d’indiquer
) J q

la marche, je vais d’abord chercher les expressions des
quantités A, B, C en fonction de X, Y, Z et 1, et, dans
ce but, j’adopterai les notations suivantes :

A, = X2 Y2472,

B, = (8 + &) X2 + (¢ + @) Y2 o+ (@' + 7) 22,

C, = b c’X? + c*a? Y2 + a2 b2 72

D| — b‘c‘X’ -+ cta‘Y? -+ aiblZZ’

E =(0"+c)b'c' X2+ (2 +a?) ' a* Y + (a2 + b?) a* b4 22,

F, = 0°¢*X? + c®a*Y? + a® 6522,
Ann. de Mathémat., 2¢ séric, t. X. (Aot 1871.) 23
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puis rappelons-nous qu’on a posé (n° 17)

(A =x"+ y*+ 22,

B = (b+ )z + (¢ + a*) y* + (a* + b?) 2,

C = brcrz? + c’a’ﬂ—e— a*bh?z?:
(32 bis) ¢ ’

m==a®-+ b*+ ¢,

n :a'zbz_+_ bvcz +C’(Iﬂ,

p = arbcr,

Par la substitution des valeurs (30), les expressions

de A, B, C prendront, eu égard aux notations (32), les
valeurs suivantes :

(p*A =D+ 2pCik + p*A,,
(33) <PPB=EN+2p(mC — pA)) + p*B,,
PC=F ¥+ 2pD i+ p2C;

de la on déduit, aprés quelques transformations faciles,
(34) p*(AX 4B =+ C) = (¥ -+ m ) + nX -+ p) (\D, + pC.).

Si I'on substitue les valeurs (30) dans I’équation (28 bis)
et qu’on ait égard 4 la relation (34), il vient, aprés avoir
supprimé un facteur différent de zéro,

(35) pip = 2D, + pC.

En remplacant x, y, z par leurs valeurs (30) dans les
équations [(23), n® 8], et ayant égard pour cela aux rela-
tions (33), on trouve

S D, 2+ 2pC ) + p*A = mpp?,
(36) {(2p+1)[FX*+ 2p D+ p?Ci] = 3p°p%,
[ (p+1)[E2+2p(mC—pA )\ =+ p'B = 2npp.

1l s'agit maintenant d’éliminer A et p entre les équa-
tions (35) et (36).

Tirons A de I’équation (35), et substituons sa valeur
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dans les équations (36), il vient aprés quelques réduc-
tions faciles
p*(mD, — p*) = A, D, — Ci,
(pp— C)[2PF.F+ (DI —CiF)(p+1)]
(37) =p(C.—p)(pFip+D]—=CF,),
(mD, — pGC,)(pp — C.)? 2
+2D(mC,—pA,)(pp—C,)+ B,D}=2rD} ;—_f:—_—l-
14. Nous avons déja trouvé (n° 12)

(38, 1°) bc*X*+ '@ Y+ a*b*Z*= a*b*c*, c'est-a-dire, C,=p.

On simplifiera les calculs en introduisant immédiate-
ment cette hypothése dans les équations (37). Les deux
premiéres donnent
A, D, —p?

2 b

‘ﬁz:mﬂ—w

?2 P pE—=D,
p+1 pF 7

{38, 2°)

d’ou l'on conclut

F, (A, — m) + D,(mD, — p?)
38, 3e —1:2D,p .
(35,3 (pF,— D})(mD, — p)

Eu égard a ces valeurs, la troisiéme des équations (37)
devient, aprés avoir fait C, = p,

p(mD, — p?) (p—1))—2p’D, (A, — m)(p—1)
—D?2 2"P2_B‘(P + I),
1 P+l
ou, en chassant le dénominateur p + 1,
P’ —1)[(mD,—p*)(p —1) — 2D, (A, — m)]

=D 2np’— B,(p +1));
23.
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puis en remplacant, dans la premiére parenthése, (p —1)
par sa valeur (38, 3°), et, dans la deuxiéme parenthése,

(p—+1) par la valeur que fournissent les équations
(38, 2°),

P(AD — p*)(p*—1)=¢*(npF, — nD} — pB/F,).

Substituons enfin a p* et (p*—1) les valeurs déduites
de la premiére des équations (38, 2°), il vient, en sup-
primant des facteurs qui ne peuvent étre nuls,

7*AD, +~ nD?+ pB F, — mp?D, — npF, = o.

Or, a cause de C, = p, cette derniére équation peut
s ¢erire

P*AD, + nD?*+ pB F, — mpC, D — nC, F, =o.

Si I'on remplace A,, By, Cy,... par leurs valeurs (32),
on constate immédiatement que cette derniére équation
se réduit a une identité.

Par conséquent, la courbe cherchée est complétement
définic par les équations (38, 1°) et (38, 2°), équations
qu’on peut écrire
AD—C ¢ _CF—D:

—_— )

Pzﬁ 9 ),
mD, — pC, p+1 pF,

(39) Ci=p,

il reste a ¢liminer o entre les deux derniéres équa-
tions (39).

15. On a
A D —C} 2pF, (A, D, — C})
1 ————y 0 1= 9
mD, — pC, ' (mD, — pC,)(C,F, — D¥)

d’ou l'on conclut

(A/D,—C})(C F, — D})*(mD, — pC,)
=[2pF,(A,D, — C})— (mD, — pC,)(C, F, — D})].



(357)
Cette derniére équation peut s’écrire
(G F, — D})*(mD, — pC,) (A, D, — C?'— mD, + pC)
=4pF.(A, D, — C})[pF. (A, D, —C)

—(mD, — pC,){C,F, — D})},
ou, en remplagant p par C,, quand il résulte une réduction,
(C.F, — D?)(mD, — pG.) (A, — m)

=4pF,(A,D,—C?)(pA F,—mC,F +mD}—pC,D).

(r°)

Or, sil'on pose
M, =A,D —C}, pN,=CF —D?,
pP.=mCF,— pAF, +pC D — mD;,

(2°)

I'équation (1°) devient
N}(mD, — pC)(A, — m)+ 4{F,M, P, = o,
ou, en multipliant par p,
(3°) (mD,— pC.)(pA, — mC )N} + 4pF M, P, =o.
11 est d’ailleurs facile de voir que
q
' M, = atai Y2+ bBZAX 4 ot et XY,
. s Ny = a®a{Y?Z* + b0 2°X? + cfc!X?Y?,
(4°) ' P, == aa' Y22+ b* 5! 22 X2 + 4 X2 Y7,
| MPi—N’=a'b' ! X*Y'Z'D,.
En remplacant M, P, par la valeur que fournit la der-
niére des égalités (4°), I'équation (3°) deviendra
(5°) ’4“:beTX’Y’Z’C1F.D.
|+ N4C F, + (mD, — pC.)(pA, — mC,)]—o.
Mais si 'on pose
r = alb’c*+ bic*a’+ cla’ b,
r'=a*bict+ bic'at + clatb,

r’'=alb'c}(b*+ ) + blcta* - @*) 4 clar b (at + b?),
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on a identiquement
(6°) prA,=rF + pr’C,—r'D,,
et 'équation (5°) prend la forme définitive
4pPratdic!X*YZ:C, D, F,
() {  +(GF,—D:[+'D,(pC, — mD,)
+ rFi(mD, + 3pC)]=o.

16. Ainsi, en résumé :

La courbe, lieu des pieds, sur Uellipsoide donné, des
normales rectangulaires, est définie par les deux équa-
tions

A =p,
4piraibiciX Y22 Job©
(ho, 1) ] +(AC — WP[(3prae — mr' )
+ W (pr'dbo + mre)l =o;
dans ces équations, on a posé
[ o = b1 X2+ c2a? Y2+ a*b?Z2,
b = b'c' X2+ c‘a' Y+ a'biZ2,
(40,2°) { € = b5c*K?+ ca’Y? + a® b Z7;
d’ou
AS — == p(a®alY?Z? + b bIZ X2+ c*c} XYY,
m = a’~+ b*+4- ¢,
n = a*b*+ b+ cra?,
p = a*bc’;

/ al=b'— ¢,

(40, 3°)
bf: c?— a?,
("‘; = a*— b%;
r =albc+ bicta’+ cla*b?,

i
r = albic'+ bic'at 4 clat b,



(359 )
X, Y, Z, sont les coordonnées d’un point quelconque de
la courbe.
La courbe (40, 1°) est du vingt-quatriéme ordre; la
forme donnée aux équations qui la définissent permet
d’en signaler un certain nombre de propriétés.



