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HEU DES SOMMETS DES TR1ÈDRES TRIRECTANGLES DONT
LES COTÉS SONT NORMAUX A UNE SURFACE DU SECOND
ORDRE;

PAR M. PAINVJN,
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon.

1. Cette question, qu'on s'est posée souvent, n'a jamais
été résolue, que je sache; en voici une solution.

Prenons pour exemple un ellipsoïde que nous rappor-
terons à ses plans principaux; si .r, y, z sont les coor-
données d'un point du lieu, et que x1? yl9 z^ soient les
coordonnées du pied d'une des normales, on a

<r .y Y 1', Z S, X~ Y2 z]
=r- ~ —A, - ^ + - + -7-1=0;

on déduit des relations qui précèdent

, n'2.r b2y c2z
( ° ) z,( l ) jrt , j i - : 1 z, = . t f

/-ha1 A H- bl A -+- c:

puis

a2x* b2y2 c2z2 _
^ h-h a2)2 " ^ (A-hô2y "*" ( x - h c 2 ) 2 • ~ l — ° -

L'équation (1), du sixième degré en X, détermine six
valeurs de A, et les équations (i°) donnent les coordon-
nées des pieds des six normales correspondantes; d'ail-
leurs les cosinus des angles, avec les axes de coordonnées,
d'une normale en (xt^yi9 zt) sont proportionnels à

Ann. de Maihèmat.,ie série, l . X . (Août 1871.)
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et par suite à

D'après cela, si X1? ^2, i3 sont trois des racines de l'équa-
tion (i), et si nous écrivons que les normales correspon-
dantes sont perpendiculaires entre elles, on a les trois
équations de condition

( À , - + - ^ ) (A.H-tf2;

.x'2

Si les équations (2) étaient distinctes, elles détermine-
raient Xls X2, X3; et, en écrivant que le premier membre
do l'équation (1), rendue entière, est divisible par le pro-
duit (X—Xt)(X—X8) (X — X3), on aurait trois relations
entre x, jy, 2 ; il en résulterait alors qu'il n'y a qu'un
nombre limité de points satisfaisant aux conditions im-
posées.

Mais nous allons voir que les équations (2) ne déter-
minent pas Xt, X2, X3-, elles sont seulement équivalentes
à deux relations distinctes entre les fonctions symétriques

À | i À 2 —1 A g y À 'ji A ^ ~ i * A 2 A | ™i * A i A ^ j A | A 2 A 3 4

par conséquent, le lieu cherché sera une courbe gauche.
On peut s'expliquer ce fait en se rappelant que les six

normales menées d'un point à une surface du second
ordre sont sur un cône du second degré jouissant de la
propriété d'avoir une infinité de systèmes de trois géné-
ratrices rectangulaires.

2. Pour effectuer le calcul dont je viens d'indiquer le



point de départ, j'adopterai les notations suivantes

(I)

b2

puis, comme notations auxiliaires :

B' =z m A — B = a\

C' = «A — Czrza

III)

C'rrz—«A-h/wB-f- C = (

D"=z—pA-hmC =zb*c2(h2

(a2

(IV)

Ceci posé, les équations (2) s'écriront, après avoir chassé
les dénominateurs et eu égard aux relations (I), (II),
(III), (IV) :

,3)

4- C"hh -+-D'/(>2-f-X3)-4-E'/=ro,

9 2 ,
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Retranchons deux à deux les équations (3); il vient,
après avoir supprimé les facteurs /2 — /:. , )M — /, ,

,v A,-4-A2-f XJ-j-CtAj-h^j-hC'Ai + D'7— o,

' — O,

1 A>:;(Al-w2)-+-BAirA,-|-A2-t->.1)4-C' A.-hA^-hC'A-H-D"— o.

Retranchons encore deux à deux les équations (4) , on
trouve la relation unique

( 5 ) A ( A , / . , - + - A 3 A , - r A, A2) H - B i A, - h A..,-f- A3 } — « A - h / / ' B = o .

Si maintenant nous ajoutons les égalités (4 ; , puis les
égalités (3 ) , et qu'on joigne à Téquation (5) les résultats
ainsi obtenus, nous avons les trois relations suivantes :

•ipres

AH -b
A(aft

A ( p -

avoir

Ba —

- 3 / )

posé

1
i

f

riA -+-

-i-Ba2

+ B(i

a —~ A

p i ^ A

7 = : A

4 - (

Z g -

, -f-

2 A t -

, VA-

= o,

9. C -\-

- 3 7 )

- C" Ô

A 2 - + - y

f-^A,

C'Ja-f-
-+-0(26

H- 7.D7/s

- h A , A 2 ,

3 D" =:() ,

<. -f3E" = o

Des d e u x p r e m i è r e s é q u a t i o n s ( 6 ) , on t i r e

^ A p ~ — Ba + nk— mB,
(8)

et la substitution des valeurs (8) dans la troisième des
équations (6) donne lieu à une identité.

On peut aussi constater aisément que la vérification
des relations (6) entraine, comme conséquence néces-
saire, celle des relations (3).
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3 . Le premier membre de l'équation (i) doit être divi-

sible par

c'est-à-dire, en ayant égard aux notations (7), par

V — aV -h f). — 7 ,

ou enfin, d'après les valeurs (8 ) , par

— Ba -+- n A — mB , Ca — p A -+- mC
A Oik' " I — — — • — ' A " •

A A

Si l'on pose a -\- ?n = [ÂA , l'expression qui précède

devient

D'ailleurs, eu égard aux notations (1), (II), (HI)> (IV)
du n° 2 , l'équation (1) développée prend la forme sui-
vante :

( (y-t- /wÀ'-t- ni ~{~p)2— B'V— 2C'A3

( 1 O ) > • - - • • - D - U ' - :

Ainsi, en définitive, nous obtiendrons les équations
du lieu cherché en écrivant que le premier membre de
l'équation (10) est divisible par l'expression (9)*, p. est
une indéterminée qu'il faudra éliminer.

Nous exprimerons que celte division se fait exactement
en écrivant qu'on a identiquement

— [ipA H- D ' H 2 — 2/>BX — ^ C

i - [ A 3 4 - W A 2 + « / + y ; - fx(A)i2+ BÀ -r Cj |

X (^3 -I- m l1 -+- n A -f- p -f- a, A2 -h p, À -f 7,},

^n H M 7i étant trois nouvelles indéterminées.
On est ainsi conduit aux six relations suivantes, entre

lesquelles nous devons éliminer les quatre indéterminées
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( 34a )

a, — p A = O,

P, — f*B — A(xa,= - B',

7 , ~ p C 4 - w ( p , — f*B) — f*(Ap, -4- Ba,) = — 2C';

= - - 2 / > A — D ' ,

4. Des trois premières équations (12), on déduit :

7 l — A3p3-4- (2AB — mA2)pt2-i- (C -f- AB — ™A2)p

-4- {m7— in)A ~ rnB -h 2C.

Or, si Ton pose

j U = A2fx— B ' ^ — B'fx H- W ~ in,
( I ' 1 V = Af/2— w,

les valeurs précédentes de a n (3,, y! pourront s'écrire

a, — Af*,

p , = AV - i - B p - 4 - B ,

7, = AU -4- BV -t- Cf* -+- 2 C.

Substituons ces valeurs dans le second groupe des équa-
tions (12), il vient, en désignant par X, Y, Z les premiers
membres des équations résultantes,

X = (Afx — m){Al) -4- BV -h Cp •+- 2C)

— «)(AV-4-BpL-f-B)-t- ACp.'
B ) p i - 3pA — /2B-f-wC = o,

— / Î ) ( A I H - B V - J - Cpn- 2G)

-f- (Cp— p) (AV-t-Bft -+-B) -h (mC-fpB)p— 2/?B—o.

Z = (Cpt —/>\ (\TT - B V < Ctt
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Développons ces trois dernières équations en conservant
les termes en U; puis remplaçons A2//.3 et A/*2 à l'aide
des relations (i3), lorsque ces termes se présenteront
dans les autres calculs effectués; on trouve, sans difficulté
aucune, que les trois équations qui précèdent peuvent se
mettre sous la forme suivante :

X— (A> — B')U -f-ABu — C')V
-f- A(Cf*2-h IC[L — 3/?) = o ,

—C')U H-(BV-Df)V
-f-B(Cfx2H- iCf* — 3p) — o,

Z == (ACp —/>A)U -h(BCf* — pB)\

Il s'agit maintenant d'éliminer fx entre les trois équa-
tions (i5).

5. Posons encore

; M = r A C ' - B 5

N rnAD' — BC

(16)
P = AE"— G2

Q = BE"— CD7

puis formons les combinaisons

BZ — GY = o, AZ - CX - o, AY — BX :- o,

on trouve
. BZ — CY - PU -4- QV — o,

'17) < AZ — GX = NU -t- PV ~ o,
' A Y - ?,X =MU — NV - o;
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une quelconque de ces équations est une conséquence des
deux autres. On peut donc remplacer le système (i5) par
lesystème (17), auquel on joindra une des équations (i5).

La combinaison des équations (17) nous donne, par
exemple,

18)

(NQ — P2)U = o, (NQ — P2)V = o,

ou (MP— N2)U=:o, ( M P - N 2 ) V ^ o ,

ou (MQ —NP)U = o, (MQ —NP)V = o.

On déduit d'ailleurs des valeurs (16) les identités

( MP— N-— (b"—c2Y(cu~a2Y(a2~ b2)7x'xy7z2 k,

(16 bis) î MQ —NP=fô2— r2)2(c- — a2Y(a7— ù2)2x2y2z2B,

' NQ— V7 = (fr—("tY(c7—a*y{a2—b*)*x*y'z*C.

D'après cela, comme A, 13, C ne peuvent pas être nuls
à la fois, il résulte des équations (18)

(19) U = o, V = o ,

et les équations (i5) se réduisent alors à

( 19 bis) Cw*+ ?.Cu — 3p ~ o.

Ainsi les équation* du lieu cherché s'obtiendront en
éliminant p. entre les trois équations

(2O>

A 'J.- — m rzz o,

Cp.2 -f- 2Cp — 3/> — o,

A2fx3— Bp2— B'p-h m2— 2n~o, où B ' = m A — B.

6. L'élimination de ^ ne présente aucune difficulté}
en remplaçant d'abord ^ dans les deux dernières équa-
tions (20), il vient

aACy — 3/; A — wC,
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Comparant ces deux valeurs de f*, puis remplaçant \x par

— y on est conduit aux trois équations
A

/ 4/wAC2— (3/;A — mC)2,
A * " = (in A — / « B ) ! ,

7. CONCLUSION. — Le lieu des sommets des trièdres
trirectangles dont les côtés sont normaux à Vellipsoïde

r2

est une COURBE GAUCHE déjinie par les trois équations

i ( i ° ) 4 / w A C 2 = (3/ ;A — iwC)2,

( A ) ( 2 2 ) ' ( ? , ° ) / ? / A B 2 r = : ( 2 / 2 A — / / 1 B ) 2 ,

' ' 3 ° ) 3^>AB = C ( 4 ^ A — /wB).

Dans ces équations, on a posé

A— .z ' - f - j ' -h 2%

I 22 £/.y)
mr= «2-f- 6*' -f- c-,

// = fl2^2 -h 6V2-h c-ff2,

J'ai dit que la courbe était définie par les trois équa-
tions (22); c'est qu'en effet deux quelconques de ces
équations seraient insuffisantes pour bien déterminer
cette courbe. Ainsi, par exemple, si nous voulons la dé-
finir parles deux équations (20) et (3°) seulement, nous
voyons que les deux surfaces ( 20 ) et (3°) ont en commun
la courbe ( A = o, 1) = o), qui est une solution étrangère
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à la question, car elle n'appartient pas à la surface (i°)}
il en serait de même pour les autres combinaisons.

Notons que la courbe (A = o, B = o), solution étran-
gère, se compose de quatre droites passant par l'origine,
et que ces droites sont des droites doubles pour la sur-
face (a°).

8. Remarque 1. — Les trois équations (22) seront
vérifiées, et les solutions étrangères écartées, si l'on
prend

(4°) 2 / Ï A = m(p -4- i)B,

(A) (23) (5°)

(6°)

p désignant une constante tout à fait arbitraire. Remar-
quons que la nouvelle arbitraire p est liée à l'ancienne p.
par la relation

ceci résulte évidemment de la comparaison de la pre-
mière des équations (20) et de la troisième des équa-
tions (23).

Les équations (23) sont parfaitement aptes à définir
la courbe gauche en question, et nous en fournissent en
même temps une construction très-simple.

Pour une valeur donnée à l'arbitraire p, la dernière
des équations (23) représente une sphère, et les deux
premières déterminent quatre droites passant par le cen-
tre de cette sphère 5 les intersections de ces droites avec
la sphère donnent quatre points de la courbe gauche.

9. Remarque II. — Après avoir remplacé A, B,, C
par leurs valeurs (22 bis\« on peut résoudre les équa -
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lions (23) par rapport aux a;2,j% z* \ on trouve ainsi

/ f ?ö2 3 1i rx1 =a2, p' \ a*m n H p I ,

1 *' j / L

après avoir posé

3
4-

4

c2a\

La COURBE GAUCHE, lieu des sommets des triedres tri-
rectangles normaux à Vellipsoïde

x2 Y7 z7

a- b- c7

est complètement définie par les équations (^4), où p
est un paramètre arbitraire.

Les carrés des coordonnées d'un point quelconque de
la courbe sont ainsi des fonctions rationnelles fort sim-
ples d'un paramètre arbitraire. Il est probable qu'une
méthode synthétique pourra conduire plus rapidement à
ce résultat remarquable qui se dégage d'une analyse assez
délicate.

10. Signalons plusieurs propriétés immédiates de la
courbe que nous venons de déterminer :

i° La courbe gauche A est du seizième oindre.
Nous pouvons, en effet, définir cette courbe par les

équations (2°) et (3°) du groupe (22) ; or les deux sur-
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laces (a°) et (3°) sont des ordres 6e""' et 4eme respective-
ment: il faut d'ailleurs faire abstraction de la courbe
commune (A = o, B = o) qui n'appartient pas à la sur-
face (i°) •, et, comme cette courbe se compose de quatre
droites qui sont des droites doubles pour la surface (20),
il reste, en définitive, 24 — 4« 2 = *6 pour l'ordre de la
courbe gauche A.

La même conclusion se déduit facilement des équa-
tions (i°) et (3°).

La question est plus délicate si Ton détinit la courbe
par les deux surfaces

('2°) / w A B ' = ( 2 « A — w B ) - .

Ces surfaces sont toutes deux du sixième ordre; mais
elles ont d'abord en commun deux cercles confondus avec
le cercle imaginaire de l'infini, cercle qui n'appartient
pas à la surface (3°) ; l'ordre de la courbe se réduit donc
déjà à (36 — 4) = 32.

De plus, la courbe

B(3/>>A — wC) —2C(mB — 2/?A),

///AB2 = 'in A — ///B)2

appartient (sauf les quatre droites doubles A = o, H —o)
à la surface (i°), et n'appartient pas à la surface (3°);
on a ainsi une nouvelle courbe du seizième ordre dont il
faut faire abstraction, et il reste, pour Tordre définitif.
32 l 6 = l 6 . C.Q.F.D.

'Jt° Le centre de l'ellipsoïde est un point multiple du
huitième ordre pour la courbe gauche A; les huit tan-
gentes en ce point forment quatre couples de deux
droites coïncidentes qui sont données par les équations

A B C
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d ou l'on tin'

ri y l Z

a- b7 r

En etï'et, la courbe étant définie par les équations ( 2°)
et (3°) du groupe ( 22), on voit que l'origine est un point
multiple dont les tangentes sont fournies par les équa-
equations

2nA—mB) - o , C{/±nA — niB)— 3 / > A B — o ;

ce sont deux cônes du quatrième oidre qui ont seize gé-
nératrices communes formant huit couples de deux droites
coïncidentes*, parmi ces huit couples se trouvent lesquatie
couples (A =. o, B = o) dont nous devons faire abstrac-
tion • il reste alors les quatre couples déterminés par les
équations (25).

3° Directions asymptotiques, asymptotes de la
courbe A.

Les valeurs infinies de x, y, z correspondent aux va-
leuis o, — i et — 7 du paramètre p \ on trouve ainsi, a
laide des équations (24)7

. ( 1° I — z—ys - - - — OU B m O , C — O,

-"» X t 6

la\
ou C = o, A = o,

r2 y" z2

(3°) - - — — — — ou A ~ o , B = : o .
al b> <

Les quatre premières directions (i°) correspondent à
quatre points doubles à l'infini sur la courbe gauche \ les
asymptotes s'obtiendront à l'aide des équations (22)
[(20) et (3°)] ; elles seront les intersections du plan tan-
gent au point considéré à l'infini sur la surface (3°) avec
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la polaire du second ordre du même point relative à la
surface (20).

Les quatre directions (20) correspondent à quatre points
simples à l'infini sur la courbe gauche -, les asymptotes
seront les intersections des plans tangents au point con-
sidéré à l'infini aux surfaces (20) et (3°).

Les quatre directions (3°) correspondent également à
quatre points simples à l'infini sur la courbe gauche ;
pour obtenir l'asymptote en un de ces points, on prendra
la polaire du deuxième ordre de ce point relative à la sur-
face (20), et le plan tangent à la surface (3°) ; une des
droites d'intersection sera l'asymptote cherchée.

Ces calculs n'offrent aucune difficulté et conduisent à
des résultats simples.

4° La courbe gauche A rencontre Vellipsoïde donné

en trente-deux points dont les coordonnées sont four
nies par les équations

ou B =

(
1— a\a2 {a}m — 3/2 + o è 2 c 3 ) , I A =: - ' ,

1 I Q

b]b2(b7m— 3n -f-9^02), °U IB — ^ ,

(3°)!r=o, A = o, C=o;

t = o est le plan de l'infini, et on a posé

r ~a2
t?>*c7+ b]c"a» -4- c]a7b7 = a\a" -4- b]b'' -f- c\c*.
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Les groupes (i°) et (a0) déterminent chacun huit

points où la courbe A rencontre l'ellipsoïde, ce qui donne
16 points.

Le groupe (4°) détermine quatre points à l'infini 5
comme ces points sont des points doubles de la courbe
gauche, il en résulte 8 points de rencontre.

Enfin le groupe (3°) donne quatre points à l'infini \ en
ces points la courbe gauche touche l'ellipsoïde, ce qui
équivaut à 8 points de rencontre.

On a bien ainsi les 32 points de rencontre de la courbe
gauche et de l'ellipsoïde.

11. On peut encore se proposer la question suivante :

QUEL EST LE LIEU DES PIEDS, SUR L'ELLIPSOÏDE DONNÉ,

DES NORMALES RECTANGULAIRES ENTRE ELLES?

Si xy y, z sont les coordonnées du point d'où sont is-
sues les normales, les coordonnées #1 ,^1 , zi du pied de
l'une d'elles sont

pour les trois normales rectangulaires, les valeurs de X
sont (n° 3) les trois racines de l'équation

V -h ml2 -f- ni -f- p — p ( AX2 -+- Bl -h C) = o.

Quant aux trois autres normales, les valeurs de A aux-
quelles elles correspondent sont les trois racines de l 'é-
quation

lz 4- m\2 -4- ni -+- p -f- atV -h pA -h y{ =z o;

ceci résulte évidemment de l'identité [ ( n ) , n ° 3 ] .
Or, si l'on remarque que, pour les points (x^y-, z)

d'où sont issues les normales considérées, les quantités U



et V sont nulles (n° o), les égalités [(i4)> n ° ^J donnent
alors

a,=:Ap, p, = Bfx-+-B, 7 l=Cf*H-2C.

Nous pouvons remplacer /z par - (n° 8) , et p aura la

même valeur que dans les équations (23) et (24), (nos 8
et 9).

Nous arrivons ainsi à cette double conséquence :

i° Les coordonnées X, Y, Z des pieds des trois nor-
males rectangulaires menées d'un point [x, y, z) de la
courbe A seront données par les égalités

„01 v __?!£_, y-_*!!_ , 7 - c ' z

h -\- a' k -\- b2 / -\- c2

et les trois 'valeurs de 1 seront les racines de l équation

(28 bis) À3 -h m),2 -I- /?/ -h /; — - (A>2 -I- B / -4- C) — o ;
0

2° ie.ç coordonnées X;, Y7, Z' <fe$ pieds des trois
normales non rectangulaires menées du même point
[x, y, z) de la courbe A seront données par les égalités

( 2 Q } X z=r — 5 I = . — — 5 Z = — ?

f̂ les trois valeurs de X' seront les racines de Véquation

(29 to) V3+/?iV2-f./iV-f-/î4-- (AV 2 - | -BVH-C)- I -BV+2C=O.

P
Dans les deux cas, x, y, z sont des f onctions de p

définies par les équations (23) ou (24), (nos 8 ou 9) ;
A, B, C sont des fonctions de x, y, z définies par les
égalités [ (22 bis), n° 7 ] .

Cette proposition, qui va nous servir pour aborder la
question que nous nous sommes posée, pourra être fort
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utile si l'on veut pousser plus loin l'étude des propriétés
des systèmes de normales rectangulaires.

12. Cherchons maintenant le lieu des pieds, sur l'el-
lipsoïde donné, des normales rectangulaires.

Les coordonnées X, Y, Z du pied d'une de ces normales
sont données par les équations (28), et X doit vérifier
l'équation (28 bis). Des équations (28) on tire

a7 b2 ' c7

Si Ton substitue les valeurs (3o) de .r, y, z dans l'é-
quation (1) du n° 1, qui doit être évidemment vérifiée, il
vient

X5 Y2 Z'
\ •? + " ^ ~ f " ? ~ " I = = : O >

b2c7X2 -+- cûc1 Y2 -+- * 2 6 2 Z 2 = n2b2c2;

c'est l'équation de l'ellipsoïde donné.
Il faut maintenant substituer les valeurs (3o) de x,y, z

dans l'équation (28 bis), puis dans les équations (23), et
éliminer 1 et p entre trois des équations ainsi formées.

13. Pour faciliter les calculs dont je viens d'indiquer
la marche, je vais d'abord chercher les expressions des
quantités A, B, C en fonction de X, Y, Z et X, et, dans
ce but, j'adopterai les notations suivantes :

(32)

A, = X2 -*- Y2 -f- Z2,

B, = ( b* -f- e-) X2 -4- (c2 -f- a') Y2 -f- ( «2 -h b* ) Z2,

C, = 6Jc'X2-4- c2fl2Y2-+-ö262Z2;

D , = b*c*X> -+• c* a*Y2 -h a* b*Z\

E, = (̂ 2 + c2) * V X a -f- (c2 -4- Û2) c*a*Y* + (a*-i-b*)a*

F, = ^6c6X2 -+- C 6 Ö 6 Y 2 -4 - Ö 6 ^ 6 Z 2 ;

Ann. de Malhémal., ->« série, t. X. (Août 1871.) 23



(354 )
puis rappelons-nous qu'on a posé (n° 17)

A = x2 4- j 2 4- z\

B = (b2 -t- c2)x24- (c24- a2) y2 4- (a7 4- 62)z2,

C ~ b7c2x2 4- tfa? r 2 4- /?2A2z2;
(32 bis)

m m «2 .^ £5 ̂ _ C'^

'/? -r a'b1 4 - />V2 4 - c2/72,

Par la substitution des valeurs (3o), les expressions
de A, B, C prendront, eu égard aux notations (32), les
valeurs suivantes :

ip2A r= D, A2 -f- S>.

(33) p'B — E,X2 -

' / ? 2 C = F , > 2 -

de là on déduit, après quelques transformations faciles,

(34) p2 (Al2 + B^ + C)=(l3 + /n)i2+

Si Ton substitue les valeurs (3o) dans l'équation (28 bis)
et qu'on ait égard à la relation (34)5 il vient, après avoir
supprimé un facteur différent de zéro,

(35) /?
2
r, = -Aü14-/?C1.

En remplaçant x, ƒ, z par leurs valeurs (3o) dans les
équations [(23 ), n° 8], et ayant égard pour cela aux rela-
tions (33), on trouve

/ D,X3- /
(36) I (sp4-1) [F,À2 •+- *p D,\ 4- />2

( (p +i)[E1). î+2/3(/nC1-

Il s agit maintenant d'éliminer X et p entre les équa-
tions (35) et (36).

Tirons 1 de Téquation (35), et substituons sa valeur



{ 355 ).
dans les équations (36), il vient après quelques réduc-
tions faciles

), —/?2) — A,D, — CJ,

(37)
H-2D,(iwC,— pkx){pp

14. Nous avons déjà trouvé (n° 12)

(38,i°) i2c !X2+c2fl2Y2+û2ô2Z2=:û2^2 , c'est-à-dire, C,=:^.

On simplifiera les calculs en introduisant immédiate-
ment cette hypothèse dans les équations (37). Les deux
premières donnent

, _ A, D, - / > '
\ P ~ iwD,—p 1 '

( 3 8 O )

d'où Ton conclut

<38 3<-l 0 , _( 3 8 , 3 ) ? _ 1 _

Eu égard à ces valeurs, la troisième des équations (37)
devient, après avoir fait C4 = p ,

p*) (p - ! ) ' - 2/,'D, (A, - W)fp - 1)

ou, en chassant le dénominateur p - f 1,

p>(p*~i)[(mDt —p*)(p - 1) _ 2D, (A, - m ) ]
B1(p + i)];

7.3.



( 356 )

puis en remplaçant, dans la première parenthèse, (p —i)
par sa valeur (38, 3°), et, dans la deuxième parenthèse,
(p-f-i) par la valeur que fournissent les équations
(38, 2°),

/;2(A, D, — ^ K p ' — i ) ^ p2(/*/>F, — «DJ — /;B,F, ).

Substituons enfin à p2 et (p2— i) les valeurs déduites
de la première des équations (38, 2°), il vient, en sup-
primant des facteurs qui ne peuvent être nuls,

/;2A, D, -+- nV>] H-/?B,F, — w/?2D, —np¥i — o.

Or, à cause de Ct = p , cette dernière équation peut
s'écrire

/^A.D, -f- «Dî-h/?B,F, — mpCx D — nCx F, = o.

Si Ton remplace A15 Bl9 Ci,... par leurs valeurs (32),
ou constate immédiatement que cette dernière équation
se réduit à une identité.

Par conséquent, la courbe cherchée est complètement
définie par les équations (38, i°) et (38, 2°), équations
qu'on peut écrire

( 3 9 ) C , =
p-f-i

il reste à éliminer p entre les deux dernières équa-
tions

15. On a

,__ A, D, — C; _ 2/?F,(A,D, — Cf)
' " m D . - ^ C , ' " (wD, — /?C,)(C,F, —

d'où Ton conclut

, F, — DJ)].



Cette dernière équation peut s'écrire

(C, F» — D2)3(wD, — pC{) (A, D, — Ca — mD, -+- />C.)
= 4 /^ . ( ^0 , -C ; ) [ / »F , (A , D . - C J )

ou, en remplaçant p par Ct, quand il résulte une réduction,

(C,Fl —D;)2(wDl~/?C1)(A1 —m)

= 4/?F,(A,D, — C2)(/?A,F, — wC,F, + wDJ—/3C,D,).

Or, si Ton pose

M, = A, D, — Cî, />N, = C, F, — D2,
(2°)

/?P, = m Ci F, — /> A, F, -h /;C, D, — w D ; ,

Téquation (i°) devient

Nj(niD, —pCx)(Ai — m)-h 4F, M, P, = o ,

ou, en multipliant par p,

(3°) (mD,— pCi)(pAt — wiC,)N2 + 4/?Ft M, P, = o.

Il est d'ailleurs facile de voir que

j
\ M, P, — N2 = a{ 6J c\ X2Y2Z2D,.

En remplaçant M, Pj par la valeur que fournit la der-
nière des égalités (4°)? l'équation (3°) deviendra

j4«î&;c;x'Y'z>cFD

Mais si l'on pose

r ~a\

r"— r/26V2(62-+- c2^ -4-



( 358 )
on a identiquement

(6°) />VA, = rF, -+-pr"C{ — r'D,,

et l'équation (5°) prend la forme définitive

(7° 4. (C,F,— D ^

16. Ainsi, en résumé :

La courbe, lieu des pieds, sur Vellipsoïde donné, des
normales rectangulaires, est définie par les deux équa-
tions

(4o, 1°)

équationSy on a posé

G =

d'où

a«b«Z2;

(4o,
2 2

Cj Cl

r' —ah



X, Y, Z, sont les coordonnées (Vun point quelconque de
la courbe.

La courbe (4o, i°) est du vingt-quatrième ordre 5 la
forme donnée aux équations qui la définissent permet
d'en signaler un certain nombre de propriétés.


