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PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE CONIQUES, DANS LESQUELS SE
TROUVENT DES CONDITIONS DE PERPENDICULARITÉ ENTRE
DIVERSES SÉRIES DE DROITES,

PAR M. CHASLES.

( Extrait des Comptes rendus des séances de P Académie des Sciences, t. LXXII. )

Une série de droites perpendiculaires à d'autres droites
donne lieu généralement à trois questions principales :
la recherche de la courbe enveloppe de ces droites, celle
de la courbe sur laquelle se trouvent leurs pieds de per-
pendicularité, et celle de la courbe lieu des points de
rencontre de ces droites et des coniques auxquelles elles
appartiennent.

Lorsque les perpendiculaires sont des tangentes aux
coniques, la troisième question se change en celle du
lieu de leurs points de contact.

Je réunirai sous un même numéro ces trois questions,
bien qu'elles soient différentes, pour éviter de répéter
dans les énoncés des théorèmes l'hypothèse qui leur est
commune.

61. Les diamètres perpendiculaires aux tangentes des
coniques en leurs points sur une droite D :

i° Enveloppent une courbe de la classe /ut + 8v, qui
a une tangente multiple d'ordre 2và l'infini ;

2° Rencontrent les tangentes en des points situés sur
une courbe de la classe '2fji + 4v, ayant deux points
multiples d'ordre fx -f- v aux deux points circulaires à
l'infini ;

3° Ont leurs extrémités sur une courbe de l'ordre
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62. Les diamètres perpendiculaires aux tangentes issues

d'un point S :
i° Enveloppent une courbe de la classe 3v, qui a une

tangente multiple d'ardre iv h l'infini;
2° Rencontrent les tangentes en des points situés sur

une courbe de Tordre 4 v, qui a en S u n point multiple
d'ordre 3 v -,

3° Ont leurs extrémités sur une courbe d'ordre
2|U -f- 6v.

63. Les diamètres perpendiculaires aux droites qui
vont d'un point Q aux points des coniques sur une
droite I) :

i° Enveloppent une courbe de la classe fx H- i v \
a° Rencontrent les droites auxquelles ils sont per-

pendiculaires en des points situés sur une courbe de
l'ordre 2a H- 2V, qui a deux points multiples d'ordre \x
aux points circulaires de l'infini-,

3° Ont leurs extrémités sur une courbe de l'ordre
(\\x -H 4 y.

6 i . Les diamètres perpendiculaires aux droites me-
nées d'un point Q aux points de contact des tangentes
issues d'un point S :

i° Enveloppent une courbe de la classe [x -f- 3v.
'i° Rencontrent les droites auxquelles elles sont per-

pendiculaires sur une courbe de l'ordre 2u-f- 4V? qui a

deux points multiples d'ordre p. -h v aux deux points
circulaires de l'infini ;

3° Ont leurs extrémités sur une courbe <de l'ordre
4ju-f-6v.

65. Les diamètres perpendiculaires d'un point P :
i° Enveloppent une courbe de la classe fx -4- v, qui a

une tangente multiple d'ordre v à l'infini ;
a° Rencontrent les polaires en des points dont le lieu

est une courbe de l'ordre '2p.-\-v, qui a deux peints
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multiples d'ordre f/, aux deux points circulaires à Fin-
fini*,

3° Ont leurs extrémités sur une courbe de Tordre
3/*-f- 2V.

66. Les tangentes perpendiculaires aux points d'une
droite D :

i° Enveloppent une courbe de la classe 2fzH-4v> qui
a une tangente multiple d'ordre 3 v à l'infini ;

2° Rencontrent les tangentes auxquelles elles sont
perpendiculaires sur une courbe de l'ordre 2fJi-f-4v->
qui a deux points multiples d'ordre p -f- v aux deux
points circulaires à l'infini -,

3° Ont leurs points de contact sur une courbe de
Tordre 4|̂ "+" 4V*

67. Les tangentes perpendiculaires aux tangentes issues
d'un point S :

i° Enveloppent une courbe de la classe 4V> qui a une
tangente multiple d'ordre 2V à l'infini;

2° Rencontrent les tangentes issues du point S, sur
une courbe d'ordre 4v, qui a un point multiple d'ordre
2V en S, et deux points multiples d'ordre v aux deux
points circulaires à Tinfini -,

3° Ont leurs points de contact sur une courte de
Tordre 2^ -h 4V*

68. Les tangentes perpendiculaires aux droites me-
nées d'un point Q aux points des coniques sur une
droite D :

i° Enveloppent une courbe de Tordre 2^-4-a v, qui
a une tangente multiple d'ordre 2V à l'infini;

2° Rencontrent les droites auxquelles elles sont per-
pendiculaires en des points dont le lieu est une courbe
de Tordre 2,m-6v, qui a un point multiple d'ordre
afi-r- 2v en Q, et deux points multiples d'ordre 4v aux
deux points circulaires de Tinfini ;
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3° Ont leurs points de contact sur une courbe de

J'ordre 4 ^ + 2V»
69. Les tangentes perpendiculaires aux diamètres qui

partent des coniques sur une droite D :
i° Enveloppent une courbe de la classe 2pi + 6v,
2° Rencontrent les diamètres sur une courbe de l'ordre

4/* •+- iov, qui a une tangente multiple d'ordre i]x -+• 4V

aux points circulaires de l'infini;
3° Ont leurs points de contact sur une courbe de

Tordre 4^ + 6v.
70. Les tangentes perpendiculaires aux diamètres qui

partent des points de contact des tangentes issues d'un
point S :

i° Enveloppent une courbe de la classe 4 ^ + 4V> q11*
a une tangente multiple d'ordre 2V à l'infini;

20 Rencontrent les diamètres en des points situés sur
une courbe de l'ordre 8p.-f-6v, qui a deux points mul-
tiples d'ordre 4 ^ + 2 V aux deux points circulaires de
l'infini ;

4° Out leurs points de contact sur une courbe de Tor-
dre 6^ -f- 4V-

71. Les tangentes perpendiculaires aux asymptotes des
coniques :

i° Enveloppent une courbe de la classe i\k -j- 2 V, qui
a une tangente multiple d'ordre 211 à l'infini',

20 Rencontrent les asymptotes en des points situés sur
une courbe de l'ordre 2 \k -j- 3 v ;

3° Ont leurs points de contact sur une courbe de l'or-
dre 4^ H- 2 v*

72. Les tangentes perpendiculaires aux polaires d'un
point P :

i° Enveloppent une courbe de la classe 2^-|-v, qui
a une tangente multiple d'ordre v à l'infini j

20 Rencontrent 1rs polaires sur une courbe de Tordre
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4/x H- v, qui a deux points multiples d'ordre 2 v aux deux
points circulaires à l'infini *,

3° Ont leurs points de contact sur une courbe de
l'ordre 3/x -+- v.

73. Des points des coniques sur une droite D, on abaisse
des perpendiculaires sur les diamètres qui passent par un
point P :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe ^H-2V, qui a une tangente multiple d'ordre av
coïncidante avec D, et une tangente multiple d'ordre fx
à l'infini ;

2° Les pieds des perpendiculaires sont sur une courbe
de l'ordre jui-t-4v, qui a en P un point multiple de
Tordre /x -h 2V,

3° Les perpendiculaires rencontrent les coniques en
des points situés sur une courbe de l'ordre 3ju-f- J\V.

74. Si des points des coniques sur une droite D on
abaisse des perpendiculaires sur les tangentes issues d'un
point S :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe i\x -f- 2V;

Ü° Leurs pieds sont sur une courbe de Tordre 2j^H-4v>
qui a un point multiple d'ordre i\k-\~ 2V en S, et deux
points multiples d'ordre 2V aux deux points circulaires
de Tinfini}

3° Les points où elles rencontrent les coniques sont
sur une courbe de Tordre 6^ -f- ^v.

75. Des points des coniques sur une droite D, on
abaisse des perpendiculaires sur les diamètres qui passent
par les points d'une autre droite D' :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe 4f*-h4v? qui a une tangente multiple d'ordre^
à Tinfini;

a0 Leurs pieds sur les diamètres sont sur une courbe



de l'ordre ôp -h 8v, qui a deux points toultiples d'ordre
'jbfx-\-4v aux deux points circulaires de l'infini, et un
point multiple d'ordre p au point de rencontre de D
et D';

3° Les points où les perpendiculaires rencontrent les
coniques sont sur une courbe de l'ordre io/i -f- 8v.

76. Si d'un point de chaque conique sur une droite D
on mène une perpendiculaire sur la tangente eri l'autre
point :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe 2|x + v, qui a une tangente multiple d'ordre (x -f- v
coïncidante avec D, et une tangente multiple d'ordre p à
l'infini ;

'2° Les pieds des perpendiculaires sont sur une courbe
de la classe 3f* -f- av, qui a deux points multiples d'ordre
(fx-+- v) aux deux points circulaires à l'infini;

3° Les perpendiculaires rencontrent les coniques en
des points situés sur une courbe de Tordre 5p. -h- av.

77. D'un point de chaque conique sur une droite D
on abaisse une perpendiculaire sur le diamètre qui passe
par l'autre point :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe 2j!/.-J-2v, qui a une tangente multiple d'ordre
ja-f-av coïncidante avec D, et une tangente multiple
d'ordre (x à l'infini \

2° Leurs pieds sont sur une courbe de Tordre 3/x-+- 4 v ;
3° Les points où elles rencontrent les coniques sont

sur une courbe de Tordre 5p -f- 4V-
78. Si les coniques sont coupées par deux droites D, If:
i° Les diamètres perpendiculaires aux cordes ihter*

ceptées entre ces droites enveloppent une courbe de la
classe 3|x -H 4V-» qu* a u ü e tangente multiple d*ordre 4*
à l'infini ;

2° Ces diamètres rencontrent les cordes en des point0
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dont le lieu est une courbe de Tordre 6fi-f-4*S qui a
deux points multiples d'ordre 3 p. aux deux points circu-
laires de l'infini;

3° Les extrémités des diamètres sont sur une coarbe
de Tordre iou -f- 8v.

79. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les diamètres qui passent par un point P rencontrent les
coniques en des points situés sur une courbe de Tordre
u + 2V, qui a un point multiple d'ordre ju en Q.

80. Si d'un point Q on mène des perpendiculaires aux
diamètres qui parlent des points des coniques sur une
droite D :

i° Ces perpendiculaires ont leurs pieds sur une courbe
de Tordre -±p -f- 4*S qu* a trois points multiples d'ordre
fx -f- 2v, l'un en Q et les deux autres aux points circu-
laires à Tinfini \

2° Elles rencontrent les coniques sur une courbe de
Tordre 4|^-h4y> qu* a u n point multiple d'ordre 2^ en Q.

81. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les diamètres qui partent des points de contact des tan-
gentes issues d'un point S :

i° Ont leurs pieds sur une courbe de Tordre 4f* -f- 2 ^ ,
qui a un point multiple d'ordre I\L -f- v en Q,

a° Rencontrent les coniques en des points situés sur
une courbe de Tordre 4^- -f- 2 v, qui a un point multiple
d'ordre 2JUL -f- v en Q.

82. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les tangentes aux points d'une droite :

l° Ont leurs pieds sur une courbe de Tordre I\L -f- 2 v,
qui a en Q un point multiple d'ordre \x. -f- v;

20 Rencontrent les coniques en des points dont le lieu
est une courbe de Tordre 4f* -+- 2V, qui a en Q un point
multiple d'ordre 2/x.

83. Les perpendiculaires abaissées d'un point sur les
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tangentes issues d'un point S rencontrent les coniques
en des points situés sur une courbe de Tordre i\k -h 2V,
qui a un point multiple d'ordre i\x en Q.

84. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les polaires d'un point P :

i° Ont leurs pieds sur une courbe de l'ordre 2JU., quia
trois points multiples d'ordre p., l'un en P et les deux
autres aux points circulaires à l'infini\

2° Rencontrent les coniques en des points situés sur
une courbe de l'ordre 3/x, qui a en Q un point multiple
d'ordre [JL.

85. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les polaires d'un point P rencontrent les diamètres menés
d'un point P, en des points dont le lieu est une courbe
de l'ordre [x -H V, qui a deux points multiples, l'un d'ordre
[k en P l 5 et l'autre d'ordre v en Q.

86. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les polaires d'un point P rencontrent les diamètres qui
partent des points des coniques sur une droite D, en des
points dont le lieu est une courbe de l'ordre 3/^-1- 2 V,
qui a en Q un point multiple d'ordre [Â -f- iv.

87. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les polaires d'un point P rencontrent les tangentes issues
d'un point S, en des points dont le lieu est une courbe
de l'ordre '.2^-4- v, qui a en S un point multiple d'ordre
2^, et en Q un point multiple d'ordre v.

88. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les polaires d'un point P rencontrent les tangentes aux
points d'une droite D en des points dont le lieu est une
courbe de Tordre 3^-f-v, qui a un point multiple d'ordre
p -h v en Q.

89. Par le pôle d'une droite D dans chaque conique,
on mène les deux droites rectangulaires conjuguées par
rapport à la conique :
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i° Ces droites enveloppent une courbe de la classe
[x -f- 2V, qui a deux tangentes multiples d'ordre v, Tune
coïncidante avec D, et l'autre à l'infini 5

20 Le lieu des points où elles rencontrent les coniques
est une courbe d'ordre 2W -f— 5 v.

90. Si par un point Q on mène dans chaque conique
les deux droites conjuguées rectangulaires, ces droites
rencontrent les coniques en des points situés sur une
courbe d'ordre 2^-4- 2 v, qui a un point multiple d'ordre
ili en Q.

91. Si des points où les diamètres menés d'un point Pj
rencontrent une droite A, on abaisse des perpendiculaires
sur les polaires d'un point P :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de
la classe jtx -f— v ;

20 Leurs pieds sur les polaires sont sur une courbe
d'ordre 2^-f-v, qui a deux points multiples d'ordre [x
aux deux points circulaires de l'infini;

3° Les points où elles rencontrent les coniques sont
sur une courbe de Tordre 3^- j - 2 V.

92. Si aux points où les diamètres issus d'un point P
rencontrent une droite A on mène les perpendiculaires
à ces diamètres, ces perpendiculaires rencontrent les co-
niques en des points situés sur une courbe d'ordre

93. Si par les points où les diamètres qui partent
d'une droite D rencontrent une droite A on mène des
perpendiculaires à ces diamètres :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de
la classe i\x -+- 4V?

20 Les points où elles rencontrent les coniques sont
sur une courbe de l'ordre 6(À -f- 8v.

94. Si par les points où les diamètres qui partent des
points des coniques sur une droite D rencontrent une
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droite A on mène des perpendiculaires aux polaires d'uu
point P :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de
la classe 3fjt + av ;

'2° Rencontrent les coniques en des points situés sur
une courbe de l'ordre 8/w. H— 4v.

95. Si des points où les tangentes aux coniques en
leurs points sur une droite D rencontrent une droite A
on abaisse des perpendiculaires sur les polaires d'un
point P :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe 3 £*-+-*, qui a une tangente multiple d'ordre 2fx
coïncidante avec A ;

2° Leurs pieds sur les polaires ont pour lieu une courbe
de l'ordre 5JU -+- v, qui a deux points multiples d'ordre 2V
aux points circulaires de l'infini ;

3° Les points où elles rencontrent les coniques sont sur
une courbe de Tordre 8{JL -f- 2v,

96. Si des points où les tangentes issues d'un point S
rencontrent une droite A on abaisse des perpendiculaires
sur les polaires d'un point P :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe 2^-f- v ;

i° Leurs pieds sur les polaires de P sont sur une courbe
de l'ordre 4/* -+- V5 (Iui a deux points multiples d'ordre a^
aux deux points circulaires de l'infini;

3° Les points où elles rencontrent les coniques sont
sur une courbe d'ordre 6>[x 4- 2V.

97. Si par les points où les perpendiculaires abaissées
d'un point Q sur les polaires d'un point P rencontrent
une droite A on mène les diamètres des coniques :

i° Ces diamètres enveloppent une courbe de la classe



2° Leurs extrémités sont sur une courbe de Tordre
3jtA-|- 2 V .

98. Si par les poiuts où les perpendiculaires abaissées
d'un point Q sur les polaires d'un point P rencontrent
une droite A on mène des tangentes :

i° Ces tangentes enveloppent une courbe de la classé
2fX-f- V,

i° Leurs points de contact sont sur une courbe d'ordre

99. Par chaque point d'une conique sur une droite D
on mène la perpendiculaire au diamètre qui passe par ce
point :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de là
classe 2fx-}-2V, qui a une tangente multiple dWdre
pi4-2V coïncidante avec D, et une tangente multiple
d'ordre a à l'infini;

2° Elles coupent les coniques en des points dont le
lieu est une courbe d'ordre 5^-f-4v*

100. Les tangentes perpendiculaires aux diamètres
menés d'un point P :

i° Enveloppent une courbe de la classe 3v;
2° Rencontrent les diamètres en des points situés sur

sur une courbe d'ordre 5v* qui a en P un point mul-
tiple d'ordre 3v \

3° Ont leurs points de contact sur une courbe d'ordre
(A -h 3V.

101. Les perpendiculaires abaissées d'un point Q sur
les diamèlres passant par un point P rencontrent les co-
niques en des points situés sur une courbe d'ordre 3v; et
les tangentes en ces points enveloppent une courbe de la
classe [JL -h 3v.

102. Les perpendiculaires abaissées d'un point P sur
les polaires de ce point rencontrent les coniques en des
points situés sar une courbe d'ordre 2jtx \ et les tangentes



en ces points enveloppent une courbe de la classe 5[x.
103. Si des points de contact des tangentes issues d'un

point S on mène des perpendiculaires aux cordes com-
prises entre deux droites D, D' :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe IOJUL-}-4v, qui a une tangente multiple d'ordre
4p-f~4^ a l'infini;

2° Leurs pieds sur les cordes sont sur une courbe de
Tordre i6fjt-f- 4V? qui a deux points multiples d'ordre
6fx aux deux points circulaires de l'infini 5

3° Leurs points de rencontre avec les coniques aux-
quelles elles 'se rapportent sont sur une courbe de l'ordre

104. Si les coniques sont coupées par trois droites
D, D', D", et que de leurs points D" on abaisse des per-
pendiculaires sur les cordes comprises entre D et D' :

i° Ces perpendiculaires enveloppent une courbe de la
classe iofjt, qui a une tangente multiple d'ordre 6/x coïn-
cidante avec D'7, et une d'ordre 4/* a l'infini ;

20 Les pieds des perpendiculaires sont sur une courbe
de l'ordre i6fz, qui a deux points multiples d'ordre 6{Â
aux deux points circulaires de l'infini 5

3° Les perpendiculaires coupent les coniques en des
points dont le lieu est une courbe de l'ordre 24/x.


