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+ SUR LE NOMBRE DES NORMALES REELLES
QUE L'ON PEUT MENER D’UN POINT DONNE A UN ELLIPSOIDE;

Pan JOACHIMSTHAL.

(Traduit de I’allemand. — Extrait du tome LIX du Journal de Crelle.)

1.

Z Z
Sonent = + F + = =1 D’équation de Vellipsoide,
E,n, ¢ les coordonnees du point donné.
Les coordonnées du pied d’une normale passant par le

point (£, n, {) satisfont aux équations

E—=x n——-y__l;—z.

(1) x:y_z

a b

Désignons par — u la valeur commuane de ces trois
rapports; on a
ak bn ct

y —
a—u r b— u c—u

(2) = s

et u doit satisfaire & I'équation du sixiéme degré

ag? bn? <
@—wi " (b—uy  (c—up

(3)

On voit par I’équation (1) que u est le produit des dis-
tances de I'origine des coordonnées et du point (&, , {)
au plan qui touche 'ellipsoide au point (x, y, z), ce pro-
duit étant pris positivement ou négativement, suivant
que ces deux points sont situés d’un méme coté du plan
ou de cotés différents.
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Pour résoudre le probléme proposé, il convient d’in-
troduire dans (3), au lieu de £, » et ¢, trois autres con-
stantes.

L’équation (3) a nécessairement deux racines réelles;
si nous supposons

a>b>c,
I'une est comprise entre — o et ¢, I’'autreentrea et 4o .

Supposons connue 'une de ces racines; soient v cette
racine et X,, ¥o, Zo les coordonnées du pied de la nor-
male correspondante.

On déduit de (2) les équations suivantes
4 g="lrzd L _rlb=e,_nle—o),

a b c ’
et comme le point (%o, yo, o) est sur l'ellipsoide, on
sait que I'on peut déterminer deux quantités « et 3, dont
la premiére soit comprise entre @ et b et la deuxiéme
entre b et ¢, en sorte que I'on ait

o ala—)(a—p)
° (a—b)(a—c)

’

. . b{b—2)(6—8)
(4*) VT e h=e)
_c(e—a)(c—§)
T (e—a)(c—8)

Au moyen des équations (4) et (4*), I'équation (3) de-
vient

(@a—aj(@a—f)(a—ep  (b—a)(b—B)(b—0p
(5)<(a—b)(a——c)(a—u)e (6 —a)(b—c) (b — up

( L= l—w _
(c—a)(c—b)(c—u)

Au sujet des constantes «, 3, v, qui remplacent les con-
stantes primitives £, v, {, je ferai remarquer que « et {3
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déterminent le pied d’une des normales passant par le
point (&, n, ¢) et que v fixe la position du point sur cette
normale. En désignant par « le pied de la perpendicu-
laire abaissée du centre de la surface sur le plan tangent

. . v . .
au point (a, {3), on voit que — est la distance du point
™

(&, m, ¢) au pied de la normale, les longueurs prises sur
la normale étant comptées comme positives lorsqu’elles
sont dirigées vers I'intérieur de l'ellipsoide. Les quantités
o et 3 satisfont aux conditions

a>a>b>B>c;

je suppose d’ailleurs qu’elles n’atieignent pas leurs va-
leurs limites, ce qui exclut le cas ot la normale serait
dans un plan principal, cas que j'examinerai plus tard
en particulier. La quantité v peut avoir une valeur arbi-
traire.

Pour débarrasser I’équation (5) de la racine u =v, je
pose

a—v=a—u—+u—v,...;

il vient
(@ —a)(a u—0) (@a—a)(@a—p) 1
2(a—b)(a—c}+2( z(a——b(a——c)a——a
+(u—¢!)’2(a—a)(,a_p) ! =1.

(@a—b)(a—c) (a—up?

La premiére somme est égale a 1, la deuxiéme a
(a—u)(B—u)
(a—u)(b—u)(c—u)
niére expression par f{u), la troisiéme somme est S'(u).

L’équation précédente devient donc

; et, si 'on représente cette der-

(e —v)[2/(0) + (& —9v)f'(2)] =0,
3.
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ou, en supprimant le facteur (u —v),

2 T I 1 ) § 1

u—v u—a u--0b u—c ©t—a u—8

Cette équation du cinquiéme degré est le point de départ
des recherches qui suivent.

II.

1l s’agit, pour chaque valeur de v, de déterminer le
nombre des racines réelles de I'équation (6). Il résulte
de cette équation qu’a toute valeur réelle de u correspond
une valeur réelle de v, puisque cette derniére quantité
est donnée par une équation du premier degré. Si, lors-
qu’on fait varier u depuis — o0 jusqu’a + o , ¥ acquiert
n fois une valeur donnée v,; réciproquement, en faisant
dans (6) v = v,, I’équation en « qui en résulte a n ra-
cines réelles. Il faut donc examiner la marche de ¢, lors-
qu’on la considére comme une fonction de « définie par

I’équation (6).
Le terme a droite de cette équation
1 I . 1 I 1

— + — +
uw—a u—a u—=b u—f u—c

peut s’écrire
T aA—b . B—c
u—a (u—a)(u—b) (u—B)(u—c)

(7)

ou encore

. a—a b—ﬂ ! .
(7*) (4 —a)(z—a) (u—-b)(u—ﬁ) —¢

Comme on a les inégalités @ >« > b >3, on peut par-
tager l'intervalle depuis — © jusqu’a + o en six in-
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tervalles, et faire varier u de — o a ¢, de ¢ 4 3, de
ib,debia,decda,dead +owo.

Pour le premier, le troisiéme et le cinquiéme inter-
valle, (7) présente une somme de termes négatifs; pour
les trois autres, (7*) présente une somme de termes po-
sitifs. Le terme 4 gauche de I’équation (6) ne s'évanouit
Jamais pour aucune valeur finie de u. On parvient au
méme résultat, en tirant de (6) la valeur de v :

L (@—a)(@—s)u—b)u—p)(—c) _ U

(8) v—=u— - =&

U est un polynéme du cinquiéme degré, le dénomina-
teur W est du quatriéme degré et reste toujours positif;
ainsi ¢ est une fonction continue de u.

Au moyen de I'équation (8), on peut dresser ce pre-
mier tableau indicateur de la marche de v :

= >c >B >b >
() ‘u.._ ® ¢ <8 g <b b < a “a a 4o
?": 4+ ¢ <Bp B >P b <a « >a a —».

Pour étudier plus avant la question, il faut déterminer

les maxima et les minima de v.

Il résulte de (8)
v g(u)

du W

expression qui est une fonction continue de u. Il en ré-
sulte que v ne peut devenir maximum ou minimum que
pour les racines de ’équation ¢ () = o3 on a d’ailleurs
de  We'(u)— 2We(u)
dur ™ | w? ’

expression qui, pour les racines de I’équation ¢ (1) = o,
se réduit a
g(x).

W’
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on conclut de la que les racines simples de ¢(u) = o
donnent seules les maxima et les minima de ¢.
En différentiant (6), on obtient

2 dv 1 I 1
(w—op (d‘ ~1)=- (u—ap  (@—bp  (u—cp
1 1
Ta— T
-d_” .

m=oet éliminons ¢ au moyen de I'équa-

tion (6), il viendra

Posons

I I 1 1 I
’[(u—a)ﬂ““(u—b)’*<u—c)"‘(u—a)’_(u—ﬁ>’]
1 1 1 I 1 2
- (u—a tu st u—c_u——-a_u—,(&) =%

en chassant les dénominateurs de cette égalité, on obtien-
dra ’équation

(10)

9(u) =o.

Il s’agit maintenant de déterminer le nombre et les limites
des racines de cette équation du huitiéme degré.

1118

Lemme. — Soient ¢ (u) une fonction entiére de u et
¢ (u) = Tz; soient, en outre, V et 6 deux fonctions de la
méme variable liées a la premiére par la relation
(r1) ¢ — V¢ +6—o0.

Cela posé, si u variant depuis A jusqua B (B étant plus
grand que A), V et 0 restent finis si, de plus, 6 ne s’éva-

nouit jamais, et par conséquent garde toujours le méme
signe, ’équation 9 (u) = o n’a dans cet intervalle aucune
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racine multiple, et le nombre des racines réelles com-
prises entre les limites données est égal au nombre des
variations que perd la suite

¢ ¢ 6
lorsqu’on y fait successivement u=A et u=B; ce
nombre de racines est donc au plus égal a deux.

La premiére partie de cette proposition est évidente;
la deuxiéme se démontre par la méthode de Sturm.
Appliquons maintenant ce lemme a I'équation (10).
En posant
(u—a)(e—b)(u—ec)=D

3

(k—a)(u—p)=8, 2=z,
on a
(#)=D?a? 2[(u—-l-a)7+ (u_l DI (uic)’— (u—la)’ - (u-l—?)’]
e |
et

13 ’
o (i) :D’A’[M —_ f—:]:A‘(z”— 223"),

z? z?
d’ol encore
¢'(u)= 443" (2'*— 223" ) — 2 A'25"
et
(12) fag(r)— Ag(n)=24'Dz".
On a maintenant

(e —a)(ea —b)(a—c) 1

z—-D——u+l+‘
=;=

LB—a)(p—t)(B—c) 1
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) étant indépendant de u; par suite,

g — a—a)(a—b)(a —-c)u_~ ]
e s (u—B)

L B—=aB—b —0) —
P = | =— 610
les coefficients de (u — 3)* et de (u — «)*, dans la paren-
thése, étant essentiellement négatifs, il en est de méme
de f(u).

En remplagant dans (12) &', A, D et A*z” par leurs
valeurs, il vient

(13) ?(u)—-—.(u___a)_(_lf.:p_). ) + 3(u—a)(u— )(u_c)f( )=

han—a—p)" 20 —a—p 0

Pour appliquer le lemme précédent, on peut prendre
simplement

0 ——

(u—a)(u—b)(u——c)’
20 —a—f

attendu que, d’aprés ce qui précéde, f(u) est toujours
négatif.
0 change de signe quand u passe par l'une des valeurs
o+
2

a, b,cet

- Cette derniére quantité est < a et > c¢;

mais elle peut étre >> ou << b; il faut donc distinguer
chacun de ces deux cas.
Comme le premier terme de ¢(u) est -+ u®, nous avons

p(—®) =+, 9(+®)=-+;
on trouve ensuite immédiatement
¢le)=(c—a)(c—b) (c—a)(c—B) =+,
de méme pour ¢(b) et ¢(c);
¢(B)=—3(B—a)(f—0)(p—e)(p—af=—
de méme pour g¢(x).

(15)
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On a, de plus,

f(—o)=— ¢(+o)=+,
et 'on déduit de (13)

ra_4(2a'—“—"ﬁ) a

¢'(a) (a—a)(a ﬂ)?( )=

2 _4(25"‘“"‘3)
?(b)—(b—a)(b—p)?(b)’

par conséquent

=4, si b>i(a+p),

et
— s b i(atB);
’ 4(26—“_5) .
)= =)~

/(5 =S (T ) () ()

par conséquent

=+, si b>i(a+B)
et

—, si b<{(x+B)-

(La suite prochainement.)




