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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR UNE FORMULE RELATIVE AUX COURBES TRACEES
SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE;

Par M. LAGUERRE.

1. Jai énoncé, comme exercice, dans les Nouvelles
Annales, 1a proposition suivante : Etant donnés deux
points quelconques A et B d’une surface du second
ordre, si en ces points on méne les normales & la sur-
Sace, et si U'on désigne par a et b les points o ces nor-
males coupent un plan de symétrie quelconque de la
surface, le plan mené par le milieu de la corde AB et
perpendiculairement a cette corde passe par le milieu
du segment ab.

La méme propriété peut s’énoncer ainsi : Les projec-
tions des normales Aa et Bb surla corde AB sont égales
et de signes contraires.

D’ou la proposition suivante :

Soient deux points A et A’ situés sur une surface du
second ordre; désignons par N et N' les longueurs des
normales en ces deux points, ¢’est-a-dire les longueurs
des segments compris sur chaque normale entre la sur«
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Sface et un de ses plans de symétrie, par V et V' les
angles que font respectivement les directions de ces
normales avec la direction de la corde AA’; on a, quelle
que soit la position de ces deux points sur la surface, la
relation

N’ cosV
(l) —_— = "
N cosV

2. Imaginons maintenant une courbe quelconque C
tracée sur une surface du second ordre, et soient M et M’
deux points infiniment voisins de cette courbe; la rela-
tion précédente aura lieu pour ces deux points. N dési-
gnant la normale au point M, N + &N sera la normale
au point M’. Il s’agit maintenant d’évaluer le rapport
des deux cosinus cosV et cos V'.

A cet effet, je me servirai des désignations et des for-
mules employées par M. Serret dans sa Note sur les lignes
de courbure des surfaces insérée dans le Traité de calcul
différentiel de Lacroix (p. 298).

Désignons par a, 3, y les angles que forme, avec trois
axes rectangulaires, la tangente a la courbe au point M,
dont les coordonnées sont x, y, z; parZ, v, { et A, p, v
les angles formés avec les mémes axes par la normale
principale et par I'axe du plan osculateur. Soient aussi
de et dn les angles de contingence et de torsion.

Désignons par a’, 5, 7' les angles formés avec les axes
par la normale a la surface du second ordre au point
(x,y, z). On peut toujours assigner une ligne i double
courbure C’ qui corresponde point par point i la courbeC,
de telle sorte que la tangente en un point de cette courbe
soit paralléle a la normale menée i la surface du second
ordre par le point correspondant de la courbe C. Soient
'y v, ¢ et X, p!, v les angles que font avec les axes la
normale principale et 'axe du plan osculateur de cette
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courbe; soient, de plus, de’ et dn’ les angles de contin-
gence et de torsion.

Cela posé, on peut écrire les trois groupes suivants de
formules, par lesquelles les angles » et @ se trouvent
complétement définis :
cosx cosa'+ cosp cosf’ + cosy cosy'= o,
cnsa cosE’ + cosP cosn’+ cosy cost’ = sine,
cosa cos)’ —+ cos B cosp’+ cosy cosv' — cosw,
cos¥ cosa’ + cosv cos B’ + cosg cosy’'= — sinwm,

(A) { cosE cost' + cosv cosv' + COSE COSY = — COST COSw,
cos§ cos)’ + cosv cos;;'-+— cost cosy’ — cos e sinw,
cos) cosa’ —+ cosp cosB’—+ cosy cosy’= coswm,

€0s) cosE’ - cos p cosv’ + cosv cost’ — — sinw cosw,

cos) cos)’ + cosp. cosp’ + cosv cosy' = sinm sinw,

La différentiation de ces équations conduit aux trois
sulvantes :

(2) sine de’ — sin o de,
(3) dn' + dw — — cosw ds,
(4) de = dy + cosw de'.

3. Pour évaluer cosV et cosV’, je remarque que, les
cosinus des angles que fait la normale au point M avec
les axes étant respectivement cosa’, cosf3’, cosy’, le co-
sinus de I'angle que fait la normale au point M’ avec
Iaxe des x est

cosz’ + d cose’ + § d? cos/,
expression qui, en prenant I'arc de la courbe pour va-

riable indépendante et en employant les formules données.
par M. Serret (Lacroix, p. 284 et suivantes), devient

cosa’ + cosE'de’ + % (cosE'd*e’ — cosa’de’* — cos)'de'dn’).
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Les cosinus des angles que fait cette normale avec les
deux autres axes auraient une forme semblable: il est
inutile de les écrire.

Cherchons maintenant les cosinus des angles que fait
avec lesaxes la corde MM/; il suffit évidemment de trouver
des quantités proportionnelles 4 ces cosinus. On pourra
donc, au lieu de ces cosinus, employer les projections de
la corde MM’ sur les trois axes, ou bien dx, Jy et dz:
x+0x,y + Oy et z + 0z désignant les coordonnées du
point M'.

La formule de Taylor donne, en se bornant aux pre-
miers termes,

dx dx dx
= (= 1qal s (2E .
or = (ds)ds—l- 2d(ds>ds+°d (ds)dy’

dr .
or — =cosa; on pourra donc prendre, pour le cosinus

de T'angle que fait avec 'axe des x la corde MM', I'ex-
pression .
cosa + 1+ dcosa + +d?(cosa),

expression qui, au maoyen des formules de M. Serret, de-
vient

cosa —+ %cus& de + % (cosE d’ — cosa de? — cosd dedn).

Les deux autres cosinus auraient une forme semblable;
il est inutile d’en donner la valeur.

Ceci posé, la formule connue qui donne le cosinus de
I’angle de deux droites fournit immédiatement, en em-
ployant les relations (A ), les deux expressions suivantes :

(5) cosV=— isinwde — ¢sinw d’s — ! cosw dedy,

(6) s cosV=— tsing de — ¢ sinw d’e — L cosw dedn + sin o '

{ — ; cosw cosw dede’ + 1sipw d%’ — } cosw de'dy’.
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Cette derniére expression peut se simplifier; on a, en
effet, d’aprés équation (2),

sinw de' — sino ds;

en outre, en différentiant cette derniére relation, on
obtient

sinw d%’'— d (sinw dt) — cosw de'do,
ou bien, comme d’aprés Iéquation (3)

dw = — dn’ — cosw de,
sinw &%’ = d(sinw de) + cosw de’dn’ + cosw cosz dede’ ;

en portant ces valeurs de sinw de’ et de sinw 4%’ dans
Péquation (6), il viendra, toutes réductions faites,

(7) cosV'=1sinm de— isinw d’ —Lcosw dedn+ § d(sinw de).

L’équation (1) devient donc, en mu]uphant les deux
termes du second membre par 2,
dN — sinw ds — }sinw d’% —  cosw dedn.

I+ — = — — " N 5
N sine d: — 1 sinw d’e — 4 cosw dedn + d(sinw dz)’

d’oui, en réduisant,

dN __ Isinw d’%+ icosw dedn — d(sinw de)
N sinm de ’

ou bien encore

dN _2d% d(sinode) 2 du

N 3d  snode +§tangcr‘

. ds
Remarquons maintenant que de = —, p étant le rayon
P
de courbure de la courbe C, et que I'arc est la variable

indépendante; par conséquent, on a d’e::dsd(—%)-
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La relation précédente devient donc

I sing
d(?> d( P > > _dn
—— + 3 ;
1 sing 3 tangw
(3 b

3

d

,N_z
N 3

d’ou, en intégrant,

EEPTIen N sins dn
logN =1 logP Iog———P + 3 anga’

ct, en passant des logarithmes aux nombres, aprés avoir
chassé le dénominateur 3,

3 » dn
— sing*=— e Y W= > const.

D’ou 'on déduit la proposition suivante, en remarquant
que & désigne le complément de I'angle que fait avec la
normale 4 la surface la normale principale de la courbe C :

Tutorime. — Etant donnée une courbe quelconque
tracée sur une surface du second ordre, désignons, en
un point quelconque de cette courbe, I’angle de torsion
par dn et par & le complément de I'angle que fait en
ce point, avec la normale a la surface, la normale prin-
cipale; cela posé, sil’on considére un arc de la courbe
compris entre les points A, et A, et si l’on désigne res-
pectivement par N, et Ny, p, et py, &, et &, les valeurs
de la normale, du rayon de courbure de la courbe et de
l’angle & aux points extrémes de l'arc, on a la relation
suivante :

(8) —E sinw? : Nisinz, —e %,

[ Po
Uintégrale contenue dans le second membre s’etendant
le long de la courbe du point A, au point A,.
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4. La formule précédente fournit aisément les rela-
tions connues pour les lignes géodésiques et les lignes de
courbure des surfaces du second ordre.

Considérons d’abord une ligne géodésique ; d’aprés la
définition de cette ligne, on a pour tous ses points
sing =1 et tangw = o ; l'intégrale contenue dans le
second membre de I'équation (8) est donc nulle, et il
vient simplement

NN
e
d’ou cette proposition :

Le long d’une méme ligne géodésique tracée sur une
surface du second ordre, le rayon de courbure de la
courbe est proportionnel au cube de la normale.

C’est le théoreme de Joachimsthal.

5. Supposons maintenant que C soit unc des lignes
de courbure de la surface; alors, d’aprés le théoréme de

Lancret, on a
dn = do;

Pintégrale contenue dans le second membre de I'équa-
tion (8) devient alors

do . .
f =logsinw, — log sinw,,

tangm
le second membre de cette équation devient

: 2
e>(logsinm, —Jog sinwy) — Sinm,

0 ’
sing ;
et la formule (8) donne alors

Nisinm, N;sinm,

* - %3

[l Po
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d’ou on conclut que le long de la courbe Nsing on-
serve une valeur constante. Remarquons maintenant
que, d’aprés le théoréme de Meusnier, sins est égal a ;,

r désignant le rayon de courbure de la section normale
; A . hE
tangente & C; le long d'une méme ligne de courbure —

conserve donc la méme valeur. .
D’ou cette proposition, due & M. Dupin :

Le long d’une méme ligne de courbure, le rayon de
o s 9

courbure de la section normale tangente a la courbe

varie proportionnellement au cube de la normale.

6.. Si J’avais voulu me restreindre au cas des lignes
géodésiques et des lignes de courbure, il elit été trés-facile
de remplacer les considérations analytiques qui précédent
par des considérations géométriques trés-simples et trés-
élémentaires qui eussent conduit immédiatement aux
théorémes de Joachimsthal et de M. Dupin. Je laisse ce
soin au lecteur; mon seul but, dans cette Note, était
d’établir la formule générale (8), sur layuelle j’aurai plus
tard Poccasion de revenir, tant pour en montrer appli-
cation a la géométrie des surfaces du second ordre que
pour montrer comment elle s’étend aux surfaces de degré
supérieur.

DEMONSTRATION D’UNE FORMULE DE TRIGONOMETRIE ;
Par M. S. REALIS. .

1. Cest Euler qui a reconnu le premier, dans un
Mémoire inséré dans les Nov: Commentarii Academia
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Petropolitance, t. VIIL, p. 157, que la limite vers la-
quelle tend le produit

x x z x
€OS— COS— COS— .. .COS—)
2 2 23 on

lorsque le nombre 7 des facteurs augmente indéfiniment,

, . sinx , e
est égale 2 ——, en sorte qu’on a, pour un nombre illi-
x
mité de facteurs,
x z > x sinx
€08 = COS— COS— COS— .. .=
2 22 2% 2f x
Ainsi que le remarque M. Frenet dans son Recueil
d’exercices sur le Calcul infinitésimal (2° édition, p. 56),
la considération de cette limite s’était présentée & Viéte
a propos de la surface du cercle. Ce géomeétre a été con-
duit, en effet, & une relation qui revient a la formule

Sanp B 1
Sk

b

x r T X
COS— CO5— COS— . . . COS —
2 2? 2° 2"

ou S, désigne la surface du polygone régulier inscrit de
k c61és, et x I'angle au centre de ce polygone.

Dans les Nouveclles Annales de Mathématiques
(17 série, t. VIII, p. 459, et t. XVII, p. 283), on trouve
une démonstration élémentaire de la formule d’Euler,
démonstration adoptée maintenant dans 1’enseignement
classique, et consignée dans plusieurs ouvrages didac-
tiques, entre autres dans le Recueil mentionné.

La démonstration que je présente ici est un peu moins
simple que celle qu’on vient de citer, mais elle est tout
aussi élémentaire, et conduit incidemment a plusieurs
résultats intéressants.

2. Dans cette démonstration, on s’appuie d’abord sur
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la relation
cosa cosb = 1[cos(a — &) + cos(a + b)),

par laquelle on exprime un produit de deux cosinus au
moyen d’une somme de deux cosinus.
Faisons, dans cette formule,

x désignant un arc quelconque, et multiplions chaque
xr . .
nombre par cos—; il nous viendra

x x x 1 x x 3z x
€08~ COS— COS— == — | COS— CO8— - COS—- COS— | «
2 2 23 2 2? 2 2?2 23

Mais, en vertu de la relation rappelée,
x x I xr 3x
COS— COS— — — | COS— ~— COS—- ] »
22 28 2 2 23

3x x 1 5z VE4
COS— COS— —= — | COS— —+ COS— ] §
2* 23 2\ 27 23

donc
7.t

x x x 1 x 3. 5x
€05~ COS— COS— — — | COS— — COS— —+ COS— —+ COS*— ).
2 2? 23 2% 2 23 23 23

On trouve ainsi, en général, pour toute valeur entiére
et positive de n,

COS— COS — COS— . . . COS—
2 22 2 2"
I x 3z S5z
(1) =-—— ] €05— + €COS— — COS— ...
2k—| 2" 2" 2"

(2" —3)x (2"--——1)x]
-+ cos -+ cos s
\ 2" 2’[

ce qui se prouve directement en vérifiant que, si la for-
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mule (1) subsiste pour une valeur donnée de n, elle sub-
sistera encore pour la valeur n 1.

3. Remarques. — 1° D’aprés la maniére dont on
passe de la formule (1) ou I'on fait n =12, a la méme
formule ou l'on fait n =3, puis de proche en proche
aux cas de n =4, 5, 6, ..., on est conduit a remarquer,
en passant, que les 2"~' premiers nombres impairs, de-
puis 1 jusqu’a 2" — 1 inclusivement, sont donués par les
2"~ valeurs que prend l'expression

on=id=or—2mord -, | 2? o,

lorsqu’on y combine de toutes les maniéres possibles les
signes des termes 2”2, 2"7%, ..., 2%, 2, 1.
On a, par exemple, pour n =3,
2B—1=17, 2!'=4},
et
22— 2 —1=1,
22— 2 +1=3,
24+2—1=95,
2 -2 1= 1.

Il suit de 14, entre autres conséquences intéressantes
pour 'analyse numérique, que tout nombre impair peut
étre représenté d'une infinité de maniéres au moyen de
I’expression ci-dessus, ou I'on donne successivement 4 n
toutes les valeurs entiéres, a partir de la plus petite valeur
qui convient au nombre considéré.

Par exemple,

5=2+2—1,
5=23—02'p 2 —1,
5=2t—2'— 2242 —1,
5_—_-25.—2‘——23—2?4—2—1,

..... P R R
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On peut aussi reconnaitré immédiatement que la
somme des 2"~' premiers nombres impairs est 221,
ainsi qu'on le sait d’ailleurs par les éléments d’arithmé-
tique.

2° Peut-étre est-il bon d’observer que la formule (1)
est un cas particulier, trés-remarquable, a la vérité,
d’une autre formule par laquelle on exprime en général
un produit d'un nombre quelconque de cosinus au moyen
d’une somme de cosinus.

Soient, en effet, n arcs quelconques, x,, x., X3,
Lyy e oy Lo On trouve, par la méme voie qui nous a con-
duit a la formule (1),

COSZ, COS X, COST, COS.T;., « . COST,

I

= —»——Zcos(m,:tx,i r, .. Ay,
zn—l

ou la caractéristique sommatoire indique qu'il faut ajouter

ensemble les cosinus de tous les arcs (au nombre de 2"~*)

qui sont donnés par I'expression

ottt r. . X,

daus laquelle on combine de toutes les maniéres possi-
bles les signes des n — 1 quantités x,, a5, Liy.. ., Tn.

Cette formule, du reste, ne doit étre regardée que
comme une transformée de celle relative au cas particu-
lier de n = 2, dont elle est engendrée.

4. Rappelons maintenant la formule
cosa ~+ cos(a—+b)+cos(a+2b)+...+ cos{a+ (k—1)b]

. kb k—1
sin— cos| @ 4- 3 [

= 9
b
sin— ]
2
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qui sert a calculer la somme des cosinus d’une suite de
k arcs en progression par différence.
Soit fait, dans cette formule,

x x
a——y b—  —, k:z"—',
on on—i .

il en résultera
x 3x 5z (2n—1)x

cosz—" -+ cos?—; e cos—z—”- ~+...~+ cos S

.x  x

sin— cos—

2 2

sinx

. X . T

sin— 2sin—

2" 2"

La formule (1) devient donc

x x x x sinx
COS— COS— COS— .. . COS— == —————
2 22 23 2" .z
2" sin—
2"

et, en mettant le second membre sous la forme

x

2" | sinx
L xr oz
sin—

2"

9

on voit tout de suite qu’on aura, i la limite,

x z x z sina
(2) cos—cos— cos—...cos— =
2 2. 28 2" Te

» pour n=w®,

quelle que soit la valeur de I'arc x.

C’est la relation d’Euler, qu’il s’agissait de démontrer.
On voit, par ce qui précéde, qu’elle est équivalente a la
relation

2"——!

"

x 3z 5z (2" —1)z
€0S— -+ €COS— —+ COS— .. . ~+ COS —
2" 2” 2"

sinx
o — pour n—o.
x

Ann. de Mathémat., 2° série, t. IX. (Janvier 1870.) 2
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8. Remarques. — 1° Mettant la formule (2) sous la
forme

,r , r ,x , T x
SEC— S€C— SCC— S€C— . o . == ———»
2 2? 23 4 sinx

N

o . . ™ .
ainsi que le fait Euler, et supposant x = 5 on obtient

, T , T , ™ , T ™
86C— S6C— S6C— S6C— .. . = —»
22 23 24 2° 2
résultat auquel M. Catalan est parvenu par une voie
différente dans une Note qu’on lit dans les Nouvelles
Annales, 17 série, t. 1, p. 190.
2° Prenant la dérivée des deux membres de I’équation
x x x x sinx
COS— COS— COS— . .. COS— = ——
2 2? 23 2" . x
27 sin—
2"
on parvient a la relation

1 x
2 ;‘

().

T - l’ang.l,‘
tang—

1 xz 1 frs xz 1
; tang—z- -+ ;taﬂgz—z -+ = tang; ~+ ...+ '57‘ tang

Si n grandit indéfiniment, le nombre des termes du
premier membre de cette formule devient illimité, et le
second membre, qui exprime la somme de ces termes,

e e N |
tend indéfiniment vers la limite — — - On a donc
r tangm
1 L x + 1 t X + 1 t xZ - 1 I
—tang— — ang— — tang— . == .
3 angg AN+ e z  tangx

Ce résultat renferme la solution de la question 951
(Laisant), proposée dans les Nouvelles Annales (juillet
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1869). Il avait é1é obtenu d'une maniére directe par
Euler, qui, par une marche inverse de celle qu'on vient
de suivre, s’en est servi pour en déduire la relation (2).
(¥ oir le Mémoire cité au n° 4; voir aussi, au sujet des
questions 951 et 952, le Cours complémentaire d’ Ana-
lyse et de Mécanique rationnelle, par J. ViewLre;
2¢ Partie, Chap. XI, n° 11.)

3° Prenant la dérivée des deux membres de I'équation

(7»"-2';1)3’]

x 3z 5z
€COS— —+ COS— — COS— —+. . . -} COS
2’!"“ 2' 2" 2"

x
2% | sinx

—_— 2

. T
sSin—
on

et faisant ensuite grandir n & Vinfini, on obtient cette
autre formule

L | . . 3x .5z
—— | sin, + 3sin— + Ssin— +...
2 —1 2" 2" 2"

(4) -|—(2"—-—1)sin(‘——————-—2"_—l)m]

on

sinx  cosx

. s pour n=—0®©.
x? x

6. Soit la formule
sing +sin(a+ b) +sin(a +2b6)+...+ sin[a + (A —1)b]

kb . < k—1 >
sin—sin{ @ + b
_ 2 2

2
sin—
2

qui fait connaitre la somme des sinus de k arcs en pro-
gression par différence. Faisons-y

r 2 Jt et
a__—z-;, —-F, - 2 H
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Y ; I — cosx
nous en conclurons, en observant que sm’; = —
5z . (2r—1)2
sm— -+ sm—— -+ sm— “+...+s0—
u-i N 2"
1 — COST
=———- pour 2=,
\ x
et, par la différentiation,
[ | x 3 3x 5 5x
F COS;‘; -+ LOS;; -+ COS?‘--F .
q 2"—1)x
(6) + (2" —1) cos(——'—)—]
Py
' __sinz  1—cosx ) .
\ = -‘z— — ———1—1——— s pour n—o,

résultals assez remarquables, je crois, pour mériter d’étre
signalés.

Les formules (3), (4), (3), (6), et d’autres analogues
qui s’ensuivent, peuvent étre rapprochées des relations
démontrées par M. Catalan dans son T'raité élémentaire
des Séries, p. 58, et dans une Note sur les séries diver-
gentes, publiée dans les Nouvelles Annales, t. XVIII,
P- 195.

REPONSE
aux observations critiques de M. Catalan, insérées dans le numéro
{octobre 1869 des « Nouvelles Aunales de Mathématiques » ;

Par M. F. VALLES.

C’est certainement par suite d'une méprise que M. Ca-
talan m’a attribué 'opinion que, de la suite d’égalités

(A) VT = W= = | = et/
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on peut légitimement déduire la suivante :

(B) e =t =.,, = ¥,

Voici, en effet, la reproduction textuelle du passage de
mon livre dans lequel il est question de ces faits.

« Pour les géométres qui considérent que le dévelop-
pement de €7, en série, continue de subsister comme vrai
lorsque x devient x\/— 1, qui par suite sont obligés d’ad-
mettre qu'il est permis d'élever I'expression e* a la puis-
sance \/-:1—, qui indiquent méme en fait comment on
doit procéder sur e pour obtenir le résultat développé
de cette opération, il est facile de leur prouver que cette
maniére de concevoir le mécaniswie analytique conduit
directement & une impossibilité. En effet, dans la suite
d’égalités (A), qu'on éléve tous les membres a la puis-
sance \/—1, et’on aura e~ =e~*...=¢e"%",  (B), con-
séquence complétement inadmissible. »

11 ressort évidemment de la lecture de ce passage que la
premiére des deux propositions que me reproche M. Ca-
talan n’exprime nullement mon opinion sur le point de
savoir si les égalités (B) sont des conséquences légitimes
des égalités (A); elle se borne & constater que, pour les
géométres qui raisonnent d’aprés les idées que je viens
d’exposer, cette conséquence est obligatoire et qu’elle les
condamne. Mais elle nel’est pas plus pour moi, quidéclare
ne pas savoir quant i présent ce que peut étre la puis-
sance \/———1 d’une quantité réelle, et qui ignore les régles
de calcul autorisées pour une pareille expression, qu’elle
ne le sera pour tous ceux qui répudient la maniére de
voir des géométres précités et qui ont des idées toutes
différentes des leurs.

Et non-seulement je suis loin de prétendre que les
égalités (B} doivent étre eonsidérées comme des déduc-
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tions acceptables de celles (A), mais je ne saurais méme
admettre, avec M. Cata]an que la puissance V—r1 de

Pexpression e*V—1a une infinité de valeurs réelles, iné-
gales, formant une progression par quotient et repré-
sentées par e~ ,

Remarquons d’abord qu’en fait, poser e=**

comme la
conséquence de I'élévation de e**V~" 4 la puissance \—1,
c’est admettre implicitement que les régles de I’élévation
aux puissances démontrées pour les exposants réels con-
tinuent de s’appliquer aux exposants imaginaires, puisque
alors (e**"=1)V=T peut s’écrire e**=V=1 et devient e~**",
ainsi que I'indique M. Catalan. Or, non-seulement cela
n’est pas prouvé, mais ’auteur ne niera pas que cela ne
soit trés-contestable, puisqu’il prétend lui-méme que
Dexpression puissance \|— 1 n’a aucun sens & priori. Or
il paraitra toujours bien difficile de comprendre com-
ment un résultat certain, rigoureux, qu’on doit accepter
avec confiance pourra étre engendré par une opération
qu'on déclare n’avoir pas de sens. L’hésitation, dans ce
cas, nous parait on ne peut plus légitime.

Il est vrai qu’a posteriori I'auteur parvient & déduire
un résultat réel de cet entassement d’imaginaires; mais
il est facile de faire voir que sa déduction, loin d’étre
obligatoire, reste toujours sur le terrain conventionnel.

En effet, dit-il, puisque par convention ¢**V=7 est égal
a 1, nous pourrons écrire

(= W =1V,
Or, si 'on fait 1Y=' =y, on aura, d’aprés Sturm,
by=V—i()=y—i12kny=1=— 2kn.

Mais, ferons-nous observer, si I'expression puissance/— «
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n’a aucun sens, sur quoi donc pourra-t-on s'appuyer pour
se croire autorisé a dire que le logarithme de 1V~ doit
s'obtenir en se conformant aux régles démontrées pour
les exposants réels, et a écrire par conséquent que ce lo-
garithme a pour valeur /— 1 (1)? Puis, en remplacant

dans ce résultat (1) par I(e*=), n’est-ce pas la con-
vention primitive méme qu’on reproduit? Or, répéte-
rons-nous, comment cette convention vous autorise-t-elle
a affirmer que le logarithme dont il s’agit ne sera autre
chose que I'exposant de e, alors que cet exposant est ima-
ginaire et que cette maniére de procéder n’a été démon-
trée que pour le réel.

Sturm, dans son Cours d’analyse, s’est bien gardé de
rien affirmer a cet égard; aprés avoir établi la relation
conventionnelle

a 4+ b/\/ml — e¥iatrb)+(hrg)y 1 s

ayant recours a une seconde hypothése, il ajoute : Sil’on

convient dappeler logarithme népérien de a4 b \J— 1
I'exposant imaginaire de e dans I'égalité précédente, on
aura, etc.; ce qui revient exactement a dire que les ré-
sultats qu'on obtiendra ne subsisteront qu’en vertu de
Phypothése que les logarithmes des quantités imaginaires
s'obtiennent en se conformant aux régles démontrées et
suivies pour le réel, et de plus, qu'on le remarque bien,
en appliquant ces régles & des expressions qui ne sont que
conventionnelles. Pour nous, il nous semble qu’au fond
on ne professe guére ici que de I'arbitraire déguisé, quant
a laforme, sous le manteau de I'algébre.
M. Catalan couteste, en second lieu, que la formule

a

(— 1)" = cosa + V—1sina,

que je propose de substituer a celle d’Euler, soit préfé-
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rable a cette derniére, et voici le raisonnement sur lequel
il appuie cette opinion :

« 8i Pon pose, dit-il, & = g 7, p et g étant des entiers

premiers entre eux, la formule devient
4 .
(—1)q=cos£1r+ —lsml—’x;
9 q

celle-ci, évidente lorsque ¢ =1, n’est pas admissible en
général. En effet, le premier membre a ¢ valeurs et le
second en a seulement une. »

Fxaminons, a ce sujet, sous quelles conditions on peut

J
dire que (—1)7 est susceptible de ¢ valeurs.

La quantité —1 est égale & cosm -+ {/— 1'sin7; mais
elle reste encore égale a cette méme expression lorsqu’on
la modifie, par I’addition 4 @, d’'un nombre quelconque
de circonférences; de telle sorte qu'on a généralement

cos(2k +1)m + y—1sin(2k +1)r =—1.

Tant que I'exposant p, auquel on éléve cetle quantité, est
entier et impair, le résultat de I’élévation a la puissance p
sera toujours évidemment — 1.

Mais si, p restant impair, on prend pour exposaml('—;,

a cause que k est indéterminé, le résultat de I'opération

2k +1
s et Pon

, . 2k 41 — .
pourra s’écrire cos ——— T + \/ —18in
q
obtiendra g valeurs, parce que, en vertu de la variation
. 2k 41 N .
de k, la fraction ——— est elle-méme susceptible d’cn
9

recevoir un nombre ¢ qui sont distinctes.
Ce n’est donc qu’a la condition qu’on introduit tacite-
ment dans la formule la variable & et qu’en définitive on
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. LBk, . .
opére sur (—1)9  , qu'il est permis de dire que le pre-
mier membre a ¢ valeurs.
Or, si l'on veut, au contraire, que « soit égal, non

plus a '(—: (2k + 1) 7, avec toute la latitude qui résulte de k

variable, mais 4 2 r seulement, comme le suppose M. Ca-
q9

talan, c’est-a-dire si 'on s’impose la condition que k est
nul, le premier membre, comme le second, ne sera sus-
ceptible que d’une valeur; ce qui fait disparaitre I'ano-
malie signalée.

Le cas ou p serait pair se traiterait d’'une maniére
analogue, et nous n’y insisterons pas.

En un mot, ce n’est que par l'introduction non appa-
rente, mais trés-réelle, d'une variable k que le premier
membre recoit ¢ valeurs. Mais ces valeurs se réduiront a
une seule toutes les fois qu’on fera une hypothése quel-
conque détruisant la variabilité de k et assignant a cette
quantité une valeur fixe et unique.

Je ne veux pas abuser, en prolongeant cette discussion,
de I'hospitalité qui m’a été gracicusement offerte dans
les Annales. Je ne donnerai donc pas ici & I'exposé de
ces points de doctrine trés-délicats tout le développement
qu’il comporte. Qu’il me soit seulement permis de dire
que, dans la publication qui aura pour objet la représen-
tation analytique des directions dans ’espace, je revien-
drai sur ces questions avec tous les détails nécessaires
que je m’expliquerai alors sur tout ce qui se rattache aux
exposants fractionnaires, non-seulement dans ma for-
mule, mais encore dans celle de Moivre; qu’enfin je com-
pléterai la théorie de cette derniére pour le cas ou I'ex-
posant réel a devient a \/—1, et que je ferai connaitre
les régles de calcul qui, dans cette circonstance, lui sont
applicables. '
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Je ne saurais clore ces observations sans adresser a
M. Catalan tous mes remerciments. Non-seulement je lui
dois de la reconnaissance pour 'opinion favorable qu’il a
exprimée sur la généralité de mon ceuvre, mais encore et
surtout pour les réflexions critiques que la lecture du
livre lui a inspirées. Cela prouve qu'il m’a étudié avec
attention, chose fort rare aujourd’hui et par conséquent
trés-méritoire pour celui qui la pratique et trés-flatteuse
pour celui qui en est I'objet. Quelques légers désaccords
sur certains détails ne nous feront pas prendre le change
sur cette mutualité de pensées qui nous pousse 'un et
Pautre vers la recherche de la vérité.

ETUDE SUR LA SPHERE;
Par M. B. NIEWENGLOWSKI,

Agrégé, Professeur 2 Mont-de-Marsan.

I

Soit un arc de grand cercle OX (*) passant par un point
fixe O, pris comme péle; un point M, sur la sphére, est
déterminé par I'angle MOX, et I’arc de grand cercle OM,
Quand ce dernier est supérieur a n, M aura pour coor-
données » = MOX et p = — (2n — OM).

IL.

Considérons une courbe sphérique donnée par P'équa-
tion p = f(w). Pour déterminer la tangente sphérique
en un quelconque, M, de ses points, nous chercherons la
tangente trigonométrique de I’angle V, qu’elle fait avec

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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le rayon vecteur correspondant, cet angle étant compté
comme on le fait en géoméirie analytique, avec les coor-
données polaires.
Soit M’ un point de la courbe, infiniment voisin de M,
et prenons sur OM’, OP = OM. Le triangle sphérique
MPM/’, rectangle en P, nous donne

sin M’ = sin MM’ sin MP,
sin M — sin MM’ sin M’ P,

v

d’ou
sinMP .. MP

— =i —
si ,

aMp— ™MD

tang V = lim.

Or, I’arc de petit cercle de rayon sphérique OM, ct de
pole O, est égal a
sinp.Aw  (R=1).
Donc

tang V = lim. sinp. Aw . MP  sinp

: Sillp. Aw [4
Si nous posons
o P__
tang — —u
g 2 ’
on peut écrire

"
tapgV— — .
g Py

Il résulte de 1a, que si Yon trace la courbe plane
u= f(»), on pourra regarder comme correspondants
deux points pris, I'un sur cette courbe, I'autre sur la
courbe sphérique p = f'(«), et pour lesquels v sera le
méme. En deux points correspondants, V a la méme va-
leur.

III.

Soient maintenant p == f'(w), p, = f; (») deux courbes
sphériques. Les deux courbes planes correspondantes se-
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ront u= f(w), uy = fi(w). Si 'on a uu, = const., les deux
courbes planes sont réciproques, tangV + tangV, = o.
On peut dire que les deux courbes sphériques sont réci-
proques ou inverses. :

On peut arriver directement au méme résultat. De
uu, = const. on tire
! r u ul
—+-—=0 ou P tang V + tangV,=o,
et vice versd.

On voit facilement que sur la sphére, I’angle de deux
lignes est égal a celui de leurs inverses.

1v.

La figure sphérique inverse d'un cercle est un cercle.

Soient, en effet, deux petits cercles de poles P, P, et
O un de leurs centres de similitude. Tout grand cercle
mené par ce dernier point coupe les cercles P et P, sous
le méme angle, et I'on a

tangV + tangV,=—o0 ou uu,=— const.

Donc ces deux cercles sont réciproques.

Remarque. — Si 'on prend pour pole un point d’un
petit cercle, on obtient pour figure inverse un petit cer-
cle, et jamais un grand cercle. Mais avec un péle non si-
tué sur le petit cercle on peut déterminer la constante de
maniére a obtenir un grand cercle. Enfin la figure inverse
d’un grand cercle est un petit cercle.

V.

Dans un triangle sphérique, les trois arcs hauteurs, ou
les trois ares bissecteurs sont concourants. Transformons,
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et nous trouverons les mémes propriétés dans un triangle
formé par les arcs de petits cercles.

Si dans un triangle sphérique de base constante, la dif-
férence entre la somme des deux angles adjacents & la base
et le troisiéme est constante, le lien du troisiéme som-
met est un petit cercle qui passe par les deux sommets
fixes. '

Le théoréme subsiste avec un triangle circulaire.

Le lieu des points de contact des petits cercles tangents
entre eux et a deux grands cercles qui se coupent est un
grand cercle qui passe par les points d’intersection des
deux premiers. .

En transformant, on trouve que le lieu des points de
contact de deux petits cercles tangents entre eux et a deux
petits cercles qui se coupent est un petit cercle qui passe
parles pointsd’intersection des deux petits cercles donnés.

VI.

Les résultats précédents ont été obtenus par une trans-
formation opérée sur la sphére. On peut y arriver autre-
ment.

Remarquons d’abord que la courbe plane u = f(w)
n’est autre chose que la projection stéréographique de la
courbe sphérique p = f(®), en prenant pour point de
vue le point diamétralement opposé au pole, et pour ta-
bleau le plan du grand cercle perpendiculaire au rayon
qui va au pole.

Cela posé, prenons par exemple un triangle sphérique

ABC de base AB constante, et dans lequel
A + B— C —=const.;

le lieu de C est un petit cercle qui passe par A et B. La
! pet qu passe p
projection stéréographique donne un triangle circulaire
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plan a, b, ¢ dans lequel

‘@ + b— ¢ = const.

a et b sont fixes. Le lieu de ¢ est un cercle qui passe par
a et b. Transformons par rayons vecteurs réciproques. La
figure a, b, c oblenue est la projection stéréographique
d’une figure sphérique A, B, C formée par des arcs de
petits cercles, etc.

Ainsi la transformation étudiée revient a trois trans-
formations successives par rayons vecteurs réciproques.

NOTE

Sur la propriété dont jouit le cercle osculateur en un point quelconque
d'wne certaine {amille de courbes ;

Pak M. ALLEGRET,

Professeur de Mathématiques a la Faculté des Sciences de Clermont.

Le Révérend M. Salmon a remarqué, dans son excellent
Traité sur les Courbes planes de degré supérieur (n® 110
ct autres), que I'équation polaire ’

r'"=—qa™ cosmb,

dans laquelle r et 8 désignent les coordonnées polaires
d’un point d’une courbe, a un paramétre quelconque et
m un nombre arbitraire positif ou négatif, comprend une
famille nombreuse de courbes dont quelques-unes sont

trés-connues : par exemple, la droite (m = — 1) ; le cercle
(m =1); une hyperbole équilatére (m = —2); la lem-
niscate de Bernoulli (m =2); la parabole (m =—1%);

une épicycloide (m=1); la caustique par réflexion
d’une parabole, lorsque les rayons lumineux sont per-
pendiculaires & I'axe (m =— 1), etc.
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On démontre que la podaire de I'une quelconque de
ces courbes appartient 4 la méme famille, et que ces
courbes se transforment les unes dans les autres par la
méthode des vecteurs inverses ou par celle des polaires
réciprogues; les arcs de ces courbes s’expriment aussi
par les transcendantes elliptiques ou abéliennes les plus
simples. (¥oir Pouvrage cité.)

Je ne sache pas qu’on ait observé encore que le cercle
osculateur en un point quelconque d’une de ces courbes
peut se construire presque aussi facilement que la tan-
gente ou la normale au méme point, en utilisant la pro-
priété suivante, qui me parait assez curieuse, et qui con-
siste en ce théoréme :

Le cercle osculateur en un point quelconqgue de la
courbe représentée par l'équation précédente

rm— a™ cosm@

intercepte sur le rayon vecteur mené au point de con-
tact une corde qui est toujours avec ce rayon dans le
rapport constant de 2 & 1+ m.

La démonstration de ce théoréme est extrémement
facile.

En effet, si I'on représente par p le rayon du cercle
osculateur, on sait qu'on a, par une formule trés-connue
(woir, par exemple, le Cours d’.4nalyse de M. Sturn,

n° 255),
- 3]

b= (dr>7 d’r‘
r?4ol — ) —

6 T

D’autre part, le cosinus de 'angle u que fait la normale
a la courbe avec le rayon vecteur mené i son pied a pour
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expression

r
COSU — e

Vo (a)

La corde interceptée par le cercle osculateur sur ce rayon

est donc égale a
2| r*+4 dr?
d

<dr>2 dr
r*4o| — ) —r—

db db?

. . dr

Sil'on substitue dans cette formule les valeurs de r, 7
dr ., ‘e . : .

et — tirées de I'équation de la courbe, et si ’on prend

ensuite le rapport de la corde au rayon r, on vérifie que

ce rapport est constant et égal a : » ce qu’il fallait

-+ m
démontrer.

11 est non moins aisé de s’assurer, en outre, que la pro-
priété dont il s’agit ne s’applique qu’aux courbes précé-
dentes; mais je crois inutile de m’arréter plus longtemps
sur ce sujet.

‘ NOTE SUR LA QUESTION 924;
Pax M. CRETIN,

Professeur au lycée d’Angers.

La solution de la question 924, insérée dans le numéro
de juillet, se compose de deux licux géométriques. Un
seul convient a la question, et voici comment les calculs
peuvent étre dirigés pour le trouver seul.
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Je conserve la notation de M. Millasseau.
De 'équation de la développée, on tire

3 443,
a—p=3P B*s
d’ou
1 2 2t

Loz T
zy=—p' B ye=Eop' Bt

Or, ﬁ‘} étant donné, le point P de la développée est par-
faitement déterminé. Il en est donc de méme du point A.
Donc y, ne doit avoir qu'une seule détermination, et on
vérifiera facilement que
;2L
Yo=+-p B
Cela posé, on a

r 2
3

(1) 2x=p+ =p’ B’
T2
2)’23“‘;PJ g*-

L’élimination de 8 conduit 4 la seule équation

8z —3p 2(2x — p)
y = P \/ » .

L’équation (1) montre en outre que 3 variant de o a
Pinfini, 2 — p varie, de méme, d’'une maniére continue
de o a I'infini ; d'ou I'on conclut que toute la courbe ré-
pond & la question.

Si pour y, on adoptait 1’autre détermination on tron-

verait le lieu
8r—5 2(2x — p)
y = P \/ ( P
2 2

Ann, de Mathémat., 2¢ sévie,t. 1X. (Janvier 18750, - 3
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APPLICATION DU CALCUL DES EQUIPOLLENCES A LA SOLUTION
DES QUESTIONS 955, 956

{voir »°* série, t. VIII, p. 432);
Par M. BELLAVITIS (*).

955. — En deux points d’une ellipse on méne les
normales; la perpendiculaire élevée sur le milieu de la
corde passe par les milieux des segments interceptés
entre les normales par chacun des axes.

(LacuERRE.)

956. — En deux points d'un ellispsoide on méne
les normales. Le plan mené par le milieu de la corde et
perpendiculairement a cette corde passe par les milieux
des lignes qui joignent les points de rencontre des nor-
males avec chacun des plans de symétrie.

(LAcUERRE.)

1l suffit évidemment de résoudre la seconde question.

Considérons un ellipsoide dont les demi-axes ont pour
longueurs a, b, c; soient , j, k trois droites égales, pa-
ralléles aux axes, et x, y, z trois variables assujetties &
la condition

P yi42=1;

ax, by, cz seront les coordonnées rectangulaires d’un
point M de l'ellipsoide, et la droite OM, qui joint le centre
a ce point, sera donnée par I'équipollence

OM Y axi + byj + czk.

(*) Nous publions la solution de M. Bellavitis comme application du
calcul des équipollences a une question de P’espace. L’analyse ordinaire
fournirait une solution aussi simple. (J. B.)
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Supposons z constant et déplacons infiniment pen le
point M : adxi + bdyi, c’est-a-dire ayi — bxj, donnera
la direction du déplacement, qui n’est autre chose que
celle de la tangente a I'ellipsoide menée par le point M,
parallélement au plan ij. De méme, bzj — cyk, azi— cxk,
sont les directions des tangentes paralléles aux plans ]l
ki. Donc, la direction

x . y. z
. — - -k
al+b1+c 5

qui est perpendiculaire aux trois précédentes, est la di-
rection de la normale en M.
Considérons maintenant la droite MN donnée par
Péquipollence
MN-~ — ¢2 (f i +Zl+ E [-> H
a b c

nous avons

2 k]
0N~£0M+MN~L\-(a—-%> .1:i+<b—£b~>)’j-

Cette derniére équipollence ne renferme pas de terme
en k. Donc la droite ON est située dans le plan principal
paralléle aux Zj, et le point N est le point ou la nor-
male MN perce ce plan. .

Soient M’ un autre point quelconque de I’ellipsoide,
N’ le pied de la normale en ce point, on aura de méme

OM'Meax'i + by'j+ c2 4,
ON (o — S \ati g (6— S 5)
== 2 i % Y Js
ct la corde MM’ sera donnée par 'équipollence
MM'fea(z' —z)i+ b(y' — y)j+c(2' — 2)k

Désignons par D le milieu de MM/, par E celui de NN/,
: 3.
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on a
a b c
0Dé;(z+x’)t+;(_7+_7")J'+;(5+ z') &
a c? b c?
‘JL. — e 1 . A ! ..
OE-(z 2a)(x+x)l+<2 2b>(‘7+f)j
On en déduit
EDL&OD-—-OE‘:&—;—(.Z—}—m')i
. a

.

c? ¢
— AW - "Nk,
+2b(y+y )1+2(z+z)
Or, i cause de I'identité
(r+2') (&' —2)+(y+y') (7' —r)+(z+7) (¢ —z)=1—1=0,

cette droite est perpendiculaire 4 la corde MM'. Donc, le
théoréme est démontré.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE GAUSS
RELATIF AUX SERIES;

Par M. CmarrLes BRISSE,
Ancien Eléve de I'Ecole Polytechnique, Agrégé de 1'Université.

Lemme 1. — Le rapport d’un terme au précédent ayant

,0\:\

o e ., I
pour limite 'unité, mettons-le sous la forme
. 1 3

« a pour limite zéro, la série sera convergente si
lim.na>1, et divergente si lim.nx <1.

Lemme II. — Si lim.na = 1, mettons « sous la forme

1 \ o s » , .
~+ £, ol nf3 a pour limite zéro; la série sera convergente

silim.nf3(l.n) > 1, etdivergente silim.nB(ln)<1.
C’est en nous appuyant sur ces deux lemmes, généra-
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lement démontrés dans les cours, que nous allons etablu'
le théoréeme de Gauss dont voici ’énoncé :

Tutorime. — Le rapport d’un terme au précédent
ayant pour limite l'unité et éiant de la forme

Upp R +ant ™ + bR 4L

u, =+ Ant - Brtt4- ..,

?

c’est-a-dire s'exprimant par une fraction rationnelle
de n, il faut et il suffit que
A—a>1
pour que la série soit convergente.
En appliquant le lemme I, on trouve

(A—a)* ' + (B— b))% ...
7+ ..

o= ’

d’'ou
(A—a)r*+...
ne— ‘*—— "7,
nt ...
d’ou
lim.na=A —a.
Donc, si A —a>>1lasérieest convergente,etsi A — a<1
la série est divergente.
Supposons donc A — @ =1, et appliquons le lemme If,
ona
'+ (B— byt 4 .,

;-f—{i:;»,._*_“_ ’
d’ou
B— b\ ...
) n
d’ou
I.n (B—b)r*—"+ ...
nﬁ(l.n):::T.( Jm R
. n e
d’ou

lim.7B(l.n)=o.

Donc la série est divergente.
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NOTE ADDITIONNELLE A LA SPIRALE EQUIANGLE;

(voir »* sérle, t. VAL, p. 5);
Pae M. WirLiam WHITWORTH.
Traduit de The Ozford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics,

par M. CrARLEs Brisse, Ancien Eléve de V'Ecole Polytechnique, Agrégé
de I'Universiteé.

Le lecteur a sans doute remarqué que la propriété
énoncée dans la proposition II de notre premier article
n’est pas spéciale a la spirale équiangle et appartient a
une courbe quelconque. En outre, comme cette spirale
ne dépend pas d’un paramétre linéaire, mais seulement
d’un paramétré?angulaire, toutes les spirales équiangles
semblables sont égales, et on peut les superposer de ma-
niére a ce qu'elles coincident dans toute leur étendue.
Nous serions donc resté dans la vérité en disant : « Le lien
du sommet (Q sera une spirale semblable et égale. »

Une conséquence intéressante de cette proposition est
celle que nous donnons ci-aprés. Quoique presque aussi
ancienne que la spirale elle-méme, elle n’a cependant pas
encore perdu tout intérét, comme le prouve une note du
Mathematical Tripos Examination, lundi matin, 13 jan-
vier 1862.

Prorosrrion. — S8i des rayons lumineux émanés du
pole d’une spirale équiangle sont réfléchis ou réfractés
par elle, les caustiques obtenues seront des spirales sem-
blables & la spirale originaire.

Soient OP, Op (*) deux rayons polaires quelconques
de la spirale; OQ, Og deux autres rayons polaires, fai-
sant respectivement des angles égaux POQ, pOgq avee les

premiers.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure, en se guidant sur cclle du pré-
cédent article.
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Soit R le point de rencontre des rayons réfléchis ou
réfractés en P et Q, rcelui des rayons réfléchis ou réfrac-
tés en p et ¢. Alors OQPR, Ogpr sont des figures sem-
blables, et si Q et g tendent respectivemeut vers P et p,
les angles POQ, p Og restant toujours égaux I'un a I'autre,
OPR et Opr sont toujours des triangles semblables. Par
conséquent, si V, vsont les positions limites de R, r quand
Yes angles POQ, pOg diminuent indéfiniment, OPV et
Opv seront des triangles semblables. Mais V, v sont les
points de la caustique qui correspondent a P, p. Donc
(Proposition II) le lieu des points V, v, c’est-a-dire la
caustique, est une spirale équiangle semblable 4 la pre-
miére. Donc, etc. C. Q. F. D.

Le fait que la spirale équiangle ne dépend pas d’un pa-
rameétre linéaire semble, 4 premiére vue, contradictoire
avec cet autre fait que son équation polaire en renferme
un. Mais la contradiction n’est qu’apparente, et disparait
si I'on remarque que les équations

r—=a, r— be
représentent la méme courbe dans deux positions diffé-
. , I a
rentes faisant entre elles un angle égal a - log 72 ou dans
fl

la méme position si @ = be*™=, r étant un entier quel-
conque. Par conséquent, la constante de 1’équation de la
spirale n’est pas relative a la grandeur de la courbe, ce
n’est pas un paramétre; elle fixe seulement la position de
la courbe en indiquant la longueur du rayon vecteur qui
coincide avec I’axe polaire.

La définition de la spirale donnde a Darticle précédent
a soulevé une difficulté. On a dit que le cercle était un
cas limite de la spirale équiangle, que le centre en était le
pole, et que notre définition ne s’appliquait plus 4 ce cas.

Nous demanderons aux personnes qui soulévent la dif-
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ficulté s’il ne serait pas plus exact de dire que la limite
d’une spirale équiangle dont 'angle approche indéfini-
ment d’un droit est un systéme de cercles concentriques
ayant leur centre commun au pdle, en nombre indéfini,
dont le rayon passe par toutes les valeurs, et qui couvrent
enti¢érement le plan. Dans ces conditions, on ne pourrait
pas dire qu’un cercle est plutét qu’un autre la limite vers
laquelle tend une spirale équiangle dont I’angle approche
indéfiniment d’un droit.

Portarlington, 18 février 1862.

TRISECTION DE L’ANGLE AU MOYEN DU LIMACON DE PASCAL;
Par M. JOUANNE,

Professeur au lycée de Caen.

Soit I'angle CAB a diviser en trois parties égales : a
droite et i gauche du sommet A, sur AC et son prolon-
gement, on prend des longueurs égales OA et AD; du
point O comme centre et avec OA pour rayon ou décrit
une circonférence; puis on décrit sa podaire par rapport
au point D. C'est le limacon de Pascal dont I’axe de sy-
métrie est CD. Du point B ou le c6té AB rencontre cette
courbe, on méne une tangente BT a la circonférence OA;
la ligne AT qni joint le sommet de I’angle au point de
contact forme 'angle CAT = El;—B

En effet, il est évident que le point B est le pied de la
perpendiculaire abaissée du point D sur la tangente BT :
or, si I'on prolonge le rayon OA d'une longueur égale 4
lui-méme et que du point D ainsi obtenu on abaisse unc
perpendiculaire sur une dangente BT, en joignant le

pied B au point A on obtient un angle ABD = ?
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 957

(voir »* série, t. VIIL, p. 479);

Sorution e MM. A. BOTTIGLIA er F. ISAIA,

Eléves de M. Genocchi, & Turin.

On décrit sur une droite AB, comme diamétre, une
demi-circonférence AMB, et de U’autre cété de la
droite AB un rectangle ABB'A’ ayant pour base AB et
pour hauteur une droite BB' égale au cété du carré in-
scrit dans le cercle dont AB est le diamétre; puis, d’un
point M pris arbitrairement sur la demi-circonfe-
rence AMB on méne aux deux sommets A',B’ du rec-
tangle les droites MA', MB' qui coupent le diamétre AB

en des points C, D. Démontrer que Ki_)2 + L’b_(—.l2 = Iﬁ; .
{FErMaT.)
Les deux triangles semblables AA'C, CMP (*) donnent
AC:CP = AA': MP; 4

les deux triangles aussi semblables MPD, B’BD donnent

BD:PD—=AA':MP;
de 1a,

AC:CP=BD:PD,

{*) Ladroite MP est la perpendiculaire abaissée du point M sur le dia-
métre AB.
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ou mieux,
AC:AP — AC = (AB — AD): (AD — AP),
et composant
AP:AC = (AB — AP):(AB — AD),
d'ou
AB.AC

AP= B —(AD—AC)’

Les deux triangles semblables A’'MB’, CMD donnent
(AD — AC): AB = MP : MP + L ABY/2;
divisant,
AB — (AD — AC): AD — AC = }ABy2 : MP;
d’ou

(AD — AC)ABY2
2[AB — (AD—AC)]

MP =

Or,on a
—2  —
MP + AP — AB.AP;

en substituant, dans cette derniére égalité, les valeurs
de AP et PM, ci-dessus trouvées, on a

-

—_

4AB .AC + 2AB .AD - 2AB .AC — {AB . AC.AD
— P —_—1 —2
= {AB’.AC — AB .AC.AD + 4AB .AC ;*
simplifiant,
AD +.AC = 2AB.AC
ou '
AD + (AB — BC)' == 2 AB (AB — BC);
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enfin, faisant les produits et simplifiant, on a
—_a  ——2 -2
AD 4+ BC — AB,

ce qu'il fallait démontrer (*).

Nous avons aussi trouvé la solution par la Géométrie
analytique ; mais elle est trop simple, nous ne 'envoyons

pas.

Note. — Le méme théoréme a été démontré par MM. J. Mouchel, con-
ducteur des Ponts et Chaussées & Albert (Somme) ; Burtaire, Mattre auxi-
liaire au lycée de Nancy ; Chadu, Maitre auxiliaire au lycée de Bordeaux;
Laverlochére, éléve de Mathématiques spéciales au collége Stanislas;
Viaud, éléve, a la Rochelle; Kruschwitz; H. Lez, a Lorrez-le-Bocage;
F.-P. Pourcheiroux, a4 Paris; O. Callaudrean, a2 Angouléme; Berger et
Chaurin, éléves de la classe de seconde au lycée du Mans.

(*) L’égalité a démontrer : AD2+ BC2 =AB2 se réduit hEI—)2=2‘AC.BD,
en y remplacant respcctivement AD, BC, AB par AC + CD, BD + CD,
AC + CD + BD. Or, si 'on prolonge la perpendiculaire MP jusqu'a ce
qu’elle rencontre la droite A’B’ en un point P, la similitude des trian-
gles MA'P', CAA’ donnera

MP' AP
AN T ACY
on aura de méme .
MP B
AA' ~ BD
De lia
—2 —2
MP  APLRP MP
H," ~ AC.BD T AC.BD
Mais
’ M'P’  A'B
MP ~ CD’
done
— 5
AB _ CD _ D
ﬂ-,ﬁ AC.BD’ ¢ =AC.BD C. Q. F. D,
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Sur la question 870

(voir 2° série, t. VIII, p 463):

Par M. TERRATS,

Professeur au collége d’Arras.

Dans le numéro d’octobre des Nouvelles Annales de
Mathématiques, la question 870 se trouve résolue d’une
maniére fautive, ou plutdt I'auteur de I'article a substitué
a la question proposée la question suivante : Trouver le
lieu des centres de courbure des sections perpendiculaires
4 une méme génératrice, sur une surface gauche. Aprés
avoir substitué a la surface proposée I'hyperboloide oscu-
lateur le long de la génératrice considérée, il fait, en
effet, une série de sections par des plans perpendiculaires
a cette génératrice. Ces plans ne sont pas ceux des sec-
tions principales, parce que les tangentes aux sections
principales en un point de ’hyperboloide, sont les bissec-
trices des angles que font les deux génératrices qui passent
en ce point. Je proposerai pour la question énoncée par
M. Darboux la solution suivante :

Substituons egcore ala surface gauche 'hyperboloide
osculateur le long de la génératrice considérée. Mais pre-
nons cette génératrice pour axe des X et non des Z, afin
d’éviter 'indétermiration qui se présenterait dans le cal-
cul des coefficients différentiels p et ¢.

I’équation de cet hyperboloide sera évidemment de la
forme

(1) A’y'4+ A"z°+2Byz+ 2B zz+2B"zy+2C y+2C"s=a.

Les équations de la normale au point (x, o, o) sont

X =ur,
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La surface lieu des normales le long de la génératrice est

done :
Y YA

BFX+C BX+C

ou
B'XY —B'XZ +C'Y—CZ=o,

équation d’un paraboloide hyperbolique.

Il reste & trouver une seconde équation. Or, on sait
que les Z des centres de courbures principaux en un point
(x, ¥, z) d’'une surface, sont donnés par I'équation

(re — s*)(Z — 2)?
—[(r+p?)t+ (149 r — 2pgs|(Z — 2) +14 p*+ ¢*=o.
11 faut ici supposer z = o, et calculer
P9 7S L

Pour cela, différentions I'équation (1) par rapport a x,
puis par rapport & y. Nous trouverons

A"zp+Byp +Bz+Bap+B'y+C'p—o,
g Ay+A"2q+Bz+Byqg+ B xg+B"2+ C'+C"’q =o.
Différentions maintenant les équations (2) par rapport
a x et y. Nous trouverons de méme
A"p*+A"zr+Byr+Bp—+Bp+Bar+C'r=o,
(3) «A"pg+A"2s+Bp+Bys—+B g+ B as+B"+C"s=o,
A+ A"g*+ A"zt + Bg+Byt+ Bg + B'at + C't=o.

De ces équations on déduit pour le point (x, o, o) les
valeurs

_ B”r +C’
P=0% 9="grr¢”
_ Bg+PB A"¢*+Bg + A’
TS SETEre T TRz

qui doivent étre substituées dans 1'équation simplifiée

(4) ST 4+ 1Z — (1 +g*) =o.
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Il faudra ensuite éliminer x entre I'équation obtenue et
I’équation X = x. Ce qui revient 3 remplacer dans (4),
g, s, t par les valeurs
B"X + C’ B’y -~ B Ag*+-BgL A’

1=~ px+c¢ '~ ®xXsC¢ T T TEXC

Le résultat sera une équation du quatriéme degré entre
X et Z. Elle représente un cylindre paralléle a axe des Y.

L’intersection de ce cylindre avec le paraboloide des
normales sera la courbe demandée.

GORRESPONDANCE.

Extrait d'une lettre a M. Bourget.

Une erreur s’est glissée dans la rédaction de la ques-
tion 960. Il existe bien, pour chaque surface du second
ordre, un groupe de surfaces du méme ordre qui jouissent
de la propriété indiquée, mais ces surfaces ne sont pas
homofocales a la premiére.

Permettez-moi, en faisant ici cette rectification, d’en-
trer 4 ce sujet dans quelques détails qui, malgré leur
simplicité, pourront peut-étre intéresser vos lecteurs.

Proposons-nous cette question : Trouver deux sur-
Sfaces S et 2 qui se correspondent point par point, de
telle sorte que le plan mené perpendiculairement a
la corde qui joint deux points quelconques A et B de
la surface S et par le milieu de cette corde passe
par le' milieu de la corde af8 qui joint les points cor-
respondants sur la surface Z.

Soient{x, y, z) les coordonnées d’un point quelconque
de S et (&, », ¢) les coordonnées du point correspondant
de Z, en sorte que £, n, ¢ sont des fonctions actuellement
indéterminées de x, y et z; soient encore (x', y', z’) les
coordonnées d’un autre point arbitrairede S et (£, v/, {’')
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les coordonnées du point qui lui correspond sur Z. Si les
deux surfaces S et 2 jouissent de la propriété énoncée
ci-dessus, on devra avoir

() (+E —xz—2z')(x—2z')
1
et —y— ) (5 =) (G-E =zt ) (5= )=
Supposons maintenant que les relations qui existent
entre les points correspondants des deux surfaces soient
de la forme

(2) tE=mx, n=ny, §t=ps,
m, n et p désignant-des quantités constantes, I'équa-
tion (1) deviendra alors
(m—1) (2> —a*)+(n—1)(y*—y*)+(p—1)(d*—z)=0
ou bien
(m—1)z?+ (n—1)y"*+(p—1)3"?
=(m—1)x*+(n—1)y*+ (p—1) 2%

On satisfera donc d’une fagon générale a I’équation (1),
quels que soient les deux points donnés, si on les assu-
jettit a rester sur la surface du second ordre

(m—1)x*+ (R —1)y*+ (p—1)2* = const.

. , . A2
Faisons la constante égale a 4* et m—1=—,

22 P
— A Bret ot é
n—1= p——x__‘—‘;,a,b et ¢* étant de nouvelles

constantes, I’équation de la surface S deviendra
o] 72 2?
aTEtTaTh
et Péquation d’une quelconque des surfaces T sera, en

vertu des formules de transformation (2),

ax? ) b’j" c? z?
(af+)\’)’ -+ (b‘—!—)«’)’ + (er+)2)2 =

équation ou A désigne un paramétre arbitraire.
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11 résulte immédiatement, soit des formules (2), soit
encore de la propriété méme qui a servi i définir les
surfaces, que la droite qui joint un point quelconque A
de S au point correspondant de X est normale en S au
point A. :

On voit immédiatement que les surfaces Z peuvent étre
regardées comme le lieu des points qui partagent dans un
rapport constant les portions des normales interceptées
entre la surface S et un quelconque des plans de symétrie
de cette surface.

Si l'on fait successivement A2 = — a2, — b? et — ¢?,
la surface £ se confond tour a tour avec les trois plans
de symétrie de S; on peut donc faire correspondre cha-
cun de ces plans avec S, et point par point de telle sorte
que le mode de correspondance jouisse de la propriété
indiquée. Le point correspondant sur un dcs plans de
symétrie 2 un point donné A de S est évidemment le
point de ce plan ou passe la normale en A a la surface;
d’ou la solution d’une question que j’ai proposée dans les
Nouvelles Annales. E. Lacueree.

QUESTION.

978. Soit une conique ayant pour foyer le point F, et
soit n le pied de la perpendiculaire abaissée d'un foyer F
sur la directrice correspondante; du foyer, abaissons les
perpendiculaires F'm et Fm' sur deux tangentes quel-
conques et la perpendiculaire F'n' sur la corde qui joint
les points de contact des tangentes ; les quatre points m,
m/, n et ' sont sur une méme circonférence, et ils par-
tagent cette circonférence harmoniquement.

(E. Lacueree.)
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NOTE SUR LBS SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES » PREMIERS NOMBRES ENTIERS;

Par M. Epouarp LUCAS.

1. Considérons le carré formé en placant les unes au-
dessous des autres z rangées horizontales de n unités; on
peut, comme on sait,-grouper les n* unités de ce carré
de maniére & représenter la série des nombres impairs,
et I'on voit facilement ainsi que /e somme des n premiers
nombres impairs est égale a n®.

On peut, de la fagon précédente, déterminer un cer-
tain nombre de sommes, et trouver, en particulier, quel-
ques relations simples entre les sommes des puissances
semblables des n premiers nombres entiers.

2. Considérons le carré formé en répétant n fois la
rangée horizontale des n premiers nombres et décompo-
sons ce carré de la méme facon que nous 1’avons fait ci-
dessus.

La somme de tous les nombres renfermés dans le carré

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. IX. (Février 1870.) 4
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est égale a n fois la somme s, des » premiers nombres,
c’est-a-dire &
n*(n +1)
n$ — —————
2
D’autre part, la'somme des termes contenus dans le p*
groupe se compose de deux parties : la partie horizontale,

EIRRNE
1 21 3| 4
1

1 2 3| 4
1 2 3 4

qui est ¢gale a la somme des p premiers nombres, et la
partie verticale, qui est égale 4 (p — 1) p. Donc la somme
des termes dy p“ groupe est

plo+y_3 1

PP— P

plp—1)+ 5 > 5

et, en additionnant tous les groupes, on obtient, en dési-
gnant par s, la somme des carrés de n premiers nombres,

3 i n(n+1)
—$— —§ = ——
2 2
d’ou 'on tire
__nr(r+1){2r +1)

$g—= ——— 227 7,

6

3. Considérons encore le carré formé par la table de
Pythagore; la somme des termes renfermés dans cette
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table est égale a la somme s, des n premiers nombres

multipliée par (14 2 + 3 + ... -+ n), est-d-dire égale

2
a s,

D’autre part, la somme des termes du p“"* groupe est
égale &
op(1+2+4...+p)—p?=p.

Donc, en additionnant tous les groupes, on a
8377813

et on retrouve ainsi ce théoréme connu, que la somme
des cubes des n premiers nomnbres est égale au carré de
la somme de ces n premiers nombres.

4. En opérant de méme sur le carré formé en prenant
les carrés des termes de la table de Pythagore, on voit
que la somme de tous les termes est égale a s?, et que la
somme des termes du p®" groupe est égale a

e

2p1(12 4 22 4 3 4.+ ) — pf =

Wy

(2p? +1);
d’ou l'on tire

255 + 53 = 3s3.

8. En appliquant le méme raisonnement au carré
formé des cubes des termes de la table de Pythagore, on

. 4
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trouverait encore
$; 4 5, = 252,

6. Au liea de la série des nombres entiers, on peut en-
core considérer celle des nombres triangulaires, pyrami-
daux, etc.; celle des sinus des multiples-de P'arc x; celle
des puissances successives d’'un nombre douné, etc.

Prenons, par exemple, le carré formé de la maniére
suivante. On dispose sur une ligne horizontale les nom-
bres

1 T 1
b - a5 7? AR ] m 9

. .oon
dont la somme est, comme on sait, égale a » et on
n 41

multiplie successivement tous les termes de cette ligne
1 1 I

par chacun des termes —. — —;
1.2 2.3 3.4

les 17, 2, 3¢,... lignes d’un carré de n® termes, dont

y +++> pour former

, \ n \?
la somme totale est égale & ) .
n—+i

D’autre part, en décomposant ces groupes comme précé-
demment, on voitque la somme des termes du p"* groupe
est égale a

1] 1 1 I T
T pp ) [1_5 R p(p+l)] I RVEI

ou égale a
2 I

(p+1¢ pp )]
et, en faisant la somme de tous les groupes, ou a

p=n

P ’ ‘
1 1 n \*
> (p+1) —ZIJ’(P+1)":<"+I)'
P

p=r =1

=n
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SiI'on fait, en particulier, n = = , on trouve
p.:_uo

K . I .
Z(B—~l> ——Zm—' *)s
I]:l
d’ott I'on déduit
1 N S .
PRI 34 T b

TRIANGLES ET CONIQUES COMBINES ;
Par M. NEUBERG;

Professeur a ’Athcénée royal de Bruges (Belgique).

M. Faure a énoncé dans les tomes X1X et XX des
Nouvelles Annales, plusieurs propriétés trés-intéres-
santes des coniques qui peuvent étre considérées comme
résolvant le probléme de détermincr les axes de ces
courbes, quand on en connait le centre et un triangle
inscrit, conjugué ou circonscrit. Je me propose ici le
méme probléme en substituant au centre un foyer. Dans
cette recherche je trouve quelques formules que je crois
nouvelles, et jarrive également aux deux théorémes
énoncés par M. Faure dans le tome XX des Nouvelles
Annales, page 215.

En supposant des axes coordonnés rectangulaires pas-
sant par le foyer F, une conique peut étre représentée
par I'équation

(1) '+ y*=(mx + ny + pz)* (ouz=1).

(*) Puisque 'on a

I 1 _ =’
—,—l—;—,—i— ==

1
3 6

(St¢rRET, Traité de Trigonométric, p. 224.
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Les expressions des axes peuvent s'obtenir comme il
. . Lo b .
suit. Pour avoir le paramétre —, qui est la longueur du
a

rayon vecteur paralléle a la directrice, il suffit de faire

2

dans I’équation (1), mx + ny = o, ce qui donne —=p.

L. L. ¢ b2 .
L’excentricité numérique = ou \/x — — est égale an rap-
a a
port constant des Jistances d’un point de la courbe au

foyer et a la directrice ou égale a ym* + n*.

. b? b? .
Des relations — = 1— — =m? -+ n? on tire, cn
P [} 9
a a?

posant 1 —m® — n® =g,

i b’::liz

(2) ‘7 g’ 7

Soient maintenant

\ / / .
B2 (G2 (32 wmvmem
les cordonnées cartésiennes homogénes des sommets d’un
triangle A, A, A; inscrit, conjugué ou circonscrit a la
conique (1), S sa surface, R le rayon du cercle circonscrit
et a,, a,, ag les longueurs des cotés. Désignons par X,
Y., Z, les dérivées suivant x,, ¥,, z,. du déterminant

AT ST
Ty, Yy B | = 28,
{ X5 Y3 2

et posons, pour abréger,
Prs =X, Xs + Y'Yy Gr=mx,+nY.+ P2,

Les valeurs de p et ¢, et par suite les axes, peuvent sc
déduire des quantités t,, t,, /, qu'on peut déterminer
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facilement dans les différents cas. Car, en résolvant les
équations '
max,+ny, +pz=—1t (r=t,2,3)

par rapport & m, n, p, on trouve (¥)

(3) ' m:(—"-—’i‘s—"),
(4) n :(r__;s_fj
(5) ,,:("_gs'_").

La formule (5) donne aussi

—48pr=(z. 3. av—1)
ou
(5/) —4SZP2:(P|1—‘|¢V Pz — i, Pla"‘tlta)-
Des équations (3) et (4) on conclut

4S*q = (=, y, 102+ (ey=1 y 1)+ (z, t,y—1 1)

Le second membre prend une forme trés-simple en le
considérant comme le résultat de la multiplication des
deux systémes d'éléments

1 0 0o 0 o o—1 0o o0 o
o1z oy & \/——_l 1 o x ¥y ¢t \/:—T

0O 1 x, ¥ ¢t \/:_; T 0 x ¥y, &, \/:T ?
o 1 x ¥y, & Q/:T I 0O Xy ¥y, &, J——T

(*) Pour représenter un déterminant, nous écrirons souvent la pre-
miére ligne entre parenthéses, si les autres lignes s’en déduisent par des
permutations circulaires des indices.
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donc ( )
o 1 I 1

(6) 482q:_ 1 {Jn'-"’f pi2— tily pi3— Ui, .
Uopu—1tity pa— L] pis — Ly,
] I pa— 125 ¢, Pu“‘.tatz pss — 3
Triangle inscrit. — En exprimant que les sommels
sont situés sur la courbe, on trouve

on—t; =o, Pz — t; =o, P33 — t; = 0;
d’ou
tt=R,, t4=R,, ¢, =R,,

R,, Ry, R; étant les longueurs des rayons vecteurs FA,,
FA,, FA, affectées de signes convenables (*). Désignons
par wy, w,, w; les angles (ue font ces rayons avec 'axe
des X ; nous aurons

z, =R, cose,, x,=R,cosm,, x, = R,;cosn,

yi=R;sinw,, y»,=R;sinw,, ¥;=FR;sinaw,.

"On tirede la
pr— ¢ £ = R R, (cosw, cosw, + sinw, sinw, — 1)

= — 2R Ry sin’; (0, — ),

prs — Laty = — 2R,Rysin*} (0, — wy)
ou = — 2R,R; cos?} (w0, — w,),

pa — 2y 8, = — 2R R, sin*} (0 — w,)
ou = — 2R;R, cos?} (w; — o,);

(*) On sait qu'il existe quatre coniques qui passent par trois points
donnés et ont un foyer en un point donné. L’une d’elles est une ellipse,
une parabole ou une hyperbole dont une méme branche passe par les
trois points donnés; les trois autres sont des hyperboles dont une branche’
passe par deux des points et 'autre par le troisi¢éme point. Pour la pre-
miére courbe, nous pouvons supposer R,, R,, R, positifs; pour les trois
autres, nous admettons que A; et A, désignent les deux points situés sur
la méme branche, et nous considérons R, et R, comme positifs et R,
comme négatif. )

Voir la Géométrie analytiyue de MM. Briot et Bouquet, 4° édition ,
pages 219 et 220.
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en sabstituant ces valeurs dans les formules (5), (5}
et (6), il vient ‘
R.Z, + R,Z, + R,Z,
- 28 b

— 48 p* = 2(pis — tits) (pus — 1ats) (par — &21)

ou
_ 2R R (R P.,) sm— (R, R3)51n- (R,R,),
= M sin— (R, R,)(os— (R, Ra)ms—- (RsRy)5
4529 - 2'(Pu — )+ 22-(P|2—‘ 6ty) (pr — t,t;5)
ou
g — MRIRS [_ + sin's (RiRy)
S? Lt R}
sin?; R R,) sin?} (R.R,)"
+ 2 2 R, »7
__RIRJRI [ sin‘;(R(R,y) cos“; (R.R3)
=" R: R
cos‘s (RyR,)
T TR
. sin?; (R l’\,)(os- (R:R;)
- R.R,
N sin? (R R;) cos?; (R R}
R;R.
2cos s (R:Ry) cos?: (B3R )
R.R.

De la on conclut facilement les espressions de a, b

eta®b? .
Si la conique (1) est une parabole on a ¢ = o, ou, en
décomposant la premiére valeur de ¢ en facteurs,

sing (RR,) + sin} (R;R;) N sin} (R;R,) — o

VR, VR, VR,
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Triangle conjugué. — On a les équations de condition
P2 — Ll == 0y Pay— Lty =0, py — &t =03

on en déduit

12— PmP-a’ £ — lepza’ 0 — st Paz’
' Pas : P3t : P12
d’ou
pPu — t = —~ (PnP:a — P“P'3)
Pas

1 "1’:'77|+.71)’| Ty Xy =YY

P23 | X3+ Y3) Z3ZT2+ Y3)a
1 &y Z,Z;,
o P3| *3 s x, - Pza
Z,Z,
P ti = ;31 v P _t§: o (48] ’
par conséquent
, YAV A A
— 48 = (o — £2) (b — ) (o — 1) = — -
P12P23 P51
’ - Z,7Z,Z
4S'q =3 (pr— 23) (pn — tg):——-‘-——z——a—EZ,p,s.

Pr2PasPsi

Pour reconnaitre la signification géométrique de ces
résultats, transportons les axes coordonnés paralléle-
ment & eux-mémes en un point quelconque du plan
A A,A;. En appelant a, 3 les coordonnées du foyer, il
faut remplacer x, et y, par x,—a et par y, —f3. On
aura ainsi :

pre = (2, — a) (& — ) + (y,— B) (rs—B)
=+ p’-—a(x,—i—z‘,)— ﬁ(fr‘*‘]s-)’*‘xr-rs'i—f,]s-

En considérant «, 3 comme des coordonnées courantes,
I’équation p,, = o représente évidemment un cercle, et
comme elle est satisfaite par « = x, ou x, et f =y, ou y,
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et que le centre a pour coordonnées

T & Yt T elle
2 2

représente le cercle décrit sur le caté A, A, comme dia-
métre. Donc, si I'on désigne par 73, y3, 7} les puissances
du foyer F par rapport aux circonférences décrites sur les
cotés a,, as, ay comme diamétres (ou les carrés des tan-
gentes menées de F i ces circonférences}, on aura

Pe=7% Pu=71 P %1

Les quantités Z,, Z,, Zy représentent (au signe pres)
les doubles des aires des triangles FA; Ay, FAz A;, FA Ay
en appelant 0y, 94, d4 les distances de F aux cotés a,, a,,
ag du triangle, on aura

Z,=a,d, Z,=a,8,, Z,=a,d,.

Remarquons aussi qu’en regardant o, 3 comme des coor -
donuées courantes, les équations Zy;==o0, Zy=o0,Z;=o0
représentent les cotés du triangle.

Comme Z,, Z,, Z; sont les mineurs du déterminant
(xy—ea, y;—f, z,) par rapport aux éléments z, on
peut écrire LZ; pyy = (2, — &, 7, — 5, pas). Remplagons
prs par a® + [ —a(x +x,) — By ) + 2 XA+ y 5
en ajoulant les deux premiéres colonnes multipliées par
—a et % ala troisieme, on aura
I o o o l
tr—a y—f 2(a+f)— «2a— By, + 2,054 727 |
I Ty—a Y— ﬁ 2(0!’+ pz)__ alz,— @E]|+.1'3.l“+ Y3
1 23— a yi— B 2(a?+ B)—aZe,—BEy,+x,24 11 92

37, pay ==

¢t si nous ajoutons aux trois derniéres colonnes la pre-
miére, multipliée successivement par

z, B, —2(a+Pp)+aSz + By,
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il vient )
1 a f —oa(d~+ ) +aZe+ B3y,
ZZI P2 — ooy Loy 12T . .
1z, ) I3+ ¥a ¥
I x; )s XXy Y Y2

Sous cette forme, on reconnait que 2Z pyy = 0 est 'équa-
tion d’un cercle, et comme le coefficient de (a® -+ [3?)
est 4S, on peut poscr ZZ, pyg = 4Se?, ¢? étant la puissance
de F par rapport a ce cercle. On peut démontrer facile-
ment que ce cercle est celui des neuf points du triangle.
Car I'équation £Z, p,y = o est satisfaite en posant Z,= o,
P12== 0, py3 = 0; les trois derniéres représentent le co1é a,
etles circonférences décrites sur a, et a, comme diamétres,
et ces trois lignes se coupent au pied d'une hauteur. Le
déterminant

[#—a yi—B, (m—a)l@—a)+ (1. —B) (1o —B)j=2Z:ps
s’annule encore, comme acquérant deux lignes identiques,
en posant

r—a=—(z,—a), yr—B=—(r:—8)
¢’est-a-dire

T+, et Js
2= ——y B=i—

2 2
(coordonnées du milicu de A, A,).

Les formules cherchées sont donc (é cause de

aa,a;
="
888 b 8,89
= T e T
pa— 1V e g 8
g? ‘2 ‘

jarbr =R 3*3_%.7_zb
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La derniére relation doune le second des théorémes de
M. Faure, énoncés t. XX, p. 215. ‘ ,

En considérant «, £ comme des coordonnées cou-
rantes, ou %, 7%, 7%, 72 comme des fonctions de circon-
férences, et dy, d,, 05 comme les fonctions des cotés du
triangle, les équations ci-dessus donneront les lieux des
foyers des coniques conjuguées au triangle A, A A, et
dans lesquelles le paramétre, le rapport des axes, I'un
des axes ou le produit des axes sont constants.

Pour avoir les lieux des foyers des paraboles ou des
hyperboles équilatéres conjugués au triangle A, A, A,
il suffit de faire ¢ = 0 ou ¢ =—1; on trouve, pour le
premier lieu, €? == o ou le cercle des neuf points, et pour
le second y? 7% y? + 4Re*d, 0, 03 = o ou une courbe du
sixiéme degré, admettant comme points doubles les som-
mets et les pieds des hauteurs et passant par les points
circulaires a I'infini.

1l serait facile d’exprimer p et ¢ en fonction des rayons
focaux FA,, FA,, FA, et des angles que font ces rayons
entre eux; il suffirait de remplacer i, et y, par R, cosw,
et R, sinw,. On trouve ainsi, par exemple,

b tang(R,R,) tang (R, R,) tang (R; R,)

pe 35 ZR?RZsin2 (R,R,).

Triangle circonserit. — On a les trois équations de
condition (¥)
po—ti  pu— it
Py — ity pa— L}
P2z — ¢, pu— b by
par— Lty pyy— ¢}
pon— 15 pa— 1l
ps— ity py— ¢t

(*) Pour trouver ces équations, on peut suivre la marche suivante, in+
diquée par M. Salmon dans son Traité des sections coniques. On congoit
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Pour trouver les valeurs de ¢, t;, t;. ou mieux celles
de p., —1, t,, remarquons que fes quantités p sont liées
par I'équation identique
a P P pis
(8) P pu pu | =0,
831 P2 P
dont le premier membre est le carré de (xr; y, o).
Par conséquent, en désignant par o), le mineur du déter-
minant (8) qui correspond a I'élément ¢, les mineurs
du réciproque ’ ’ ,
Piv P2 P I
P'n Pl:z P,‘za
Pas Paz Pas

sont aussi identiquement nuls (*), et on a

’ ’ U ’ U U
Fyo P P22 P23 Pss  Pss
U r ’ ’ ’ ’
Pze P22 Ps2  Pss Pis P
Comme les déterminants (7) et (9) sont symétriques et
de forme semblable, on est naturellement eonduit 4 exa-
miner s'il n’existe pas des factenrs yy, po, us et de valeurs

de t,, ty, s, tels quon ait identiquement

(9)

-0, t:().

—o, |

pu— 1 = wipl s P 6 T pafhys pa— £ TS iy
o bt = B
by — bty = = sy Pl
pa — &6 == =V i -

les coordonnées des points d’intersection de la courbe (1) par une droite
mx, - mgxy, My, +myy,

) sy et on
niy B+ My Z, M E M,z

telle que A A,, mises sous la forme

exprime que P’équation
m} (Pu — ) +o2m, my(py — 4, ) = mi(pyy — 1) =0,

qu’on obtient en écrivant que ces points sont sur la courbe, donne deux
valeurs égates et de méme sigrie pour le rapport m, : m,.
(*) Voir Baltzer-Houél, page 5i.
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On trouve que cette identification est possible en po-
sant (¥)

= 411 R = P2 . Pas ,

- P22p33 fe= PsaPu’ = PP

et comme on a p,, = Z2, on obtient enfin

z Y A z:
Pn—t?:'_P“ Ly Pu—"':‘—:“——” =) Psa_'?;:g—‘w 2y
P21P33 P33P 011 P22

Pra— Ht,— = \/(f'u b ;f;_(f)zz“‘ t;) 9

Py — Lt = i_\/(Paa—' ) (pn— 7).

Quant aux doubles signes placés devant les radicaux, il
faut prendre les trois radicaux avec le signe —, ou un
seul avec ce signe, suivant que les trois contacts du trian-
gle avec la conique ont lieu sur les cdtés mémes ou qu'un
seul contact est intérieur et les deux autres extérieurs (*¥).

Portons maintenant ces valeurs dans les équations (5)
et (6). Pour pouvoir développer plus facilement les dé-
terminants, nous diviserons les lignes et les colonnes res-
pectivement par

Ven— 1t Vpu— 1t Vpu— 4.

(*) On écrit, par exemple,

£ 3
= o =fi&_fﬁ( _mﬂ-)
Pis = Pa2P3s — Pas . Pas Pas ’
d’ou

t:=P:aP1| et o= Piy

P13 Pss P22 Pas

(**) Car, suivant que le point de contact est situé entre A, et A,, ou se
trouve sur le prolongement de A, A,, le rapport m, : m, (voir 'une des
notes préeédentes) doit étre positif ou négatif, et par suite le terme du
milieu de Véquation m}(p,, —1})—+...= 0 est négatif ou positif. Quand
il n’y a qu’un seul contact intérieur du triangle, nous le supposerons sur
le coté ay.
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Nous aurons ,

I —1
— 48P =(pn— ) (pn—t){pu—122) | —1 1
{
g Qe S
_ L znz
= 4 5
Fripa2pss
ou
Z.7,Z. d,0,0,
p = =4 )
SR,R.R, R.R.R,
cl
452‘12"‘(Pn““t.z)({’n—’;)(f‘aa—‘tﬁ)
o 1 1 T
Ven—1ti Vpu—1i Vps— 12}
L
||°'t?
> VP
1 —1 I =1
\/Pn’—'t:
v -1 1
\/{l:xs‘—“’;z‘
= 4V(pu— 1) (= 3) tpas— 13) Zypu— 11,
ou
Z.72,Z,

—_ D
7= SRERIRE ~ P

Pour avoir la signification géométrique de la quantité
2Z,p,y, suposons encore V'origine des axes coordonnés en
un point quelconque. Il vient

2Zpn=(r—x y—PB x4y} —2ax— 2By, +22+p),
ou, en ajoutant & la troisiéme colonne les deux premiéres
multipliées par 2« et par 203,

1 o o o

1 x—a yi—B x4+ yl— (a?+ p?)

U &i—a rn—f zi4+yi— (4 )
Uows—a y— 8 24yl — (a4 B?)

EZ.pn:—‘
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et en ajoutant aux trois derniéres colonnes la premiére
multipliée par a, par £ et par (a®+ (%)
1 a B 2+
2Zl?n = N
1 Xy Y2 X, + Y, |®

1 Zy y; x,+Y)

On voit immédiatement que 'équation £Z, py, = o est
Péquation d’un cercle et comme le déterminant devient
nul par les hypothéses & = x,, £ = y,, ce cercle passe par
les sommets du triangle. Donc, en désignant par »* la
puissance du foyer I par rapport 4 la circonférence cir-
conscrite au triangle A A, Ay, et en remarquant que le
coeflicient de («*—+ 3?) est — 2 S, on aura

ZZ,p= — 257"

Les formules relatives aux axes sont donc

8,0,¢ "0,9,9,
P=4Kﬁiﬂ’3’ 1= —8Re G
i 2 1 2 3
2y 8,8,
sa— BBy, LR OO%,
7? n?
forbm — on IBIRIAGS,

7S

La derniére formule donne le premier des théorémes
énoncés, par M. Faure, daus les Nouvelles Annales,t. XX,
p. 215,

Des relations que nous venons de trouver, on peut aussi
conclure les lieux des foyers des coniques inscrites 4 un
triangle fixe et davns lesquelles le paramétre, le rapport
des axes, I'un des axes ou le produit des axes sont con-
stants. En faisant ¢ = 0 ou ¢ = — 1, on aura les lieux
des foyers des paraboles ou des hyperboles équilatéres

Ann, de Mathémat., 2° série, t. 1X. (Février 1870.) 5
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inscrites au triangle A, A, Ay; le premier lieu est la cir-
conférence circonscrite, et le second une courbe du
sixiéme ordre, passant parles points circulaires a I'infini
ct par les sommets du triangle.

APPLICATION DU CALCUL DES EQUIPOLLENCES A LA RESOLUTION
D'UN PROBLEME DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE;

Par Emize FRANGOISE,

Professenr au lycée de Touion.

I.

Construire un polygone, connaissant les sommets des
triangles semblables & un triangle donné construits sur
ses cOtés.

Soient A’, B', C',..., H’ les points donnés; A, B,
C,..., Hles sommets du polygone que 1'on se propose de
construire. Connaissant la forme du triangle AA’B,
BB'C, ..., on connait les rapports égaux

|
|

WA
==

’

>
=
| =
N

—...7= = ni*.

()

H
!
|

’

>
>
4
=

La considération des uriangles A'BB’, B'CC/, ...,
H’ AA’ nous donne la séric des équipollences

! pi*A’A — B'B — A'B,
(2) ni*B'B—C'C =B,
z —A'A +ntHH=HA.

En résolvant ce systéme d’équipollences comme un sys-
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téme d’équations du premier degré, on obtient

A’'B —1 0

n* —1 o ... 0 ' l o !

o ni* — o lB’C’ ni* —1 ... 0 !
., ! — N ~7

o o ni* o |A'A=1¢D o n® o !

—1 0 o R 7 HA o o R 77 A

ou bien, k désignant le nombre des cotés du polygone
cherché,

oy ATA nh=titk—0e AT 4 ph—2j(k=2eB'C’ 4. .. 4 H’A’
1o A'A s

nk jhe — y
construction géométrique. Soient (*)
OM=1 et ON=n".

Le trianglc NOM est semblable au triangle BA’A. Sur

la direction de OM je prends
gr.OM' —=gr.ON,

ct par le point M’ je méne M’'N’ paralléle & MN. Je
construis une droite faisant avec OM un angle double
de NOM, et je déeris du point O comme centre, avec
gr.ON’ comme rayon, un arc de cercle qui coupe en N,
e coté de cet angle
ON, = n?i2*;

je construis de la méme maniére la droite

ONk_z"—: nk=1 1'(/:—|)a,

ONE—l — nl,’ta’
D’ailleurs
MNp_, = ntike —

{*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Cela posé, sur A'B’, considéré comme coté homologue
de OM, je construis un triangle semblable au triangle

OMN,_,, sur B’C' un triangle B/C'B, semblable &
OMN,_,,....

[.a somme
PQ=A"A,+BB, +...+~HA

représente le numérateur de I'expression de A’A.
L’équipollence

’

>
>

__ PQ
1 MN,

montre queﬂ est une quatriéme proportionnelle aux
trois lignes_(m out, et MN,_,.

Le point A une fois déterminé, on achéve sansdifficulté
la construction du polygone.

IL.

Discussion. — Lorsque n est différent de Uunité,
c’est-a-dire lorsque les triangles AA'B, BB'C, ... nc
sont pas des triangles isoscéles ayant pour bases les
cotés du polygone ABCD... H, le dénominateur de
Uexpression (3) est différent de zéro. Quel que soit
le polygone A'B'C’...H, le probléme est possible et

n’admet qu’une solution.

Je suppose maintenant n = 1.
Dans cette hypothése, le dénominateur du second
membre de I'équipollence (3) devient

azi 4mi 2(k—1)x§
(i“-—l):(z’“—l)(i“-—c"')(i‘—e"/...(i“——e K s

ou

el zai o o2xi Tel  2lk—n=iy,
(HF—1) = e*——l)(e’—e")...(c‘—e *
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Le numérateur
=1 ATE 4 i BC ...+ WA
peut, a cause de la relation
AB +BC +...+HA =o,
étre mis sous la forme
AR (i1 — 1) + B'C/ (itk=D*"—y) 4-. . .=0o.
I est divisible par i* — 1.

Pour o = o, c'est-a-dire quand l'angle au sommet
des triangles semblables AA'B, BB'C,. .., ou, ce qui
revient au méme, l’angle NOM est nul, le probléme est
déterminé.

L’équipollence

A'A=—A'B
"montre que le polygone ABCD...H se réduit ¢ un

point.
Lorsque « prend l'une des valeurs

b —
‘% Py ! si#est impair,
8
(4) %a Z’ %,...’\ou

- — si 4 est pair
k2 pair,

c’est-a-dire lorsque l'angle au sommet des triangles
isosceles est un multiple de U'angle au centre, U'ex-
pression de A'B' est nulle. Le probléme est en général
impossible.

Toutefors, si l'équipollence

(5)  0=AB 4 - BC .. - BA =0



(70)
est satisfaite par l'une des valeurs de & comprise dans
la suite (4), le probléme est indéterminé pour cette va-
leur de o.

Lorsque & est un nombre pair, la derniére des va-

4 k

leurs (4) de « est égale a 7 =2 la valeur correspon-

dante de I'angle AA’B est de deux droits. En d’autres
termes, le point A’ est le milieu du c6té AB. Il résulte de
la que les sommets d'un polygone A’B'C’...H’ d’un
nombre pair de cotés ne sont pas en général les milieux
des cotés d’un autre polygone ABC...H d'un méme
nombre de cotés.

Pour que ce second polygone existe, il faut que les co-
tés du premier satisfassent a I'équipollence

(6) AB —BC4+CD—... —HA =o.

Le polygone ABG. .. estalors indéterminé.
En combinant 'équipollence (6) avec la suivante

(7) AB +-RBC 4 UD +...+-HA =o0,

on obuient

{AB +CD +...=o,
| BC +DE +...—o.

Ces deux derniéres équipollences expriment que les
cotés de rang impair du polygone A'B'C'...H’ sont
, . . . , k ,
équipollents aux cotés d’un polygone formé de S COtés,
et qu'il en est de méme des cotés de rang pair.

Si les points A’, B/, C’, D’ sont au nombre de quatre seu-
lement, les équipollences (8) se réduisent aux deux sui-
vantes :

1g)
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Ces deux équipollences expriment que le quadrilatére
A’B’C’D’ est un parallélogramme : ce qui est connu.

II.

Du triangle. — L’angle au centre du triangle est égal
a 120 degrés.

D’aprés I'analyse précédente, si I'on construit sur les
cotés d’un triangle quelconque ABC des triangles iso-
sceles semblables, AA’B, BB’C, CC’A ayant leur angle
au sommet égal a 120 degrés, il existe entre les posi-
tions des points A’, B/, C’ une relation que je vais dé-
terminer.

Dans ce cas particulier, I'équipollence (5) se réduit a

4
i*A'B +i*B'C+CA =o

Or,
4 .. 1 V3
{7 == Cc0S 120°+iSIN 120° — — — 4 —,
2 2
s —
3 L. T
i* = c0s 240° + isin 240° = — — — __‘/3.
2
2

En substitvant dans I’équipollence précédente, on ob-
tient '
(10) —QW+WGHJ@

V3 (AW —FC) +TX =o,

ou bien, en tenant compte de I'équipollende
A'B'+ B'C + CA =o,
3 iV3 :
—_ ; CA + '—2— (AIBI —_ B'C’) = o,
ou enfin

B'C' — A’B"
(11) —Fr:l\/g
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Pour interpréter cette derniére équipolience, je pro-
longe la droite A’B’ d’une longueur B'D’ égale a elle-
méme. Je joins DC’

L’équipollence (11) exprime que les deux droites A’C’
et DC’ sont perpendiculaires entre elles, et, en outre,
que

gr.C'D V3
gr.A’'B T

L’angle A’ du triangle rectangle A’C’D est égal a 60 de-
grés; et comme le point B’ est le milieu de I’hypoténuse,
le triangle A'B’C’ est équilatéral. Donc :

Si sur les trois cotés d’un triangle quelconque ABC
on construit trois triangles isoscéles semblables A A'B,
BB'C, CC'A tous les trois extérieurs ou tous les trois
intérieurs au triangle ABC, et ayant leurs angles au
sommet égaux & 120 degrés, le triangle A'B'C' est équi-
latéral.

Réciproquemeut, soientun triangle équilatéral A'B'C’
et un point guelcongue A. On joint AA', et sur cetie
ligne comme cété on construit un triangle isoscéle A A'B
tlont l’angle en A’ est de 120 degrés. Sur BB’ on con-
struit un triangle semblable BB'C. On joint AC; le
triangle CC' A est un triangle isoscéle dont Uangle en C’
est égal a 120 degrés.

Du quadrilatére. — L’angle au centre du carré est
égal a go degrés.

Ilyaimpossibilité ou mdetermmauon lorsque les points
A, B’, C/, D’ sont les sommets de triangles isoscéles rec-
tangles, oubienles milieux descotésduquadrilatére ABCD.

Dans ce dernier cas, si le quadrilatére A’B/€'D’ est
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un parallélogramme, le quadrilatére ABCD est indé-
terminé. ; ‘

Lorsque les points A’, B’, C', D' sont les sommets de
triangles isoscéles, les quatre cotés du quadralatére
A'B’'C’'D’ doivent, pour que le quadrilatére ABCD existe,
satisfaire a 'équipollence (5), qui se réduit a

— iAB —BC +iCD +DA —o,
ou

(12) AB —CD =i(BC —DA').

Cette derniére équipollence exprime que la différence
entre deux cotés opposés du quadrilatére A'B' C'D’ est
égale en valeur absolue et perpendiculaire & la diffé-
rence des deux autres. ’

SUR UN THEOREME DE M. FERRERS;
Par M. Pauvr SERRET.

I.

1. L’enveloppe de la droite qui réunit les projections,
sur les trois cotés d’un triangle, d’un point quelconque
du cercle circonscrit, a été étudiée déja par plusieurs
géomeétres. M. Ferrers, le premier, en a reconnu la na-
ture, en établissant que cette enveloppe n'est autre
qu'une hypocycloide de module ; : résultat remarquable
qui parait avoir échappé a la curiosité de Steiner, et que
I'on peut établir géométriquement comme il suit.

Soient (fig. 1) a, b, c et k les trois sommets et le point
de rencontre des hauteurs d’un triangle quelconque;
a', b, ¢’ les syméwriques du point % par rapport aux trois
cotés du triangle; on sait que les points a’, &', ¢’ appar-
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tiennent au cercle circonserit. Or il résulte presque immé-
diatement de la que, si I'on imagine un rayon de lumiére
issu du point /4, etse propageant de part et d’autre de ce
point de maniére a se réfléchir simultanément sur deux
des cotés du triangle : 1° les rayons réfléchis se coupe-
ront toujours en quelque point m du cercle circonscrit au
triangle; 2° la paralléle au rayon incident menée par ce
point m sera paralléle a4 la droite qui contient les pro-
jections de ce méme point sur les trois cotés du triangle,
et les distances de ces droites au point fixe / seront entre
elles dans le rapport de 2 a4 1. Les enveloppes de ces
droites sont donc homothétiques, et le probléme se ré-
duit a trouver I'enveloppe de la seule droite mn. Or, le
rayon ha et le rayon réfléchi am (lequel, prolongé, passc
par le point fixe a’) étant également inclinés sur la hau-
teur aa’, considérée comme verticale, la paralléele mn
au rayon incident et la corde a’m seront dirigées symé-
triquement par rapport a la verticale du point m.

Par le point &’ du cercle donné aba’c, on ménera donc
une corde quelconque @’ m; menant ensuite, par I'extré-
mité mobile m de cette corde, une droite indéfinie mn
symétrique de la précédente ma’ par rapport a la verti-
cale du point m, il restera a étudier I'enveloppe de la
droite mn qui résulte de cette construction.
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2. Ceute premiére transformation du probléme met
d’ailleurs en évidence 'une des propriéiés les plus re-
marquables de 'enveloppe dont il sagit, laquelle, étant
formée a I'aide d’un triangle scaléne quelconque, est ce-
pendant réguliére et composée de trois branches identi-
ques distribuées symétriquement, autour du centre, dans
des espaces angulaires de 120 degrés.

Effectivement, la série des droites mn est une pour
tous les triangles inscrits abc, ab, c,,... qui auraient I'un
de leurs sommets au point a et 'une de leurs hauteurs dans
la droite indéfinie aha’. Et comme 'un de ces triangles
est isoscéle, on voit d’abord que I’enveloppe relative a un
triangle scaléne quelconque abc estidentique al’enveloppe
xelatlve a un certain triangle isoscéle ab, ¢, (ac,=b,¢c,).
On peut donc supposer isoscéle le triangle initial abc et
poser (en changeant la notation) ab = ac. Mais alors I'un
des wriangles inscrits, de méme sommet a et de méme
hauteur aha’ que le précédent, sera équilatéral. Et I'en-
veloppe relative au triangle scaléne que nous considérions
d’abord, se trouvant identique a P'enveloppe relative a
ce triangle équilatéral, sera réguliére comme I'est évi-
demment celle-ci.

3. Mais on peut uégliger cette observation et passer
directement a P'étude de I'enveloppe des droites mn, en
observant que I'angle de deux quelconques de ces droites
. mn, m'n', élant égal a celui des cordes symétriques cor-
respondantes «'m, a’'m’, cet angle sera mesuré, comme
celui-ci, par la moitié de Parcmm’. On a donc, en dési-
gnaut par n, n’ les deux derniéres traces de ces droites
sur le cercle donné abd'c,

/\ | R

l

+ o

u)—'
zal-
o
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ou seulement, et parce que toutes les autres combinaisons
de signes s’excluent d’elles-mémes,

.

1 B
—nn' — —mm' = —mm’,
2 2 2
c’est-a-dire
— 1 —
(1) mm' = 3 nn' -

Deux quelconques des droites considérées se coupent
donc toujours & I'extérieur du cercle initial abe, et les

arcs qu’elles interceptent sur ce cercle sont toujours dans
le rapport de 1 a 2.

4. Soit donc p le point de concours de deux de ces

e

droites. Les triangles semblables umm’, pn’n fournis-
sant la proportion

pm corde mm’
( 2) — = 7
pn corde.nn

on a, en supposant les deux droites infiniment voisines
I'une de I'autre, et passant i la limite (fig. 2),
pm __arcmm' 1

-9

(1, 2) un ~ arcar’ T 2
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ou . .
nm — mp..

Le point p, suivant lequel la droite mobile mn touche
son enveloppe, coincide donc avec la deuxiéme trace de
cette droite sur un cercle mpM qui toucherait en m le
cercle initial et serait décrit avec le méme rayon. Et il
ne reste plus qu’a trouver le lieu de tous les points ana-
logues p.

Or si 'on désigne par m'n’ celle des droites mobiles
qui passe par le centre o du cercle initial, et que 'on pro-
longe les rayons om, om' respectivement en M, M’ jus-
qu’au cercle décrit, du point 0o comme centre, avec un
rayon triple; la figure résuliante fournit immédiate-
ment ces égalités :

Mp=np=nn' 4+ n'p=nn' 4+ mm';
Y 3 K : 2.0 - /-\/
de 13, en utilisant la relation antérieure nn' = amm/,
— N — SN
My =2 mm' ~+ tmm’' = 3 mm’',
ou enfin

—
Mp—=MM.

Or le point M’ est fixe, et ’enveloppe considérée n’est
autre que Vhypocycloide engendrée par le point p du
cercle Mum qui roulerait intérieurement sur le cercle
(0, MM') de rayon triple (Ferress).

1I.

8. L’enveloppe précédente, ou du moins la courbe ho-
mothétique que nous considérions d’abord, n’est autre au
fond, comme l'on sait, que I'enveloppe de la tangente au
sommet des paraboles inscrites au triangle initial abc,
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ou A.B.C =o. Soit donc X = o I'une de ces tangentes,
et Y = o l'un des diamétres de la parabole correspon-
dante. L’équation symbolique ¢ = o désignant la droite
a Uinfini, on aura, dans le groupe

Az, B, C; X2,°cY, ¢
six couples de droites conjuguées a cette parabole, et I'on
conclura de l'identité résnltante (Géométrie de direc-
tion, p. 160).
A+ B 4+ G+ X+ Y + c'=0,
que les deux courbes
A+ B 4+ C =0, X'+cY+c=o0

se confondent en une seule : une parabole conjuguée an
triangle initial et dont 'axe X = o coincide avec la 1an-
gente au sommet de la parabole précédente. L'enveloppe
précédente est donc identique & U snveloppe de l'axe des
paraboles conjuguées au triangle initial ou inscrites au
triangle paralléle que l'on peut circonscrire a celui-la.

6. Soient X = o l'axe de I'une de ces derniéres para-
boles, et Y.Y' == o deux perpendiculaires quelconques a
I'axe X. La courbe que I'on considére étant conjuguée
aux six couples de droites

A.B, B.C, A.C; X.Y, X.Y et ¢,
I'identité résultante
AB + BC + AC + XY + XY + ¢*=o,

et I'orthogonalité des divections X et Y, X et Y/ montrent
encore que les deux courbes

AB+BC+AC=o0, e X(Y+Y)+c2=o0

se confondent suivant une hyperbole équilatére circon-
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scrite au triangle initial ABC, et dont l'une des asymp-
totes X = o se confond avec I'are de la parabole anté-
rieure. L'enveloppe précédente représente donc aussi la
courbe enveloppée par chacune des asymptotes des hy-
perboles équilatéres circonscrites au triangle initial.

L’étude directe de cette derniére courbe seraitd’ailleurs
bien aisée. Car si I'on prend pour centrc de 'une des
hyperboles de la série un point quelconque m du cercle
des neuf points du triangle abc, et que, joignant ce
point m au point milien @” du co6té be, on rabatte la
corde a”m sur ce coté de part et d’autre de a”, en a”p.
et a”v, les droites my, mv seraient les deux asymptotes
de I'hyperbole considérée. Les asymptotes et aussi, dés
lors, les axes principaux de toutes ces hyperboles se dé-
terminent donc, en réalité, par une construction iden-
tique a celle qui nous avait fourni les droites mn du pa-
ragraphe précédent.

7. Enfin. sil'on désigne par X = o 'axe de 'une des
paraboles inscrites au triangle ABC, par Y.Y' = o deux
perpendiculaires quelconques a cet axe, le dédoublement
de lidentité

A*4-B* - G+ XY 4 XY + ¢ =0,
suivant les équations équivalentes
A'+B+C=0, X(Y+Y)+c=—o,

entraine encore la conclusion que 'axe des paraboles
inscrites et I'une des asymptotes des hyperboles équila-
téres conjuguces a un méme triangle ont la méme en-
veloppe : une hypocycloide, etc.

8. En résumé, la tangente au sommet et 'axe des pa-
raboles inscrites, chacun des axes principaux et chacune
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des asymptotes des hyperboles équilatéres conjuguées ou
circonscrites a un triangle, roulent sur autant d’hypocy-
cloides de module .

HI.

9. L’étude analytique du probléme 1, qui a donné lieu
déja a de trés-savantes recherches, peut aussi fournir un
nouvel exemple des avantages qne comporte en Géomé-
trie, comme j’ai essayé ailleurs de le montrer, la consi-
dération des formes linéaires dérivées de certaines formes
quadratiques.

Soient, en désignant par a,, b,; a,, b,; . .. les cosinus
et sinus habituels,

(aix+ b,y —p)laye 4+ by —ps)(asx + by —py)=o0
le trois c6tés d’'un triangle, et
(o) ar+by —p=—o

v

la droite qui réunit les projections, sur ces colés, d'un
point quelconque du cercle circonscrit, ou la tangente
au sommet de U'une des paraboles inscrites.

Si 'on exprime que la forme homogéne

Max+-by—pP+\(az+b, y—p)—+...+h(@x+bs y +p;)

s’abaisse au premier degré, en posant

(1) ra?t + hal + hal + hal =o,
(2) Wbt 4+ 0 b + b3 + 0,62 =0,
(3) rab +2a b, + haby 4+ rab,— o0 :

on sait que I’équation résultante

(Aap+Nap+ .. 0+ Abp+2bip,+ .. )y

(o)
— AP+ Npl4+.. ) =0
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représente la médiane du quadrilatére PP, P,P,, ou I'un
des diamétres de la parabole inscrite. Et, comme ce dia-
métre et la tangente au sommet {o) doivent se couper a
angle droit, I'on a aussi

(Aap +1ap +...)a+ Qbp+\bp +...)b=o0;
ou

(4) Zp4+\pi(aa,+bb)+pilaa,+bb,) ) p,(aa;+bb,) =o.

\

De 1a, par P’élimination des paramétres entre les équa-

tions (1), (2), (3), (4)»

r pilaa,+bb,) p,(aa,+bb,) p,(aa,+bb,)

! at a’l a? a;
E b b? b? b2 =9
| ab a, b, a, b, a,b,

ou encore, en metlant, au lieude ¢, &; ay, by; ..., les
cosinus correspondants et remplacant la seconde ligne et
la troisiéme par la somme et la différence de ces lignes,

p  picos(a—a;) picos(a—a,) p;cos(z—ay)

S 1 1 1
(1) = 0.

cos2a  cOS2a, cos2a, cos2a;,

sin 2o sin2z, sin2a, sin2a,

Telle est I'équation qui définit I'enveloppe de la droite
mobile

(o) rcose + ysina — p —o.

Or, si I'on ordonne I'équation (1) par rapport aux élé-
ments de la premiére ligne, de cette maniére:

{1') k.p+ ki.pi+ hy.p.+ ks . py—o,

4nn. de Mathémat., 2° série, t. IX. (Février 1870.) B



(82)
*lon a
k= —[sina(a, — a,) + sin2{a: — a3) + sin2(ay, — a;)),
k =cos{a— a,)[sin 2(a;— ;) +sin2(a; —a)+sin2(a—a,)],
et si, laissant de c61é le premier coefficient, qui est nu-
mérique, on développe le second, on trouve successive-
ment
ky=cos(a — a,)[2 sin (e, — a3} cos (2, — 2,)
~+ 2.8in oty — @) CO8 (2 — oty — 5)]
==sin (a; — 2,)[2 c08 (o —a,) cOs {y — )
— 208 (¢ — a,) c0s{22 — o — a3) ]
=sin (@, — a;)[cos{a —a, + a;— ;) + o8 (o — 7, — &, + )
— cOS (4o, —ay—az)—c0s (Ja— o, —a,—ay) ],
expression que 'on peut écrire

k=1 cosa -~ m sinx — n, cos(3o — a, — o; — a;).

Les trois coefficients ki, ko, k; sont d’ailleurs de la méme
forme, et, leurs valeurs actuelles étant portées dans
I'équation (1'), clle dévient

(1) p=Ilcosa 4+ msina — ncos(3a — a, — u, — ).
La distance p’=lcoso+ msine —p de la droite mo-
bile au point déterminé (x =1, 3 = m) peut donc s’ex-
primer par la relation équivalente

(1) p =ncos(3a —a, — a; — 2;) = ncos3a’.

Or cette formule revientidentiquement a celle de M. Fer-
vers, et la nature de 'enveloppe y est en évidence.

Iv.

10. La surface enveloppe du plan tangent au sommet
des paraboloides inscrits a I hexaédre

P...Pe=(ax+by+ecz—p)...(ax+by+cez—p;)=0
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est aussi de la troisiéme classe; et son équation, dont
Iinterprétation géométrique présente d’ailleurs de plus

grandes difficultés, peut s’obtenir par une méthode toute
semblable.

Soit, en effet, .
{o) P=ar+by+cz—p=o

le plan mobile considéré dans I'une quelconque de ses po
sitions. Si 'on exprime que la forme homogéne

Maxr+by +cz—pP4+rfexr+by+ez—p)+...
+ he(agx + by + oz — pi)

s’abaisse au premier degré cn posant

(1) A + Wl + ..+ dal=o,
(2) A4+ nbr 4+ kb =0,
(3) A4 el 4. L+ del =05
(4) rab 4+ ra b + ... +dabs=o0,
(5) Ybe +Nbe, + ...+ dbgea =0,
(6) rac + hae, + ...+ dgascs=o0,

on sait que l'équation résultante (Géométrie de Direc-

tion, p. 86)

(o) | (')\ap H+hap e+ (Mp b+ )y
| +(ep+dep +...02—20p +\pl+...)=o

représente le plan du centre des surfaces du second ordre
inscrites a heptaédre PP, .. .Pg, ou 'ensemble des di-
rections diamétrales de tous les paraboloides inscrits. Le

plan des centres (') et le plan mobile (o) se coupent done
orthogonalement; I'on a encore

(7) dp+rplaa,+-bb4cc)+. .. +Apoaas+bbe+cc)=o,
6.
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et I'enveloppe cherchée se trouve définie par I’équation

P plaa+bb—+ce) ... peaas+bbs+-ccs)

a? ' a? e a; 4

b? bl .. b2

c? ¢! ces ci =o,
Vab a,b, .. agbs

be b, . bec;

ac a.c, - ascq

ou par la suivante :

psin(1,2,...,6) — p, cos(p,p)sin(2,3,...,6,0)+ ...
~+ pscos( ps,p)sin(o,1,2,...,5)=o,

dans Jaquelle sin(1,2,...,6) désigne un certain facteur
goniométrique dépendant de 'angle solide hexagdre qui
résulte des normales menées d’'une méme origine a six des
plans considérés. Il resterait a reconnaitre ce facteur et a
définir géométriquement la surface enveloppe, qui se ré-
duit & un cylindre dans un cas particulier; et dont la
forme, dans le cas général, est peut-étre indépendante de
celle de I'’hexaédre donné.

LETTRE A M. BOURGET
SUR UN ARTICLE DES NOUVELLES ANNALES;

Par M. DE SAINT-GERMAIN,

Agrégé, Docteur és Sciences, Répétiteur a Sainte-Barbe.

Sur les combinaisons complétes.

Daus le numéro des Annales du mois d’avril 1869, vous
avez inséré une Note de M. Melon, montrant que le nom-
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bre des combinaisons complétes, ou avec répétition, de m
lettres n & n est égal a celui des combinaisons ordinaires
de m+n — 1 lettres n a n. Sa démonstration est trop
longue pour entrer dans I'enseignement, mais je crois que
son idée peut éire réalisée en quelques mots, comme il
suit.

Soient m lettres frangaises, a, b, ¢, ..., l et n—1
lettres grecques, a, £, 7, ..., & n: je forme leurs com-
binaisons n a n, et je dis qu'a l'aide d’'une convention
simple elles représenteront, sans omission ni double em-
ploi, les combinaisons complétes des m lettres frangaises.
Prenons une combinaison formée de p letwres frangaises
et de n — p lettres grecques, que je suppose rangées dans
P'ordre de leurs alphabets respectifs; il y a p — 1 des let-
tres grecques données absentes de cette combinaison, Cela
posé, je remplace les letires grecques jusqu’a la premiére
absente par la premiére lettre francaise, celles qui sont
comprises entre la premiére et la dcuxiéme absente, par
la deuxiéme lettre francaise, et ainsi de suite, une des
séries de letires grecques pouvant disparsitre, s’il manque
deux lettres cousécutives; par exemple, bdfgaf3dx repré-
senterait b°d* fg*. Il est clair que les combinaisons ainsi
formées difléreront les unes des autres, soit par la nature
de leurs lettres, soit par le nombre de fois que ces lettres
y sont écrites, et ainsi que toute combinaison proposée
pourra étre représentée selon notre convention par un
groupe de lettres francaises et grecques, et aura été obte-
nue. Les deux espéces de combinaisons se correspondent
une 4 une, et leur nombre est identique.
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SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 838

( voir »* série, t. VI, p, 528);

Par M. Disiné ANDRE.

Soit q, le quotient par 1.2.3... p du produit de p
nombres consécutifs, le premier étant (a—1)p; soit
g1 le quotient analoguc, le premier nombre étant
(a—1)p—a; q. le quotient analogue, le premier nom-
bre étant (a —1)p — 2a, et ainsi de suile ; en s’arrétant
dés qu’on trouvera un nombre nul ou négatif, on aura
la relation :

» (p—1)
al— 1= gq,— ,: r/.+]--—;——:z-——q,—-... .
J.-J.-A. Martnrev.

1. Soient a et p deux nombres entiers positifs quel-
conques; nous avons identiquement, pour toute valeur
de x,

(2* — 1) = xoP— — IT) aap—)
LPp=0

ZUP=D— L (— P
1.2 ’

Prenons les dérivées p*m des deux membres de cette
identité, remplacons x par 1, etdivisons par 1.2.3...p;
nous trouvons
(p—1)
Poke=0,

aP:q.,-—?q. 1.2 SR
ou bien

) — 1
(1) ﬂ”—-l=qo—';qn+'i(—':-2—)qz—--.,-

ce qui est la relation proposée.
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2. Pour généraliser, considérons l'identité

(a8 — 1) a—k= aop—k — L jap——+
1
(2)

1.2

— . O

+ PP =) papeii (—pa—,

Prenons les dérivées p®** des deux membres, rempla-
¢ons x par 1, divisons par 1.2.3...p, et convenons de
désigner par €}, le quotient par 1.2.3...n du produit
de n nombres entiers consécutifs décroissants a partir de
m, nous trouvons

/ Y .
\ ab = Cgp—-/; - ? Cg(p—x)—/r
(3)

—I
~+ -—T—;—) CZ(,)_,)_A —_— . (—— I)PCB./n

<
' rlp
identité qui se réduit 4 la proposée pour k =1.

3. On pourrait généraliser davaniage en prenanl les
dérivées n®me des deux membres de I'identité (2). Quel
que soit 'entier 7, la dérivée n** du second membre est
toujours trés-facile a calculer. La dérivée n**™ du pre-
mier membre, pour x = 1, est nulle si n est inférieur 4
p;ellese réduita 1.2.3...p.a?si négale p;enfin,sin
est supérieur a p, il suffit pour I'obtenir de savoir calcu-
ler les valeurs des dérivées.de (x*— 1)?; or orr voit faci-
lement que, pour x = 1, la dérivée (p + r)*m* de (x*—1)?
estégale & 1.2.3...(p + r), multiplié par le coefficient
de y" dans le développement de

4. Il est évident que, p étant un nombre entier positif,
P'identité (3) subsiste pour toutes les valeurs réelles de a
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et de k. Donnons aux lettres a et k des valeurs entiéres
quelconques (positives, nulles ou négatives) : tous les
termes de (3) seront des nombres entiers. Supposons de
plus que p soit premier : au second membre, 4 'exception
des deux extrémes, tous les termes auront leurs coeffi-
cients divisibles par p. Si donc nous remplagons I'expres-
sion (— 1)PC?;par Cg, ,_,, qui lui est évidemment égale,
nous pouvons énoncer les propositions suivantes :

Tatoseme. — Quels que soient les entiers a et k, si p
est un nombre premier positif, l’expression
Cﬁp—k -+ Ci.q-p—x —ar
est divisible par p.

CororrLare. — Quel que soit Uentier a, si P est un
nombre premier positif, U'expression

Ch,— a?

est divisible par p.

CororLrAtRE. — Quels que soient les entiers k et m, st
p est un nombre premier positif, I’expression

Cfnp*—k -+ Cf_,_},_,

est divisible par p.

Cororrame. — Quel que soit I’entier m, sip est un
nombre premier positif, Iexpression

Ch, pr— H 1

est divisible par p.

Note. — Nous avons regu deux autres bonnes solutions de la ques-

tion 838 : lfune est de M. D. Thomas, de Margam ; Pautre de M. E. Pellet,
eléve de 'Ecole Normale.
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Question 951

(voir 2° série, t. VIII, p. 336);

Sorurion pe M. MORET-BLANC,

Professeur au lycée du Havre.

Démontrer la formule

I 1 l.‘ x+lt .l'+ltdnx+
- — —tang= + — tang — + — tang — +....
x tangx 2 J 2 22 8 2? 22 & 23
(LarsanT.)
M. Serret, dans sa Trigonométrie (p. 258, 4° édition},
a démontré les deux formules suivantes :

‘ tang x — 2?(2?— 1)B, I_J_i +...
(n ’

. '1.2"—|
( + 2 (2" —1)B, ——— ...,
1.2. .2n
1 x it
(2) cotx = - — 2B — —...—2"B, —88 — ...,
xr 1.2 I.2...2n

ou

B _1.2.3...2p 1 I 1
P T mmn \"Tom tam T m )

La seconde formule peut s’écrire
P

i 1 x xn=t
- — —=2'B, — +...+2"B, + e
x (ang.:c 1.2 1.2...27

. . rm-t
En vertu de la premiére, le coefficient de Py

dans la somme

—I-laugf—&-—ltangﬁ-i-itang'—r —+ -
2 2 2? 2? 23 23
est
1 1 \
2zn(22n_ I)B,, (_2_m ;I 2_“" -+ .. .) — 22»Bn,

\
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car la somme entre parenthéses égale

221! i
I '

Les deux membres de Iégalité 4 démontrer s’expriment
donc par deux séries identiques, ce qui démontrela for-
mule. '

Note. — M. Moret-Blanc nous a adressé des solutions des questions 931,

935, 943, peu différentes de celles qui ont déja été publiées dans les
Nouvelles Annales (t. VIII, p. 516, 520, 548).

CORRESPONDANCE.

Nous mettons sous les yeux de nos lecteurs une Note
intéressante de M. Catalan sur un de nos derniers nu-
méros.

Le théoréme de M. iemoine, cité par M. Laurent, ct
démontré par M. Doucet (Nouvelles Annales, 2° série,
t. VIII, p. 266), ne me parait pas nouveau. Vers 1841,
avant la publication des régles de Bertrand (Journal de
Liouyille, v. VII), j'avais eu l'idée de comparer une série
a termes positifs :

(1) I, +1 + +x+
AL A AT A
a la série
1 1 1
(2) — 4 = e =+
a, a, a,

dans laquelle

a, = A, — A== ALA,.
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En cherchant anjourd’hui dans mes anciens cahiers,
J'ai retrouvé la Note que j’avais préparée sur ce sujet,
mais que je n’ai pas fait imprimer, les régles de Ber-
trand rendant inutiles les régles particuliéres auxquelles
j€tais arrivé. Quoi qu’il en soit, j'extrais de cette Note
le passage suivant :

1° Sila série (2) a le méme degré de divergence que
la série harmonique, ou si clle est moins divergente que
celle-ci, la série (1) est convergente;

2° 80 la série (2) est plus divergente que la sirie
harmonique, et que le dénominateur a, ait une limite,
la série (1) est divergente;

3° 8ila série (2) est plus divergente que la série har-
monique, et que le dénominateur a, croisse indéfiniment
avec n, on ne peul ricn affirmer touchant la conver-
gence ou la divergence de la série (1).

Le théoréme de M. Lemoine est compris dans la pre-
miére partic du mien; car la relation
Apir — 27, + A, = const.,

ou
A?. A, = const. (*)

entraine celle-ci :

Ay =oa+ Bn—+ qn*;
et, du moment que A, est sensiblement proportionnef
a n®, la série (1) est convergente.

Du reste, comme je le disais tout a I'heure, ces di-
verses régles particuliéres sont devenues inutiles depuis
la publication de I'intéressant Mémoire de Bertrand et de
mon 7raité élémentaire des séries (p. 17, Théoréme XIII).

(*) Ainsi que le fait observer M. Doucet, il suffit de considérer le cas
ou A* A, = const.
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- En réponse aux observations de M. Vallés (p. 20, nu-
méro de janvier 1870), M. Catalan nous écrit qu'il croit
n’avoir 4 modifier, en rien, la démonstration donnée a
la page 458 des Nouvelles Annales (octobre 186y).
M. Catalan admet I'équation ¢**V='=¢*V=1 et nie
qu’elle conduise a I'équation e~?*= e¢~*=.

QUESTIONS.
979. Etant donnée la fonction
y = A, cosx + A,cos2x + A;cos3x 4+ ...+ A, cosnxz,

déterminer les coeflicients A, A,, A;,..., A,, de maniére

ki
ue, pour xr = —— renne la valeur de y,,..., et
que, p nr )P NATERRS)
nw ,
que, POUr X = ———» ¥ = Ju3 J1y ) Jure - -5 Jau €laNL
des quantités données. (H. Brocarp.)

980. Une ellipse de grandeur constante est mobile au-
tour de son centre, tandis qu'une droite passant par un
point fixe demeure constamment paralléle au grand axe.
Trouver le lieu des points d’intersection de la droite
et de ellipse. Déduire analytiquement cet énoncé de

I'énoncé 933. (A. Guisnarp.)

981. On coupe une surface du second degré par un
plan; aux différents points de I'intersection, on méne les
normales i la surface; par un point de ’espace, on méne
des droites égales et paralléles aux longueurs intercepiées
sur ces normales entre leur pied sur la surface et le plan
de symétrie : les extrémités de toutes ces droites se trou-
vent sur une conique, (F. Lacuerre.)



(93)

982. Soient A et B deux points d’une ellipse dont F
et G sont les foyers; les droites FA et GB se coupent au
point D et les droites FB et GA au point E.

Désignons respectivement par ¢, 7, v et d les angles

AFB, AGB, AEB, ADB.

Démontrer les relations suivantes :
2 ® 7
FA.FB sin? > —GA.GB.sin* -,
2

FA.GB.sin' > — GA.FB.sin -
2 2
(LAcuErre.)

983. Imaginons deux ellipses concentriques, I'une in-
térieure et 'autre extéricure, dont les axes ont les mémes
directions. Cela posé, quelles relations doivent exister
entre les demi-axes de ces deux ellipses pour que la
courbe polaire réciprogue d’une d’elles par rapport a
Pautre soit un cercle de rayon donné? '

‘ (HARkEMA.)

NOTE

Sur impossibilité de démontrer par une construction plane le principe
des paralleles, it Postulatam d’Enclide ;

Par M. HOUEL,
Professeur 4 la Faculté des Sciences de Bordeaux.

Dans un Mémoire publié cn 1868 dans le Giornale
di Matematiche de Naples, et dont une traduction fran-
caise parait en ce moment dans les 4nnales scientifiques
de U’ Ecole Normale supérieure, M. Beltrami a exposé la
Géométrie des surfaces de courbure constante négative, et
est parvenu a cette conclusion importante, que cette Géo-



(94)
métrie est identique avec ce que serait la Géométrie du
plan, si P'on écartait le principe de la théorie des paral-
léles, connu sous le nom de posrulatum d’Euclide.

Cette derniére Géoméirie a été traitée simultanément
par le professcur russe Lobatchefsky et par Pofficier hon-
grois Jean Bolyai. Ces deux mathématiciens, en cher-
chant & développer une (Géométrie hypothétique du plan,
ont fondé, par le fait, la théorie des figures formées par les
lignes géodésiques d'une surface de coarbure consiante
négative, ou sarface pseudosplérique, suivantla dénomi-
nation proposée par M. Beltrami; en sorte que leurs re-
cherches s’appliquent & des objeis parfaitement réels, in-
dépendamment de I'hypothése qu'ils avaient prise pour
peint de départ. Mais cctte Géométrie est la scule que 'on
ait le droit d’appliquer au plan tant que, pour une raison
quelconque, on ne scra pas a méme d'affirmer la vérité
du principe des paralléles.

Lobatchefsky, par des considérations fondées sur les
observations de la parallaxe annuclle des étoiles, a rigou-
rensement démontré (uc, dauns tous les triangles que les
hommes auront jamais 4 mesurer, la somme des angles
ne pourra pas ditférer de denx angles droits d’une quan-
1ité appréciable. Si I'on ne veut pas se contenter de cette
preuve expérimentale qui suffit pourtant, et au dela, dans
toutes les applications de la Géoméirie, et surpasse en
précision toutes celles qui servent de base aux principes
de la Mécanique, et dont on n’a jamais songé a contester
la valeur; il est naturel alors ue Von cherche a s’en
assurer en pariant des données précédemment admises,
c'est-a-dire de Dexistence de la ligne dreite (*) et du

plan.

(*) Les conditions qu'implique V'existence de la ligne droite ont été
éuumérées dans I'article de M. Bertrand, inséré dans les Comptes rendus des
séances de FAcadémic des Seicnces, v. LXX, page 17 (3 janvier r870). I
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1l faut donc prouver, si 'on peut, que I’hypothése de
la somme des angles d’un triangle rectiligne moindre
que deux angles droits conduit nécessairement a ume
contradiction quand on en développe toutes les consé-
quences.

Mais, dans cette démoustration par I’absurde, il fau
avoir soin de ne négliger aucune des conséquences de
I’hypothése que I'on veut combattre. Sans cela les con-
tradictions que I'on rencontrera pourront toujours étre
attribuées au changement d’hypothése que 'on aura in-
troduit dans le courant du raisonnement. Clest I'oubli
de cette régle élémentaire de logique qui a conduit tant
de géomeétres a proposer des démonstrations dans les-
quelles un plus miir examen fait aperceveir des péti-
tions de principe.

Sans vouloir préjuger la question de savoir si, comme
Ampére I'indique en passant (*), on peut espérer trou-
ver dans les constructions a trois dimensions le moyen
darriver 4 la solution tant cherchée, on peut affirmer
d’avance, une fois pour toutes, que jamais les méthodes
fondées sur des constructions planes ne pourront conduire
a ce but.

En effet, ces constructions, pour étre concluantes,
doivent &tre faites sans s’appuyer sur le principe que 'on
veut établir, et, par suite, en admettant ’hypothése con-
traire. Or, dans ce cas, comme 'ont établi Lobatchefsky

nous semble que V'auteur indique une condition de trop, en affirmant
que Fa propriété de la ligne droite d’étre la plus courte entre deux de ses
points doit étre admise sans démonstration. Voy. les Eléments d Euclide,
livre I, proposition 20, et I'Quvrage de M. Dusamer (Des Méthodes duns
les Sciences de raisonnement), tome 11, pages 7, 312, 319, et le Chapitre VI,
pages f11 a 4i7.

(*) Essai sur la Philosophie des Sciences, tome I, page 67. Vor. le savant
Mémoire de M. Genocchi intitulé : Dei primi Principii della Meccanica e
della Geometria in relazione al Postulato d’ Euclide, page 35. Florence, 18Gg.
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et Bolyai, la Géométrie du plan rentrera, comme cas
particulier, dans celle des surfaces de courbure constante
négative, et les constructions faites sur le plan ne pour-
ront jamais conduire 4 des conclusions autres que celles
qu’on en tirerait si elles étaient faites sur ces surfaces
courbes.

Mais on sait que, sur une surface de courbure con-
stante négative, la somme des angles de tout triangle géo-
désique est moindre que deux angles droits. Donc les
constructions dont il s'agit, ne pouvant amener a une
conclusion contraire sur la surface courbe, ne le pourront
jamais non plus sur le plan.

Cette assertion se vérifie facilement par un examen
attentif de la démonstration présentée récemment par
M. Carton a I'Académie des Sciences de Paris. D'aprés
un théoréme connu, I'aire d'un polygone géodésique de
n cotés, sur une surface de courbure constante négative,
est proportionnelle a la différence cntre la somme de ses
angles et 2n — 4 angles droits. Il résulte de 1a que cette
aire a une valeur constamment inférieure & un certain
maximum. Si I'on veut fonder la démonstration du prin-
cipe des paralléles sur la considération d’un hexagone, il
faut que celui-ci soit constructible indépendamment du
principe en question, c'est-a-dire en laissant provisoire-
ment au plan toutes les propriétés des surfaces de cour-
bure constante négative. Mais alors I'aire de cet hexa-
gone ne pourra plus renfermer dans son intérieur un
nombre illimité de triangles égaux entre eux et de gran-
deur finie. 1l faudra donc, passé une certaine limite, que
le périmétre de 'hexagone se coupe lui-méme, auquel
cas la démonstration ne sera plus possible. ‘
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NOTE SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE;
Par M. PAINVIN,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon.

1. Deux figures homographiques peuvent-elles étre
en général amenées par un déplacement convenable a
étre homologiques? telle est la question que jesme pro-
pose d’étudier.

On sait que les formules générales de la transforma-
tion homographique sont :

_ ad’+by'+ i +d

T mx + n)"+pz’+q’
__a.ar'—{- by +e¢ 3+ d,
T mr & ny'+ pa'+ ¢ ’
@2+ by o+ d
T mx4ny' +pi+q

Je désignerai par premier systéme (ou sysieme F)
U’ensemble des points auquel appartient le point (z, y, z),
et par deuxiéme systéme (ou systéme F’) Pensemble des
points auquel appartient le point (x',y’, z).

Je rapporte d’abord les deux figures 4 un nouveau
systéme d’axes (OX, OY, OZ) paralléles aux anciens
{Cx, Cy, Cz), c'est-a-dire que je pose a la fois

s r=X+z, IF=X'+=z,
{1°) =Y +7y, r=Y-+y,
(z.—_—Z + 2,5 F=2Z'+ 3z,
Zoy ¥o» 2, sont les coordonnées par rapport a l'ancien
systéme de la nouvelle origine O.
Maintenant je fais tourner la premiére figure F, sans
4nn. de Mathémat., 2© série, t. IX. (Mars 1870.) 7
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changer la position de la figure F', autour de la nou-
velle origine O ; les axes OX, OY, OZ, entrainés dans le
mouvement de la premiére figure, seront venus se placer
respectivement en OX,, OY,, OZ,, par exemple; je re-
présenterai par A, p, v les angles de OX, avec les axes
fixes OX, OY, OZ; par 4,, p,, v, ceux de OY,; par A,,
Uay Ve, ceux de OZ,.

D’aprés cela, si, aprés la rotation, £, v, { sont les coor-
données (par rapport aux axes OX, OY,O0Z) d'un point M
de la premiére figure, point dont les coordonnées
étaient X, Y, Z avant la rotation, on aura

‘X: A + pn + v,
¢ Y:)HE""P-:"‘I"H'Q,
Z = )E + pan + vt

(2°)

Si I'on substitue les valeurs (1°) et (2°) dans les for-
mules (1), on trouve

W == pn 498
_(a—mx) X'+ (b — nx,)Y' + (c— px,) '+ U,
- mX'+ nY + pZ'+ R, ’

LE-{—}M"A +v¢
(2) _(a—my) X'+ (b —ny,) Y+ (e\— pyo)Z +V,
- mX'+ nY + pZ + R, ’

M€ 4 pan =+ ¥8
(@ar—mz)X =+ (b;— nz)Y + (¢~ p2)Z/+ W,
\ - mX'+nY'+ pZ'+ R, ’

aprés avoir posé

Uy—ax, + by, + ¢z, + d — x, R,
Vo =a,xy+ b, yo+¢ 20+ dy — ¥, Ry,
Wo=a,z,+ bg]‘o'*" €% + dy — % RO’
Ry =max,+ ny, + pt, + 9.

(2 bis)
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Les formules (2) éiablissent la correspondance entre les
points homologues des deux figures F et F/, aprés que la
premiére figure (F) a tourné autour du point O, la
deuxiéme figure (F') n'ayant pas changé de place. Ces
deux figures sont toutes denx rapportées aux axes OX,
0Y, OZ.

On a ainsi introduit les douze inconnues
Loy Yoy %03 )\’ By Vs Xis Bis Vs A2y L2y V3.

Les neuf derniéres sont d’ailleurs liées entre elles par les
six relations

Map?+v1=1, MNh—+pp+vv»=o0,
(3) M+ pivi=1, M)+ pop + v =o,
M4 pi+vi=1; A+ pp + vy, —o,

ou par les relations inverses

N2+ =1, pyvpoy v, =o0,
(3bis) « p4pitpi=1, W+ +nk=o,
(\v’—l-vf +vi=1; Ap+dp+lhp=o.

En faisant usage des relations (3 bis), nous résoudrons
les équations (2) par rapport a &, n, {; ceci fait, nous
égalerons a zéro les coefficients de Y' et de Z' dans le
numérateur de la valeur de £ ; puis ceux de X' et Z’ dans
la valeur de 3 puis ceux de X’ et Y’ dans la valeur de {;
et enfin nous égalerons entre eux les coefficients des va-
riables restantes. Les valeurs de &, n, ¢ se présenteront
alors sous la forme suivante :

l E= AR + U, =)

mX'+ rY + pZ'+ R,
- kY +V,

(4) T mX A+ 2Y + pZ + R,
A1 + W,

mX' + nY + pz :—._I—{—,,:'
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ce sont précisément les formules de la transformation
homologique ; car on pourra faire disparaitre les con-
stantes U,, V,, W,, en déplagant la seconde figure paral-
lélement a elle-méme, sans modifier la nouvelle position
de la premiére figure; il est inutile d’insister sur ce der-
nier déplacement.

En opérant comme je viens de I'indiquer, on est
conduit anx neuf relations

ha + N\ a + ha,—= mX,+ £,
Yo+ b, + 2 0,= rX,,
re + e+ Mo, = pXg;
pa—+pa+ pa,=mY,,
wb4p b+ pby=nY, + £,
pe 4 pic+paea =pY,y;

154
=

va + v, a, + v, a, =— mZ,,
vhb 4y, b, + v, b, = nZ,
\ ve + v + 6 = pLo+ &
dans ces derniéres égalités, on a posé
Xo==dxo 4+ M Yo+ M 2py
(6) Y =pxy == oy Yo+ P2 20,
Z, = vZy =+ v, Yo + V3 2.
On a donc en définitive quinze relations (3) et (5) entre
les treize indéterminées
Xy py V3 iy 1y Vi3 Azy Uay V23 Xo Yo, Zo; 43
car il est visible que, lorsqu’on connaitra X, Y,, Z,,
A, @y v,..., les coordonnées x,, y,, 2, de la nouvelle ori-

gine O seront immédiatement fournies par les équa-
tions (6).

2. Il s’agit maintenant de résoudre le systéme des
équations (3) et (5).
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Dans ce but, nous poserons

abe ) J d
. A A A
(7) A=|a bc/|; puis a'_azA: D_[):B"“’ aal—An- ’
a, b,c,

nous ferons en outre

sM:mA +nrB + pC,
( N—=mA,+ rnB,+ pC,
P=mA,+4 rB,+ pC..

(8)

Des neuf équations (5), nous concluons immédiatement,
eu égard aux relations (7) et aux notations (8), les va-
leurs suivantes des neuf inconnues ;, p;, v; en fonction
des quatre restantes X, Y, Z,, k:

AA=MX,+ kA, pA =MY,+ 4B, vA =MZ,+ /C,
(9) ).,A:an+/fA|, P'IA:NYD"}—“BU ”lA:NZo+"C1,
WA= PX, + kA;; p.A= PY, + #By; v,A—PZ, + kC,.

Il ne nous reste plus maintenant qu’a écrire que les six
relations (3) sont véritiées par les valeurs (g) des
Ay iy Vie

Auparavant je substituerai aux inconnues X, Y, Z,,
les inconnues t, t,, t définies par les égalités sui-
vantes :

t =AX,+BY,+ CZ,
(10) tr= A, X,+B,Y,+ CZ,
t,—= A, X, + B, Y,+ C,Z,y
d’ou résulte
AX,= at + a,t, + a,t,,
(xo bis) AY, = bt + b,t, + b,t,,
l AZy=ct + ¢ t, + ety
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et je poserai encore
(11) r=X;+ Y+ Z:.

En remplacant X,, Yo, Zq, par leurs valeurs (10 bis)
dans cette derniére égalité, on a d’abord

(12) A=(art+at,+art,) + (bt-+b,t,+byt,)>+(ct+e it +cit,);

en écrivant ensuite que les six équations (3) sont véri-
fiées, il vient, cu égard aux notations (10) et (r1),

‘ A’——A’(A’ -+ B>+ C*) + M?r?4- 24M¢,
{13) A=A (A? 4B} +C?) + N*r? + 24Ny,
'. A= 42(A2 + B} + C}) + P’r! + 24Pt,;

{ A'(AA;+ BB+ C,C,) + NPr2—+ k(Pt, + N&,) —o,
(14) } *(A2A + B,B + C.C) + PMr:*+ A(Me2,+ Pt) —o,
| #7(A A, + BB, +CC,)+ MNri+ &(Nz + M¢) =o.

On a donc, entre les cing inconnuest, t,, ty, k, r, les
sept équations (12), (13), (14).

Des équations (13) je tire t, ,, t5, en fonction de »*
et k%, et je substitue ces valeurs dans les équations {14)
et (12). La substitution, effectuée d’abord dans les équa-
tions (14), conduit aux trois équations suivantes :

[ B[N*(A3+B2+Ci)+P* A7 +B]+C})
— 2NP(A,A, + B,B.+ C,C,) | = a*(N2+ P?),

A [P}A?+ B+ C*) + M*(A2 + B2+ C2)
—2PM (A;A + B,B + C,C) ] = A*(P2+-M?),

A*[M*(A? +B?+C?)+ Ny(A2+B?+-C?)
S — 2MN(AA, + BB, + CC,)] = a*( M2+ N2).

(15)

- Or ces trods ;iermeres équations ne renferment plus que
la sculL ificonnue A*; on conclutde I les deux équations
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de condition suivantes:

(NA,— PA,)*+ (NB, — PB,)*+ (NC,— PC, 2

N* - P’
16) | = PA MA,)* + PB— MB,)* 4 (PC— MC,}*
‘ P M2
(MA,— NA)?+ (MB, — NB)*+ (MC, — NC}?
= M+ N '

Ainsi, pour que deux figures homographiques dans
I'espace puissent étre amenées a étre homologiques, il y.
a a vérifier deux équations de condition, savoir les rela-
tions (16). Ces deux conditions sont nécessaires et suffi-
santes ; il vient d’étre démontré qu’elles sont nécessaires,
car il est visible que les égalités (16) ne se réduisent pas
a des identités, va 'indépendance des constantes arbi-
traires M, N, P, A, B, C, .... Jajoute qu’elles sont suf-
fisantes : si ’on suppose, en effet, que les relations (16)
soient vérifiées, les équations (13) donneront d’abord
pour l'inconnue & une valeur unique et déterminée. La
substitution, dans 'équation (12), des valeurs ¢, ¢y, 1,,
déduites des égalités (13), conduit 4 une équation bicarrée
par rapport a r; a chaque valcur de r* correspond,
d’aprés les équations (13), une seule et unique valeur
pour chacune des inconnues t, t,, ts, et par conséquent,
d’aprés les équations (10 bis), une seule et unique valeur
pour chacune des inconnues X, Y, Z,. Les équations (9)
nous fourniront ensuite une valeur unique pour chacune
des neuf inconnues restantes, A;, y;, ¥, car on peut tou-
jours assujettir la constante k a étre positive, sans res-
treindre la généralité de la question. On trouve donc
ainsi deux solutions, et deux seulement.

3. 11 me reste enfin & donuer la signification géomé-
trique des équations de condition (16).
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Dans la seconde figure (F'), le cercle imaginaire de I'in-
fini a pour équations
(17) ‘=o, x4+ y*+z*=o.
Résolvonsles équations (1) par rapport a 2/, y', z/; pour
cela, multiplions-les respectivement par A, A,, A,, puis
par B, B,, By, et enfin, par C, C,, C,; on trouve ainsi

’

s Axr'— (mx'+ ny'+ pz' )X +¢e—gX=o,
(10) Ay —(mx'+ny'+pz')Y +f—qY =o,
Az'— (max' 4+ ny' +pz' )2 +g— qZ =0,
aprés avoir posé
SX:AJ-&—A.]—!—Aﬂ, \'e:Ad+A.di+A,dz,
(18) Y =B« + By + Bz, ({f=Bd-+ Bd + B.d,,
Z = Cx + Gy + C.z, f g =Cd + C/d, + (,d,.
Si maintenant on multiplie les équations (1°) par m,
n, p, respectivement, et qu’on ajoute, on en conclut la
valeur de ’expression (mx’+ ny'+ p z’) ; de la résulte
immédiatement les valeurs cherchées pour x’, y', 2'.
Aprés avoir posé
% Q =Mz + Ny + Pz,

{19)
S — Md + Nd|+Pd2,

on obtient définitivement

(ga— )X +¢(Q—4)

s” = Aa—Q
(20) 7.;:(‘1A_3)Y+f(Q—‘A)7
- A(A—Q)
,__(9a—3)Z +g(Q—4a)
A(A—Q)

De ces formules résultent les conséquences suivantes.
Au plan de I'infini, considéré comme appartenant a la
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deuxié¢me figure (F'), correspond, dans la premiére fi-
gure (F), le plan a distance finie

Q—A=o0, c’est-d-dire Mz + Ny +Pz—A=—o.

Au cercle imaginaire de I'infini (17), considéré comme
appartenant a la deuxiéme figure (I'’), correspond, dans
la premiére figure (F), la courbe

(g4 — )X +e(Q —A)]
+[(ga =Y +/(Q—a)p

' +[(ga —3)Z +g(Q—a)p=
Q—A_.O,

en ayant égard a la seconde équation, I’ensemble de ces
deux équations peut se remplacer par I’ensemble des deux
équations suivantes :

(21) X*+ Y+ Z*=o0, Mz + Ny -+ Pz—A=—0.

Je vais chercher maintenant les conditions pour que
les équations (21) représentent un cercle.

Pour cela, je prendrai ’équation générale des surfaces
du second ordre passant par la courbe (21), savoir :

X+ Y+ Z+ (Mx + Ny +~Pz—A) ax+ By + yz+¢) =0,

et j’éciirai que cette équation représente une spheére.
Eu égard aux notations (18), on trouve

A+ B+ G+ aM
=Al+B+C'+BN=A}+B;+C;+9P=p,
(22) ¢ 2(A,A;+B/B,+ C,C,) + 8P +yN=o,
2(A;A + B.B +C,C) +yM+ P =o,
' 2(AA,+BB, +CC/)+aN+fM=0o0.

Des premiéres équations (22); on tire a, 5, y, en fonc-
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tion de p, et en substituant ces valeurs dans les trois
équations suivantes, il vient

g {(NA,— PA,)*+ (NB,— PB,}'-+ (NC;— PC,)*==p (N + P?),
(23) { (PA— MA,)?*+ (PB— MB,)"+ (PC — MC,)*=p (P*+ M),
(MA,— NA)*+ (MB,— NB)?—+ (MC,— NC)* = (M*+ N?).

L’élimination de ¢ entre ces derniéres équations con—
duira aux équations de condition nécessaires et suffisantes
pour que la courbe de la premiére figure, correspondant
au cercle imaginaire de V'infini dans la deuxiéme figure,
soit également un cercie.. Or nous retrouvons ainsi les
équations de condition (16) déja obtenues au n° 2.

Jajouterai, sans en donner la démonstration, la re-
marque suivante : « Si, au cercle imaginaire de I'infini,
» considéré comme appartenant a la figure (F’), corres-
» pond un cercle dans la figure (F), il arrivera néces-
» sairement (ue, au cercle imaginaire de l'infini, consi-
» déré comme appartenant a la figure (I'), correspon-
» dra aussi un cercle dans la figure (F’). »

4. De cette analyse je conclus les théorémes suivants :

1° Deux figures e L'espAce homographiques ne peu-
vent pas, en général, étre amcnées a étre homologiques.

2° Pour que deux figures homographiques de Uespace
puissent étre placées homologiquement, il faut et il suf-
fit que la courbe, qui, dans Uune d’elles, correspond au
cercleimaginaire de Uinfini appartenant a I’ autre, soit
également un cercle. Et alors il y a deux maniéres, et
deux seulement, d’amener les deux figures a étre homo-
logiques.

3° Pour amener deux figures homographiques a étre
homologiques, dans le cas oit la chose est possible, on
pourra opérer conune il suit :

Soient 1 le plan de la figure (F) correspondant au
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plan de Uinfini dans la figure (F'), et )’ le plan de la
Jigure (F') correspondant au plar de {’infini dans la
Sigure (F); on fera tourner la figure (F) de facon a
rendre le plan 1 paralléle au planl’; on imaginera en-
suite le cone passant par le cercle imaginaire & Uinfini
dans la figure (F'), et le cercle (maintenant parailéle)
qui lui correspond dans la figure (F) : soit O le sommet de
ce cone. Si maintenant O' est le point qui, dans la figure
(F'), correspond au point O, considéré comme apparte-
nant & la figure (F'), on fera glisser la figure (F') paral-
lelement & elle-méme jusqu’'a ce que le point O wienne
coincider avec O, puis on le fera tourner d’un angle
convenable autour d’une perpendiculaire au plan J' et
passant par le point O; aprés ce double déplacement,
les deux figures seront placées homologiquement; le
point O sera le centre d’homologie, el le plan d’homo-
logie sera paralléle au plan J'.

La démonstration de cette derniére proposition peut se
faire trés-simplement.

NOTE RELATIVE A QUELQUES CAS DE CONVERGENCE
0U DE DIVERGENCE DES SERIES.

Pae UN ABONNE.

1. Soit la série
(1) Uy Uy Uy AU+,
dont les termes sont positifs et tendent vers la limite o a

u ..
mesure que n augmente. Le rapport = ayant été mis
u’l

. 1 ..
sous la forme s la série est convergente quand
1

%
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lim. na est supérieure & 1;-elle est divergente quand
Lim. na est inférieure a 1.

On peut donner de ce théoréme bien connu la démons-
tration suivante :

1° Si lim. na > 1, il sera toujours possible d’assigner
un nombre m compris entre 1 et la limite, tel qu’a partir
d’une valeur suffisamment grande, mais finie, de n, 'on

. m <
alt noe >m ou a > —; et par conséquent
n
m
il+a>1+ —-
n

Cela posé, soit £ une fraction i numérateur et a dé-
9

nominateur entiers, telle que
I <£ <<m,
9

on pourra toujours écrire
P
m 1\9
1+ —> <1+ —) .
n n
En effet, cette inégalité revient a la suivante:
nb=1(n +m)I > (n 1),
ou, en réduisant,
nP—'(mgq — p) +...>o0.

Or, mg — p étant positif, on pourra toujours donner
a n une valeur assez grande pour que le polynéme com-
posant le premier membre de la précédente inégalité soit
positif.

S’il en est ainsi, I'on aura

Qs

l+a>(l+-’l;> ’



d’ou

I+« u, E
(r+1)
Donc, les termes de la série (1) décroissent plus rapi-
dement que ceux dela série
1 . 1
+ "+ +..
(r+1)9 (r+2)

~
]

1

P

n9

et 'on sait que cette derniére série est convergente quand

14
- 1.
P

2° Si lim. na <1, on pourra toujours trouver un
nombre m compris entre 1 et cette limite, et auquel n«
sera certainement inférieur. De sorte que, pour des
valeurs suffisamment grandes, mais finies de », on aura

m
ne<m ou a<l—;
n
et par conséquent
m
T+l 1+ —-
n

Soitg une fraction 2 numérateur et a dénominateur

entiers telle, que I'on ait

’"<£<l’
9

on pourra écrire

Qs

m 1
1+ — < (x + —> ;
n n
en effet, cette inégalité revient a la suivante :

(r + m)t<(n +1)P n9-P,
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ou, en réduisant,

=t (p—mq) +... >0,

inégalité toujours vérifiée pour une valeur suffisamment
grande de 7, puisque p — mgq est positif; donc

4
1\9
l+a<<l+;> ’

et par conséquent .

(n4+1)9
Les termes de la série (1) croissent plus rapidement
yue ceux de la série

1 I I
—P+ 7+ “+...,

ni  (n+1) (n+2)§

que lon sait éwre divergente, puisque 2 est moindre
q

que 1.
Le théoréme énoncé est donc démontré.

2. Il reste a examiner les cas ot lim. za = 1.
Dans ce cas, « peut étre mis sous la forme

2= %[' +9(n)],

¢ (~) ayant pour limite o.
Soit k la limite de n¢(n) et L un nombre supérieur
a k, a partir d'une valeur suffisamment grande de n, on
aura toujours
no(r)<<L ou ¢(n)< I;‘,
d’on

I L
z<;+;,



1 U I n'
T > 1 >n’+n+L'
=+ =
n n

Or on peut toujours déterminer un nombre i tel, que 'on
ait
n? ~ n—i
nan+L7 n—i+1’

il suffit pour cela de vérifier I'inégalité
n(L—i)—Pi<lo,

laquelle a toujours lieu si L <71.
Donc, a partir d’un certain rang, les termes de la sé-
rie (1) croitront plus rapidement que ceux de la série

I 1 I

- ...
n—i+n—i+l+n—z+2 ’

et, puisque cette derniére série est divergente, la série (1)
le sera.

Il ne peut y avoir de doute que si n¢(n) est infini ala
limite.

3. Reégle de Gauss. — La question a été traitée par
M. Bertrand dans son Traité de calcul différentiel, p. 240,
par M. Rouché, Nouvelles Annales, 2° série, 1. V, p. 10.
et par M. Brisse, Nouvelles Annales, 2° série, t.1X, p. 36.

La régle donnée par Gauss est la suivante : Le rap-
port de deux termes consécutifs étant sous la forme de

fraction rationnelle

Ui 7+ an*t 4 bt 4. L

u, 4+ AR— 4+ B2,

la série sera convergente si

a—A+1<0;
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la série sera divergente si
a—A-+1>0;
la série sera divergente si

a—A-+1=—0o0.
En effet,

I 1

T+a A—a Kn*—2 4+ Lnrt—34...
R - —
n 4+ an*t 4+ bn*t 4.

On voit que lim.na = A — a, et en appliquant les
théorémes précédents on arrive a la régle énoncée plus
haut. '

Faisons observer que, dans le cas ou A —a =1,
ng(n) a pour limite o, et le principe du n°® 2 est ap-
plicable.

Dans son Traité de Calcul différentiel et intégral,
p- 178, M. J.-A. Serret examine ce que devient la série
du binéme

‘|+ mr ymim =y mn—tim—2)
(2) | 1 1.2 1.2.3
' m(m—1)(m—2)...(m—n—+1)
+ ...
1.2.3...n

quand on fait x = =+ 1.
Avec ce qui a été dit, la dlscussmn est des plus faciles.
Soit d’abord m positif. La valeur absolue du rapport
de deux termes consécutifs peut étre mise sous la forme

I Uy 1

I+a T +m
"+

n—im

Tant que m est positif, lim. na est supérieure a 1. La
série (2) est convergente pour x — — 1, et & fortiori pour
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x =+ 1; car si, dans le premier cas, les termes, a par-
tir d’'un certain rang, sont tous de méme signe, ils sont
alternativement positifs et négatifs daus le second.
Si m est négatif,

1 I .
l+a— 1—m'
1+

n -+ m

. u,
si m > 1 en valeur absolue, le rapport == est plus grand
) PP P plus g

que 1, et les termes vont en croissant & partir d’un cer-
tain rang; donc la série est divergente, non-seulement

pour x = — I, mais aussi pour x = I.
Si m <1 en valeur absolue, on a toujours lim.na <1,
et la série sera divergente pour x = — 1; mais elle sera

convergente pour x =1, puisque les termes finissent
par décroitre indéfiniment et sont alternativement posi-
1ifs et négatifs.

DES INVARIANTS AU POINT DE VUE DES MATHEMATIQUES
SPECIALES

(suite et fin, voir 2° série, t. VIII, p. 395);

Par M. P. DE CAMPOUX.

II. Géométric analytique a trois dimensions.,

Nous nous occuperons exclusivement de I’équation du
second degré a trois variables lorsque la réduction est
faite, dans le cas des surfaces & centre, la surface étant
rapportée a son centre, ou, si I'on veut, desinvariants des
coefficients des termes du secoud degré.

(Nous supposerons les coordonnées rectangulaires. )

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. IX. (Mars 1870.) 8
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1° Recherche des invariants.

Considérons I’équation de la surface rappertée & son
centre et a ses plans principaux; cette équation

Sz*+8'y*+8"2*+F—=o

nous servira de point de départ.

Si nous prenons des axes rectangulaires quelconques
de méme origine et que a, &', «” désignent les cosinus
des angles que ox’ fait avec les trois axes ox, oy, oz,
By 'y B" les cosinms des angles que oy’ fait avec les
mémes droites, et 7, 7', 7" les cosinas des angles que 0z’
fait avec ces lignes, nous aurons

r=ax' +By +q7,
y=daz+pfy+q'7,
P — al/.z,l + ﬁ”J" + 7”3’.
Les termes du second degré Sx*-+ §'y*+ §8"2z% se
transforment dans les suivants :

S(GI"’F@]"‘F 7zl)z+sl(m/xl+ §1y1+ .’I zl)z
—+ S"(a".z" + ﬁ”}" + 7”2’)2.
Cette expression a la forme
Az’ + A"y + A" 4+ 2By'z’ 4+ 2 B2z’ 4+ 2B 2y’
et
A =Sa? + S'a'? + §" 2",
AI — spg + sl ﬁ!z + sll ﬁlii’
A= 572 + 8’7'2 -+ S”'lha
B =SBy -+ S'By'+ 87"y,
BI: S'ya+ S'y'a'-{— Sll,,llal’
) B”: saﬁ_*__ Slal p/+ S”az” pll.

"

Nous savons que 'on a entre «, o/, ", B, B/, "
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7> 7’5 7", les relations

o + 3’ +9 =1
't B 4y =1,
a4 B 4 9" =1,
o+ B o= 0,
2”2 + BB 4+ 9"y = o,
aa’ + Bp’ + 9y’ = o.

Les invariants cherchés ne peuvent se trouver que dans
les résultats de I’élimination des cosinus entre les équa-
tions (1). Nous allons procéder a cette élimination, en
nous servant de la méthode que M. Bertrand a employée
pour un autre but dans son Algébre.

Je multiplie les deux membres de la premiére, de la
sixieéme et de la cinquiéme équation du groupe (1) res-
pectivement par «, {3, y; J’obtiens ainsi

Ax + B’ + B’y = Sa.

En multipliant les deux membres de la sixi¢me, de la
deuxiéme et de la quatriéme par a, 3, 7, Jai la relation

B’ + A’ + By —=Sp.

En multipliant les denx membres de la cinquiéme, de la
quatriéme et de la troisiéme par «, {3, y, jarrive a
I’équation

B'a + BB + A"y = Sy.

Ces trois équations peuvent s'écrire de la fagon suivante:

(A —S)a+B"B + By = o,
B’z + (A’ —S)B + By =o,
B’z + BB + (A= S)y =o.

Ces trots relations sont homegénes en o, B, 7; elles ne
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peuvent étre satisfaites par 2 = o, B =0, y =103 car

@4 By =1I.

Donc, comme ces équations sont compatibles, le déter-
minant
A—S B” B’
B” A'—S B = A
B’ B A"—S
est nul.

L’équation A = o est une équation résultant de P'éli-
mination des angles entre les équations (1).

Il est aisé d’en trouver deux autres d’une facon ana-
logue.

Multipliant les deux membres de la premiére, de la
sixiéme et de la cinquiéme des équations (1) par &, ', 7/,
jrai

Ad'+ BB + B’y =95"a’.
Multipliant les deux membres de la sixiéme, de la
deuxiéme et de la quatriéme par &', ', y/, j’ai

B":x'—!-—A'ﬁ'-l— B”'y’:S’p’,

et multipliant les deux membres de la cinquiéme, de la
quatriéme et de la troisiéme par &, 3, y', Jarrive a la
relation

Bla’ + Bl/ §’+ AII"I:S"yI.

Ces trois relations donnent la relation suivante indépen-
dante des angles :

\ A—§ B B’
\ B A ¢ B =o.
BI B A”— Sl

Opérant de méme sur les équations (1) en faisant usage
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des multiplicateurs «”, 7, y”, I'on arriverait 4 I'équation
A—S B’ B’
B° A—S B

B’ B A §”

- 0.

Jobtiens ainsi trois relations distinctes entre les coef—
ficients A, A’, A”, B, B/, B” et S, §', §”, car la lettre S,
par exemple, n’est que dans la premiére, la letire §' dans
la deuxiéme et la letire S” dans la troisiémej il est donc
impossible de passer d'une combinaison de deux de ces
équations a la troisiéme.

Je dis qu'il est inutile de chercher une équation dis-
tincte de ces trois équations et ne contenant pas les angles
des axes; car jimagine qu’il y ait quatre relations dis-
tinctes entre les coefficients de 1'équation de I'ellipsoide

(1) Az +A'y"*+-A"2'2+2By'2 +2B'7'a’ + 28B4’y —1=0
ct les coefficients de I'équation

xrr oyl z?

pe -+ e -+ oy — 1= 0.
On peut toujours supposer F — —1 sans nuire a la géné-
ralité.

Les quatre relations entre les coefficients de I'équa-
tion (1) et @, b, ¢, qu'on peut supposer connus, et la
connaissance de deux points suffiraient pour déterminer
Iellipsoide. Ainsi le centre, les axes et deux points suf-
firaient pour déterminer un ellipsoide, c’est-a-dire que
huit conditions suffiraient dans le cas ol nous savons que
neuf sont nécessaires.

Ainsi ces trois équations sont les seules distinctes; je
vais maintenant en tirer les invariants. Si je représente
I'une quelconque des trois quantités S, §’, §” par z, il est
aisé de voir que ces trois quantités S, §’, §” satisfont a
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I'équation du troisiéme degré
A—z B B
B” Al— 2z B '=o
| B B A" — 2

ou

(A—z)(A'—3z)(A"—2) — (A— z)B

— (A'— z)B"*— (A" — z)B"'+ 2BB'B" =0,
ou en ordonnant
22— (A+ A+ A"z

+ (A’A” — B*+ A”A — B+ AA'— B")z

+ AA'A” — AB*— A’B”— A"B"+ 2BB'B" = o,
que je mettrai sous la forme

22+ P24 Qz+ R =o.

Or
P=—(S+848)
et comme
. ¥
S = — ;7

a étant Paxe principal qui coincide avec ’ancien axe

des x, et que
F F

S/ — " __
b p— bq’ S p— cz 9
b et ¢ étant les autres axes principaux; or F ne change

as lorsque l'origine reste la méme; donc
p q 5

1 1 I
":“F<;z+ﬁ+::>'
P est un invariant.
De méme
) p , F'l F'1 FZ
Q=-S'S +S’S+SS:W+;§—a2+H:

I | S

=F L + —f — 1.
biet cta:  a*b?

Donc Q est un invariant.
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R=—888 = —,

R est aussi un invariant.
Donc

A+ A+4A", B —A'A"+B7—A"A +B"?— AN,
AA’A”— AB*— A’B”?— A”B"+ 2BB'B’

sont trois invariants. Or il ne peut y avoir plus de trois
invariants distincts, car il ne peut y avoir plus de trois
équations ne contenant pas les angles que font entre eux
les différents axes, comme nous 1’avons prouvé; ce sont
donc les seuls invariants distincts, c’est-a-dire qu’on
peut obtenir tous les autres i l'aide de ceux-la. Nous
arrivons donc & cette conclusion que, dans la transfor-
mation des coordonnées, les termes du second degré four-
nissent trois invariants et que ces invariants sont les
coefficients de I'équation en S.

2° Interprétation géométrique des invariants.
Considérons d’abord A 4+ A'+ A”.
Si nous faisons dans V'équation de ellipsoide par

exemple

Yy = o0, 3=—0,
Az’ +A'y*+ A"22+ 2Byz + 2B'zz + 2B'zy + F=o,
on a
— l“
A—— Pl

c’est-a-dire que A est proportionnel a U'inverse du carré
du demi-diamétre compté sur I’axe des x ; nous le repré-
senterons par a’? :

de méme
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Comme c’est un invariant, a, b, ¢ désignant les axes,
on aura :

F F F__F F F
T T e b @

ou
l._.l I 1
‘;;;+b,2+;,—2'—~a2+25+—2-

Je figure la pyramide trirectangle 0 A’B’C’, dont les
arétes ont pour longueurs a’, &', ¢/,

1 I 1 b'2c" + ca'*+ a'? b
Tyt aT P '

b'¢’=2B0C = 2A"B'C cose’
3

o' étant I'angle de la face A’'B/C’ avec la face B'oC’; de

A

méme
cda’=2A'B'C cosf/,

{3/ étant 'angle de la face A’B’C’ avec la face C'0A’ et
a'b’ =2A'B'C cosy’,

y' étant I'angle de la face A’B’C’ avec la face A’oB’; on
aura donc

b2+ ca" + a' b =4 A’ B’C'Q(cos“a’ <+ cos?B’ + cos?q’)

—4{ABC .

D’ailleurs

@b c'=2C0oB <X oA"=6vol.oA'B'C’'=6A'B'C' X H,
H' étant la distance du point o a la face A’B’C’; donc

1 LI I 4 ABC .

b d*7 36 ————-—A,BI C’a < - 9

done
H =H,
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et'on conclut que dans tout ellipsoide les plans passant
par les extrémes de trois diamétres rectangulaires enve-
loppent une sphére.
Considérons I'invariant

AAIAII__ AB’— AIBlz__ Al/Bl/2+ 2BBIB”.

Je considére le diamétre conjugué de I'axe des z dont les
équations sont

fi=o, f;:o
ou
Axz+By+Bz—o,

B’z + A’y +~Bz—o.
On tire de ces équations

z BB —A'B

z AA —B7
y _B'B”"—AB
z  AA — B

Or I'équation de la courbe peut se mettre sous la forme
zf, +rf, +sf, +2F=o.

. , . x .

Si I'on porte dans cette équation les valeurs de —et il— qui

annulent f et f] , on aura

z2<B'f+B-y-+A”):_zF
2z z
ou
2(2BB'B"—AB*—A'B"?—A”B"+AA’A") = — 2 F(AA'—B"?).
Si je représente la quantité entre parenthéses par A,

Jauraj ’
a.2=—2F(A’A = B").

Or on sait (I, 2°) que

, ., 16F*
A'A — B :-—[-)Ta
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P étant le paraliélogramme construit sur deux diamétres
conjugués dans le plan des zy.

Remplacant A’A” — B? par cette valeur, nous avons

3aF3
P

Az — —

donc

32F’.

P2zt
Or Pz est le produit de la base du parallélépipéde con-
struit sur le diamétre du plan des xy et deux diamétres
conjugués de ce plan par la hauteur z de ce parallélépi-
péde. Ce parallélépipéde est donc constant, c’est-a-dire
que le parallélépipéde construit sur trois diamétres con-
jugués est constant.

Considérons enfin I'invariant

B:*— A’A"+ B?— A”A + B"*— AA’;

on a{(l, 2°)
oo 16F?

—_ B2+ AA A e "‘P—70
P élant la surface du parallélogramme construit sur
deux diamétres conjugués dans le plan des yz. Or,
H étant la hauteur du parallélépipéde construit sur trois
diameétres conjugués, dont deux sont dans le plan des yz,
on a, d’apreés I'interprétation géométrique de I'invariant
précédent,

PH =K,

K étant une constante ; donc

16F:  16F*
T: Kz H’.

Par conséquent, on aura

F?
AN —B = ’GT B,
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pareillement

AYA — B'? — l?::? H,
et

AAI —_— Bl/;z %f‘z Hllz;

donc l'invariant en question est égal a
q

16F
KZ

(H*+4 B2+ H"?).

Or H est la perpendiculaire abaissée du centre sur le
plan tangent paralléle aux yz, de méme H’ est la perpen-
diculaire abaissée du centre sur le plan tangent paralléle
aux zx et H” est la perpendiculaire au plan tangent pa-
ralléele aux xy. Ces plans tangents sont respectivement
perpendiculaires; donc la somme des carrés des distances
du centre a trois plans tangents rectangulaires a Vellip-
soide est constante, c’est-a-dire, par une conclusion bien
aisée a tirer, que le lieu des sommets est une sphére.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN THEOREME BE MONGE ;

Par M. J. WELSCH,
Eléve de V’Ecole Polytechnique.

Tatorkme. — La sphére est la seule surface dont tous
les points sont des ombilics, ou, ce qui revient au méme,
la sphére est la seule surface sur laquelle une courbe
quelcongue soit une ligne de courbure.

Pour le démontrer je m’appuierai sur cette remarque
évidente :

1l existe une infinité de surfaces développables dont
les génératrices sont normales a mne méme courbe ; mais
si Pon prend pour premiére géunératrice d’une de ces sur-
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faces, I'une quelconque des normales menées a la courbe
en un point déterminé, cette normale n’appartiendra
qu’a I'une des surfaces en question. Par suite, si I'on sait
que deux de ces surfaces ont une génératrice en commun,
on en conclura qu’elles sont identiques.

Cela posé, soient A et B deux points quelconques pris
sur la surface; par la normale (N) en A et par le point
B faisons passer un plan, ce plan déterminera sur la sur-
face une courbe normale 4 (N) et passant en B.

Cette courbe doit étre une ligne de courbure de la sur-
face ; les normales 4 la surface en ses différents points
appartiennent donc a une surface développable, qui est
une de celles dont j'ai parlé; d’ailleurs, le plan dela
courbe est aussi une de ces surfaces ; comme elles ont une
génératrice commune (N), elles coincident, et, par suite,
la normale en B 4 la surface rencontre la normale en A.

Si I'on prend un point C en dehors du plan considéré,
la normale en ce point, devant rencontrer les normales en
A et B, doit passer par le point O de concours de ces deux
droites ; toutes les normales concourent donc au méme
point O, et la surface est une sphére ayant son centre en
ce point.

SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLEMES CELEBRES
Par la Méthode des Equipollences du Professeur Giusto Bellavitis;
Par M. L. BEZIAT.

I.

. Un probléme qui a marqué en quelque sorte les pro-
gres successifs de la Géométrie est celui d’inscrire dans
un cercle un triangle dont les cotés passent par trois
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points donnés; les anciens n’ont pu le résoudre que dans
le cas particulier ou les trois points donnés sont en ligne
droite; pendant plus de trente années le probléme géné-
ral fut tenté par les plus remarquables géométres ; enfin,
en 1776, Lagrange en donna une solution algébrique, et
Castillon une géométrique; il fut ensuite généralisé par
un jeune géométre, Giordano da Ollajano, qui commenga
a Naples I'illustre école des imitateurs et des continua-
teurs de 'ancienne Géométrie; les méthodes modernes
ouvrirent de nouvelles voies a la résolution du probléme,
et la Géométrie nouvelle le ramena a des principes gé-
néraux applicables encore aux sections coniques; par la
méthode des équipollences, la solution se présente im-
médiatement. Nous allons résoudre le probléme sous cette
forme générale :

Inscrire dans un cercle un polygone XYZ dont les
cotés passent par des points donnés ou aient des lon-
gueurs données.

Prenons le cas particulier ou dans le cercle de centre O

Fig. 1.

on doit inscrire un quadrilatére XYZT, dont trois
cotés XY, YZ, ZT passent respectivement par les points
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A, B, C, et dont }e quatriéme c6té TX ait une longmeur
donnée. Soit OH le rayon d’incliraison nulle, et posons

OX =¢.08, 0Y=¢.0H, 0Z =¢.0H, OT=¢.0H (*);

AXY devant étre une ligne droite, cette condition est
exprimée par Péquipollence

§.0H — OA = n(e7.OH — OA);

entre cette équipollence et sa conjuguée, nous élimine-
rons 2 et nous aurons

(¢*.OH — OA) (¢7.0H — ¢j.0A)
= (s*.0H — cj. OA ) (¢7.OH — OA).

Cette équipollence, il était du reste facile de le prévoir,
devient identique pour x =y, on peut donc la diviser
par €*— €7 ; aprés quoi rrous aurons entre les inclinai-
sons x et y la relation
OA — ¢7.0H
(l) ef— ————— »
OH — s7.¢j.0A

Les cotés YZ, ZT passant par les points B, C donnent les
relations analogues

(2) ;_ OB — «*.0H
“ = OH— ¢.¢.0B’

X 0OC — ¢.0H

(3) ¢ = 0H—+¢.g.0C

enfin, en appelant ¢ Parc donné TX, on aura
4 =

Portant ces équipollences les unes dans les autres, nous
obtiendrons I'équipollence trindme qui nous apprendra

*y e eV el Note du Rédactenr.)
(*)
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a déterminer l'inclinaison inconnue x et par comnséquent
la position du sommet X. Nous allons construire a me-
sure les coefficients des équipollences successives, et on
continuerait de la sorte si le polygone avait un plus
grand nombre de cdtés. La valeur (2) substituée dans (1)
donne ¢* exprimée par une équipollence, qui, en posant
(5) AA, = — OB, HH,:—OLJé'ﬂ,
se réduit facilement a

OA, + ¢=OH,

&= A . s~
cj. OH, + ¢ cj. 0A’
et en substituant (3) dans cette derniére, on obtient

._ _OA,—¢.OH,
~ ¢j.OH, — ¢ cj. OA,

pourvu qu’on ait eu le soin de poser

OH,.0C
) A= ~OH
enfin en substituant (4) on obtient
223 ¢j.0A, — e*.¢j.OH, — 3. 0H, + OA, = o,

qui devient

0A
. -+ OH. =0
¢*.0H + ¢—*.OH O™ U,
€en posant
. OH.OW
(7) OW = OH, + ¢*.¢j. OH,, OU:—W-

La derniére, comparée a I’équipollence identique
0X + XU =0,
nous montre que le point X s’obtiendra en coupant le
cercle donné par un autre cercle égal ayant son centre

en U. Les équipollences (5}, (6), (7) indiquent claire-
ment les constructions a eflectuer. On tire AA, équipol-



(128 )
lente a BO, on construit le triangle OAK mversement

semblable 4 OHB, et on tire
HH, = KO;

on forme le triangle OH, L, directement semblable a
OHC et OA, K, inversement semblable au méme trian-
gle OHC, et on tire

AA,=0L,, HH,=0K;

prenons ensuite la corde HI égale au coté donné TX,
on méne OW perpendiculaire sur HI et ayant par consé-

T , 1 .
quent une inclinaison égale a ~ 0, et on coupe cette ligne,
2

de sorte que H, W égale H,O; enfin, construisant OWU
inversement semblable 3 OA, H, la droite perpendicu-
laire sur le milieu de OU coupera le cercle donné au
sommet demandé X. La direction du rayon OH est arbi-
traire; en prenant ce rayon sur la direction de OC, les
triangles OHC, OH, L,, OA, K, se réduisent a trois
droites coupées dans de certains rapports.

Cette méthode a encore 'avantage d’indiquer les cal-
culs qu'il faudrait effectuer pour déterminer numéri-
quement la position du sommet X. Les deux solutions
se réduisent a une seule. quand OU est double du rayon
du cercle, c’est-a-dire quand la direction de OW est telle,
que la projection de OH, sur OW égale OA,. Dans ce
cas, le coté ZT est le plus grand entre tous ceux des
quadrilatéres inscrits dans le cercle et dont trois cotés
passent par les points A, B, C.

II.

Circonscrire a un cercle un polygone dont les som-
mets sotent situés sur des droites données ou aient des
angles de grandeurs données.
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Cherchons, avant de résoudre le probléme, quelle est la
condition pour qué les perpendiculaires aux extrémités
des droites OA’, OB/, OC’ se rencontrent en un méme
point M. Nous avons

OM = OA’+ A’M =1+ i) OA'= (1 + mi) OB'= (1+ ni) OC’;

entre ces équipollences et leurs conjuguées, on élimine
I, m, n et on trouve que la condition cherchée est expri-
mée par la fonction alternée ou déterminant

0A’. ¢j.0A’(OB'.¢j.0C’ — OC'.cj.OB’)
+ OB'.cj.OB'(OC.¢j.0A' — OA’.cj.OC')
+ OC'.¢j.OC'(OA". ¢j. OB’ — OB'.cj.0A’) = o.

Arrivons maintenant au probléme qui est le corrélatif
du précédent.

Supposons qu'on ait a circonscrire au cercle un trian-
gle MNP ayant les sommets M et N sur deux droites don-
nées et I'angle en P donné.

Fig. .

Les droites seront convenablement définies au moyen
des perpeudiculaires OA’, OB’ abaissées du centre O du
cercle douné, et les points de contact du triangle circon-

Ann, de Mathémat., 2° série, t. IX (Mars 1850.) 9
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scrit sont exprimés par

0X = ¢*.0H,
0Y =—¢7.0H,

OH étant le rayon pris pour origine des inclinaisons.
Pour que les trois perpendiculaires élevées sur OA’,
OX, OY sc rencontrent au méme point M, il faut qu’on
alt, comme nous venons de le voir,

OA'.cj. OA/(s57 — er+7)
+ OH (e7.¢j. OA’— 7. 0A' 4+ ¢*. 0A' — ¢*. 0A') =0}
clle devient identique pour x = y; divisée par e*—¢”,
ensuite résolue, elle donue

 OH.OA’— 27.0A".¢}. OA’
" OA’.¢j.0A’—:7.0H.¢j.0A"’

qu'on rend identique a 'equipollence (1) du probléme
précédent, quand on y fait

_OH
T c]. OA'

Ainsi la condition que les tangentes en X eten Y se ren-
contrent en un point de la droite A’M revient 4 la sui-
vante : que la corde XY passe par le peint A situé sur OA’
de telle sorte que OA.OA’ égale le carré du rayon, ou,
en d’autres termes, que la corde XY passe par le pole
de A’M relativement au cercle O. Déterminant de la
méwme maniére le point B sur OB/, le probléme sera ra-
mené au précédent.

Si, par exemple, le triangle MNP circonscrit au cercle
devait avoir deux sommets sur les droites A’M, B'N et
Pangle en P maximum, nous déterminerions comme
ci-dessus les poles A, B des deux droites, et menant le
rayon OBH, nous couperions OA en K dans le méme
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rapport que OH est coupé en B. Aprés quoi, nous tirerions

AA, = BO, HH,=KO,

et, donnant a OS une direction telle, que la projection
sur ceite droite de OH, soit égale OA,, nous formerions
I'angle SOX égal a HOA,. Il y a deux solutions de maxi-
mum dépendant des deux positions que peut prendre OS
suivant OS et OS,.

L

Etant donnés trois points A, B, C, trouver la base
commune des trois triangles AXY, BXY, CXY, connais-
sant les différences de leurs angles au sommet A, B, C

Fig. 3.

. . . AX
et ausst les rapports des quotients de leurs cotes i—Ya
BX CX
BY CY'

Lagrange, en cherchant ( Mémoires de I’ Académie de
Berlin pour 1779, p. 201) les péles d’une projection sté-
réographique, connaissant les projections de trois points

9.
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dont on donne les latitudes et les longitudes, se trouva
amené au probléme que nous venons d’énoncer, et dit :
Il me parait assez difficile a résoudre par la Géométrie,
et quant & la solution algébrique, je ne l’ai pas tentée,
parce qu'il me semble qu'elle ne serait d’aucun usage,
& moins qu’on ne pit la ramener ensuite & une con-
struction aisée.

La méthode des équipollences en offre une solution
tout a fait directe et trés-simple.

L.es conditions du probléme sont exprimées par les
deux équipollences

AX.BY _CN
AY.BX ~ CA’
AX.CY BM
AY.CX  BA’

pourvu qu’on ait
ang ACN — ang YAX — ang YBX

et que le rapport N égale le quotient donné de AX
Ca AY

par E—Y)E On en dirait de méme de BM. Par le premier

principe toutes les droites inconnues se réduisent aux
deux AQO, AY, et il est ensuite facile d’éliminer cette
derniére et d’obtenir la solution

AX — AC.MBI;—NAB.(JP{ — AR + AS,
en faisant

AC.MB AB.CN
= ————— — AS.
MN R, MN S

On construira donc les triangles ACR, ABS directement
semblables A MNB, NMC, et on aura

SX — AR
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On pourra de la méme maniére déterminer Y il faudra

1 -
CA’ Ba leurs équi

pollents BN[:,, pour pouvoir éliminer X avec la méme

CN'
facilité que Y. On trouvera ainsi

AY = AR’ + AS',
AR’ et AS’ étant donnés par

AC.M'B AB NC
AR = ——W ) AS = W ’
qui donnent
AR.AR' = AS.AS'.

Iv.
Question 874.

On donne un cercle et deux points. Inscrire dans le
cercle un triangle isoscéle dont les deux cétés égaux
passent par les deux points donnés.  (Lemoine.)

C’est la le vieux probléme du billard circulaire déja
résolu par 1’Arabe Abhasen et par d’autres géométres,
principalement par Simpson (Sect. conicarum, libri V' :
Appendix, p. 223), Chasles (Apercu historique...); dans
les Institut. analyticee de Riccati et Saladini, on en
donne la solution au moyén d’une hyperbole équilatére;
voyez aussi Paoli, Bigoni, Puissant, Quetelet, etc.

Si X est le point d’incidence, c’est-a-dire le sommet
du triangle isoscéle, le rayon OX = 7i* devant étre éga-
lement incliné sur les droites

AX=ri*— 0A, BX = ri#— OB,
nous aurons I'égquipollence

7% —=m(ri*— OA) (ri*— OB).



((134)

Au moyen de sa conjuguée
r3i=% = m(ri~*—cj. OA) (ri=*— cj.OB),
on élimine m, et en posant

OA + OB = 0S,
on obtient

(1) ¢j.OA.cj.OB#*—r.cj.08.**+ r.0S.*— OA.OB = o0;

le probléme étant du quatriéme degré ne peut se ré-
soudre géométriquement.

Si un c6té du triangle isoscéle inscrit dans le cercle
devait passer par le point P et I’autre avoir une inclinai-
son nulle, nous arriverions de la méme maniére a I'équi-
pollence

(2) ¢j.OP.i" — r .3 4+ ri*— OP — o,
qui est identique a I'équipollence (1) quand OS est la
droite d'inclinaison nulle, et qu'on a

__0A.OB

opP 0S

Nous meénerons donc AS équipollente a OB, puis nous
construirons le triangle OBP directement semblable

Fig. 4.

a OSA, le probléme se réduira a trouver sur le cercle
donné le point X, tel que, en le joignant a P, la droite PX
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soit coupée par OS en L, de fagon a ce que le triangle
OLX soit isoscele; les solutions du probléme sont les in-
tersections du cercle avec la courbe que nous construi-
rons de la maniére suivante. Sur chaque droite PMLX
menée par le point P, on prend de part ct d’autre de son
point de rencontre L. avec OS, les distances LM, LX
égales a LO, et la courbe XOPMAOB ainsi construite
coupera le cercle de centre O, en deux ou quatre poinis
qui seront les points cherchés.

La courbe est du genre des courbes a boucle. Dans le
cas particulier ou OP serait perpendiculaire 4 OS, la
courbe est I'inverse de I’hyperbole équilatére relative-
ment 4 son sommet, elle est dite encore folium, stro-
phoide logocyclique.

En appelant 2x I'inclinaison de PM sur OS, ’équi-
pollence de la courbe est

PM = (tang.x + ¢)e**,
en posant
PO =i+ r.

Le point C de la courbe correspondant a x = o est donné
par la relation
PC=c¢;

PH rencontre encore la courbe en deux points D, D’ don-
nés par
PD = (1 %),

et ainsi 'angle DOD’ est égal 4 go degrés. 1. ’asymptote
passe par le point K qu’on obtient en prenant

PK — 2PH
et est paralléle a OS. Comme

0A.0B = 0P.0S,
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si 'on prend arbitrairement sur OHS un point R et qu'on

fasse
0Q = 20P,

la droite RA = \/RO.RQ, bisscctrice de I'angle ORQ et

moyennc proportionnelle entre RO et RQ, détermine sur
la courbe deux points A et B, RB= — RA, pour les-

quels on a
ang AMO == angOMB,

quel que soit le point M de la courbe.

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questjon 584 (*)
voir 1 série, 1. XX, p. 110
Par M. NEUBERG,
Professeur a I’Athénée royal de Bruges { Belgique).
Unec conique étant inscrite dans un triangle, soient
respectivement o, 3,y les rayons de courbure de la
conique aux points ot elle touche les cotés a, b, ¢ du

triangle, on a

(- 5o a5 (5= 5 9)
oo S VAC G
a b c
( > (7 i —>
a:‘ ?J 73
S désignant Iaire du triangle. (Faure.)

(*) M. Mention a donné dans les Nouvelles Annales, t. XX, p. 302, une
solution de la méme question, ou il dit: « Je ne sais pas comment en
dehors du procédé de relations métriques qui a manifestement conduit
I'auteur a ce théoreme, on éviterait d’inextricables calculs, sans le cercle

focal, »



(£37)
I. — Soient (x,, ¥1), (%2 ¥a), (%3, ¥s) les coordonnées
des sommets du triangle ABC circonscrit a lellipse

;24_:;_: — 1=o. En appelant 3S,, 25,, 2S; les déter-
minants

X y,l z, y3| x, )’ll

k] ? ’

T3 )3 T I T, Y
on aura
) 1
(2) AB'=g (=S +S,+ S5)(Si — 8, + 8,) (S + 8, — S5) (*)-

D’un autre cd1é, si x', y' sont les coordonnées du
2 b

point de contact de la droite AB, celle-ci pourra étre re-

présentée par I'une ou I'autre des équations

xzx' yy'

— — 1 =0,

FOR
x(yi—y:) —y(x— )+ 28,=o,
d’oq, en identifiant,

T Ji—Dr: 4 Ty — *r

AT 28, B: S,

Portons ces valeurs dans Pexpression du rayon de cour-
bure y mise sous la forme

z'? 12\ 2
7:A232<‘E +Z—) ’

et nous aurons

A?B2¢d 2
. 7= ggi’ do  S;— (AB)® c}_,
3 273

(*) Voir 2¢ série, t. V, p. 514. .
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et par analogie on conclut
N

. 2
(3) S, = (AB)® 'i?,’ S,— (AB)
2¢° 28

PO

En remplacant S,, S,, S; par ces valeurs dans les éga-
lités (2) et S=S, + S, + 8;, on aura la formule (1) de
M. Faure et la suivante :

2
(4) 2S:(AB)?<% +—bl+%>.
a3 pa 73
Il convient de faire une remarque essentielle relative-
ment aux formules (1) et (4). Les quantités Sy, S,, S; re-
présentent, aux signes prés, les surfaces des triangles OBC,
OCA, OAB.

Si la conique touche les cotés intérieurement, on a
ABC — OBC + OCA + OAB,

et en comparant a I'égalité S = S, + S; + S;, on voit que
S, S, Ss sont positifs. Mais si la courbe touche, par
exemple, le c6té AB intérieurement et les deux autres
extérieurement, comme on a alors

ABC = OBC + OCA — OAB,

il faur considérer S, et S, comme positifs et Sy comme
négatif et partant, dans les formules (3), & et 8 comme
positifs et 7 comme négatif, afin que les deux membres
de ces formules soient de méme signe. On en conclut
que les relations (1) et (4) sont celles qui conviennent a
une ellipse tangente intérieurement au triangle ABC, et
pour les appliquer aux ellipses ex-inscrites, il y faut chan-

c
¢ -

. . . . a
ger le signe de celui des trois quotients —
3

@t By
correspond au c6té touché intérieurement.

On voit sans peine comment les calculs précédents peu-

qui

w!-l S

1
3
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vent s’appliquer aux hyperboles tangentes aux trois estés
du triangle ABC.

II. — Les égalités (1) et (4) peuvent encore se démon-
trer trés-élégamment dans le cas de Pellipse, en la proje-
tant suivant un cercle qui a pour rayon le demi-petit axe
B. Le triangle ABC se projette alors suivant un iriangle
MNP circonscrit au cercle. En supposant les trois con-
tacts intérieurs et en appelant 8’ la surface de MNP, on
aura

168" =(m+n—+p)(—m—+n+p)(m—n+p)(m+nrn—p),
(5) 28 =(m -+ n-+p)B,

et en divisant la premiére équation par la deuxiéme

(6) 88 = %(—ln+n+p)(m—n+p)(ln+n—p).

Soient 2a’, 2%, 2¢' les longueurs des diamétres de I'el-
lipse paralléle aux cotés a, b, c et qui se projettent sui-
vantdesdiamétres du cercle. Comme des droites paralléles
sont proportionnelles 4 leurs projections sur un méme
plan, on aura

a:A——B—, ﬁzﬁ, 'y:m;

d’ou
aB aR
m=— = -
«®(AB)®
bB
T i
B’ (AB)’
cB
’l =
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Les surfaces du triangle ABC et de I’ellipse étant propor-
tionnelles a leurs projections, on a

S mAB BS

ou §'=—.
A

S~ B

Les valeurs de m, n, p, §', portées dans les formules (5)
et (6), conduisent aux relations (4) et (1) (¥).

III. — En supposant le triangle ABC circonscrit a la
parabole y* — 2pxr —=o0, on a
(7) _ i =x) 0 —x) i —3)

p= S .

En identifiant les deux équations du c6té AB

yr —plz+a)=o,
x(yi—y:) — 5 (x,— ) + 28;=o,

il vient
f’ Ly — Xy . 285,
- ’ —= ’
p.yl — 2 Yi— 22
et comme
3
(p*+rx")
7= 7 )
on aura
yeplm g el e
(ro—a) T (=
ou

c
-1 9
3

)

(*) Un raisonnement analogue peut servir a démontrer le théoreme de
Mac-Cullagh. Voir Nouvelles Annales, 17¢ série, t. IX, p. 298.
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et de méme

1
= a
yr— ya==p’ =
e
1 b
ri—yi==%xp’ —-
p?

La somme (y; — ys) + (2 —ys) + (¥s — ) étant
nulle, on peut considérer deux de ces bindmes comme
positifs, et le troisiéme comme négatif, ce qui donne,

(8)

a b c
-T:—“*‘—.’
: L

et 'on a de plus, en vertu de I'égalité (7),

o

(9) 5= —‘1 1 » N
a’ By’
ou, R étantle rayon du cercle circonscrit au triangle ABC,

1

fR=ulpy

On peut aussi vérifier facilement qu'on a encore la
formule

s=(5 5= (55 ) (54 5-3)
a? 3 ;i a? ﬁ? ,":7

Car, en vertu de l’équatiou (8), les trois facteurs du

Ly 2a 2¢ 2b
second membre se réduisent 4 —, —, =, et leur pro-
T ? 3
« 9t B

. 8abc
duit sera ———; ou, en vertu de la relation (g), 88.
a—s— ﬁ? 7-5
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Question 965

( voir 2° série, t. VIIL, p. 560);

Par M. C. CHADU,

Maitre auxiliaire au lycée de Bordeaux.

Etant donnés deux points fixes A et B situés sur une
ellipse, si U'on joint un point quelconque M de cette
courbe aux deux points fixes, les perpendiculaires éle-
vées sur les milieux des cordes MA et MB interceptent
sur chacun des axes un segment dont la longueur est
constante, quelle que soit la position du point sur la
courbe. (LAcuUERRE.)

Menons les normales aux trois points A, B, M; soient
a, 3, 1 les points de rencontre de ces normales avec le
grand axe (¥).
D’aprés une proposition démontrée, la perpendicu-
" laire Pp élevée sur le milieu de MB passe par le milieu p
de MB; de méme la perpendiculaire Qg élevée sur le mi-
lieu de AM passe par le milieu ¢ de px.
Nous aurons donc
_petpf o

P9 > >

(uantité constante quel que soit le point M, puisque les
deux points A et B sont fixes.

Note I.— M. Chadu, qui déduit la solution précédente
de la question 933, nous fait remarquer qu'on pourrait,
de la question 956, déduire pour l'ellipsoide un théoréme
analogue au précédent.

Note 1I. — La question 955 a été résolue aussi par
MM. Cerruti Valentino, étudiant a Turin; Humbert,

(*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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éléve au lycée de Metz; Emile Laclais et Alphonse Fould ;
M. Cerruti fait observer que les longueurs constantes
interceptées sur les axes sont représentées par

I
1 e? (1,1_ J.‘”), - 6,/3 (3" __J,N)’
2 2

¢ et e élant les excentricités réelle et imaginaire de la
courbe;

M. Humbert étend le théoréme a4 'hyperbole;

M. Laclais fait remarquer que la propriété considérée
est caractéristique des courbes du second degré ;

Eufin, d’aprés M. Fould, la proposition ne s’étend pas
a un ellipsoide quelconque; mais on a, pour Vellipsoide
de révolution, le théoréme suivant :

« 8il'on prend, sur un ellipsoide de révolution, deux
points fixes A et B et un point variable M, les plans
perpendiculaires aux milieux des droites MA, MB inter-
ceptent sur I'axe de révolution un segment de longueur
constante. »

QUESTIONS.

984%. 1° Si les quatre normales en quatre points d’'une
ellipse concourent en un méme point, il en sera de méme
pour les normales aux points homographiques des quatre
points considérés situés sur des ellipses ayant méme
grand axe que la premiére.

2° Si les quatre normales en quatre points d’une el-
lipse concourent en un méme point, il en sera de méme
pour les normales aux quatre points conjugués. De plus,
les deux triangles formés par les diagonales des deux
quadrilatéres circonscrits a l'ellipse aux pieds de deux
groupes de normales ont méme surface,
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3° Considérons deux quadrilatéres inscritetcirconscrit.
Les normales aux quatre points, sommets du premier et
points de contact du second, sont concourantes. La dia-
gonale du quadrilatére circonscrit est conjuguée de la
symétrique par rapport a I'un des axes de I'ellipse de la
droite joignant les milieux des co6tés du quadrilatére
inscrit, qui sont les polaires des extrémités de la diago-
nale considérée. (A. SarTiavx.)

985. Soit K la courbe d’intersection d'une surface du
second ordre et d’une sphére ayant pour centre un point
d’un plan de symétrie de la surface; désignons par C la
projection orthogonale de K sur ce plan de symétrie et
par C’ le lieu des points ot ce méme plan est coupé par
les normales élevées aux ditférents points de K; C et C’
sont deux coniques ayant leurs axes paralléles, et si I'on
désigne respectivement par a* et a'?, b et b'* les carrés
des axes paralléles, on a la relation

a‘a’r = b2b"2.
(LacuErRE.)

986. Etant donnés, sur une ellipse de Cassini dont les
foyers sont f et g, deux points @ et b, désignons par
et 8 les points ou les normales en en a et & coupent
Paxe de la courbe qui renferme les foyers, et par 7 le

point ol cet axe est coupé par la perpendiculaire élevée
sur le milien du segment ab; démontrer la relation

I 1 1 1

ia+ﬁ'“,7+ig

(LacuErre.)

987. Trouver la somme de la série
1

3 cos*3%¢ -—-313 cos*3%p +. ...

cos’y — %005339 -+
(Larsant.)
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BIRLIOGRAPHIE.

Notice sae Platon de Tivoli, traducteur du XII* sitele
Par M. L. BEZIAT.

Parmi ceux qui, dans-le xu* siécle, ont le plus con-
tribué a faire refleurir en Europe les sciences mathé-
matiques en traduisant en langue latine d'importants
ouvrages relatifs a ces sciences, on doit placer Platon de
Tivoli. Libri écrit: « Platon de Tivoli et Gérard de Cré-
mone sont les plus célébres parmi les traducteurs italiens
du x11° siécle. On doit & Gérard la premiére version de
P Almageste, et a Platon de Tivoli la connaissance de
plusieurs ouvrages de géométrie. »

I. Platon de Tivoli traduisit de V'arabe en latin un
Traité d’astronomied’Albategni, célébre astronome arabe.
Guillaume d’Auvergne, évéque de Paris, qui, comme le
prouve Dausson dans son Histoire litiéraire de la France,
mourut le 30 mars 1249, cite cette traduction: « Ne
croyez pas au moins, dit-il, que ce Macomet (Macome-
tum) soit le célébre philosophe que I'on a appelé. Alba-
tegin (sic), et dont un ouvrage sur l'astronomie a été
traduit de I'arabe en latin par Platon de Tivoli ] la no-
blesse et la profondeur philosophique qui régnent dans
ses écrits montrent. bien qu'il n’a eu ‘que le nom de
commun avec cet homme que je n’appellerai pas gros-
sier, mais qui est, comme l'a dit quelqu’un, avec beau-
coup de vérité, digne d’habiter avee les porcs et les va-
ches (vaccino ac. porcino). Loin de nous la pensée qu'un

Ann. de Mathémat., 2° série, ¢. 1X. (Avril 1870.) io
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tel philosophe fat aussi fou et elit des sentiments aussi
vils. » o

Cette traduction fut imprimée 4 Nuremberg en 1537,
avec une autre traduction latine faite par Jean de Séville
des Elemems d’astronomie d’ A1~Fergam, autre astro-
nome arabe. :

Sur le frontispice du volume on lit ce qui suit :

« Sont cgntenus dans ce livre : lesElémentsd’astronomie
d’Alfragran (Alfragrani) ; un ouvrage de ’habile astro-
nome Albategnius, sur le mouvement des étoiles, d’apreés
ses observations personnelles et d’aprés celles de Piolé-
mée, le tout avec des démonstrations géométriques €t des
additiens par Jean de Konigsberg (Regiomonte). De plus
nn -discours d’introduction a toutes les scienges mathé-
matiques, prononcé par le méme Jean de Konigsberg
dans une lecture publique sur Alfragran. Du méme, utile
introduction aux Eléments d’Euclide. Dédicace de Phi-
lippe Mélanchthon au sénat de Nuremberg. Toutes pu-
blications récentes. » Norimbergz. Anno M. D. XXXVII.

Jean de Konigsberg est le célébre asuwonome du xv®
siécle (Regiomontanus), dent le vrai nom était J. Mul-
. ler; mé a Unsind prés de Konigsberg, on lui donna le
nom de Regiomontanus; Konigsberg signifiant Mont-
Royal, Regius mons. Ce recueil est un volume de 126
feuilles; 1] commenced’abord par la dédicace de Mélanch-
ithon au sénat de Nuremberg, avec la date suivante :
Mense Augasti. Anno 1537 ; vient ensuite le discours de
Regiomontanus avec cette mention de Platon de Tivoli :
« Testes ostenduntdignissimi Albategnius quem latinum
fecit Plato quidam Tibartinus ». Sous ce titre : Breyis
ac perutilis compilatio Alfragrani Astronomorum peri-
tissimi totum 1d continens quod ad rudimenta astrono-
mica est opporturum, on trouve en 25 feuilles le Traité
d’Alfragran, qui se termine par ces paroles: « Explicit
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Alfragranus. Norimbergz apud Joh. Petreium inao sa-
lutis 1537. » Nous trouvons enfin, aprés une « Prefatio
Platonis Tiburtini in Albategnium, » ce Traité d’Alba-
tegni, intitulé : In nomine Domini incipit iber Macho~
mieti ﬁlu Gebir filii Crueni qui vocatur /.llbatcgm in
numeris stellarum et in locis motuii earz experimenti ra-
tione conceptorum in quo L¥ 11 capitula continuantur.

Kastner et Scheibel décrivent cette édition dont on
trouve un exemplaire a la bibliothéque Angelica de
Rome.

Cette traduction fut réimprimée a Bologne en 1645,
et Brunet fait observer que cette édition est trés-rare. -

Au recto de la premiére feuille on ne tronve que ces
paroles : « Albategnius de numeris Stellarum »; au
recto de la seconde on lit : « Mahometis Albatenii de
scientisstellarum liber cum aliquot additionibus Joannis
Regiomontani, ex Bibliotheca Vaticana transcriptus. »
La troisiéme contient une épitre dédicatoire adressée :
« Ad serenissimum Ferdinandum U, Ducem Hetrurie
Magnum », c’est-a-dire a sa Sérénissime Altesse Ferdi-
nand II, grand-duc de Toscane. Cette épitre porte la
souscription suivante : « Serenissimz Celsitudinis tue
Humillimus servus Bernardus Vgulotus. » A la qua-
triéme feuille on trouve une préface intitulée: « Prefa-
tio ad Lectorem ». Elle commence ainsi :

« Ami lecteur, nous te livrons Albategnius tel que
nous I'avons transcrit de la bibliothéque du Vatican, sur
I'invitation de Lucas Valerius, mathématicien distingué,
et autrefois professeur public 4 Rome, c’est-a-dire privé
de planches et de figures, et traduit.de Iarabe en latin
dans un stylestemi barbare par Platon de Tivoli. Une
considérat¥on qui peut toutefois servir i lexcuse de ce
Platon, ¢’est que I'ouvrage d’ Albategnius est écrit d’aprés
le goiit arabe et avec concision, surtoat quand on le rap-

10.
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proche de I’Alm‘ageste‘si prolixe de Prolémée, et que fort
souvent I’ auteur a omis des démonstrations geometrlques
parce qu’il n’écrivait pas,pour des commencants, mais
pour des astronomes déja exercés. » :

Aprés la préface primitive du traducteur et la table
des 57 chapiires de I'ouvrage, vient 'ouvrage lui-méme,
occupant 228 pages. L’avant-derniére feuille contient
V'« Errata corrigé »; au recto de la derniére on trouve
I'approbation de I'ouvrage, et derriére on lit : « Bononiz
M.DC.XLV. Typis Heeredis Victorij Benatij Superio-
rum .permissu. » Tout le volume se compose de 124
feuilles in-4°. :

Le célébre astronome anglais, Edmund Halley, dans
son opuscule intitulé : Emendationes ac Note in vetus-
tas Albatenii observationes cum restitutiore Tabularum
Lunisolarium ejusdem Authoris, mémoire inséré dans
les Philosophical Transactions, t. XVII (1693), écrit
ce qui suit : L'ouvrage qu’il (Albatenius) a écrit d’apreés
les lecons de son pére ne se trouve plus chez nous ; il v
a quelques siécles, une traduction en a éié faite en latin
par un certain Plato Tiburtinus, qui ne connaissait pas
suffisamment la langue arabe et encore moins I'astrono-
mie, comme il ressort évidemment de sa traduction. J’ai
vu deux éditions de cette méme traduction, I'une impri-
mée 3 Nuremberg en 1537, 'autre 2 Bologne en 1645.
Mais cette derniére textuellement copiée sur la premiére,
en reproduit méme les fautes d’'impression, bien qu’on
se vante de l'avoir tirée d’un manuscrit du Vatican.
Quoi qu'il en soit, les deux éditions sont remplies de
fautes surtout pour les nombres, et des tables astronomi-
ques de I'auteur dont il est souvent parlé dan§ P'ouvrage
on ue retrouve que des fragments.

Dans son Histoire de I’ Astronomie moderne depuis la
Sfondation de Uécole d Alexandrie jusqu'a [épogie de
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1730, Bailly donne quelques extraits de louvrage d’Al-
bategni.

Delambre, apres avoir rapporté ce que dit Albategm
dans le premier chapitre de son ouvrage de Sciéntid
Stellarum, sur les motifs pour lesquels il avait composé
cet ouvrage, ajoute : « Tels sont les motifs qui ont engagé
Albategni a composer son livre ; c’est la ce qu'on entre-
voit dans, le latin barbare de Plalo Tiburtinus, a qui
nous avons l'obligation de ce livre précieux, dont 'ori—
ginal ne se trouve plus, 4 moins qu’il n’existe a la Biblio-
théque de I'Escurial.

Dans les Prolégoménes des Tables astronomiques
d’Oloug-Beg, Sédillot confirme ces divers témoignages,
fort défavorables a Platon.

II. Platon traduisit encore de I'arabe en latin un ou-
vrage en trois livres, intitulé: Spherici, et composé en
langue grecque par Théodose de Tripoli, illustre géome-
tre de I'antiquité. Cetle version fut imprimée a Venise
en 1518, Jean de la Péne, mathématicien frangais du
xv1© siécle, dans sa préface adressée au cardinal Charles
de Lorraine, et imprimée avant le texte grec dans 1’édi-
tion de Paris de 1558, écrit ce qui suit: Mais pour ce
qui est de passer en revue toutes les propriétés des Sphé-
riques, ce n’est ni utile ni nécessaire. Désirant les possé-
der, nos péres en ont fait une traduction latine, il y.a
quatre siécles. Mais il me semble qu'il est arrivé a ces
traducteurs ce qui arrive souvent aux gens dévorés par
une soif ardente, qui, ne pouvant la satisfaire avec de
I'ean pure, boivent d'une cau fangeuse et fétide. Désirant
vivement connaitre la doctrine des Sphériques, et n’ayant
pas entre leurs mains (comme je le pense du moins) le
texte grec, ils ont eu recours aux versions arabes, el; au
licu de traduire Théodose qui avait -écrit en grec sur



( 150)

P'original. méme, ils ’ont pris 2 une source détournée ;
ils ont méme imprimé cette traduction, il y a quarante
ans de cela, & Venise, traduction que 'auteur inconnu
de I'opuscule intitulé : de Speculis Ustoriis affirme avoir
été faite par Platon de Tibur. Si quelqu'un veut com—
parer avec le texte grec de Théodose la traduction faite
sur I’arabe et imprimée a Venise, il y trouvera une in-
croyable différence, non-seulement de facilité, mais
encore de briéveté. Théodose s’était contenté d’établir
d’abord six ou sept définitions ; les Arabes en ont ajouté
sept autres a peu prés superflues. Théodose avait soigneu-
sement évité d’employer un trop grand nombre de théo-
rémes, et il avait résumé en soixante propositions teute
la doctrine des Sphériques; les Arabes en ont ajouté
une trentaine et en ont employé plus de quatre-vingts.
Théodose avait démontré chaque théoréme et n’avait
négligé aucune partie de ses démonstrations; mais les
Arabes ount tellement écourté celles-ci, qu’ils ont omis
une foule de remarques nécessaires. Enfin, pour tout dire
en un mot, les Arabes ont tellement remanié cet ouvrage,
qu’il ‘en est devenu méconnaissable, et que ces théories
sont devenues inintelligibles.

La préface dans laquelle on lit ces paroles n’a pas de
date, mais elle a été imprimée en 1558 ; la traduction
latine des Sphériques avait donc paru en 1518. — Le
célébre Jean-Albert Fabricius, en parlant des diverses
traductions qu’on posséde des Sphériques de Théodose,
dit: « Latina ex Arabico interpretatio lucem vidit inter-
prete Platone Tiburtino. Venet. 1518. Verum in hac
versione definitiones et theoremata multiplicata sunt,
demonstrationibus vicissim mutilatis ita ut aliud opas
esse videatur. » : :

Scheibel et Lalande, dans leurs Bibliographies astro-
nomiques, placent aussi cette édition en 1518.
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Une traduction latine des Sphériques de Théodese se
trouve insérée sans nom de traducteur, dans deux recueils
de Traités sur la Sphére, imprimés tous deux a Venise
en 1518, mais par des éditeurs différents ; 1'un fut, en
eflet, publié par les héritiers d’Octaviames Scotus, P'au-
tre par Lucas Antoine Giunti, typographe florentin. Le
premier de ces recueils est un volume in-folio de 238
feuilles, portant au recto les nombres 2-180, 201-233.
Sur le frontispice on lit le titre suivant :

SprHERA

Cum commentis in hoc volumine
contentis, videlicet, etc.

On wouve d’abord une lettre avec la date suivante :
« Patanio quarto Nonas Decembris : a natali christiano
M.D.VIl ». Le prologue de Cecco d’Ascoli a son com-
mentaire sur le Traité de la Sphére de Sacrobosco, le exte
latin de ce Traité méme, puis le commentaire de Cecco
d’Ascoli, le 1out avec une grande figure représentant une
sphére armillaire se suivent jusqu’a la feuille 23. On
rencontre ensuite suceessivement un commentaire de
Jean-Baptiste de Capoue de Manfredonia, chanoine régu-
lier de I'ordre de Saint-Augustin, le commentaire de Jacob
Lefévre ou Le Fébure d’Etaples, le premier livre des
Sphériques de Théodose, contenant 33 propositions, le
second livre en contenant 31 ; un commentairve de Michel
Scott sur le Traité de la Sphére de Sacrobosco, les Ques-
tions du cardinal Pierre & Ailly sur ee méme. Traité,
le troisiéme livre de Théodose renfermant guatovze pro-
pesitions. Suivent encore d’autres Traités sur lesquels
nous ne nous étendrons pas davantage. :

Le second recueil est un volume in-folio de 235 feullles 3
les: sixiéme et septi¢me feuilles sont marquées, I'une 6,
Pautre 65. Ce recueil porte ce titre:
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Sphera mund:i noviter recogm'ta cum

commentarits et Authoribus in hoc 'volumzue
contentis.

Ce volume ressemble tout a fait a 'autre ; sur la der-
ni¢re feuille on litla note typographique suivante :

Venetiis impensis nobilis wviri
domini Luce Antonij de Giunta
Florentini. Die
ultimo Ju-
nij 1518.

Dans la seconde colonne de cette méme page on trouve
une ode intitulée :

Joannis Baptiste Bracteoli In laudem Hieronymi
Nucerelli physici exccllentis ac Medici
Ode Discolos Distrophos.

et au-dessous I’écusson de Giunti.

Un exemplaire de cette édition se trouve dans la biblio-
théque Alexandrine ou de 'Université de Rome ; un autre
dans la bibliothéque Angelica.

M. le prince don Balthazar Boncompagni posséde un
exemplaire de chacune de ces éditions ; il pria le profes-
seur T. Orioli d’examiner ces deux recueils. Celui-ci,
aprés les avoir soigneusement comparés, lui écrivit la
lettre suivante: :

« Je me suis empressé de vous obéir et j’ai parcouru
les deux éditions différentes, imprimées toutes les deux
a Venise en 1518, la premiére avec la date du 19 jan-
vier, et avec le titre Sphera cum commentis in hoe volu-
mine contentis, imprimée par les héritiers d’Octavianus
Scotus; la seconde avec la date du dernier juin, et avec
ce titre ; Sphera mundi noviter recognita cum commen-
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tariis et authoribus in hoc wolumine contentis, etc., im-
primée par Luc-Antoine Giunti. Le résultat de mon exa-
men est la pensée que la seconde n’est qu’une contrefacon
de la premiére. :

» Cette derniére avait été imprimée sans le privilége
que les éditeurs se procuraient d’ordinaire du gouverne-
ment Vénitien. Giunti se crut donc autorisé a la réim-
primer, probablement parce que cette compilation fut
accueillie avec faveur par le public et fut tout a eoup
grandement recherchée. Avertis de cela, les héritiers de
Scotus ajoutérent a leur édition un cahier sans pagination
aprés le Registre ; ce cahier, composé de six feuillés,
contient deux opuscules’: I'un de Thebit, 'antre-de Jean
de Crémone; c’est la Theorica Planetarum. Alors Giunt
enleva dans sa réimpression les cinq premiéres fetilles,
et les réimprima de nouveau, mais plus étroitément, en
supprimant tous les vides ; il fut obligé d’en ajouter une
sixiéme pour y faire entrer la matiére du supplément de
Scotus. Cette substitution ne put néanmoins s’opérer
sans qu’il en résultat un peu de désordre. En effet, les
feuilles 4 ajouter au reste de l'ouvrage n’étant plus au
nombre de 5, mais de 6, marquées comme les autres aun
recto, on dut se contenter de placer 'une a la suite de
P’autre deux feuilles marquées 6 et 65. Mais le nouvel
éditeur eut beau s’ingénier pour se créer de I'espace,
force lui fut d’omettre 'opuscule de Thebit, et, qui pis
est, il fallut qu’il placat la théorie de Jean de Crémone
aprés le prologue de Vopuscule de Cecro d’Ascoli, en
rejetant le travail de celui-ci aprés Pouvrage du:Cré-
monais. ' : B

» Du reste, cette réimpression fut faite 'avec une si
grande précipitation qu'elle reproduit quelques erreurs
du premier éditeur. Par excmple,  la feuille 149, recto,
on lit dans les deux, en haut et au milieu de la page, « de
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-Sphera », tandis qu’on devrait y lire: « planetarum ».
En général, les pages sont copiées t'une sur Pautre, sauf
quelques petites différences, telles que la suivante : feuille
2, recto, Scotus écrit « Esculani », et Gianti « Eusca-
lani », etc., etc. ‘

» .... Il est séir qu’un second examen fait avec plus de
soin peut fournir des lumiéres plus grandes encore. En
vous priant d’excuser cet écrit fait currente calamo, j'ai
'honneur d’étre, etc.

» Rome, 4 avril 1851. »

IlI. Platon de Tivoli traduisit encore un petit ouvrage
d’astrologie d’Almansor ou Almion, célébre philosophe
arabe. Cette traduction fut imprimée & Venise, sans date
d’année, avec une traduction latine faite par Etienne de
Messine d’un autre opuscule d’astronomie attribué a
Hermés ou 2 Mercure Trismégiste. Fossi croit que cette
édition, composée de six feuilles in-folio et excessive-
ment rare, remonte a I’année 1492, parce que la dédicace
de ce méme ouvrage porte la date du 13 juin 1492 ;il en
existe un exemplaire a la bibliothéque Magliabecchiana
de Florence. La traduction de cet ouvrage d’Almansor
fut encore insérée dans un recueil d’écrits d’astrologie
dont on a deux éditions, toutes les deux de Venise, 1'une
de 1493 imprimée par Octavianus Scotus, l'autre de
1519 et des héritiers de Scotus. La premiére est un vo-
lume in-folio de 154 feuilles ; on y trouve une lettre de
Dominique-Marie Novare, célébre astronome du xv®
siécle, a Jérome Salio de Faénza. Le prince Boncompa-
gni posséde un exemplaire de cette édition ; il en existe
deux autres dans les bibliothéques Barberiniana de Rome,
et Magliabecchiana de Florence. La seconde est un vo-
lume in-folio de 144 feuilles, et ne différe guére de la
premiére ; la bibliothéque Chigiona en posséde un exem-



( 155 )
plaire. Cette traduction fut encore imprimée a Venise,
en 1501, par J.-B. Sessa, avec le Liber Nativitatum d’ Al¢-
bubather, astrologue du xin® siécle, et le Centiloquium
divi Hermetis. A la fin da volume on trouve l'écusson
de Vimprimeur avec les initiales de son nom J. B.S.
et cette note :

Impressum Venetiis per Io
Baptista Cessa, anno do
mini 1501. Die 23
Februari.

IV. Platon traduisit encore un Traité de géométrie
composé en langue hébraique par Savosorda ou Savasorda,
mathématicien hébreu. La Bibliothéque impériale de
Paris posséde deux exemplaires manuscrits de cette tra-
duction ; un d’eux est dans le volume marqué « Ancien
Fonds. ms. Latins, n® 7224 », il s’étend du recto de la
feuille 1 au verso de la feuille 62 ; I’autre est dans le vo-
lume marqué « supplément Latin, n® 774 », dela feaille
1 a la feuille 35. Voici ce que dit Libri de ce dernier :

« Le manuscrit de la Bibliothéque royale contient aussi
de I'algébre ; malheureusement, il est incomplet, et on
ne peut pas juger de I'importance des recherches algébri-
ques qu'il devait contenir. Ce manuscrit semble étre du
x1u® siécle ; les chiffres y ont déja une valeur de position ;
il commence par ces mots : Incipit liber embadorum a
Savosorda in Ebraico compositus et a Platone Tiburtino
in latinum sermonem translatus, anno Arabum DX
mense Saphar. » Plus loin, on trouve: « Le manuserit
de Savosorda que j'avais cité d’abord est effectivement
défectueux ; mais depuis, j’en ai découvert un autre par-
faitement complet, qui se trouve également a la Biblio-
théque royale, et qui ne porte pas dans le catalogne le
nom de Savosorda, parce que l'encre s'étant eflacée en
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beaucoup d’endroits on n’en pouvait pas lire facilement
le titre ; mais oit cependant, quand. on I'examine avec
attention, on voit comme dans ’autre manuscrit : « Inci-
pit... »; ce qui montre que cette traductioun a éié faite en
1116 (¥), etqu'elle précéde par conséquent, comme je I’ai
déja dit, tous les écrits du méme genre qu'on a cités jus-
(u’a présent, et ou se trouvent des recherches sur I'al-
gébre. »

Bien que Libri n’indique pas le numéro du manuscrit
ou se trouve I’exemplaire complet, découvert par lui, du
Traité de Savosorda, il y a toute apparence que c’est celui
qui est marqué « Ancien fonds, ms. Lat. n® 7224 ». Ce
manuscrit commence ainsi : « Incipit liber..., etc. »

« Celui qui veut connaitre toutes les maniéres de me-
surer et de partager doit connaitre toutes les propositions
&’arithmétique et de géométrie sur lesquelles:se. fondent
les mesures et les divisions; quand il les connaitra par-
faitement, il sera trés-habile et ne pourra jamais se
tromper. » _

Derriére la feunille 62 de ce manuscrit, on lit: « Finit
liber embadorum a Sauosorda iudzo in cbraico compo-
situs et a Platone Tibuertino in latinum sermonem trans-
latus anno arabum DX mense saphar die xv ¢jusdem
mensis hora tertiasole in xx gradu et xv minuto leonis
luna x11 gradu et xx minuto piscium saturno in viu gradu
et Lvir minuto tauri. Iove in arietis xxvi gradu et Ln
minuto. Marte in libra xxvi. xv. Venus in libra 11
xxviir. Mercurio in leone VIIII. xvrv. Capite in cancroti
cauda in capricornumti. »

Le second manuscrit commence et finit de la méme
maniére.

(") Cette date est fort importante et elle est certaine. On la retrouve
aussi dans un manuserit qui était autrefois dans la bibliothéque du cou-
vent de Saint-Marc, 3 Florence, et que Montfaucon .a cité.
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Cette traduction se trow¥e¢ encore manuscrite dans un
volume de 1a biblioth#jue Magliabecchiana, marqué
« Scaffale 2, Palchetto VI, n° 36, nella stanza del sig.
Bibliotecario »; elle s’étend de la feuille 23 a la feuille 4o.
Aprés ce que nous avons déja rapporté du commence-
ment de 'ouvrage, on y lit :

« Il convient donc de partager ce livre en quatre cha-
pitres, dont le premier contienne les propositions géné-
rales de géométrie et d’arithmétique (arithmetice), qui
ouvrent I'esprit du lecteur. & la vraie connaissance des
choses. Le suivant contiendra les moyens de mesurer les
champs triangulaires, carrés, ronds, ou de forme quel-
conque. Le troisiéme apprendra i partager les figures
qu'on a appris a mesurer dans le second chapitre; le
quatriéme, a mesurer les fossés, puits et choses sembla-
bles, les tours mémes et les édifices, et aussi les corps
sphériques et les vases. Enfin, pour que rien ne soit omis
de ce qui a rapport a cette science, nous indiquerons
comment nous opérons mécaniquement et nous termine-
rons ainsi heureusement 'ouvrage. »

Chapitre I°", contenant les propositions générales
d’Arithmétique et de Géométrie.

« Le point est ce qui n’a aucune partie, » etc.

Dans ce manuscrit, qui renferme du reste plusieurs
autres Traités, on ne trouve du Traité de Savosorda que le
prologue déja cité, les deux premiers chapitres et une
partie du troisiéme. Ce manuscrit était le n°® 207 des
volumes de la bibliothéque du couvent des Dominicains
de St-Marc de Floreuce ; c’est de cette bibliothéque qu’il
est passé dans la Magliabecchiana. L’abbé Thomas Gelli,
bibliothécaire de cette derniére, croit que ce changement
s'est opéré entre 1809 et 1811. Dans le manuscrit 184
du couvent de Saint-Marc se trouve encore ce Traité.
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On y lit sur la couverture : « Hic liber est conventus
sancti marci de Florentia ordinis predicatorum quem do-
navit vir clarissimus cosmus medices prescripto conven-
tui : emit autem ab heredibus phylippisecugolini pieruzzi
de vertine notarii florentini. »

Le P. Fr. Ant.-Zaccaria, de la compagnie de Jésus, en
énumérant, dans son Iter litterarium per Italiam, les
manuscrits de mathématiques appartenant a ce couvent
deSaint-Marc, dit du n° 207:« Ajoutez & celaun manuscrit
en parchemin, in-4°, dans lequel, outre deux Traités sur
les poids, composés, 'un par maitre Blaise de Parme
pendant le temps des grandes vacances, I'autre par Jour-
dan, on trouve un ouvrage portaut le titre : Incipit, etc.
Il se compose de trois chapisres. Le premier contient les
propositions universelles de géométrie et d’arithmétique;
le second traite des dimensions des champs; le troisiéme,
des divisions des terres et des maisons entre des associés
ou des cohéritiers. »

Léonard Fibonacci, mathématicien Pisan du xin®
siécle, composa un ouvrage intitulé : Practica Geome-
trie, et divisé en huit livres ou sections. J.-B. Gugliel-
mini, mathématicien Bolonais, en parlant de cet ouvrage
dans son Eloge de Léonard de Pise, lu par lui le 12 no-
vembre 1813, dit ceci: « Ayant ainsi terminé la sixiéme
section, avant d'entreprendre la septiéme, il introduisit
dans son ouvrage un Traité abrégé de la maniére grecque
de mesurer les champs, plus expéditif et plus facile pour
ce qui est du calcul, mais plus sujet a I'erreur dans la
précision du résultat, et il termine ainsi I'épilogue : Ici
finit 'ouvrage qui fut écrit en langue hébraique par le
juif Savasorda, et traduit en latin par Platon de Tibur en
1116. » Guglielmini, dans I'éloge que nous venons de
mentionner, prétend posséder un manuscrit de la Prac-
tica Geometrice de Léonard de Pise. Ce manuscrit, plu-
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sieurs fois cité par Guglielmini dans ce méme éloge,
appartient maintenant a2 M. le comte Petronio Isolani de
Bologne.

V. Platon de Tivoli traduisit ensuite un Traité d'Al-
buacasis, fils d’Asafar, sur la construction et les usages
de l'astrolabe. Cette traduction se trouve en manuscrit
dans le volume Ottobonien n® 309 de la bibliothéque du
Vatican, de la feuille 136 a la feuille 143. Ellecommence
ainsi :

« Incipit liber Albuacasm in openbus astrolakyii a
Platone Tyburtino translatus ad amicum suum Joannem
David. Suo serenissimo.amico Joanni David in quatuor
matheseos disciplinis peritissimo : Plato Tyburtinus :
post carnis miseriam : carnis gloriam. »

« Parmi tous les instruments des savants, aprés une
observation longue et assidue, je n’avais trouvé ni chez
les Grecs, ni chez les Arabes, ni méme chez les Latins,
aucun mécanisme, aucun instrument aussi ingénieux et
aussi utile que l'astrolabe (astrolapsus) inventé par
Ptolémée et habilement construit par lui; nulle part
non plus chez les Latins je n’avais trouvé une théorie
compléte de cet instrument, pouvant expliquer toutes les
ressources qu’il présente si heureusement ; aprés avoir
parcouru beaucoup de volumes arabes et trés-divers, je
n’ai trouvé aucun Traité aussi parfait, aussi beau et aussi
célébre, ni aussi propre a montrer toutes les applications
de l'instrument en astronomie et en géométrie que celui
d’Albuacasis, fils d’Asafar, géométre et astronome arabe
distingué. On y trouve, en effet, non-seulement l’expli-
cation de chaque instrument et du nom qu’il porte, mais
encore des vérifications de la position du soleil et d’autres
astres, leurs déclinaisons en arcs de cercles et leurs
ascensions, la latitude des pays; la hauteur des tours et
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des arbres, et une foule d’autres choses y sont détermi-
nées d’'une maniére abrégée mais compléte. J'ai donc
pensé, mon cher ami Jean David, a traduire cet ouvrage
en langue latine et a te I'offrir & toi, homme trés-versé
dans l'astronomic et en tout genre de science, et mon
plus cher ami. Et toi, comme il convient a un ami, tu as
accepté ce petit présent avec un grand plaisir, et, de peur
de l'oublier jamais, tu I'as gravé dans le plus secret
repli de ton ceeur. Si j'ai laissé échapper quelque chose
qui ne soit pas convenable, je laisse a ton sublime génie
le spin de corriger Platon de Tibur. J’invoque aussi le
Christ né du Saint-Esprit et de la vierge Marie. »

VI. Le Quadripartitum (Tetrabiblon) de Ptolémée
fut encore traduit-de l'arabe par Platon de Tivoli. Au
recto de la feuille 61 du manuscrit « Ancien Fonds ms.
lat. n° 9320 » de la Bihliothéque impériale, on lit:

« In nomine Domini misericordis et pii. Incipit liber
IIII tractatuum Ptolemei Affaludhi in scientia judicio-
rum astrorum a Platone Tiburtino de Arabico in Latinum
translatus. ‘Tractatus primus in quo 74 capitula sunt. »

" Cette traduction finit i la feuille 104 du méme manus-
crit par ces paroles: « Rebus igitur nativitatum genera-
liter explicatis hoc in loco huic libro finem imponere
non incongruum existimavimus.. » — Dans le catalogue
des manuscrits de cette bibliothéque, cette ‘traduction
est ainsi indiquée : « Ptolemai Quadripartitum : inter-
prete Platone Tiburtino ; passim inter lineas glosse, et
ad marginem scholiz. »

* VII. Une autre traduction de Platon fut aussi celle
d’un opuscule d’an certain Alkasem, sur les révolations
des nativités. Elle se trouve dans le'manuscrit « Ancien
Fonds. ms. lat. n® 7439 », et commence ainsi: « Alka-
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sem de nativitatum .revolutionibus. Dixit Alkasem filius
Achasilh Cum nativitatum revolutiones per ascendens
nativitatis scire volueris. Si secundum consilium azindi
de India operatus fueris adde grad. et min. ascendentis
uativitatis 83 grad. 12 min. 8 sec. »

VIIL. Dans le Catalogi librorum..., on lit : « Excerpta
ex libro Abohaly translato per Platonem Tiburtinum. »
Ces excerpta se trouvent manuscrits dans le volume

n° 57 Digby de la bibliothéque Bodleyenne d’Oxford.

IX. Dans une liste d’anciens médecins, donnée par
Fabricius, dans sa Bibliotheca Greeca,on trouve la phrase
suivante : « /Eneas qui a écrit en grec sur le pouls et les
urines, et qui a été traduit en latin par Platon de Tivoli
et Ponticus Virunius. » Plas loin, dans cette méme liste,
onlit: « Platon de Tivoli, qui a traduit les Jugements d’Al-
mansor et 'ouvrage d’ZEneas sur le pouls et les urines. »

Pour ne rien omettre de ce qui est relatif aux traductions
de Platon de Tivoli, je crois devoir rapporter ici cequ’ont
dit sur les travaux de ce traducteur trois savants illustres :
Pierre-Daniel Huet, né a Caen et évéque d’Avranches,
qui a vécu dans le xvn® siécle ; Montucla, du siécle der-
nier, et M. Chasles, du nétre. Huet écrit donc dans son
livre' De Claris interpretoribus : « Plato Tiburtinus a
traduit en latin Théodose de Tripoli sur une version
arabe ; nous possédons la traduction, nous sommes privés
de 'original. » — Montucla, en énumérant les mathéma-
ticiens du xn° siécle, aprés avoir cité Adélard de Bath,
Daniel de Morlay, Robert de Reading, Guillaume de
Conchis, Clément Langtown et d’autres, ajoute : « Trois
hommes de ce siécle, ‘qui firent encore ce qui était en
leur pouvoir pour faire connoitre les auteurs anciens,
termineront cette énumération. L’un est Platon de Ti-’

Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. 1X. (Avril 1870.) I
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voli, qui tradaisit de ['arabe les Sphériques de Théodose
vers I'an 1120 ; son latin est & la vérité presque barbare,
mais tel était celui de son siécle. Cette traduction, infi-
niment rare, ne fut imprimée qu’en 1318. » M. Chasles,
dans son Apercu Historique, écrit cette phrase : « Trois
autres hommes, contemporains d’Adhélard et de Gérard
de Crémone, travaillérent aussi a faire connaitre les ou-
vrages mathématiques répandus chez les Arabes. Ce sont
Platon de Tivoli (Plato Tiburtinus), le juif Jean de
Séville, connu sous le nom de Joannes Hispalensis, et
Rodolphe de Bruges (Brughensis).

» Le premier traduisit de 'arabe les Sphériques de
Théodose, vers I'an 1120 (imprimé en 1518); de I'hé-
breu, un Traité de géométrie de Savosorda et divers ou-—
vrages. » '

Adrien Baillet, dans un article de ses Jugements des
savants sur les principaux ouvrages des auteurs, intitulé
Platon de Tivoli ou Tiburtin, cite deux traductions :
celle des Sphériques de Théodose ct celle de I'ouvrage
d’astronomie d’Almansor.

Jourdain, dans son excellent ouvrage intitulé : Recher-
ches critiques sur l'dge et lorigine des traductions
latines d’ Aristote, parle encore de notre héros. Dans la
seconde édition de ce méme ouvrage, on ne cite que deux
traductions : celle du Traité d’Albategni et la traduction
du Traité de géométrie de Savosorda.
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SUR L’EMPLOI DES IMAGINAIRES EN' GEOMETRIE
Pax M. LAGUERRE (*).

DEFINITION DES DROITES ISOTROPES ET DES OMBILICS. —
COORDONNEES 1SOTROPES. — REPRESENTATION D UN POINT
IMAGINAIRE., — DISTANCE DE DEUX POINTS IMAGINAIRES.

1. Dans tout ce qui suit, je considérerai toujours un
plan réel et les figures tracées dans ce plan. Plus tard, en
traitant de la Géométrie de I’espace, j'examinerai quelles
modifications et quelles restrictions on doit apporter aux
résultats obtenus, quand on veut les appliquer a des plans
imaginaires et aux figures tracées dans ces plans.

Considérons donc un plan réel, et dans ce plan deux
axes rectangulaires réels Ox et Oy, auxquels nous rap-
porterons les points du plan suivant la méthode de Des-
cartes.

Soient A un point quelconque de ce plan, « et {3 ses
coordonnées réelles ou imaginaires.

L’équation d’un cercle ayant ce point pour centre et
la longueur p pour rayon sera

(x —al+(r — BP=p"
Si nous supposons que le rayon p décroisse indéfiniment
jusqu’a devenir pul, la courbe représentée par I’équation

précédente variera de forme, en demeurant toujours un
cercle. A la limite, pour p = o, elle représentera un

(*) Nous reproduisons ici la premiére legon du cours de Géométrie
supérieure, professé cette ée par M. Laguerre a la salle Gerson, et
dont nous devens la rédaction a Yobligeance de I'auteur.

1.
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cercle de rayon nul; remarquons que, dans ce cas, le
premier membre de son équation se décompose en deux
facteurs

(r —B)+(x— a)i
(r — B)—(z —a)i;

en sorte que, en réalité, le cercle de rayon nul ayant pour
centre le point réel ou imaginaire dont les coordonnées
sont « et f3 se decompose en deux droites dont les équa-
tions sont

et

(r—8)= (xfa)
(_y——p):-—i(.l'— ).

Ces droites remarquables, en lesquelles se décompose
un cercle lorsque son rayon devient nul, sont caractérisées
évidemment par cette propriété trés-simple d'avoir res-
pectivement —+ i et — ¢ pour coefficient angulaire.

Si donc l'on imagine tracées dans le plan toutes les
droites analogues que I'on obtiendrait en considérant
tous les cercles de rayon nul ayant pour centres les dif-
férents points du plan, I'on voit que toutes ces droites
formeront dans le plan deux systémes de droites paral-
leles.

Pour I'un de ces systémes, le coeflicient angulaire est
~+ i, en sorte que la droite de ce systéme qui passe par le
point («, f3) a pour équation

(r —B)=(xr—a)i;

je dirai que cette droite est la droite isotrope du premier
systéme passant par le point («, 8). Toutes les droites
isotropes du premier systéme étant paralléles entre elles
concourent en un méme point de 'infini, qui est défini
par le coefficient angulaire commun a ces droites; dans
tout ce qui suit, je désignerai constamment ce point de la
droite de l'infini par la lettre 1.

et
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Pour Tautre syst¢me, le coefficient angulaire est — 7,
en sorte que la droite de ce systéme qui passe par le point
(2, B) a pour équation '

r—pl=—ilz—a);

je dirai que cette droite est la droite isotrope du second
systéme passant par le point (2, 3). Toutes les droites de
ce second systéme concourent en un méme point de la
droite de l'infini, que je désignerai constamment par la
letre J.

2. 11 était nécessaire, vu I'importance des droites re-
marquables que je viens de mentionner, de leur donner
un nom spécial, bref et expressif. L’expression de droite
isotrope, n’ayant pas encore de signification en Géométrie,
m’a paru convenable pour atteindre ce but; elle se justifie
en remarquant que I’équation d’une quelconque de ces
droites, comme il est facile de le vérifier, ne change pas
de forme lorsque, conservant la méme origine pour les
axes, on passe du systéme d'axes primitifa un autre sys-
téme d’axes rectangulaires quelconques.

Une propriété essentielle de droites isotropes, et qui
pourrait servir a les définir, est la suivante: la distance
entre deux points quelconques d'une droite isotrope
situés a distance finie dans le plan est nulle. En d’autres
termes, ces droites satisfont A I’équation différentielle

ds — o.

Sur une surface quelconque, on peut étudier les courbes
qui satisfont a cette équation différentielle ; ces courbes
sont des lignes géodésiques de la surface, et nous leur
donnerons aussi le nom de lignes isotropes.

Les deux points remarquables de la droite de I'infini
vers lesquels convergent les deux systémes de droites iso-
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tropes d’un plan, et que nous avons désigné par les lettres
I et J, méritent aussi, vu leor fréquent usage, une déno-
mination simple et concise; je les désignerai sous le nom
d’ombilics du plan ; ces points jouent, en effet, dans le
plan, le méme réle que jouent, dans la théorie des sur-
faces du second ordre, les ombilics de ces surfaces situés
a l'infini,

3. De ce qui précéde, il résulte que par chaque peoint
du planréel ou imaginaire passent deux droites isotropes,
I'une du premier systéme et I’autre du second systéme, et
que ces droites peuvent étre obtenues en joignant le point
donné aux deux ombilics du plan.

Les deux droites isotropes passant ainsi par un point
A forment, dans leur ensemble, un cercle de rayon nul
qui jouit de toutes les propriétés du cercle. Voici celles
de ces propriétés sur lesquelles je m’appuierai principa-
lement :

« Si une droite menée par un point B du plan coupe,
aux points m et 7/, les deux droites isotropes issues d’un
point A, le produit des segments Bm et Bm' est égal au
carré de la langueur BA.

» Les choses étant posées comme précédemment, la
perpendiculaire abaissée du point A sur la droite Bmm'
a pour pied le point milieu du segment mm’. »

Le cercle ainsi formé par les deux droites isotropes
passant par un point A ne contient évidemment d’autre
point réel que le point A, si ce point est réel. Examinans
ce qui se passe lorsque le point A est imaginaire.

On peut d’abord remarquer que toute droite imaginaire
du plan contient un point réel. En effet, son équatian,
en mettant en évidence la partie réelle et la partie ima-
ginaire, peut se mettre sous la forme

P+ Qi=o.
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D'oa I'on voit que le point réel, qui est I'intersection
des deux droites réelles P == o et Q.= 0, se trouve sur la
droite proposée. Toute droite imaginaire contient dong
toujours un point réel, qui peut étre a Pinfini, lorsque
les droites P == o et QQ 5= o sont paralléles; dans ce cas,
la droite imaginaire passe par un point réel de la droite
de l'infini, ou, autrement dit, a une direction réelle. Il
est d’ailleurs évident qu'une droite imaginaire ne peut
contenir qu'un seul point réel.

Je dirai que deux points sont imaginairement conju-
gués lorsque leurs coordonnées sont respectivement des
quantités imaginairement conjuguées; que deux droites
sont imaginairement conjuguées; lorsque I’on peut passer
de I'équation de I'une 4 'équation deI’autre en changeant
-+ i en —{, el réciproquement.

De cette définition, il résulte immédiatement que:

1° Si un point se trouve sur une droite imaginaire D,
le point qui lui est imaginairement conjugué se trouve
sur la droite imaginairement conjuguée a D;

2° Deux droites imaginairement conjuguées se coupent
en un point réel ;

3° Deux pointsimaginairement conjuguéssont toujours
situés sur une méme droite réelle, et cette droite est évi-
demment la seule droite réelle qu’on puisse faire passer
par chacun des deux points.

Cela posé, si, par un point A on méne une droite iso-
trope du premier systéme, cette droite contientun point
réel a, qui sera d’ailleurs & distance finie, puisque la
droite isotrope a une direction imaginaire et coupe la
droite de l'infini 4 I'ombilic I; de méme la droite iso-
trope du second systéme, passant par le point A, contient
un point réel a’, situé également a distance finie.

On voit que Je point A détermine complétement les
deux points a et a'; réciproquement, ces deux derniers
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points déterminent sans ambiguité le point A, car ce
dernier point est I'intersection de la droite isotrope du
premier sysiéme passant par a avec la droite isotrope du
second systéme passant par a’.

Nous pourrons donc fixer sans amblgune la posmon
d’un point imaginaire dans le plan, par la position des
deux points réels a et a’, ou, si I'on veut, par la position
du segment aa’; nous dirons que aa’ est le segment re-
présentatif du point imaginaire A, que a est I'origine de
ce segment, et que a’ en est I'extrémité.

Il est trés-important d’établir que ce segment repré-
sentatif d’un point est toujours le méme, quels que soient
les axes du plan auxquels on I’ait rapporté.

Soient, a cet effet, o et 5 les coordonnées imaginaires
d’un point A, et, en mettant en évidence la partie réelle
ct la partie imaginaire,

a =o' + ”i,

B=F+p
La droite isotrope du premier systéme passant par ce
point a pour équation

(r —f —pi)=(x — « — "i)i;
les coordonnées a, et by, du point réel a situé sur cette
droite sont évidemment
a, =« — §*,
et
b= p' -+ a”.
Changeons maintenant de systéme d’axes rectangulaires,
en transportant leur origine au point (£, ) et, en les fai-
sant tourner de 'angle w, les formules de transformation
a4 employer seront les suivantes :
X =&+ z cose — ¥ sinw,
Y =n+ xsine + ¥ cosa.
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Les nouvelles coordonnées du point A seront, dans ce
nouveau systéme

E+ (o' + a"i)cosw — (B’ + B”i)sinw
et »

2 (e + oi)sine + (B’ + B7#) cose.
Les coordonnées du point réel. situé sur la droite isotrope
du premier systéme passant par ce pomt seront, d’aprés
les formules précédentes,

s [
ad, = + o' cosw — f'sine — «”sine — B’ cosw
et
b =n—+ d'sine + B'cosw + «” cosw — B”sinw,
ou bien
"' = & + a,cos0 — bysinw

b, =n + a,sinw + bycosw.

L’on voit que &, et &, se déduisent de a, et de &, par les
formules de transformation données ci-dessus; la propo-
sition est donc démontrée.

4. Cette proposition justifie 'emploi du segment aa’
pour représenter le point imaginaire A. La position de
ce segment ne dépend que de la position du point imagi-
naire lui-méme, et nullement du choix des axes coor-
donnés, que nous n’aurons plus dés lors i considérer que
pour éclaircir et établir avec plus de siireté quelques
formules fondamentales.

Je désignerai, dans tout ce qui suit, un poim imagi-
naire par une simple lettre, ou, lorsque 'on voudra
mettre en évidence les éléments réels qui le déterminent,
par son segment représentatif;; en sorte qu'un point ima-
ginaire A, ayant pour segment représentatif aa’, sera
représenté par la notation (a, a’).

Aux considérations qui précédent, j’ajouterai les ré-
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flexions suivantes. Quand un point est réel, les deux
extrémités du segment qui le représentent se confondent
avec ce point lui-méme. Le cas d’'un point réel est donc
contenu dans le cas général d’un point imaginaire.

Soient A un point imaginaire, aa’ son segment repré-
sentatif; si ’on imagine menée par a une droite isotrope
du second systéme, cette droite sera imaginairement con-
juguée a la droite Aa; de méme,si par a’ on méne une
droite isotrope du premier systéme, cette droite sera ima-
ginairement conjuguée a la droite Aa’.

Les deux droites ainsi obtenues se coupent en un point
A’ qui est évidemment le point imaginairement conjugué
du point A, et qui sera représenté par le segment a'a.

D’ou cette proposition : Si (a, ') désigne un point
imaginaire, (@', a) désigne le point qui lui est imaginai-
rement conjugué. A

D’ou encore les conséquences suivantes, que je me
borne 4 mentionner a cause de leur simplicité :

1° La droite réelle qui joint deux points imaginaire-
ment conjugués est pecpendiculaire au segment qui re-
présente a la fois ces deux points et elle passe par le mi-
lieu de ce segment;

2° Si un point imaginaire est situé sur une droite
réelle D, et si 'on connait l'origine a de son segment
représentatif, il suffira pour obtenir I'extrémité de ce
segment, d’abaisser de 'origine une perpendiculaire sur
D et de prolonger cette perpendiculaire d’'une longueur
égale a elle-méme.

5. Dans le cours de ces lecons, lorsque, pour plus de
clarté ou pour développer certains points particuliers,
j'aurai recours & la Géométrie analytique, j’emploierai
de préférence un systtme de coordonnées particulier,
déja employé du reste avec succés par divers géométres,
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et que je désignerai sous le nom de coordonnées iso-
tropes. '

Pour le définir, considérons un point quelconque O
du plan, et menons par ce point dans un sens déterminé
une droite indéfinie Ow, que J’appellerai 'axe des coor-
données, le sens positif de cet axe étant fixé par ce qui
précéde.

Par un point quelconque du plan A, menons une droite
isotrope du premier systéme, et soit « le point de ren-
contre de cette droite avec I’axe ; désignons de méme par
B le point de rencontre de I’axe avec la droite isotrope du
second systéme passant par le point A. Je prendrai pour
coordonnées les deux longueurs O« et Of3, qui définissent
évidemment la position du point A, et je poserai Oa = u,
et 08 = w.

Les formules relatives aux coordonnées isotropes sont
faciles 4 établir; je me bornerai aux suivantes, dont je
vais me servir tout a I’heure.

Si nous rapportons la figure 4 des axes rectangulaires,
en prenant Ow pour axe des x, et la perpendiculaire en
O pour axe des y, et si, de plus,nous désignons par x ety
les coordonnées du point A dans ce nouveau systéme,
P'on voit immédiatement que I'on a

u==x+yi,
w=ux — yi.

Soient deux points du plan a et a’, et ici je les suppose

essenticllement réels; soient respectivement x, y et x', y/,

u, wetu', w' leurs coordonnées dans les deux systémes.
On a les formules connues .

x' — z = aa’ cos),
¥ — y = aa’sin),

formules dans lesquelles aa’ est essentiellement positif,
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et ou A désigne I'angle qu'il faut faire décrire an segment
aa’, en le faisant tourner autour du point a, dans le sens
des aiguilles d’'une montre (*), jusqu’a ce quela direction
positive de cette droite devienne paralléle a la direction
positive de I'axe Oa. J'entends ici par direction positive
de la droite aa’, la direction dans laquelle se mouvrait
un point mobile allant du point @ au point a’, sans passer
par l'infini.

Il est clair que par la définition qui précéde, I'angle A
est défini 4 un multiple prés d’une circonférence entiére.

Maltiplions maintenant la deuxiéme des relations pré-
cédentes par i, ajoutons-la & la premiére; retranchons-
les ensuite I'une de I'autre, on obtiendra les deux équa-
tions fondamentales suivantes : '

(1) . W —u=aa .
(2) v w —w=—an'.e N,

équations ou aa’ et A ont le sens que j'ai fixé précé-
demment.

Des deux équations précédentes découlent les deux qui
suivent:

3) s
(4) (u'—u)(W'—w)zaz.

Je ferai remarquer, en terminant, que les formules précé-
dentes subsistent méme quand les points a et 2’ sont ima-
ginaires, mais alors il est trés-délicat de fixer la valeur
précise de I’angle 4.

*La formule (4) seule peut étre employée sans ambi-
guité, car elledétermine le carré de la distance des deux

(™) C’est ce que, durant tout ce Cours, j'appellerai le sens direct de
retation.
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points, carré qui a par lui-méme une valeur parfaitement
déterminée.

6. Evaluation de la distance de deux points imagi-
naires.

Soient deux points imaginaires A et B, et soient res-
pectivement u, w et u’, w' leurs coordonnées isotropes.
Désignons de plus par aa’le segment représentatif du
point A, et par 5% le segment représentatif du point B;
autrement dit, posons A = (e, @) et B=(b,%’).

* La formule (4) du paragraphe précédent pouvant étre
employée méme pour des points imaginaires, I'on a

;\—B-z:(u—u')(w—w').

Je remarque maintenant que, pour les deux points A et a,
la coordonnée u a 1a méme valeur; il en est de méme re-
lativement aux deux points B et b; cela résulte évidem-
ment de la définition méme des points a et &. Les points
a et b étant réels, on peut leur appliquer la formule (1)
du paragraphe 5, et 'on a

v —u=ab.e,

ab étant pris en valeur absolue, et A désignant I'angle
dont il faut faire tourner la direction ab pour 'amener a
étre parallélea la direction positive de I'axe. |

De méme les deux points A et a’, ainsi que les deux
points B et 4" ayant respectivement pour la coordonnée w
la méme valeur, I'on a sans ambiguité

o —w=—a'b. e,

a'b’ étant pris en valeur absolue, et 0 désignant ’angle
dont il faut faire tourner la direction a’d’ pour ’amener
a &ure paralléle a la direction positive de 1'axe.
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Des relations précédentes, on déduit immédiatement
(0 —u) (o —w)= AB —ab.a'¥'. e=9i,
ou en posantd — 6 = p,
AB —ab.a'b'. e

Ll est clair que I'angle p est’angle dont il faut faire tonrner
ladirection ab, autour du point a et dans le sens direct,
pour I'amener a étre paralléle a a'%'.

On a donc la proposition fondamentale suivante :

Prorosrrion. — Etant donnés deux points imagi-
naires A =(a, a') et B=(b, b'), le carré de la distance
de ces deux points est une quantité imaginaire dont le
module est la racine carrée du produit des longueurs
ab et a'b’, ces longueurs étant prises positivement, et
dont 'argument est ’angle dont il faut faire tourner
la direction ab, autour du point a et dans le sens direct,
pour l'amener a étre paralléle & a'b’.

Remarque. La proposition précédente s’applique évi-
deminent au cas ou l'un des deux points donnés est
réel, les deux extrémités du segment qui le représente
se confondant alors avec ce point lui-méme.

7. Deux points A et B, réels ou imaginaires, étant
donnés dans un plan, on peut, comme on vient de le voir,
déterminer facilement et sans ambiguité le carré de la
distance AB.

Quant a la distance AB elle-méme, elle n’est déter-
minée qu’au signe prés; ou, si l'on veut, 'argument de
la quantité imaginaire qui exprime sa valeur n’est dé-
terminé qu'a un multiple prés de 7.

Un segment de droite isolé ne peut, en effet, comporter
par lui-méme aucun signe; mais quand il se trouve sur
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une droite déterminée, réelle ou imaginaire, et quand
on a préalablement fixé le sens que I'on est convenu de
regarder comme positif sur cette droite, le segment a lui-
méme une valeur bien déterminée.
C’est 4 la détermination de cette valeur que je consa-
crerai la lecon suivante.

“SUR LA REGLE DES SIGNES EN GEOMETRIE;
Par M. LAGUERRE.

1. Lorsque, dans une figure, I'on a & considérer des
segments comptés sur une méme droite, ou des angles
ayant méme somimet, tous les géométres ont reconnu
Putilité et la nécessité d’affecter un signe a ces segments
et & ces angles; le Cours de Géométrie supérieure de
M. Chasles offre un exemple des nombreux avantages
que 'emploi de la régle des signes a ainsi introduits dans
la science.

Mais lorsque I'on considére des segments comptés sur
des droites différentes ou des angles n’ayant pas le méme
sommet, il semble généralement admis que la régle des
signes n’est plus applicable. M. Chasles, dans la Préface
de son Cours, exprime formellement cette idée :

« Si I'onr ne démontre ordinairement, dit-il (Préface
de la Géométrie supérieure, p. 1x), une formule ou une
relation que par une certaine figure, et non dans Détat
d’abstraction et de généralité qui permettrait, au moyen
des signes -+ et — affectés aux segments et aux angles,
pour marquer leur direction, de I'adapter a tous les états
de la figure, il est facile d’en reconnaitre la raison. C'est
que les propositions qui forment le plus ordinairement
les éléments de démonstration, dans la Géométrie an-
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cienne, ne comportent pas I'application du principc des
signes. Telles sont la proportionnalité des cétés homo-
logues dans les triangles semblables, celle encore de la
proportionnalité, dans tout luangle ,-des cotés aux
sinus des angles opposés. La régle des signes ne s'ap-
plique point & ces propositions, puisque les segments
que lon y considére sont formés sur des lignes diffé-
rentes, et les angles autour de sommets différents. »

Je me propose de faire voir, dans cette Note, que, con-
trairement A I’idée émise par I'illustre géométre, la régle
. des signes s’applique a tous les théorémes de Géométrie

sans exception. '

Je me bornerai 4 examiner, sous ce point de vue, la
derniére des propositions mentionnées dans la citation
que j’ai reproduite ci-dessus. Les considérations trés-
simples qui, dans ce cas, résolvent la question, s’étendent
d’elles-mémes a toutes les autres propositions; ce théo-
réme, d'ailleurs, est I'un de ceux dont I'usage est le plus
fréquent pour établir les relations qui existent entre des
segments comptés sur des droites différentes, en sorte
qu’il suffit presque d’établir, relativement a ce théoréme,
la régle des signes pour légitimer d’une fagon générale
I'emploi de cette régle.

2. Etant donnés un certain nombre de points situés
sur une méme droite, on peut assigner a cette droite un
certain sens positif, en admettant qu'un point mobile,
qui se mouvrait dans ce sens sur la droite, parcourt des
longueurs positives. Cette assignation pourra, dans la plu-
part des cas, étre faite arbitrairement ; dans d’autres cas,
au contraire, elle devra éire faite d’'une maniére déter-
minée, en sorte que cette détermination elle-méme sera
une partie essentielle de la proposition de Géométrie que
I'on aura a considérer.
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"Quoi qu’il en soit, cette assignation une fois faite,
pour éviter toute confusion, je désignerai une droite sur
laquelle on aura fixé le sens positif sous le nom de di-
rection. Deux points A et B, se trouvant sur une direc-
tion donnée d, le segment AB a un signe parfaitement
déterminé, et il ‘est claif que ce signe change quand on
change la direction de d.

Etant données deux directions a et &, I'angle (a, b)
que fait }a direction a avec la direction 4 est ’angle dont
il faut faire tourner a autour de I'intersection des deux
droites jusqu’a ce que les deux directions s'appliquent
I'une sur l'autre et soient dirigées dans le méme sens.
Cet angle, on le voit, est déterminé, a un multiple prés
d’une circonférence entiére; son sinus et son cosinus
sont donc aussi parfaitement déterminés.

Etant donné 'angle (a, &) de deux directions, si’une
de ces directions change de sens, I'angle est augmenté
d’une demi-circonférence; par conséquent, le sinus et le
cosinus de cet angle changent de signe.

3. Cela posé, nous pourrons énoncer de la fagon sui-
vante la proposition relative & la proportionnalité des
cotés d’'un triangle aux sinus des angles opposés.

Prorosirion. — Etant donné un triangle ABC, si lon
assigne arbitrairement un sens positif aux trois droites
qui_forment les cotés de ce triangle, et si l'on designe
par a, b, c les trois directions ainsi obtenues, a étant la
direction qui renferme les cotés B et C, etc., on a les
relations suivantes, qui comportent la régle des signes,

AB __ BC __ CA
sin(a, 6)  sin{é,c)” sin(c, a)

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’assigner
aux cotés du triangle une direction déterminée : on vé-

Ann. de Mathémal., 2¢ série, t. IX. (Avril 1870.) 12
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rifie facilement I'exactitude des formules ci-dessus. On
peut remarquer maintenent que l'on peut, sans qu’elles
cessent d’étre exactes, prendre un cété quelconque
dans un sens inverse a celui que I'on considérait tout
d’abord.

Supposons, par exémple, que I'on change le sens de
la direction a, BC changera alors de signe, ainsi que
sin(a, &) et sin (c, a); les autres quantités ne subissant
aucun changement, ’on voit que, dans la série d’égalités
préecédentes, ehaque terme aura changé de signe : I'éga-
lité ne sera donc pas troublée.

4. La proposition précédente étant établie en toute
rigueur, je m’en servirai pour démontrer la relation qui
existe entre le rapport anharmonique d’un faisceau de
quatre droites et le rapport anharmonigne des quatre
points ou ce faisceau est coupé par une transversale quel-
conque. )

M. Chasles (Géomeétrie supérieure, § XIH), pour éta-
blir cette relation, emploie aussi la proposition précé-
dente; mais comme, pour lui, elle ne comporte pas I'em-
ploi de la régle des signes, il démontre d’abord par son
moyen que les deux rapports anharmoniques ont la
méme valeur absolue; il prouve ensuite, par une consi-
dération directe, qu'ils ont le méme signe.

Il est facile de voir que le théoréme de la proportion-
nalité des cOtés aux sinus suffit pour la démonstration de
I'égalité des deux rapports.

Soit un faiscean de quatre droites passant par un méme
point O; assignons a chacune de ces droites un sens po-
sitif abitraire, et soient a, b, ¢, d les quatre directions
ainsi obtenues. Soieut, de plus, A, B, @8 D les points ou
une transversale quelconque coupe les droites de ce fais-
ceau ; dohnons a cette transversale un sens positif pris

7
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arbitrairement, et appelons  la direction de cette trans-
versale. Cela posé, en appliquant au triangle QAB Ja
proposition énoncée ci-dessus, il viendra

AB _ sin(d, a)

OA~ sin(w, b)’
de méme le triangle OAB donnera
AD _ sin(d, a)
OA ~ sin(w, d)’
d’ou
AB _ sin(d, a) sin(w, d),
AD " sin(w, b) sin(d,a)’

on aurait de méme

CB sin(b, ¢} sin(w, d)

CD ~ sin(w, &) sin(d,c)’

d’ou enfin
AB CB _ sin(e, b) sin(e, b)
AD CD ~ sin(a, d) sin(c, d)

égalité qui, ainsi que la proposition dont j’étais parui,
comporte la régle des signes.

Il est & remarquer que la valeur du rapport anharmo-
nique du faisceau de quatre droites donnée dans le se-
cond membre est indépendante du sens positif que 'on
a assigné a ces droites; car, si I'on prend en sens con-
traire l'une de ces directions, la direction a par exemple,
sin (a, b) et sin (a, d) changeant a la fois de signe, leur
rapport reste invariable.

5. Sans multiplier davantage les exemples, j’énoncerai
la conclusion suivante :
« Lorsqu’an théoréme relatif i des segrients et i des

angles situés d'ane facon quelconque dans un plan est
12,
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convenablement et complétement énoncé, il doit tou-
jours comporter la régle des signes. »

Les divers théorémes se distribuent en deux classes
bien distinctes. Pour les uns, on peut choisir d'une facon
arbitraire le sens dans lequel est prisela direction posi-
tive d’un certain nombre de droites, et alors le sens dans
lequel on doit prendre les autres droites de la figure est
déterminé par les théorémes eux-mémes, et cette déter-
mination en est un élément essentiel : la facon dont elle
est faite doit faire partie de 1’énoncé lui-méme de ces
théorémes.

Pour les autres, et ce sont les plus nombreux, le sens
positif que 'on doit atiribuer aux diverses droites de la
figure est complétement arbitraire; et si les théorémes
sont convenablement énoncés, ils doivent étre vérifiés
quelle que soit la fagon dont on fasse cette attribution.

Les considérations qui précédent ne sont pas sans doute
de nature a trouver place dans I’enseignement élémen-
taire; leur introduction compliquerait souvent et inuti-
lement les questions; néanmoins, comme elles tiennent
a un point de doctrine souvent controversé, j'ai cru qu’il
n’était pas inutile de les présenter.

METHOBE DE L’ELIMINATION DES INTERVALLES
pour servir a la résolution des équations algébriques et transcendantes ;

Pan M. HERMANN,

Ancien Eléve de 'Ecole Normale.

Cauchy a donné, pour le calcul numérique de la plus
petite racine positive d'une équation algébrique, une
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formule d'approximation remarquable, en ce qu’elle per-
met de calculer cette racine, quelles que soient les limites
qui la comprennent, en prenant méme, si 'on veut, les
limites supérieures et inférieures des racines positives de
I’équation. Partant, cette méthode permettrait de calcu-
ler successivement toutes les racines en les considérant
successivement comme étant chacune la plus petite. Fou-
tefois, dans l'esprit de Cauchy et de ceux qui ont écrit
depuis sur ce sujet, il était nécessaire, pour 'application
de la méthode a une racine, que cette racine fiit séparée ;
on n’avait donné jusqu'ici aucun caractére permettant
dereconnaitreavec certitudesi, en partantd’un nombre a,
I’équation ne contenait aucune racine plus grande que a.
Néanmoins la formule de Cauchy, interpréiée d’une
maniére convenable, constitue une méthode compléte-
ment générale pour la résolution des équations nu-
mériques. Toutefois, il est bon de la combiner avec
quelques caractéres éliminatoires qui en facilitent les
applications.

C’est 2 I'ensemble de ces caractéres éliminatoires et de
la formule de Cauchy, que je propose de donner le nom
de méthode d’élimination des intervalles, parce que le
caractére comme le but de cette méthode est d’éliminer
successivement les intervalles qui ne contiennent pas de.
racines réelles.

Occupons-nous d'abord de la recherche de ces ca-
racteres.

Premier caractére éliminatoire. — Soit une équation.
J(x) = o, que jécris sous la forme

?('t) - \IJ(Z‘) =0,

¢ () étant 'ensemble des termes précédés du signe -,
{ (x) lensemble des termes précédés du signe —. L'équa-
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tion w’aura aucune racine comprise entre a et b si les

deux quantités f(a), f(b) étant de mémes sigues, par
exemple positives, il en est de méme de

¢(a)—¥(b),

carcettequantitéestinférieureala plus petite valeurde f ()
entre & et b. Cette simple remarque pourrait suffire pour
]a résalution des équations numériques, algébriques ou
transcendantes ; seulement, dans une équation transcen-
dante, les termes positifs ne sont pas toujours ceux qui
sont précédés du signe +, les termes négatifs ceux qui
sont précédés du signe —, et la plus petite valeur d'un
terme n’a pas toujours lieu pour la plus petite valeur de la
variable; mais cela n’infirme en rien la conclusion pré-
cédente. Seulement, dans les termes précédents, il fau-
dra remplacer z tantdt par a, tantét par b, de maniére a
leur donner leur petite valeur, et, dans I'ensemble des
termes négatifs, remplacer également x tantdt par a,
tantot par b, de maniére a leur donner leur plus grande
valeur. Ce caractére se présentera toujours si les termes
a et b sont suffisamment rapprochés; car dire que f(x)
est positif, c’est dire que I'ensemble des termes positifs
I’emporte d’une quantité finie sur 'ensemble des termes
‘négatifs, et la substitution de a a b dans un terme ou un
coefficient n’altére qu’infiniment peu ce terme ou ce coef-
ficient si les nombres @ et b sont suffisamment voisins.
Considérons par exemple I’équation transcendante

(4 — 32*)sinz — fxcosz =o.

Cherchons si cette équation a des racines réelles com-
prises entre g2 et 95 degés. Le résultat de la suhstitution
de g2 degrés est :

pourg92°............ — 3,475,
pourg5°............ — 3,653.
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L’équation n’aura aucune racine réelle entre g2 et
95 degrés, si, en donnant au terme négatif (4 — 3x°) sinx
sa plus petite valeur, au terme positif — 4x cosx sa
plus grande valeur, on a encore un résultat négatif. La
plus petite valeur absolue du terme

(4 — 3x*)sinx

s’obtiendra en remplacant x par 92 degrés dans 3x*, et
par 95 degrés dans sinx. On obtient ainsi

— 3,722.

La plus grande valeur du ierme — 4.x cosx aura lieu
pour x = 95°, ce qui donne

+ 0,577,
comme
— 3,722 + 0,577
est négatif.
L’équation transcendante n’a aucune racine rvéelle
comprise entre 92 et g5 degrés.

Deuxiéme caractére éliminatoire.— Si deux nombres,
a et b, substitués dans le premier membre d’une équation,
donnent des résultats de méme signe, par exemple posi-
tifs, I'équation n’aura aucune racine réelle comprise
entre a et b, si la quantité

o' (a) — o' (b)
a le méme signe que f(a) et f(b). Le caractére est
une conséquence de la formule de Cauchy.

Formule de Cauchy. — Proposons-nous de résoudre
le probléme suivant :
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Une fonstion. (*) ayant un certain -signe, par
exemple positif, trouver une limite de Uintervalle pour
lequel cette fonction conserve son signe.

Supposons qu’une fonction soit positive pour x = a
et x = b, il est clair que cette fonction sera positive tant
que I'on aura

(1) f(a+h)>o;

A

oron a

Sla+h)y=fa+ h[f (a+0k)]
=fa+ k¢ (a+0k)— Y (a+ 0k)].

Or ¢ (@ +04) est toujours supérieur 2 ¢ (a), ¢/ (a+6k)
est toujours inférieur a |’ (b); par conséquent, pour
satisfaire a I'inégalité (1), il suffira de satisfaire 4 1'iné-
galité

fla)+ hlg' (a) — ¥ (8)]>0;

N

si ¢'(a) — ¢/ (b) est positif, cette inégalité aura licu
d’elle-méme, sinon il suffira de prendre

- Jfa
(2) < Y —¢(a)

La formule (2) est la formule de Cauchy. L’interpré-
tation que nous en avons donnée permet de I'appliquer a
la résolution numérique des équations, puisqu’elle per-
met, 3 partir d’'une valeur quelconque de la variable,
d’éliminer un intervalle ne contenant pas de racines
réelles. Elle s’applique également aux équations trans-
cendantes sous le bénéfice des précautions que nous avons
déja indiquées.

(*) C’est en donnant cette interprétation a la formule de Cauchy qu’il
nous a été possible de créer la méthode d’élimination des intervalles.
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On pourrait de méme trouver, a partir de &, une 1i-
mite k telle, que I’équation n’ait aucune racine com-
prise entre b — k et b. On trouvera facilement que si la
quantité ‘

V(a) —¢(6)
est positive, I'équation n’aura aucune racine réelle com-
prise entre a et b, ce qui constitue un troisiéme carac-
tére éliminatoire, et que, si cette quantité est négative,
I’équation n’aura aucune racine comprise entre

beto— — I8 .

() — ¥ (a)

En résumé, nous voyons que si une fonction est de
méme signe pour deux valeurs @ et & de la variable,
nous pourrons reconnaitre que l'équation n’a aucune
racine comprise entre a et b, si le signe de f(a) et de
f(b) est le méme que celui d’une des trois équations
suivantes :

¢ (a) —$ (),
¥'(a)—¥'(8),
V(a)—¢'(b)-

Si chacune de ces quantités n’est pas de méme signe
que f(a) et f (&), I'équation n'aura néanmoins aucune
racine comprise entre

f(a) ye _J1B)

I =@ Ty —v@)

D’aprés cela, pour résoudre une équation par la mé-
thode de I’élimination des intervalles, on fera des substi-
tutions équidistantes ou non dans les fonctions

9 (‘r)7 ¥ (.2‘),
¢ (x), V(x);
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les caractéres éliminatoires permettront de rejeter un
grand nombre d'intervalles ne contenant pas de racines
réelles, et la formule d’approximation de resserrer la re-
cherche des racines réelles dans les intervalles non élimi-
nés. §’il s’agit d’une équation algébrique, il sera bon de
faire ces substitutions par la méthode des différences qui
se préte d’une maniére remarquable a la recherche des
résultats obtenus dans une série de substitutions équidis-
tantes. Pour les équations transcendantes, la méthode
des différences ne peut plus étre employée, et c’est au cal-
culateur a diriger d’'une maniére convenable les substi-
tutions, par exemple en employant la méthode de double
fausse position. Mais la méthode d’élimination des inter-
valles offre cela de remarquable qu’elle est applicable a
toutes les formes d’équations transcendantes, et qu'elle
participe a la généralité de la série de Taylor, dont elle
est une applieation importante.

Application numérique. — L’exemple suivant fera
mieux saisir I'usage des caractéres et de la formule d’ap-
proximation.

Soit proposé de résoudre I’équation

X' — 823 4+ 22 — 22 + 10 =o0.

Occupons-nous seulement de la recherche des racines
positives. 4 est la limite supérieure des racines positives.
Je substitue, dans le premier membre, les nombres o, 1,

2,3, 4:

o(x) =2+ 2+ 10, — P(x)=—8z*— 2x.

o + 10 — o ) int. élim. d’apres
1 “+ 12 — 10} le 1 caract.

2 + 46 — 68

3 -+ 262 — 222

4 + 1040 — 520
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Pour trouver les racines de I'équation comprises entre
1 et 2, substituons dans ¢ (x) et ¢ (x) des nombres équi-
distants de o,1 :

1 +12 — 10

I,! +12,820 —12,848
1,2 +13,928 — 16,224
1,3 + 15,403 -—-20,176
1,4  +17,338 —24,752 M.
1,5 +19,843 — 30,000 1d.
1,6 +23,045 — 35,068 1d.
1,7  +27,079 —42,704 I
1,8 + 32,197 — 50,256 Id.

1,9 » » g .
2 446 —68

éliminé.

L’équation a un nombre impair de racines comprises
entre 1 et 1,1, et n'en a aucune entre 1,2 et 2. Pour
I'intervalle compris entre 1,1 et 1,2,il y a doute. Ayons
recours au deuxiéme caractére éliminatoire, suhsmuons
1,1el1,2 dansng (x) et ¢ (x).

¢ (%) V' (x)

B+ 9,74 =304 b g
1,2 + 12,968 — 36,56 |

La formule d’approximation nous permet de resserrer
la recherche des racines comprises entre 1 et 1,1; elle
nous apprend que I’équation n’a aucune racine comprise

Sy

$(1,5)—¢'(1)

Les racines réelles comprises entre 1 et 2 se trouvent
resserrées dans V'intervalle compris entre 1,08 et 1,10,
intervalle qu’il serait facile de resserrer encore da-
vantage.

entre 1 et 1 4+ ——— » ou entre l etr, o8.
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BEMONSTRATION D'UN THEOREME DE GEOMETRIE (*);
Par M. GRANT,

Eléve de Vinstitution Massin.

Un cercle variable, assujetti a passer par un point
fixe P, coupe une conique aux points A, A’, A", A",

, ., PA.PA’.PA”.PA"
Démontrer que la quantité ——qr——— st con-
stante, R étant le-rayon du cercle.

Soient d et d’ les distances du point P avec les deux

droites AA’ et A”A”. On a, d’aprés un théoréme connu,

PA.PA’ = 24R,
PA”.PA”=2d'R,
d’ou
PA.PA’.PA”.PA”

= = 4dd’.

Tout revient a démontrer que dd’ est constant. Je
prends des axes rectangulaires dont I'origine est en P.
Les équations de la conique et du cercle sont

Ax*+ 2By +~Cy*+ 2Dz +2Ey +F=q,
4y saz -+ 2by = o.

Pour une certaine valeur de 1, I’équation
()  (A+2Na*+2Bzy + (C+N)y*+...+F=o

devra représenter les deux droites AA’ et A”A", c’est-

(*) Ce théoréme s'étend i toules les courbes algébriques; voir (Comptes
rendus, janvier 1865) une Note de M. Laguerre sur les propriétés générales
des courbes algébriques.
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a-dire que, si les équations de ces deux droites sont
zcosa + ysine —d = o,
~wcosa’+ ysing —d'=o,

Péquation (1) devra, pour une certaine valeur de 2, étre
identique a I'équation

(x cosa + y sina — d) (x cosa’ + y sine' —d’') =o,
ou bien
x? cosa cosa’ +2xy sin(a +a' )+ y?sina sina'+,.. +dd' =o.

" Yidentifie; I'on a

cosa cosa’ _ sinasina’ _ sin(a +o') _ dd’
A+2r T CH+r T B TR
dou
cos(a +a')  sin(a+a') dd’
A—C ~ B T F’
et, par suite,
» F
dd’ = pppee———%
Va=Cr= B

ce qui démontre que dd’ est constant.

SOLUTIONS DES QUESTIONS. PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 957
(voir 2° série, t. VIII, p. 479 ).
Soruriox pE M. LIONNET.

Euler dit avec raison que Fermat, en proposant cette
question aux géométres de son temps, avait en vue un
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mode de démonstration exclusivement géométrique, a la
maniére des anciens qui rejetaient toute espéce de dé-
monstration algébrique ( Demonstrationes quae analysin
olent). Sans cette explication, on aurait de la peine a
comprendre qu'une question si facile a résoudre ait é1é
proposée par Fermat, et qu'aucun des géométres contem-
porains n’en ait donné la solution. Celle que nous pro-
posons aux lecteurs des Nouvelles Annales nous parait
remplir toutes les eonditions exigées par le célébre géo-

métre oulousain.

Enonct. — Etant donné un demi-cercle AMB dont AB
est le diamétre , et, de lautre coté de AB, un rec-
rtangle ABCD dont la hauteur AD est égale au c6té du
carré inscrit dans le cercle, d’un point quelconque M
de la demi-circonférence on méne les droites MC,
MD qui coupent AB aux points c, d; et il sagit de dé-
montrer que

— —_ —_
() Ac +Bd =AB (*).

DémonsTraTION. — Menons les droites MA, MB jus-
qu’a la rencontre de la direction CD en A’, B/, puis AE
perpendiculaire & MA’ jusqu’a la rencontre de A’B’ en E.
L’angle AMB inscrit dans un demi-cercle étant droit, les
lignes AE, BB’ perpendiculaires 2 MA’ sont paralléles,
et, de plus, égales entre elles comme opposées dans un
parallélogramme ; donc les triangles rectangles ADE,
BCB' ayantI'hypoténnse égale et un autre c6té AD= BC,
le troisiéme c6té DE = B’C. De plus, les droites paral-
léles AB, A’B’ étant divisées aux points ¢ et C, det D

(*) AB, CD étant des droites quelconques, nous désignens par E,v
le carré construit sur AB, et par rect (AB, CD) le rectangle dont AB, CD
sont les deux dimensions.
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en segments proportionnels, on a
AB:A'B'=Ac:A'C=Bd ;B D;

donc le triangle ayant pour cbtés les droites AB, Ac, Bd,
dont la plus grande est moindre que la somme des deux
autres, est semblable au triangle qui a pour cétés les
droites A'B’, A’C, B'D: donc, pour établir I'égalité (1),
il suffit de prouver que ce dernier triangle est rectangle,
ou, autrement, qu'on a

(2) AC +BD =AB.

Or la somme des carrés faits sur A’C et B’D, sommes
des droites A’D, CD et CD, B'C, est égale & la somme des

carrés faits sur A’D, CD, B’C, plus Eﬁz, plus deux fois la
somme des rectangles (A'D, CD ), (CD, B'C); et, d’autre
part, le carré fait sur A’B’, somme des droites A’D, CD,
B’C, est égal i la somme des carrés faits sur ces trois
droites, plus deux fois la somme des rectangles (A'D, CD),
(CD, B'C), (A’D, B'C); donc, pour démontrerI'égalité (2),

il suffit de prouver quon a.

(52 = arect(A’D, B'C),
ou

(3) 2AD = 2rect(A’D, DE),

en observant que AD est égal au coté du carré inscrit
dans le cercle dont le diametre AB = CD, et que
B’€C = DE. Mais chacune des lignes AA’, AE, A’E dont
la derniére égale A’D + DE, étant I'hypoténuse d'un
triangle rectangle, on a

— —32 —_—2 2 wv—G
A'D +~DE + 2AD — A’D + DE -+ 2rect(A’'D,DE),
ou

—_—2
2AD = 2rect(A’D, DE). "C. Q. F. D,



- .

(192)

ERRATUM DES TABLES DE LOGARITHMES BE SCHRON.

Page 399, colonne D.c., ligne 21 : au lieu de 463,
lisez 464.

QUESTIONS.

988. Etant donnée une ellipse de Cassini, et étant pris
sur cette ellipse deux couples de points diamétralement
opposés a, a' et b, b'; si I'on joint ces quatre points a
un point quelconque m de la courbe, la différence des
angles a'ma et b'mb est constante.  (E. Lacuense.)

989. Une conique passant par quatre points’ m,
netp, q; soit h le point de rencontre des droites mn
et pq, et désignons respectivement par a et b les points
ou une tangente quelconque a la conique coupe les
droites mn et pq.

Démontrer que 1'on a la relation suivante :

Vam. bp + Van.bq
Vhm . hp Vhn.hq

la lettre C désignant une constante. (E. Lacuerrs.)

=CVyahk.bk,

990. Ondonne un tétraédre A, Ay A; A, et un point O.
Désignant par V, le volume OA, A; A,, par V, le volume
OA A ;A,,..., on aura la relation

-—2 _— — T
2 0A, VI 4+ 23 0A,0A,c084,0A,V,V,=o0.

Les volumes V,, V,, V;, V, doivent étre affectés d’un
signe tel, queleur somme soit égale au volume du tétraédre
donné. (H. Faure.)
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LOIS DES CONIQUES SUROSCULATRICES BANS LES SURFACES;

Par M. Aser TRANSON.

I

Pour faciliter I'exposition de ce qui suit, je prie le lec-
teur de me permettre quelques dénominations inusitées.

Lorsqu’a partir d’'un point déterminé d’une courbe
les trois éléments consécutifs du polygone infinitésimal
qui représente idéalement cette courbe seront sur un
méme cercle, celui-ci, contenant alors quatre points con-
sécutifs de la courbe, formera une exception parmi les
cercles osculateurs qui généralement n’en contiennent
que trois; je 'appellerai un cercle surosculateur.

De méme, lorsque la parabole osculatrice, qui est tou-
jours déterminée par trois éléments infinitésimaux, c’est-
a-dire par quatre points infiniment voisins, contiendra,
par exception, un quatriéme élément, un cinquiéme
point, ce sera une parabole surosculatrice.

Et, a son tour, une conique, ellipse ou hyperbole, sera
dite surosculatrice lorsqu’au dela des cinq points infini-
ment voisins qui suffisent 4 la détermination de la co-
nique osculatrice ordinaire, elle contiendra un sixiéme
point.

Ceci entendu, c’est une question de quelque intérét
dans la théorie des surfaces que celle de savoir si, en
chaque point d’une surface quelconque, il y a quelque
loi précise pour le nombre et la situation des courbes
surosculatrices, cercle, parabole, ellipse et hyperbole.

Depuis longtemps, on sait qu’en chaque point d’une

Ann. de Mathémat., 2* série, t. 1X. (Mai 1850.) 13
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surface il existe deux droites contenant trois points con-
sécutifs de la surface, et qu’ainsi on pourrait appeler des
dreites surosculatrices. Ce sont les deux asymptotes,
réelles ou imaginaires, de I'indicatrice. Mais il ne fau-
drait pas demander combien il y a en chaque point de
cercles surosculateurs, de paraboles, d’ellipses ou d’hyper-
boles surosculatrices; car il y en a une infinité, et cette
question ne peut étre posée qu’en égard a un ensemblc
de sections de la surface qui soitlui-méme bien défini (*).
Je vais faire voir, par exemple, en négligeant d’abord la
considération des cercles et des paraboles, que, dans
I’ensemble des sections planes contenant une mémedroite
menée par le point donné, droite normale ou oblique,
mais non tangente a la surface, il y a toujours neuvr de
ces sections qui admettent des coniques surosculatrices
(ellipses ou hyperboles), et que, dans P'ensemble des
sections menées par une méme tangente, il y en a tou-
jours TRoIs qui jouissent de cette propriété.

II.

Soient OX et OY deux droites rectangulaires menées
dans le plan qui touche la surface au point O. Soit prise
pour troisiéme axe la droite OZ oblique ou normale qui
définit 'ensemble des sections planes qu’on veut consi-
dérer.

L'ordonnée de la surface paralléle a I'axe des Z pourra

(™) Selon M. Spottiswoode, on peut mener en chaque point d’une sur-
face ®ix coniques, réelles ou imaginaires par couples, ayant avec cette
surface un contact du cinquiéme ordre, c’'est-a-dire six points communs
(voir-Comptes rendus des séances de 1’Académie des Sciences, séance du
21 mars 1870); mais 'auteur n'ayant pas défini le systéme de sections
qui offrent ce nombre de dix coniques surosculatrices, I'énoncé de son
théoréme parait étre incomplet.
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étre développée sous la forme suivante :

1
‘ 7= —'-([;,,xz—q—zb.xy—i— by?)+ 37 (cor*+ 3 2y +...)
2 .
(1)< . . :
1
( -+ 4——!(11,1‘—4—4(1, 3y 4. )+ 5i (€ox®+...+€y%) +....
Considérons un plan mené par I'axe des Z et dont la
trace sur le plan des XY fasse avec 'axe des X un angle6.
Toute courbe tracée dans ce plan de maniére a y toucher
en O cette méme trace prise pour axe des x’ aura dans
son plan une équation de la forme

1 I 1 1
—_— /2 — 3 . /4 . /5
(2) Z_z!qz +3!rz +4!.s‘.z* +5!t.z: + e
Or, si ce développement (2) doit représenter la section
elle-méme, on aura les relations suivantes :

q = b,c0s* + 2.b,sing cosd —+ b, sin’0,
‘ r —=c¢,c08°9 + 3¢, sinfcos?6+ ...,
(3) < s == d,c0s*0 + 4d, sinf cos*d +-. . .,
( t —e,c05°0 +- 5¢,sin0cos'0+. . .,

au lieu que, si la forme (2) devait correspondre a une
conique tracée dans le plan sécant de maniére a y toucher
'axe des x' 4 l'origine, c’est-a-dire 4 une conique ayant
une équation de la forme

(4) Az'+ 2Bx’z + Ca'*+ 2Dz = o,

on trouverait aisément les valeurs correspondantes des
trois premiers coefficients ¢; r, s en fonction des quo-
. A B C ;.

tients 1= s 3> ou réciproquement les valeurs de ces
quotients en fonction de ces trois coefficients; mais on
trouverait ensuite une quatriéme relation impliquant a

13.
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la fois les quatre coefficients ¢, r, s, tet les mémes trois

B C

5D’ D 11 suit de la que, quand la forme (2)
représente une section conique, on a entre les gquatre
premiers coefficients une certaine relation, a savoir la

relation

(5) 9t*— 45qrs + fori—o.

quouents

Donc, si les valeurs de ¢, r, s, ¢ marquées (3) comme
appartenant 4 la section de la surface satisfont a cette

relation (5), la conique (4), dont les coefficients %,

auront été déterminés par les trois premiéres valeurs g,
ry sy aura un contact du cinquiéme ordre avec cette sec-
tiony elle lui sera surosculatrice. Or il est aisé de voir
que cette relation (5), lorsqu’on y substitue les expres-
sions (3), donne lieu a une équation du neuviéme degré
en tangf. Donc il est vrai de dire que, parmi les sections
planes menées suivant une droite quelconque, oblique ou
normale, mais non tangente, il y en a neur donnant lieu
& une conique surosculatrice : étant d’ailleurs hien en-
tendu qu’une seule de ces neuf sections a conique sur-
osculatrice subsiste nécessairement, les huit autres pou-
vant étre imaginaires par couples.

11

Pour trouver la loi des coniques surosculatrices dans
les sections menées par une méme tangente, je supposerai
le développement (1) relatif 2 des axes rectangulaires.:
J'imaginerai un plan sécant mené par 'axe des x et fai-
sant un angle § avec le plan des ZX. Si 'on rapporte la
section correspondante a deux droites qui soient premié-
rement ce méme axe des x, et ensuite un nouvel axe desZ-
qui soit la trace du plan sécant sur celui des ZY; le déve-
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loppement de Yordonnée de cette section sera

x} 3 1.5

Dailleurs, si l’équation de la surface est représentée
pal‘

+ e

Z=19(z,y),
celle de la méme section dans son plarele sera par
Z cosb = ¢(x, Zsing);
ce qui permet de calculer la suite indéfinie des coeffi=

cients ¢, 7, s, t,... au moyen des dérivées partielles b,
dx
Z; i—:fa d(:::fv"”’ calculées elles-mémes pour le cas
de x == o0, c’est-a-dire la suite des coefficients ¢, r, s, t,...
au moyen des b, b, by, coy.. .,
On trouvera ainsi les relations

L b
i; 7= Cose’

__¢,c088 + 3b,b,sin6
- cos?0
_dycos?d + (6¢,b,+ 4 b,c,)sinb cosd
N §=
(3 bis) ¢ cos*6
- (1263 b,+3b,b%)sin?0
cos*0

2

2

€ €080 4 ..
! €os‘0

Or ici la condition pour qu’une conique tracée dans le
p]an sécant soit surosculatrice de la section au pomt 0,
c’est que les valeurs (3 bis) de ¢, r, 3, t satisfassent a la
relation (5) du paragraphe precedem. Ceci conduira 3
une équation du troisiéme degré en tangf. 1l est done
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vrai de dire que, parmi les sections planes contenant une
méme tangente, il en est Trois donnant lieu i une co-
nique osculatrice, Tro1s dont I'une au moins est toujours
réelle. D'ailleurs, I'une de ces trois sections est le plan
tangent lui-méme, et la conique surosculatrice y résulte
du systéme des deux asymptotes de I'indicatrice.

* 1v.

Cercles surasculateurs. — Ces sortes de cercles sont
dignes de remarque, parce que les points auxquels ils
correspondent dans les courbes planes sont analogues a
ceux qu’'on appelle sommets dans les sections coniques.
Or, parmi toutes les sections normales en un méme
point, il y en a Trois qui donnent licu a un cercle sur-
osculateur, et parmi les sections contenant une méme
tangente il n’y en a qu'uxE.

Paraboles surosculatrices. — Parmi les sections nor-
males relatives 4 un méme point, le nombre des sections
douées a ce point d’une parabole surosculatrice dépend
d’une équation du srxikMe degré; de sorte que ce nombre
est 'un des suivants : o, 2, 4 ou 6. De plus, parmi les
sections contenant une méme tangente, il y en a pEUX
seulement qui sont douées de paraboles surosculatrices,
et ces deux peuvent étre imaginaires.

Nota. — Je ne développe pas les calculs relatifs aux
cas du cercle et de la parabole : premiérement, parce
qu’il n’y a qu’a appliquer les principes exposés dans les
précédents paragraphes; secondement, parce que les ré-
sultats correspondants ont été donnés autrefois dans un
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