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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

m UNE FORMULE RELATIVE AUX COURBES TRACÉES 
SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE; 

PAR M . L A G U E R R E . 

1. J'ai énoncé, comme exercice, dans les Nouvelles 
Annales, la proposition suivante : Étant donnés deux 
points quelconques A ei B d\ine surface du second 
ordre y si en ces points on mène les normales à la sur-
face, et si Von désigne par a et b les points où ces nor-
males coupent un plan de symétrie quelconque de la 
surface, le plan mené par le milieu de la corde AB et 
perpendiculairement à cette corde passe par le milieu 
du segment ab. 

La même propriété peut s'énoncer ainsi : Les projec-
tions des normales kaet^b sur la corde AB sont égales 
et de signes contraires> 

D'où la proposition suivante : 
Soient deux points A et A! situés sur une surface du 

second ordre -, désignons par N et N' les longueurs des 
normales en ces deux points, c est-à-dire les longueurs, 
des segments compris sur chaque normale entre la sur-^ 
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face et un de se^ plans de symétne, par V et les 
angles que font respectwement les directions de ces 
normales a\^ec la direction de la corde A A' ; on a, quelle 
que soit la position de ces deux points sur la surface^ la 
relation 

(0 ^ = ^ ^ N cosV 

2, Imaginons maintenant une courbe quelconque C 
tracée sur une surface du second ordre, et soient M et M' 
deux points infiniment voisins de cette courbe-, la rela-
tion précédente aura lieu pour ces deux points. N dési-
gnant la normale au point M, N -f- d'N sera la normale 
au point M'. Il s'agit maintenant d'évaluer le rapport 
des deux cosinus cosV et cos V . 

A cet effet, je me servirai des désignations et des for-
mules employées par M. Serret dans sa Note sur les lignes 
de courbure des surfaces insérée dans le Traité de calcul 
différentiel de LACROIX (p. 2 9 8 ) . 

Désignons par a, (3, 7 les angles que forme, avec trois 
axes rectangulaires, la tangente à la courbe au point M, 
dont les coordonnées sont j:, y, par v, ^ et [x̂  v 
les angles formés avec les mêmes axes par la normale 
principale et par l'axe du plan osculateur. Soient aussi 
de et dn les angles de contingence et de torsion. 

Désignons par a ' , (5', y' les angles formés avec les axes 
par la normale à la surface du second ordre au point 
( x ^ j j z). On peut toujours assigner une ligne à double 
courbure C qui corresponde point par pointa la courbe C, 
de telle sorte que la tangente en un point de cette courbe 
soit parallèle à la normale menée à la surface du second 
ordre par le point correspondant de la courbe C. Soient 

u', et v' les angles que font avec les axes la 
normale principale et l'axe du plan osculateur de celle 
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courbe; soient, de plus, di ' et dn' les angles de contin* 
gence et de torsion. 

Cela posé, on peut écrire les trois groupes suivants de 
formules, par lesquelles les angles w et cy se trouvent 
complètement définis : 

I cosa CCS a-4- cosp cosp'-}- cos 7 CCS 7 ' = 0, 
cosa cosÇ' + cosp cos>î'4- cosy cosÇ'=: sinw, 
cosa cos^'-f- CCS s cos/x'-f- cosy cosv' = cosu^ 
COSÇ cosa'-h COSU COSp' -h COSÇ C0S7'=: — sinCF, 

(A) / COŜ  COSÇ'-f- COSU cosu'-h COSÇCOSÇ'= —COSCTCOSfc)̂  
COSÇ COSV 4- CCS y COS iz'-f- C0SÇC0SV'=: COSCT sinw, 
COS). cosa'-h COSp C0Sp'-4- cosv COS7'= COScr, 
cos^ cos^' -h cos|x cosy' -4- cosv cosÇ' = — sinrj cosw, 
cosX cos^' + cos^ cosp'4- cosv cosv' sincT sinw. 

La différentiation de ces équations conduit aux trois 
suivantes : 

(2) sinw ¿/fi'sinCT ¿/e, 
(3) dri'-hd^=z — COSCT i/FF, 

(4) dm z= dn -f- cosw dz', 

3. Pour évaluer cosV et cosV, je remarque que, lés 
cosinus des angles que fait la normale au point M avec 
les axes étant respectivement cosa', cos^', cosy', le co^ 
sinus de l'angle que fait la normale au point M' avec 
l'axe des x est 

cosa' -4- fl? cosa' -f- I d^ cosa', 

expression qui, en prenant l'arc de la courbe pour va-
riable indépendante et en employant les formules données 
par M . Serret ( L A C R O I X , p, 2 8 4 et suivantes), devient 

cosa' -f- cosÇ'^s' -+- i (cosr^i'e' - cosa'^/e'^ — co^Vdt'dW). 
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Les cosinus des angles que fait cette normale avec les 
deux autres axes auraient une forme semblable: il est 
inutile de les écrire. 

Cherchons maintenant les cosinus des angles que fait 
avec les axes la corde MM'; il suiBt évidemment de trouver 
des quantités proportionnelles à ces cosinus. On pourra 
donc, au lieu de ces cosinus, employer les projections de 
la corde MM' sur les trois axes, ou bien dx, d j etSz : 
x-hâx^j-h^J ei z -^êz désignant les coordonnées du 
point M'. 

La formule de Taylor donne, en se bornant aux pre-
miers termes, 

or ^ = cosa: on pourra donc prendre, pour le cosinus 

de l'angle que fait avec l'axe des x la corde MM', l'ex-
pression 

cosa -h I dcosa -h 

expression qui, au moyen des formules de M. Serret, de-
vient 

cosa H- ^cosÇ de -h ^(cos^dH — cosa d^^— cosldsdn). 

Les deux autres cosinus auraient une forme semblable ; 
il est inutile d'en donner la valeur. 

Ceci posé, la formule connue qui donne le cosinus de 
l'angle de deux droites fournit immédiatement, en em-
ployant les relations (A), les deux expressions suivantes : 

(5) cosV:= — | s inc j ¿/g — ^sinmd^e — \ cosa dedn, 

j cusy'=— {sincTi'/s — ŝincT^^g — ^coscr r/gi/îQ-l-sinw /̂g' 
f — y cos CI cos w di de' -f j sip w dh' — { ces w dedr,'. 
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Cette dernière expression peut se simplifier; on a, en 
effet, d'après l'équation (2), 

sin w dî! sin rs de ; 

en outre, en différentiant cette dernière relation, on 
obtient 

sin bi dh' = d {sintj ds) — cos w de'dto, 

OU bien, comme d'après l'équation (3) 

d<ù-=. — dfi — cos© i/e, 
sin w d^z = sin CI ¿/e ) -f cos w ¿/s V«' -f- côs w cos m dî ds! ; 

en portant ces valeurs de sinaxie' et de sinco r/^s'dans 
l'équation (6), il viendra, toutes réductions faites, 

(7) cosV'=:ysinc7i/e —|sincji/2g —icoscr ¿/e). 

L'équation (i) devient donc, en multipliant les deux 
termes du second membre par 2, 

<r/N — sincTi/g — isincifli^e — IcoscT j ± ? • 

N sinCT ¿fc — j sinxndH — \ COSCT dgdn-^d(sinci dz) ' 

d'où, en réduisant, 

ysincj -h fcosci dedn — ¿/(sincr ¿/g ) N sin m de 

ou bien encore 

rfN 2 d{sinu de) 2 dti 
N Z de sincji/g 3 tangcj 

Remarquons maintenant que iife == —, p étant le rayon 

de courbure de la courbe C, et que l'arc est la variable 

indépendante-, par conséquent, on a (Pzz^dsd ( i -
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La relation précédente devient donc 

i/N 2^\p) 9 I 2 dn 
N ^ S t angd ' 

\ P / T " 

d'où, en intégrant, 

logN = I log- ^ log — + I f ; 
P P J ' ranger' 

et, en passant des logarithmes aux nombres, après avoir 
chassé le dénominateur 3, 

— e X const. 
P 

D'où Ton déduit la proposition suivante, en remarquant 
que u désigne le complément de Tangle que fait avec la 
normale à la surface la normale principale de la courbe C : 

T H É O R È M E . — Étant donnée une courbe quelconque 
tracée sur une surface du second ordre, désignons, en 
un point quelconque de cette courbe^ Vangle de torsion 
par dn et par xs le complément de Vangle que fait en 
ce points a^ec la normale à la surface^ la normale prin-
cipale; cela posé^ si Von considère un arc de la courbe 
compris entre les points Aq et Ai, et si l'on désigne res-
pectivement par Nq et Ni, p̂^ et pi, tjSq et tJi les valeurs 
de la normale^ du rayon de courbure de la courbe et de 
Vangle xs aux points extrêmes de Varc^ on a la relation 
suiK^ante : 

(8) = 
P\ Po 

Vintégrale contenue dans le second membre s''étendant 
le long de la courbe du point A^ au point Aj. 
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4. La formule précédente fournit aisément les rela-

tions connues pour les lignes géodésiques et les lignes de 
courbure des surfaces du second ordre. 

Considérons d'abord une ligne géodésique ; d'après la 
définition de cette ligne, on a pour tous ses points 
s incy= 1 et tangny = oo ; l'intégrale contenue dans le 
second membre de l'équation (8) est donc nulle, et il 
vient simplement 

NJ Ni 
P' Po 

d'où cette proposition : 
Le long à*une même ligne géodésique tracée sur une 

surface du second ordre^ le rayon de courbure de la 
courbe est proportionnel au cube de la normale. 

C'est le théorème de Joachimsthal. 

5. Supposons maintenant que C soit une des lignes 
de courbure de la surface; alors, d'après le théorème de 
Lancret, on a 

É/tj — dt3 ; 

l'intégrale contenue dans le second membre de l'équa-
tion (8) devient alors 

log sincT, — log sincTo, 
tangcj 

le second membre de cette équation devient 

( log sin «T, - Jog sin t:»« ) ^ ^ 
sinoj 

et la formule (8) donne alors 

Njsincr, NJsinorj 
p. ' po ~ ' 
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d'oli Ton conclut que le long de la courbe ^ con-

serve une valeur constante. Remarquons maintçnant 

que, d'après le théorème de Meusnier, ^ ^ ^ est égal à 

r désignant le rayon de courbure de la section normale 

tangente à C -, le long d'une même ligne de courbure — 
conserve donc la même valeur. 

D'où cette proposition, due à M. Dupin : 

Le long d''une même ligne de courbure^ le rayon de 
courbure de la section normale tangente à la courbe 
varie proportionnellement au cube de la normale, 

6.. Si j'avais voulu me restreindre au cas des lignes 
géodésiques et des lignes de courbure, il eût été très-facile 
de remplacer les considérations analytiques qui précèdent 
par des considérations géométriques très-simples et très-
élémentaires qui eussent conduit immédiatement aux 
théorèmes de Joachinisthal et de M. Dupin. Je laisse ce 
soin au lecteur; mon seul but, dans cette Note, était 
d'établir la formule générale (8), sur laquelle j'aurai plus 
tard l'occasion de revenir, tant pour en montrer l'appli-
cation à la géométrie des surfaces du second ordre que 
pour montrer comment elle s'étend aux surfaces de degré 
supérieur. 

DÉMONSTRATION D'UNE FORMULE DE TRIGONOMÉTRIE; 
PAR M . S . R É A L I S . 

1. C'est Euler qui a reconnu le premier, dans un 
Mémoire inséré dans les Nos^i Commentarii Academiœ 
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Petropolitanœ^ t. VIII, p. 157, que la limile vers la-
quelle tend le produit 

X X X X COS- cos—cos-^ . . . cos — ? 2 2" 

lorsque le nombre n des facteurs augmente indéfiniment, 

est égale à en sorte qu'on a, pour un nombre illi-

mité de facteurs, 
X X .r X sin X cos - cos— cos— oos—. . . = 2 2"̂  2̂  2̂  X 

Ainsi que le remarque M. Frenet dans son Recueil 
d'exercices sur le Calcul infinitésimal édition, p. 56), 
la considération de cette limite s'était présentée à Viète 
h propos de la surface du cercle. Ce géomètre a été con-
duit, en effet, à une relation qui revient à la formule 

82"* » 
S A X .1: X X cos- cos— cos— . . . cos — 2 2̂  2-̂  2̂ ' 

où S/̂  désigne la surface du polygone régulier inscrit de 
h côtés, et X Tangle au centre de ce polygone. 

Dans les Nous^elles Annales de Mathématiques 
(i'̂ ® série, t. VIII, p. 459, et t. XVII, p. 283), on trouve 
une démonstration élémentaire de la formule d^Euler, 
démonstration adoptée maintenant dans l'enseignement 
classique, et consignée dans plusieurs ouvrages didac-
tiques, entre autres dans le Recueil mentionné. 

La démonstration que je présente ici est un peu moins 
simple que celle qu'on vient de citer, mais elle est tout 
aussi élémentaire, et conduit incidemment à plusieurs 
résultats intéressants. 

2. Dans cette démonstration, on s'appuie d'abord sur 
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la relation 

cosacos¿' = {[cos(a — + cos{a 

par laquelle on exprime un produit de deux cosinus au 
moyen d'une somme de deux cosinus. 

Faisons, dans cette formule, 

.T X h =2 
1 

X désignant un arc quelconque, et multiplions chaque 

nombre par cos-^; il nous viendra 

.T. X X I X X Z x X \ 
COS- COS— COS~r = - 1 COS—COS-: -f- COS cos— ) 2 2- 2̂  2 \ 2̂  2̂  2̂  2̂  / 

Mais, en vertu de la relation rappelée, 

X X I / .r 3^ 
COS— COS— = — COS — -f- COS — 

7} 2 V 23 2' 
3x X I / 5 x n x 

COS-- COS— — ( COS— -f- COS^ 2- 2 \ ^̂  
donc 

X cos- COS 
2 2 

X X l / X 5.r njrX 
- - cos-T = - - C0S-- + C0S-— -h COS— -4- c o s - ^ . 2̂  \ 2̂  2̂  2̂  2-̂  / 

On trouve ainsi, en général, pour toute valeur entière 
et positive de w, 

X X. X X cos- cos — COS— , . . cos— 
2 2̂  2̂  2" 

, , I r ^ 3a: 5x 
( 0 + COS— H- COS— + . . . 

-V- cos' ^ h. COS-̂  , 2« 

ce qui se prouve directement en vérifiant que, si la for-
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mule (i) subsiste pour une valeur donnée de n, elle sub-
sistera encore pour la valeur w 4- i . 

3. Remarques. — D'après la manière dont on 
passe de la formule (i) où l'on fait /i = a, à la même 
formule où l'on fait ai = 3, puis de proche en proche 
aux cas de /z = 4 i 6 , . . . , on est conduit à remarquer, 
en passant, que les premiers nombres impairs, de-
puis I jusqu'à 2"— I inclusivement, sont donnés par les 

valeurs que prend l'expression 

, . I T ± 1 2 = T I , 

lorsqu'on y combine de toutes les manières possibles les 
signes des termes 2"""^,..., 2®, 2, i . 

On a, par exemple, pour 7? = 3, 

et 
— 2 — I = I , 

2=̂  — 2 -f- i — 3 , 
-h 2 — I = 5, 

2̂  2 -f- I — 7. 

Il suit de là, entre autres conséquences intéressantes 
pour l'analyse numérique, que tout nombre impair peut 
être représenté d'une infinité de manières au moyen de 
l'expression ci-dessus, où l'on donne successivement à n 
toutes les valeurs entières, à partir de la plus petite valeur 
qui convient au nombre considéré. 

Par exemple, 

5 2̂  -4- 2 — I , 



( .6 ) 
On peut aussi reconnaîiré immédiatement que la 

somme des premiers nombres impairs est 
ainsi qu'on le sait d'ailleurs par les éléments d'arithmé-
tique. 

2° Peut-être est-il bon d'observer que la formule (i) 
est un cas particulier, très-remarquable, à la vérité, 
d'une autre formule par laquelle on exprime en général 
un produit d'un nombre quelconque de cosinus au moyen 
d'une somme de cosinus. 

Soient, en effet, n arcs quelconques, arj, Xs, Xg, 
jTi , . . . , Xn. On trouve, par la même voie qui nous a con-
duit à la formule (i), 

cos^, cosx^cosx^ cos-r^. . . coso:« 

où la caractéristique sommatoire indique qu'il faut ajouter 
ensemble les cosinus de tous les arcs ( au nombre de ) 
qui sont donnés par l'expression 

dans laquelle on combine de toutes les manières possi-
bles les signes des n — i quantités Xg, X3, 0:4,... , 

Cette formule, du reste, ne doit être regardée que 
comme une transformée de celle relative au cas particu-
lier de n = 2, dont elle est engendrée. 

4. Rappelons maintenant la formule 

cosa-l-cos(a-f-/>)-i-cos(a-+-2/;)4-. . .-f- cos[« — 1) 
. Ab ( k~ 

sm— cos a H 
1 \ 2 __ _ 

sm- • 2 
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qui sert à calculer la somme des cosinus d'une suite de 
h arcs en progression par différence. 

Soit fait, dans cette formule. 

2" 
il en résultera 

X 3x 5x (2"— cos h cos h cos h . . . M- coŝ ^ ^ 2" 2" 2" 2" 
. X X sm- cos-2 2 sin^ 

, X . X sin— 2 sin— 2" 2" 
La formule (i) devient donc 

X X X X sin.r cos- cos— cos— .. . cos— = 9 2 2̂  2̂  2" . X 
2" sm — 2" 

et, en mettant le second membre sous la forme 

2«/ sin a: 
. X X sm— 2" 

on voit tout de suite qu'on aura, à la limite, 

^ . X X X X sin.r {2 ) cos- cos— cos— . . . cos— = 1 pour « = 00 , 

quelle que soit la valeur de l'arc x. 
C'est la relation d'Euler, qu'il s'agissait de démontrer. 

On voit, par ce qui précède, qu'elle est équivalente à la 
relation 

5j: (2"—i)xl cos h cos cos h . . . -f" cos -I ( r^n-i 2" 2" 2" 
(3) sin^ : > pour n = co. 

X 

Ann. de Malhémat.f 2® série, t. IX. (Janvier 1870.) 
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5. Remarques. — Mettant la formule (2) soUs la 

forme 
, X , T , X . .T X 

sec- sec— sec— sec— . . . = -;—1 
2 2^ 2< s m x 

ainsi que le fait Euler, et supposant a: = on obtient 
2 

, 7r , TT , TT , TT TT 
sec — sec— sec— sec— — 2̂  2̂  2̂  2̂  2 

résultat auquel M. Catalan est parvenu par une voie 
différente dans une Note qu'on lit dans les Nouvelles 
Annales, série, t. I, p. 190. 

2® Prenant la dérivée des deux membres de l'équation 

X X X X sinx 
cos- cos— cos — . . . cos — = , 2 2̂  2" . X 2«sin — 2« 

on parvient à la relation 

l X \ X l X \ X 

X x tanî Jt-

Si n grandit indéfiniment, le nombre des termes du 
premier membre de cette formule devient illimité, et le 
second membre, qui exprime la somme de ces termes, 
tend indéfiniment vers la limite ^ On a donc 

Ce résultat renferme la solution de la question 951 
(Laisant), proposée dans les Nouvelles Annales (juillet 
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1 8 6 9 } . Il avail été obtenu d'une manière directe par 
Euler, qui, par une marche inverse de celle qu'on vient 
de suivre, s'en est servi pour en déduire la relation (2). 
[Foir le Mémoire cité au n° 1; voir aussi, au sujet des 
questions 951 et 9S2, le Cours complémentaire d'Ana--
Ijse et de Mécanique rationnelle y par J. V I E I L L E ; 

2« Partie, Chap. XI, n M l . ) 
3® Prenant la dérivée des deux membres de l'équation 

I R X 3 . « ^ X ( 2 " — 
cos h COS h COS h ... 4- COS ~ 1 2,» 2" l"* 

î ) 
. X X 

sin — 
2 " 

et faisant ensuite grandir n à l'infini, on obtient cette 
autre formule 

/ I R . 
I — — ; Sin — 
I _ 2 " 

_ . 3.r ^ . 5x 
3sm h Dsin 

2" 2" 
I / O" I W 

(4) ^ 2i 
sin.r cos.r 
— ^ , pour = 00 . 

6. Soit la formule 
sin« -+-sin(«-|- h) •4-sin(û -1 -26) + . . . - h sin[« -f- (A — i ) ^ ] 

. kb . l 
sm — sm ( a 

^ \ 
, h sin-

2 

qui fait connaître la somme des sinus de A arcs en pro-
gression par différence. Faisons-y 



I — COSJ7 

—- sin hsin hsm |-...-T-sin^ — 2" 2" 2" 2« 
I — cosx 

1 pour « = 00 , 

et, par la differentiation. 

(6) 

— cos^ 
^ 5 pour n = co X 

résultats assez remarquables, je crois, pour mériter d'être 
signalés. 

Les formules (3), (4)Î (5), (6), et d'autres analogues 
qui s'ensuivent, peuvent être rapprochées des relations 
démontrées par M. Catalan dans son Traité élémentaire 
des Séries, p. 58, et dans une Note sur les séries diver-
gentes, publiée dans les Nouvelles Annales, t. XVIII, 
p. 195. 

m observations critiques de M . Catalan, insérées dans le numéro 
^'octobre 1 8 6 9 des « Nouvelles Annales de Mathématiques » ; 

PAK M . F . V A L L È S . 

C'est certainement par suite d'une méprise que M. Ca-
talan m'a attribué l'opinion que, de la suite d'égalités 

R É P O N S E 
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on peut, légitimement déduire la suivante : 

Voici, en effet, la reproduction textuelle du passage de 
mon livre dans lequel il est question de ces faits. 

« Pour les géomètres qui considèrent que le dévelop-
pement de e^, en série, continue de subsister comme vrai 
lorsque x devient x^/— i, qui par suite sont obligés d'ad-
mettre qu'il est permis d'élever l'expression e^ à la puis-
sance y/—I, qui indiquent même en fait comment on 
doit procéder sur e^ pour obtenir le résultat développé 
de cette opération, il est facile de leur prouver que cette 
manière de concevoir le mécanisme analytique conduit 
directement à une impossibilité. En effet, dans la suite 
d'égalités (A), qu'on élève tous les membres à la puis-
sance si—I, et l'on aura = con-
séquence complètement inadmissible. » 

Il ressort évidemment de la lecture de ce passage que la 
première des deux propositions que me reproche M. Ca-
talan n'exprime nullement mon opinion sur le point de 
savoir si les égalités (B) sont des conséquences légitimes 
des égalités (A)*, elle se borne à constater que, pour les 
géomètres qui raisonnent d'après les idées que je viens 
d^exposer, celte conséquence est obligatoire et qu'elle les 
condamne. Mais elle ne l'est pas plus pour moi, qui déclare 
ne pas savoir quant à présent ce que peut être la puis-
sance yj— I d'une quantité réelle, et qui ignore les règles 
de calcul autorisées pour une pareille expression, qu'elle 
ne le sera pour tous ceux qui répudient la manière de 
voir des géomètres précités et qui ont des idées toutes 
différentes des leurs. 

Et non-seulement je suis loin de prétendre que les 
égalités (B) doivent être considérées comme des déduc-
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lions acceptables de celles (A), mais je ne saurais même 
admettre, avec M. Catalan, que la puissance y/— i de 
Texpression ^ ^^^ infinité de valeurs réelles, iné-
gales, formant une progression par quotient et repré-
sentées par 

Remarquons d'abord qu'en fait, poser comme la 
conséquence de l'élévalion de à la puissance y/—^ > 
c'est admettre implicitement que les règles de l'élévation 
aux puissances démontrées pour les exposants réels con-
tinuent de s'appliquer aux exposants imaginaires, puisque 
alors peut s'écrire e'^V^v^^^ et devient 
ainsi que l'indique M. Catalan. Or, non-seulement cela 
n'est pas prouvé, mais l'auteur ne niera pas que cela ne 
soit très-contestable, puisqu'il prétend lui-même que 
Vexpression puissance — i na aucun sens à priori. Or 
il paraîtra toujours bien difficile de comprendre com-
ment un résultat certain, rigoureux, qu'on doit accepter 
avec confiance pourra être engendré par une opération 
qu'on déclare n'avoir pas de sens. L'hésitation, dans ce 
cas, nous paraît on ne peut plus légitime. 

Il est vrai qu'à posterioti l'auteur parvient à déduire 
un résultat réel de cet entassement d'imaginaires; mais 
il est facile de faire voir que sa déduction, loin d'être 
obligatoire, reste toujours sur le terrain conventionnel. 

Eu effet, dit-il_, puisque par convention e^^V-i ĝ̂  ̂ ggj 
à I, nous pourrons écrire 

Or, si l'on fait ^^ aura, d'après Sturm^ 

¿y = s/~i{i) = v / ^ ^^^ — 2X-7r. 

Mais, ferons-nous observer, si l'expression puissance — i 
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n'a aucun sens, sur quoi donc pourra-l-on s'appuyer pour 
se croire autorisé à dire que le logai^ithme de doit 
s'obtenir en se conformant aux règles démontrées pour 
les exposants réels, et à écrire par conséquent que ce lo-
garithme a pour valeur yJ— i /(i) ? Puis, en remplaçant 
dans ce résultat Z(i) par /(e'^^'v^), n'est-ce pas la con-
vention primitive même qu'on reproduit? Or, répéte-
rons-nous, comment cette convention vous autorise-t-elle 
à affirmer que le logarithme dont il s'agit ne sera autre 
chose que l'exposant de e, alors que cet exposant est ima-
ginaire et que cette manière de procéder n'a été démon-
trée que pour le réel. 

Sturm, dans son Cours d^analyse^ s'est bien gardé de 
rien affirmer à cet égard; après avoir établi la relation 
conventionnelle 

ayant recours à une seconde hypothèse, il ajoute : Si Von 
convient d'appeler logarithme népérien de a -f- è — i 
l'exposant imaginaire de e dans l'égalité précédente, on 
aura, etc. ; ce qui revient exactement à dire que les ré-
sultats qu'on obtiendra ne subsisteront qu'en vertu de 
Thypothèse que les logarithmes des quantités imaginaires 
s'obtiennent en se conformant aux règles démontrées et 
suivies pour le réel, et de plus, qu'on le remarque bien, 
en appliquant ces règles à des expressions qui ne sont que 
conventionnelles. Pour nous, il nous semble qu'au fond 
on ne professe guère ici que de l'arbitraire déguisé, quant 
à la forme, sous le manteau de l'algèbre. 

M. Catalan conteste, en second lieu, que la formule 
a 

( — I = cosa V— i sin a, 

que je propose de substituer à celle d'Euler^ soit préfé-
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rable à celte dernière, et voici le raisonnement sur lequel 
îl appuie cette opinion : 

« Si l'on pose, dit-il, a = ^ ir, et 7 étant des entiers 

premiers entre eux, la forniule devient 

( — I cos - TT sl—l sin - 7r ; 

celle-ci, évidente lorsque ^ = i , n'est pas admissible en 
général. En effet, le premier membre a q valeurs et le 
second en a seulement une. » 

Examinons, à ce sujet, sous quelles conditions on peut 
p 

dire que (— i)^ est susceptible de q valeurs. 
La quantité — i est égale à COSTT 4- sj— i SINTR; mais 

elle reste encore égale à cette même expression lorsqu'on 
la modifie, par l'addition à TT, d'un nombre quelconque 
de circonférences-, de telle sorte qu'on a généralement 

C0s(2^ -hi)TV -h- V^—I sin (2^ + L ) 7 R = I . 

Tant que l'exposant p, auquel on élève cette quantité, est 
entier et impair, le résultat de l'élévation à la puissance p 
sera toujours évidemment — i . 

Mais si, p restant impair, on prend pour exposant^^ 

à cause que k est indéterminé, le résultat de l'opération 
,, . 2Â -4-1 I . 2 A 4-1 ,, pourra s ecnre cos TT -h J— i sin , et 1 on 

q ^ q 
obtiendra q valeurs, parce que, en vertu de la variation 

de A, la fraction ^ ̂  ' est elle-même susceptible d'en 

recevoir un nombre q qui sont distinctes. 
Ce n'est donc qu'à la condition qu'on introduit tacite-

ment dans la formule la variable k et qu'en définitive on 
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opère sur ( — q u ' i l est permis de dire que le pre-
mier membre a q valeurs. 

Or, si Ton veut, au contraire, que a soit égal, non 

plus à - (a/î i)7r, avec toute la latitude qui résulte de k 

variable, mais à ̂  ^ seulement, comme le suppose M. Ca-
talan, c'est-à-dire si Ton s'impose la condition que h est 
nul, le premier membre, comme le second, ne sera sus-
ceptible que d'une valeur; ce qui fait disparaître l'ano-
malie signalée. 

Le cas où p serait pair se traiterait d'une manière 
analogue, et nous n'y insisterons pas. 

En un mot, ce n'est que par l'introduction non appa-
rente, mais très-réelle, d'une variable h que le premier 
membre reçoit q valeurs. Mais ces valeurs se réduiront à 
une seule toutes les fois qu'on fera une hypothèse quel-
conque détruisant la variabilité de h et assignant à cette 
quantité une valeur fixe et unique. 

Je ne veux pas abuser, en prolongeant celte discussion, 
de l'hospitalité qui m'a été gracieusement offerte dans 
les Annales. Je ne donnerai donc pas ici à l'exposé de 
ces points de doctrine très-délicats tout le développement 
qu'il comporte. Qu'il me soit seulement permis de dire 
que, dans la publication qui aura pour objet la représen-
tation analytique des directions dans l'espace, je revien-
drai sur ces questions avec tous les détails nécessaires ; 
que je m'expliquerai alors sur lout ce qui se rattache aux 
exposants fractionnairès, non-seulement dans ma for-
mule, mais encore dans celle de Moivre; qu'enfin je com-
pléterai la théorie de cette dernière pour le cas où l'ex-
posant réel a devient a — i , et que je ferai connaître 
les règles de calcul qui, dans celle circonstance, lui sont 
applicables. 
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Je ne saurais clore ces observations sans adresser à 

M. Catalan tous mes remercîments. Non-seulement je lui 
dois de la reconnaissance pour l'opinion favorable qu'il a 
exprimée sur la généralité de mon œuvre, mais encore et 
surtout pour les réflexions critiques que la lecture du 
livre lui a inspirées. Cela prouve qu'il m'a étudié avec 
attention, chose fort rare aujourd'hui et par conséquent 
très-méritoire pour celui qui la pratique et très-flatteuse 
pour celui qui en est l'objet. Quelques légers désaccords 
sur certains détails ne nous feront pas prendre le change 
sur cette mutualité de pensées qui nous pousse l'un et 
l'autre vers la recherche de la vérité. 

ÉTUDE SUR L4 SPHÈRE^ 
P A R M . B . J V I E W E N G L O W S K I , 

Agrégé, Professeur à Mont-de-Marsan. 

I . 
Soit un arc de grand cercle OX (* ) passant par un point 

fixe O, pris comme pôle; un point M, sur la sphère, est 
déterminé par l'angle MOX, et l'arc de grand cercle OM. 
Quand ce dernier est supérieur à 7r, M aura pour coor-
données a)==MOX et p = — [iit — OM). 

I L 
Considérons une courbe sphérique donnée par l'équa-

tion p = f [ ( ù ) . Pour déterminer la tangente sphérique 
en un quelconque, M, de ses points, nous chercherons la 
tangente trigonométrique de l'angle V, qu'elle fait avec 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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le rayon vecteur correspondant, cet angle étant compté 
comme on le fait en géométrie analytique, avec les coor-
données polaires. 

Soit M' un point de la courbe, infiniment voisin de M, 
et prenons sur OM', OP = OM. Le triangle spbérique 
MPM', rectangle en P, nous donne 

sin M ' = sin MM'sin MP, 
sin M ~ sin MM' sin M'P, 

d'où 
, , sinMP MP 

Or, lare de petit cercle de rayon spliérique OM, et de 
pôle O, est égal à 

sinp.Aw ( R = : i ) . 
Donc 

sinp.Aw .. MP sin P tancV m hm. —^—- X lim. — Ap sinp.Afr) p 
Si nous posons 

l ang{=« , 

on peut écrire 
tangVzz^^,. 

Il résulte de là, que si Ton trace la courbe plane 
on pourra regarder comme correspondants 

deux points pris, l'un sur celte courbe, l'autre sur la 
courbe spliérique p=f((x})y et pour lesquels o) sera le 
même. En deux points correspondants, V a la même va-
leur. 

III. 

Soient maintenant p = J (w), pi == J] (w) deux courbes 
sphériques. Les deux courbes planes correspondantes se-



( =»8 ) 
ront u =y(û>), Uj =:/i(co). Si Ton a ui/j = const., les deux 
courbes planes sont réciproques, langV-f- tangV, = o. 
On peut dire que les deux courbes sphériques sont réci-
proques ou inverses. 

On peut arriver directement au même résultat. De 
lia, = const, on tire 

a' u\ u II' 
1 = 0 ou —- = tanc V 4-tancV, = o, u tt, u' u\ ® o ' ' 

et vice versâ. 
On voit facilement que sur la sphère, l'angle de deux 

lignes est égal à celui de leurs inverses. 

IV. 

La figure sphérique inverse d un cercle est un cercle. 
Soient, en effet, deux petits cercles de pôles P, P, , et 

O un de leurs centres de similitude. Tout grand cercle 
mené par ce dernier point coupe les cercles P et P, sous 
le même angle, et l'on a 

tangV 4- tangV, = o ou uû  = const. 

Donc ces deux cercles sont réciproques. 
Remarque, — Si l'on prend pour pôle un point d'un 

petit cercle, on obtient pour figure inverse un petit cer-
cle, et jamais un grand cercle. Mais avec un pôle non si-
tué sur le petit cercle on peut déterminer la constante de 
manière à obtenir un grand cercle. Enfin la figure inverse 
d'un grand cercle est un pelit cercle. 

V. 

Dans un triangle sphérique, les trois arcs hauteurs, ou 
les trois arcs bissecteurs sont concourants. Transformons> 
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et nous trouverons les mêmes propriétés dans un triangle 
formé par les arcs de petits cercles. 

Si dans un triangle sphérique de base constante, la dif-
férence entre la somme des deux angles adjacents a la base 
et le troisième est constante, le lieu du troisième som-
met est un petit cercle qui passe par les deux sommets 
fixes. 

Le théorème subsiste avec un triangle circulaire* 
Le lieu des points de contact des petits cercles tangents 

entre eux et à deux grands cercles qui se coupent est un 
grand cercle qui passe par les points d'intersection des 
deux premiers. 

En transformant, on trouve que le lieu des points de 
contact de deux petits cercles tangents entre eux et à deux 
petits cercles qui se coupent est un petit cercle qui passe 
par les points d'intersection des deux petits cercles donnés. 

VL 

Les résultais précédents ont été obtenus par une trans-
formation opérée sur la sphère. On peut y arriver autre-
ment. 

Remarquons d'abord que la courbe plane u 
n'est autre chose que la projection stéréographique de la 
courbe sphérique p= j f ( a ) ) , en prenant pour point de 
vue le point diamétralement opposé au pôle, et pour ta-
bleau le plan du grand cercle perpendiculaire au rayon 
qui va au pôle. 

Cela posé, prenons par exemple un triangle sphérique 
ABC de base AB constante, et dans lequel 

A-f-B — C=:const . ; 

le lieu de C est un petit cercle qui passe par A et B. La 
projection stéréographique donne un triangle circulaire 
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plan a^h^ c dans lequel 

a ' \ - h — C — const. 

û et i sont fixes. Le lieu de c est un cercle qui passe par 
a et Transformons par rayons vecteurs réciproques. La 
figure a , c obtenue est la projection stéréographique 
d'une figure sphérique A, B, C formée par des arcs de 
petits cercles, etc. 

Ainsi la transformation étudiée revient à trois trans-
formations successives par rayons vecteurs réciproques. 

NOTE 
Sur la propriété dont jouit le cercle osculateur en un point quelconque 

d'une certaine famille de courbes ^ 
PAR M . A L L É G R E T , 

Professeur de Mathématiques à la Faculté des Sciences de Clermont. 

Le Révérend M. Salmon a remarqué, dans son excellent 
Traité sur les Courbes planes de degré supérieur 10 
et autres), que l'équation polaire 

R'̂ RRR A"* COSWÔ, 

dans laquelle r et B désignent les coordonnées polaires 
d'un point d'une courbe, a un paramètre quelconque et 
m un nombre arbitraire positif ou négatif, comprend une 
famille nombreuse de courbes dont quelques-unes sont 
très-connues : par exemple, la droite (m = — *), le cercle 
(m = i) 5 une hyperbole équilatère (m = — 2) ; la lem-
niscate de Bernoulli (m = 2)-, la parabole (m = — 
une épicycloïde la caustique par réflexion 
d'une parabole, lorsque les rayons lumineux sont per-
pendiculaires à l'axe (m == — f ) , etc. 
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On démontre que la podaire de Tune quelconque d« 

ces courbes appartient à la même famille, et que ces 
courbes se transforment les unes dans les autres par la 
méthode des vecteurs inverses ou par celle des polaires 
réciproques ; les arcs de ces courbes s'expriment aussi 
par les transcendantes elliptiques ou ahéliennes les plus 
simples. (Voir l'ouvrage cité.) 

Je ne sache pas qu'on ait observé encore que le cercle 
osculateur en un point quelconque d'une de ces courbes 
peut se construire presque aussi facilement que la tan-
gente ou la normale au même point, en utilisant la pro-
priété suivante, qui me paraît assez curieuse, et qui con-
siste en ce théorème : 

Le cercle osculateur en un point quelconque de la 
courbe représentée par Véquation précédente 

intercepte sur le rayon vecteur mené au point de con-
tact une corde qui est toujours avec ce rayon dans le 
rapport constant de i à m. 

La démonstration de ce théorème est extrêmement 
facile. 

En effet, si l'on représente par p le rayon du cercle 
osculateur, on sait qu'on a, par une formule très-connue 
(voir, par exemple, le Cours d'Analyse de M . S T U R M , 

r " ' ^ aP' cos/w9 

n« 2S5) 

D'autre part, le cosinus de l'angle u que fait la normale 
à la courbe avec le rayon vecteur mené à son pied a pour 
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expression 

r cos u ' — . 

La corde interceptée par le cercle osculateur sur ce rayon 
est donc égale à 

idry d'r 

Si Ton substitue dans cette formule les valeurs de r, ^ 
d^r et — tirées de l'équation de la courbe, et si l'on prend «0 

ensuite le rapport de la corde au rayon r, on vérifie que 

ce rapport est constant et égal à ^ q j ^ » qu'il fallait 

démontrer. 
Il est non moins aisé de s'assurer, en outre, que la pro-

priété dont il s'agit ne s'applique qu'aux courbes précé-
dentes^ mais je crois inutile de m'arrèter plus longtemps 
sur ce sujet. 

NOTE SUR LA QUESTION 9 2 4 ; 

PAR M . C R E T I N , 

Professeur au lycée d'Angers. 

La solution de la question 924, insérée dans le numéro 
de juillet, se compose de deux lieux géométriques. Un 
seul convient à la question, et voici comment les calculs 
peuvent être dirigés pour le trouver seul. 
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Je conserve la notation de M. Millasseau. 
De l'équation de la développée, on tire 

3 ' ^ 

d'où 

( 

Or, étant donné, le point P de la développée est par-
faitement déterminé. Il en est donc de même du point A. 
D o n c j o ne doit avoir qu'une seule détermination, et on 
vérifiera facilement que 

Cela posé, on a 

( I ) f , 

L'élimination de jS conduit à la seule équation 

^ 2 V ' 

L'équation (i) montre en outre que |3 variant de o à 
l'infini, IX — p varie, de même, d'une manière continue 
de o à l'infini ; d'où l'on conclut que toute la courbe ré-
pond à la question. 

Si pour j 0 on adoptait l'autre détermination on trou-
verait le lieu 

r — ^ / i i H l Z Z i . 
1 \ p ' 

Ann. de Mathémat., o« série, t. IX, (Janvier i87{». 3 
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APPLICATION DU GALGVL DES ÉQUIPOLLENCES A LA SOLUTION 
DES OIESTIONS 9 5 5 , 9 5 6 

(TOir 2* série, t. VLLL, p. iS?.); 
PAR M . B E L L A V I T I S {*) . 

955. — En deux points d^une ellipse on mène les 
normales; la perpendiculaire élevée sur le milieu de la 
corde passe par les milieux des segments interceptés 
entre les normales par chacun des axes. 

( L A G U E R R E . ) 

956. — En deux points d^un ellispsoïde on mène 
les normales. Le plan mené par le milieu de la corde et 
perpendiculairement à cette corde passe par les milieux 
des lignes qui joignent les points de rencontre des nor-
males avec chacun des plans de symétrie, 

( L A G U E R R E . ) 

11 suffit évidemment de résoudre la seconde question. 
Considérons un ellipsoïde dont les demi-axes ont pour 

longueurs a, c*, soient k trois droites égales, pa-
rallèles aux axes, et or, z trois variables assujetties à 
la condition 

- 4 - i ; 

ax^ by, cz seront les coordonnées rectangulaires d'un 
point M de rellipsoïde, et la droite OM, qui joint le centre 
à ce point, sera donnée par Féquipollence 

OM'CI!!:? « . r / byj -4- czk. 

(*) Nous publions la solution de M. Bellavitis comme application du 
calcul des équipollences à une question de l'espace. L'analyse ordinaire 
fournirait une solution aussi simple. (J. B.) 
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Supposons z constant et déplaçons intiniment peu le 

point M : adxi-\- hdyi^ c'est-à-dire ayi — èx;, donnera 
la direction du déplacement, qui n'est autre chose que 
celle de la tangente à l'ellipsoïde menée par le point M, 
parallèlement au plan ij. De même, hzj^ cjk^ azi—cxhy 
sont les directions des tangentes parallèles aux plans jhf 
hi. Donc, la direction 

a b c 

qui est perpendiculaire aux trois précédentes, est la di-
rection de la normale en M. 

Considérons maintenant la droite MN donnée par 
l'équipollence 

M N 

nous avons 

O N -IE O M -F- M N ^ — ^ J xi -F- — yj. 

Celte dernière équipollence ne renferme pas de terme 
en A. Donc la droite ON est située dans le plan principal 
parallèle aux ij^ et le point N est le point où la nor~ 
maie MN perce ce plan. 

Soient M' un autre point quelconque de Tellipsoide, 
N' le pied de la normale en ce point, on aura de même . 

et la corde MM' sera donnée par l'équipollence 

M M ' ^a[x' — y)j z) k. 

Désignons par D le milieu de MM', par E celui de NN', 
3. 
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on a 

2 2 2 

\2 ^ \2 i b / ^ ^ 

On en déduit 

à cause de Tidenlilé 

cette droite est perpendiculaire à la corde MM'. Donc, le 
théorème est démontré. 

DÉMONSTRATION D'IiN THÉORÊUE DE GAUSS 
RELATIF AUX SÉRIES; 

PAR M . CHARLES B R I S S E , 

Ancien Élève de l'École Polytechnique, Agrégé de l'Université. 

Lemme 1, — Le rapport d'un terme au précédent ayant 

pour limite l'unité, mettons-le sous la forme —^— > où 
^ • I H- a 
a a pour limite zéro, la série sera convergente si 
l i m . w a ^ i , et divergente si l i m . « a < ; i . 

Lemme IL — Si lim. wa = i , mettons a sous la forme 

~ 4- jS, où /ijS a pour limite zéro^ la série sera convergente 

si lim.n|3(/. n) > I, et divergente si lim.nj3(/. w) <; i. 
C'est en nous appuyant sur ces deux lemmes, généra-
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leraent démontrés dans les cours, que nous allons établir 
le théorème de Gauss dont voici l'énoncé : 

T H É O R È M E . — Le rapport d'un terme au précédent 
ayant pour limite V unité et étant de la forme 

Un^t __ an^-' . . . 

cest'à'dire s^exprimant par une fraction rationnelle 
de n, il faut et il suffit que 

A — « > I 

pour que la série soit convergente» 
En appliquant le lemme I, on trouve 

(A ̂  4- (B — . . . , 

d'où 
(A « a 

n'^ -h . . . 
d'où 

lim./2a = A — a. 
Donc, s ì a — a ^ i la série est convergente,etsi A — 
la série est divergente. 

Supposons donc A — a = i , et appliquons le lemme l i , 
on a 

I (B — . . 
h S rt * I 

d'où 

d'où 

d'où 

„ft 
, l.n ( B —6)71^- ' 

n n'-

Donc la série est divergente. 
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NOTE ADDITIONNELLE A LA SPIRALE É(}I1IAN6LE; 
(•oír Série, t. VIII, p. b); 

P A E M . W I L L I A M W H I T W O R T H . 

Traduit de The Oxford^ Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics, 
par M. CHARLES BRÏSSE, Ancien ÉlèTc de l'École Polytechnique, Agrégé 
de l'Université. 

Le lecteur a sans doute remarqué que la propriété 
énoncée dans la proposition II de notre premier article 
n'est pas spéciale à la spirale équiangle et appartient à 
une courbe quelconque. En outre, comme cette spirale 
ne dépend pas d'un paramètre linéaire^ mais seulement 
d'un paramètré^angulairey toutes les spirales équiangles 
semblables sont égales, et on peut les superposer de ma-
nière à ce qu elles coïncident dans toute leur étendue. 
Nous serions donc resté dans la vérité en disant : « Le lien 
du sommet Q sera une spirale semblable et égale, » 

Une conséquence intéressante de cette proposition est 
celle que nous donnons ci-après. Quoique presque aussi 
ancienne que la spirale elle-même, elle n'a cependant pas 
encore perdu tout intérêt, comme le prouve une note du 
Mathematical Tripas Examinatioji^ lundi matin, 13 jan-
vier 1862. 

P R O P O S I T I O N . — Si des rayons lumineux émanés du 
pôle d'une spirale équiangle sont réfléchis ou réfractés 
par elle y les caustiques obtenues seront des spirales sem-
blables à la spirale originaire. 

Soient OP, O^ deux rayons polaires quelconques 
de la spirale; OQ, Oq deux autres rayons polaires, fai-
sant respectivement des angles égaux POQ, pOq avec les 
premiers. 

C*) Le lecteur est prié de l'aire la figure, en se guidant sur celle do pré-
l'cilent article. 
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Soit R le point de rencontre des rayons réfléchis ou 

réfractés en P et Q, r celui des rayons réfléchis ou réfrac-
tée en p et q. Alors OQPR, Oqpr sont des figures sem-
blables, e t si Q et ^ tendent respectivement vers P et p, 
les anglesPOQ, pOqr restant toujours égaux Tun à l'autre, 
OPR et Opr sont toujours des triangles semblables. Par 
conséquent, si V, i^sont les positions limites de R, r quand 
íes angles POQ, pOq diminuent indéfiniment, OPV et 
Opv seront des triangles semblables. Mais V, v sont les 
points de la caustique qui correspondent à P, p. Donc 
(Proposition II) le lieu des points V, î̂ , c'est-à-dire la 
caustique, est une spirale équiangle semblable à la pre-
mière. Donc, etc. c. Q. F. D. 

Le fait que la spirale équiangle ne dépend pas d'un pa-
ramètre linéaire semble, à première vue, contradictoire 
avec cet autre fait que son équation polaire en renferme 
un. Mais la contradiction n'est qu'apparente, et disparaît 
si Ton remarque que les équations 

représentent la même courbe dans deux positions difie-

rentes faisant entre elles un angle égal à ~ log ou dans 

la même position si « = ¿ĝ rixi:̂  „n entier quel-
conque. Par conséquent, la constante de l'équation de la 
spirale n'est pas relative à la grandeur de la courbe, ce 
n'est pas un paramètre; elle fixe seulement la position de 
la courbe en indiquant la longueur du rayon vecteur qui 
coïncide avec Taxe polaire. 

La définition de la spirale donnée à l'article précédent 
a soulevé une difficulté. On a dit que le cercle était un 
cas limite de la spirale équiangle, que le centre en était le 
pôle, et que notre définition ne s'appliquait plus à ce cas. 

JNous demanderons aux personnes qui soulèvent la dif-
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(iculté s'il ne serait pas plus exact de dire que la limite 
d'une spirale équiangle dont l'angle approche indéfini-
ment d'un droit est un système de cercles concentriques 
ayant leur centre commun au pôle, en nombre indéfini, 
dont le rayon passe par toutes les valeurs, et qui couvrent 
entièrement le plan. Dans ces conditions, on ne pourrait 
pas dire qu'un cercle est plutôt qu'un autre la limite vers 
laquelle tend une spirale équiangle dont l'angle approche 
indéfiniment d'un droit. 

Porlarlington, i8 février 1862. 

TRISECTION DE L'ANGLE AU MOYEN DU LIMAÇON DE PASCAL , 
PAR M . J O U A N N E , 

Professeur au lycée de Caen. 

Soit l'angle CAB à diviser en trois parties égales : à 
droite et à gauche du sommet A, sur AC et son prolon-
gement, on prend des longueurs égales OA et AD; du 
point O comme centre et avec OA pour rayon on décrit 
une circonférence; puis on décrit sa podaire par rapport 
au point D. C'est le limaçon de Pascal dont l'axe de sy-
métrie est CD. Du point B où le côté AB rencontre cette 
courbe, on mène une tangente BT à la circonférence OA ; 
la ligne AT qni joint le sommet de l'angle au point de 

C A B contact forme l'angle CAT = —^ • 

En effet, il est évident que le point B est le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point D sur la tangente BT ; 
or, si l'on prolonge le rayon OA d'une longueur égale à 
lui-même et que du point D ainsi obtenu on abaisse une 
perpendiculaire sur une tangente BT, en joignant le 

O A B pied B au point A on obtient un angle ABD = ^ 



( 4i ) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 957 
( voir ?" série, t. VIII, p. 479 ) ; 

SOLUTION DE M M . A . B O T T I G L I A ET F . I S A I A , 

Élèves de M. Genocchi, à Turin. 

On décrit sur une droite AB^ comme diamètre^ une 
demi-circonférence A MB, et de Vautre côté de la 
droite AB un rectangle ABB'A' ajant pour base AB et 
pour hauteur une droite BB' égale au côté du carré in^ 
scrit dans le cercle dont AB est le diamètre; puis, d^un 
point M pris arbitrairement sur la demi-circonfé-
rence AMB on mène aux deux sommets A', B' du rec^ 
taiigle les droites MA', MB' qui coupent la diamètre AB 

2 , — 2 —'î 
en des points C, D. Démontrer que AD BC = AB . 

( F e r m â t . ) 

Les deux triangles semblables A A'C, CMP (*) donnent 

A C : C P N R A A ' R M P ; 

les deux triangles aussi semblables MPD, B'BD donnent 

B D R P D — A A ' : M P ; 

de là, 
A C : C P B D : P D , 

{*) La droite MP est la perpendiculaire abaissée du point M sur le dia-
mètre AK. 
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ou mieux, 

A C : A P — A C = ( A B — A D ) : ( A D — A P ) , 

et composant 

A P : A C = ( A B — A P ) : ( A B — A D ) , 

d\)ù 
a b . A C 

A B — ( A D — A C ) 

Les deux triangles semblables A'MB', CMD donnent 

( A D — A C ) : A B M P : M P + I A B Y / Ï ; 

divisant, 

A B — ( A D - A C ) : A D — A C == ^ A B ^ Ï : M P ; 

d'où 
Î V I P = . ( A D - A O A B V / . 

2[AB —(AD —AC)J 
Or, on a 

w' - f -Âp 'zz . AB.AP; 

en substituant, dans cette dernière égalité, les valeurs 
de AP et PM, ci-dessus trouvées, on a 

» 

4 AB\ÂCV2ÂB'.AD -4- 2ÂB".AC'—4ÂB\ AC.AD 

4 Â b \ AC — ̂ Âb'. AC. AD -f- 4 Â b M c ' ; ' 

simplifiant, 

AD ^ - ^ c ' — 2AB.AC 
o u 

AD V ( AB — BC)̂  zrr 2 AB ( AB — BC) ; 
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enfin, faisant les produits et simplifiant, on a 

2 2 2 

A D + B C A B , 

ce qu'il fallait démontrer (*). 

Nous avons aussi trouvé la solution par la Géométrie 
analytique ; mais elle est trop simple, nous ne l'envoyons 
pas. 

Note. — Le même théorème a été démontré par MM. J. Mouchel, con-
ducteur des Ponts et Chaussées à Albert (Somme) ; Burtaire, Mattre auxi-
liaire au lycée de Nancy; Chadu, Maître auxiliaire au lycée de Bordeaux; 
Laverlochère, élève de Mathématiques spéciales au collège Stanislas; 
Viaud, élève, à la Rochelle; Kruschwitz; H. Lez, à Lorrez-le-Bocage; 
K.-P. Pourcheiroux, à Paris; O. Callaudreau, à Angoulème; Berger et 
(^haurin, élèves de la classe de seconde au lycée du Mans. 

(*) L'égalité à démontrer : AD^-f-BC =::.AB' se réduit à CD' = 2.AC.BD, 
en y remplaçant respectivement AD, BC, AB par AC -j- CD, BD -t- CD, 
AC -h CD -h BD. Or, si l'on prolonge la perpendiculaire MP jusqu'à ce 
qu'elle rencontre la droite A'B' en un point P', la similitude des trian-
jjles MA'P', CAA' donnera 

MP̂  A'P' 
AA' ~ ~AC 

on aura de même 

AA' BD 
De là 2 

A'F.R'P' MP 

A A' AC.HD AC.BD 
Mais 

MP CD 
donc 

2 
A'B' CD _ CD 

AC.BD* c. Q. F. I>. 

(G.) 
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Sur la question 870 
( voir 2* série, t. VIlï, p 463 ); 

PAR M . T E R R A T S , 

Professeur au collège d'Arras. 

Dans le numéro d'octobre des Nouvelles Annales de 
Mathématiques^ la question 870 se trouve résolue d'une 
manière fautive, ou plutôt l'auteur de l'article a substitué 
à la question proposée la question suivante : Trouver le 
lieu des centres de courbure des sections perpendiculaires 
à une même génératrice, sur une surface gauche. Après 
avoir substitué à la surface proposée l'hyperboloïde oscu-
lateur le long de la génératrice considérée, il fait, en 
effet, une série de sections par des plans perpendiculaires 
à cette génératrice. Ces plans ne sont pas ceux des sec-
tions principales, parce que les tangentes aux sections 
principales en un point de l'hyperboloïde, sont les bissec-
trices des angles que font les deux génératrices qui passent 
en ce point. Je proposerai pour la question énoncée par 
M. Darboux la solution suivante : 

Substituons encore à la surface gauche Thyperboloïde 
osculateur le long de la génératrice considérée. Mais pre-
nons cette génératrice pour axe des X et non des Z, afin 
d'éviter l'indétermination qui se présenterait dans le cal-
cul des coefficients différentiels p et q. 

L'équation de cet hyperboloïde sera évidemment de la 
forme 

(i) A ' ' S - ' 2 C ' j - f - 2C"s === o. 

.Les équations de la normale au point (x, o, o) sont 
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La surface lieu des normales le long de la génératrice est 
donc 

Y _ Z 

ou 
B'XY —B' XZ H-C'Y —C'Z = o, 

équation d'un paraboloide hyperbolique. 
Il reste à trouver une seconde équation. Or, on sait 

que les Z des centres de courbures principaux en un point 
( x , / , z) d'une surface, sont donnés par l'équation 

Il faut ici supposer z = o, et calculer 
P, qy s, t. 

Pour cela, différentions l'équation (i) par rapport à x , 
puis par rapport à y . Nous trouverons 

k" zp -f- ̂ yp -f- B' z -f- B'jy? + B"jr + C"p = o. 

Différentions maintenant les équations (2) par rapport 
à .r et J". Nous trouverons de même 

i M'p^ -4- M'zr Bjrr -h B> -h Wp + B ' - f - a ' r = o, 

( A' -h A'' ̂ 2 + A'' zi -f- B7 -f- Bji-h B ̂  -f- B' xi -4- / — o. 

De ces équations on déduit pour le point [x^ o, o) les 
valeurs 

qui doivent être substituées dans l'équation simplifiée 

( 4 ) s'Z'-h tZ-~{l -hq') = 0. 



( 4 6 ) 
Il faudra «»sigile éliminer x entre Féquation obtenue et 
l'équation X == x . Ce qui revient à remplacer dans (4), 
<7, 5, t par les valeurs 

B ' X + C ' ' ^ " B ' X - I - C ' 

Le résultat sera une équation du quatrième degré entre 
X et Z. Elle représente un cylindre parallèle à l'axe des Y. 

L'intersection de ce cylindre avec le paraboloide des 
normales sera la courbe demandée. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre à M, Bourget, 
Une erreur s'est glissée dans la rédaction de la ques-

tion 960. Il existe bien, pour chaque surface du second 
ordre, un groupe de surfaces du même ordre qui jouissent 
de la propriété indiquée, mais ces surfaces ne sont pas 
homofocales à la première. 

Permettez-moi, en faisant ici cette rectification, d'en-
trer à ce sujet dans quelques détails qui, malgré leur 
simplicité, pourront peut-être intéresser vos lecteurs. 

Proposons-nous cette question : Trouver deux sur-
faces S ei 2 qui se correspondent point par point, de 
telle sorte que le plan mené perpendiculairement à 
la corde qui joint deux points quelconques k et ^ de 
la surface S et par le milieu de cette corde passe 
par le milieu de la corde a|3 qui joint les points cor-
respondants sur la surface 2. 

S o i e n t z ) les coordonnées d'un point quelconque 
de S et r}, Ç) les coordonnées du point correspondant 
de 2 , en sorte que y], ̂  sont des fonctions actuellement 
indéterminées de x, j et z ; soient encore z') les 
coordonnées d'un autre point arbitraire de S et yj', Ç') 
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les coordonnées du point qui lui correspand sur S. Si les 
deux surfaces S et 2 jouissent de la propriété énoncée 
ci-dessus, on devra avoir 

^ ' M [ y - y ' ) + = O . 
Supposons maintenant que les relations qui existent 

entre les points correspondants des deux surfaces soient 
de la forme 
( 2 ) l ^ m x , 

m^ n et p désignant des quantités constantes, l 'équa-
tion (i) deviendra alors 

OU bien 

On satisfera donc d'une façon générale à l'équation (i), 
quels que soient les deux points donnés, si on les assu-
jettit à rester sur la surface du second ordre 

— {n — i ) y - h { p - - i ) z ^ = : const. 

Faisons la constante égale à et m — 1 = — , 

n — I =z — ̂  p — 1 = -'1 a^^ et c® étant de nouvelles 

constantes, l'équation de la surface S deviendra 

et l'équation d'une quelconque des surfaces 2 sera, en 
vertu des formules de transformation (2), 

a^x^ __ 

équation où ï désigne un paramètre arbitraire. 
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Il résulte immédiatement, soit des formules (a)^ soit 

encore de la propriété même qui a servi à définir les 
surfaces, que la droite qui joint un point quelconque A 
de S au point correspondant de S est normale en S au 
point A. 

On voit immédiatement que les surfaces S peuvent être 
regardées comme le lieu des points qui partagent dans un 
rapport constant les portions des normales interceptées 
entre la surface S et un quelconque des plans de symétrie 
de cette surface. 

Si l'on fait successivement == — a^, — b̂  et — c^, 
la surface S se confond tour à tour avec les tix)is plans 
de symétrie de S; on peut donc faire correspondre cha-
cun de ces plans avec S, et point par point de telle sorte 
que le mode de correspondance jouisse de la propriété 
indiquée. Le point correspondant sur un des plans de 
symétrie a un point donné A de S est évidemment le 
point de ce plan où passe la normale en A à la surface; 
d'où la solution d'une question que j'ai proposée dans les 
Nouvelles Annales. E . L A G U E R R E . 

QUESTION. 

978. Soit une conique ayant pour foyer le point F , et 
soit n le pied de la perpendiculaire abaissée d'un foyer F 
sur la directrice correspondante; du foyer, abaissons les 
perpendiculaires Fm et Fw' sur deux tangentes quel-
conques et la perpendiculaire ¥ n' sur la corde qui joint 
les points de contact des tangentes; les quatre points m, 
m', n et n' sont sur une même circonférence, et ils par-
tagent cette circonférence harmoniquement. 

( E . L A G U E R R E . ) 
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M N M M SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES 
HES 7/ PREMIERS NOMBRES ENTIERS; 

PAR M . ÉDODARD L U C A S . 

1. Considérons le carré formé en plaçant les unes au-
dessous des autres n rangées horizontales de n unités; on 
peut, comme on sait, g rouper les n^ unités de ce carré 
de manière à représenter la série des nombres impairs, 
et Ton voit facilement ainsi que fa somme des n premiers 
nombres impairs est égale à 

On peut;, de là façon précédente, déterminer un cer-
tain nombre de sommes, et trouver, en particulier, quel-
ques relations simples entre les sommes des puissances 
semblables des n premiers nombres entiers. 

2. Considérons le carré formé en répétant n fois la 
rangée horizontale des n premiers nombres et décompo-
sons ce carré de la même façon que nous Tavons fait ci-
dessus. 

La somme de tous les nombres renfermés dans le carré 
Ann, de Mathcmat., 2® série, t. IX. (Février 1870.) 4 
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est égale à n fois la somme s^ des n j3remiers nombres, 
c'est-à-dire à 

D'autre part, la somme des termes contenus dans le 
groupe se compose de deux parties : la partie horizontale, 

1 2 3 1 4 

' 2 3 1 4 

I 2 3 4 

I 2 3 4 

qui est égale à la somme des p premiers nombres, et la 
partie verticale, qui est égale à {p — Donc la somme 
des termes d^ groupe est 

et, en additionnant tous les groupes, on obtient, en dési-
gnant par la somme des carrés de n premiers nombres, 

3 I 
— Sj — — Si — , 
2 2 2 

d'où l'on tire 
n { n - i - i ) ( 2 / i -+-1) 

3. Considérons encore le carré formé par la table de 
Pythagore^ la somme des termes renfermés dans cette 
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table est égale à la s o m m e 5i des n premiers nombres 
mul t ip l i ée par (i + a 4 - 3 -H . . . -4- w), c 'est-à-dire égale 
à 

! . 
! 

3 4 
i j 

4 6 8 

1 3 6 9 la j 

1 4 8 12 i 6 

D'autre part, la somme des termes du groupe est 
égale à 

( I 4- 2 -h . . . -h /' ) ^ ~ 

Donc, en additionnant tous les groupes, on a 

et on retrouve ainsi ce théorème connu, que la somme 
des cubes des n premiers nombres est égale au carré de 
la somme de ces n premiers nombres. 

4. En opérant de même sur le carré formé en prenant 
les carrés des termes de la table de Pythagore, on voit 
que la somme de tous les termes est égale à et que la 
somme des termes du groupe est égale à 

-h -+-3' . . .-h p^) — p'^ Ç I ) ; 

d'où l'on tire 
3 s]. 

5. Eli appliquant le même raisonnement au carré 
formé des cubes des termes de la table de Pythagore, on 

4-
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( 5?. ) 

6. Au lieu de la série des nombres entiers, on peut en-
core considérer celle des nombres triangulaires, pyrami-
daux, etc.; celle des sinus des multiples de l 'arc X'̂  celle 
des puissances successives d 'un nombre donné, etc. 

Prenons, par exemple, le carré formé de la manière 
suivante. On dispose sur une ligne horizontale les noni-
hrt's 

I I r 1 
1.2 2.3 3.4 n(n 1} 

dont la somme est, comme on sait, égale à ^ ^ ^ ? et on 

multiplie successivement tous les termes de cette ligne 

par chacun des termes — ^ VT^^ pour former * 1.2 2.3 3.4 
les i'"^, . . lignes d 'un carré de n^ termes, dont 

la somme totale est é^ale à 

D'autre part, en décomposant ces groupes comme précé-
demment, on voit que la somme des termes du groupe 
est égale à 

r r I ï i l I 
-{- ij 772 773 • • • i)^ ~ /y'{p H-1)^' pip 

ou égale à 

et, en faisant la somme de tous les groupes, on a 

p:=n p=zn 

2 

P=z% p=x 
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Si Ton fait, en particulier, = oc , on trouve 

p=i 
d'où Ton déduit 

I I I — __ ^ 

T T ? t) 

TRIANGLES ET CONIQUES COMBINÉS, 
PAR M . N E U B E R G ; 

Professeur k l'Athônée royal de Bruges (Belgique). 

M. Faure a énoncé dans les tomes XIX et XX des 
Nouvelles Annales, plusieurs propriétés très-intéres-
santes des coniques qui peuvent être considérées comme 
résolvant le problème de détermin(.r les axes de ces 
courbes, quand on en connaît le centre et un triangle 
inscrit, conjugué ou circonscrit. Je me propose ici le 
même problème en substituant au centre un foyer. Dans 
cette recherche je trouve quelques formules que je crois 
nouvelles, et j'arrive également aux deux théorèmes 
énoncés par M. Faure dans le tome XX des Nouvelles 
Annales., pagfî 21 5. 

En supposant des axes coordonnés rectangulaires pas-
sant par le foyer F, une conique peut être représentée 
par l'équation 

(i) œ''y^ z=i[mxnypzY (où z zz: i). 

{*) Puisque Von a 

J. i i —"tll 

(ShRRET, Traité de Trigonométrie^ p. 224. 
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Les expressions des axes peuvent s'obtenir comme il 

suit. Pour avoir le paramètre qui est la longueur du 

rayon vecteur parallèle à la directrice, il suiBt de faire 

dans Téquation (i), mx -f- nj = o, ce qui donne ^ ~ /?. 

L'excentricité numérique ^ ou y / 1 — ^ égale au rap-
port constant des distances d'un point de la courbe au 
foyer et a la directrice ou égale à n^. 

Des relations — i^p^ i — ~ = m* -f- /i®, on tire, en 

posant I — M^ — N̂  = 

(2) az= . t , h ' - ^ t , a - ^ b ' ^ ^ , 
q q 

Soient maintenant 

f i n ) , ( î ^ M , = = 
z, z, / \ z , Z2/ z^J 

les cordonnées cartésiennes homogènes des sommets d'un 
triangle AjAgAg inscrit, conjugué ou circonscrit à la 
conique (i), S sa surface, K le rayon du cercle circonscrit 
et «1, aj , «3 les longueurs des côtés. Désignons par X^^ 
Y ,̂ Z,. les dérivées suivant .r^, jv-» z,. du déterminant 

X, Ti z, 
y., z, 

•̂ .i > 3 • Z3 

et posons, pour abréger, 

^rs = .̂ r JCs -f- JrJsy tr ~ m X^ U J r p Zr, 

Les valeurs de p et q̂  et par suite les axes, peuvent se 
déduire des quantités i,, / j , /g qu'on peut déterminer 
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facilement dans les différents cas. Car, en résolvant les 
équations 

mXr-\-nyr-^ pZr—tr (r=: ï ,2 ,3) 

par rapport à M, TI, on trouve (*) 

Ji z,) (3) 

(4) 

(5) P = 

2S 

i'^i ^ g.) 
2S 

(ô i r . 
2S 

La formule (5) donne aussi 

ou 

Des équations (3) et (4) on conclut 

Le second membre prend une forme très-simple en le 
considérant comme le résultat de la multiplication des 
deux systèmes d'éléments 

I o o o o 
O I J-I U S J ' ^ 

o I J 2 T ^ S L — L I 

O I X^ Y , T , S F ^ I 

o o o 

J l ti ^/HT 

t2 
Xz tz 

( * ) Pour représenter un déterminant, nous écrirons souvent la pté-
mière ligne enti^ parenthèses, si les autreis lignes s'eti déduisent par de» 
permutations circulaires des indices. 
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o I I r 

pn^^î pu — f i f j pi3 — 'ti, 
p-i. ~ t, t^ pVi — tl p,3 — 

P31 ^ — P33 

(6) 

Triangle inscrit, — En exprimant que les sommels^ 
sont situés sur la courbe, on trouve 

Rj , Rj , Rs étant les longueurs des rayons vecteurs FAj, 
FAg, FAg affectées de signes convenables (*). Désignons 
par Wj, Wg, les angles que font ces rayons avec l'axe 
des X ; nous aurons 

Xi :==. R , COSw,, X-i R.^ COSW2, .T^ = ± R3 COSW3, 

jTi R, sin 0),, y-i — R^ sin y^ z t R3 sin W3. 

On tire de là 
P12 — i, = R, R2 (cosw, C0SW2 H- sinw, sin wj — 1} 

(*) On sait qu'il existe quatre coniques qui passent par trois points-
donnés et ont un foyer en un point donné. L'une d'elles est une ellipse» 
une parabole ou une hyperbole dont une même branche passe par les 
trois points donnés; les trois autres sont des hyperboles dont une branche 
passe par deux des points et l'autre par le troisième point. Pour la pre-
mière courbe, nous pouvons supposer R,, R„ R, positifs; pour les trois 
autres, nous admettons que A. et A, désignent les deux points situés sur 
la même branche, et nous considérons Rj et R, comme positifs et R̂ . 
comme négatif. 

Voir ia Géométrie analytitfue de MM. Briot et Bouquet, 4® édition^ 

Pn —i?. — O, pj, — i^^rzzo, P33— G; 
d'où 

/, — R, , t-i — Rj, t-i — R3, 

P23 — t̂  — 2R2R3 sin-| (wj ~ Wj) 
OU = — s R î R s C O S ^ C w i — Wa)» 

p3i — ^ = ~ ^RsRt sin'^l (W3 — w. ) 
OU — 2R3R, — w,); 

y 
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err sabs ti lu ant ces valeuris dans les forniiules (5), (5') 
et (6), il vient 

R,Z, -f- R^Z,-f -RsZa ^ ^ ^ ' 

- ^S'p' — — t, t,) (p,, — ) (p3. — h^i) 

OU 

^ ^ sin i ( R, R,) sin - ( R,R3 ) sin - ( R,R. 

S 2 2 2 

^ ^ ^J^l^ sin^ (R,R,)cos^ (R3R3)a>s^ (R3R.); 
^S'q — — — + 22(p,.> — (p23 — ̂ i'î) 

ou 

y ~ " y s i n H i t 
S' 

R. 

7 — g, • 
sin^KR.Ra) cos^KRaR^) 

R ] B Î 

_ cosHlRsR.) 
R? 

sinH (R.RQcosHlR.Ra) 
^ ^ R3R. 

sin^KR.RQcos-^HRaRr) 

cos -̂HR2R3)COS^{(R3R,)' 

-f- 2 

+ ' R , R , j 

De là on conclut facilement les expressions de h^ 
eta'b^ 

Si la conique (i) est une parabole on a ^ = o, ou, en 
décomposant la première valeur de q en facteurs, 

sin^(R.R,) ^ sinKR.Rs) ^ sin^R^R,) _ ^ 
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Triangle conjugué. — On a les équations de condition 

pli — 

on en déduit 

P23 — t̂ t̂  — o, p-i, — iji, — o; 

doù 

,2 P'̂ P'3 2 __ p21p» , _ p3. P32 l , 5 ' 3 ' p23 p3l P12 

Pli — —̂  — (pu P23 — pispi: 
p73 

I 

p23 

I 

P23 

•̂ 3 H- 73 J. «2̂2 -4- J3 r2 
'̂t r, 

JS 

Z3Z, 
P22 - ^ 

rai 

par conséquent 

J . Z.Z3 

P23 

z . z , 

PnPasPsi 
Z,Z,Z3 

Pl2p23p5 
•^Z.p^a . 

Pour reconnaître la signification géométrique de ces 
résultats, transportons les axes coordonnés parallèle-
ment à eux-mêmes en un point quelconque du plan 
Al As Ag. En appelant a, B les coordonnées du foyer, il 
faut remplacer et j v p^r Xr — a et par y^—jS. On 
aura ainsi : 

X,) — p (y, -f-jr,) 4 - -hjr, js-

En considérant a, |3 comme des coordonnées courantes, 
l'équation p,., = o représentie évidemment un cercle, et 
comme elle est satisfaite par a = Xr ou x, et ^ = ou 
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et que le centre a pour coordonnées f l i - f ? v l î - Î l ^ , elle 

représente le cercle décrit sur le coté A,. A, comme dia-
mètre. Donc, si Ton désigne par y\ les puissances 
du foyer F par rapport aux circonférences décrites sur les 
cotéi ag, a^ comme diamètres (ou les carrés des tan-
gentes menées de F n ces circonférences), on aura 

pn^nU Pn—y], 

Les quantités Zj, Za, Z® représentent (au signe près) 
les doubles des aires des triangles FAj Aj, FAs Ai, FAi A^] 
en appelant i j , cJj, â̂  les distances de F aux côtés â ^ 
«3 du triangle, on aura 

Z, Z J — «3(^3. 

Remarquons aussi qu en regardant a, j3 comme des coor-
données courantes, les équations Zj— Zg = o, = O 
représentent les côtés du triangle. 

Comme Z,, Zg, Z3 sont les mineurs du déterminant 
(.r, — a, Yi — jS, Zi) par rapport aux éléments z, on 
peut écrire SZ,pas = (xj — a, j , — (3, p^s). Remplaçons 

par — 
en ajoutant les deux premières colonnes multipliées par 
— a et j3 à la troisième, on aura 

1 0 0 o 

et si nous ajoutons aux trois dernières colonnes la pre-
mière, multipliée successivement par 
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il Vient 

P23 — 

I a p 

1 jf, y , 

I x^ j-j 

I J3 
+ J3 Jl 

Sous cette forme, on reconnaît queZZip^s = o est l'équa-
tion d'un cercle, et comme le coefficient de (a^-j-p^) 
est 4S, on peut poser 2Zi pag = ¿ ¡ S e ^ étant la puissance 
de F par rapport à ce cercle. On peut démontrer facile-
ment que ce cercle est celui des neuf points du triangle. 
Car l'équation SZj p̂ g ~ o est satisfaite en posant Z , = o, 
pi2 = O, pi3 o ; les trois dernières représentent le côté a^ 
etles circonférences décrites surag et^s commediamèlres, 
et ces trois lignes se coupent au pied d'une hauteur. Le 
déterminant 

[j:. —a, r.—p, 

s'annule encore, comme acquérant deux lignes identiques, 
en posant 

(J : , - a ) , p : = : : : -

c'est-à-dire 
n J r -H OL Z=2 î p =Z 

(coordonnées du milieu de 
Les formules cherchées sont donc cause de 

S, b' ^ s, s, 
7 7 73 7« 7^7 

717273 s, s, s. 
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La dernière relation donne le second des théorèmes de 

M. Faure, énoncés t. XX, p. 2x5. 
En considérant a , |3 comme des coordonnées coti-

rantes, ou y,, comme des fonctions de circon-
férences, et Ji, comme les fonctions des côtés du 
triangle, les équations ci-dessus donneront les lieux des 
foyers des coniques conjuguées au triangle AjAgAs et 
dans lesquelles le paramètre, le rapport des axes, l'un 
des axes ou le produit des axes sont constants. 

Pour avoir les lieux des foyers des paraboles ou des 
hyperboles équilatères conjugués au triangle Ai Ag As, 
il suffit de faire ^ ™ o ou <7 = — 1 • on trouve, pour le 
premier lieu, s® ~ o ou le cercle des neuf points, et pour 
le second y\ y\ -I- §i = o ou une courbe du 
sixième degré, admettant comme points doubles les som-
mets et les pieds des hauteurs et passant par les points 
circulaires à Tinfini. 

Il serait facile d'exprimer p et ^ en fonction des rayons 
focaux FAi, FAs, FA3 et des angles que font ces rayons 
entre eux; il suffirait de remplacer et y^ P̂ *̂ ï^r cosw^ 
et R,. sinc*)̂ . On trouve ainsi, par exemple, 

^ ^ sin2 (R.R.). 

Triangle circonscrit, — 
condition (*) 

P n - Î Î 
p21 — t, 

il) ' 
P32— 

P13— tz 

On a les trois équations de 

P2.- tl 

P23 ti 

PB." 

Ptt-

t, t. 

(*) Pour trouver ces équations, on peut suivre la marche suivante, in-»-
diquée par M. Salmon dans son Traité des sections eoniifues. On conçoit 
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Pour trouver les valeurs de A, ig, ig. ou mieux celles 
de prs — ir ' i l remarquons que les quantités p sont liées 
par réquation identique 

o , 

pu Pia pi3 

Ps) Pî2 p23 

P3I p32 P33 

dont le premier membre est le carré de (xj j j o). 
Par conséquent, en désignant par p',,̂  le mineur du déter-
minant (8) qui correspond à l'élément p,.̂ , les mineurs 
du réciprofjue 

p\. P'i 2 p', 3 

P2 2 P'23 

h, i P'32 P3. 

sont aussi identiquement nuls (*), et on a 

(9) 
^ . Pi 2 rrz 0 . p'22 P23 — 0. P33 P'31 

P'2. P'22 P3 2 P'33 h 3 PI , 

Comme les déterminants (7) et (9) sont symétriques et 
de forme semblable, on est naturellement conduit à exa-
miner s'il n'existe pas des facteurs Uj, pj, pg et de valeurs 
de /j , ig, /s, tels qu'on ait identiquement 

p.. — " pi 1 ' P22 — = P2 2 ? P33 — ~ p'2 3 ; 
p.2— , 

P23 — p\ 3 , 

P3l — =h V/P3 Pi p3 , • 

les coordonnées des points d'intersection de la courbe (i) par une droite 

telle que A, A,, mises sous la forme — ^ et on ^ ' ' w, z, -h m, ẑ  m̂  ẑ  -+- m, 
exprime que l'équation 

qu'on obtient en écrivant que ces points sont sur la courbe, donne deux 
valeurs égal«« et de même signe pour le rapport w, : m,. 

( * ) Y&ir Baltwr-Houël, page 51. 
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On trouve que cette identiiication est possible en po-

sant (*) 
Pn p17 P33 

P22P33 pszpii PUPTJ 

et comme on a p'̂ ^ = on obtient enfin 

Pil—t, 9 p22 / j 9 P33— , 
P25p33 P33pn PMP22 
p. ,^ t,t^:=±:sllpu-- (p22— t 2l î 

P3, - Î3 f. == ±: V(p33-Îr)Tp..— ) ̂  

Quant aux doubles signes placés devant les radicaux, il 
faut prendre les trois radicaux avec le signe —, ou un 
seul avec ce signe, suivant que les trois contacts du trian-
gle avec la conique ont lieu sur les côtés mêmes ou qu'un 
seul contact est intérieur et les deux autres extérieurs 

Portons maintenant ces valeurs dans les équations (5) 
et (6). Pour pouvoir développer plus facilement les dé-
terminants, nous diviserons les lignes et les colonnes res-
pectivement par 

( * ) On écrit, par exemple, 

— ^ ^ —tïllllir, EilPl}\, p\ 1 — P« p33 — Pî« — —— l pli — TT" } ' Pu \ PitPii / d'où 
et Pu 

Psi Pas Pu Psa 
(** ) Car, suivant que le point de contact est situé «ntre Â  et A„ ou se 

trouve sur le prolongement de Â  A,, le rapport m^ : wa, (voir l'une des 
notes précédentes) doit être positif ou négatif, et par suite le terme du 
milieu de l'équiition nl\{p^^ — /J . . = 0 est négatif ou positif. Quand 
il n'y a qu'un seul contact intérieur du triangle, nous le supposerons sur 
le côté a.. 
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I - I 
- I I qr i 

H=i i 

= - 4 
o u 

et 

pllp32p33 

Z.ZjZ. 
R , R2 R.3 

o I I 

X 

v/pu— ÎÎ Vp22—tl 
2 i —ï q=i 

o u 
Z| Z2Z3 

SR^R^R^ 

Pour avoir la signification géométrique de la quantité 
SZi pii, suposons encore l'origine des axes coordonnés en 
un point quelconque. Il vient 

OU, en ajoutant à la troisième colonne les deux premières 
multipliées par 2a et par 0.|S, 

1 0 0 o 
I — a - ^ Î - H r ? — ( a ' H - P ' ) 

I — « Ja—p J3 — {«'H-

-S ZipM 
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et eu ajoutant aux trois dernières colonnes la première 
multipliée par a, par /3 et par (a®-f- jS*) 

a p â^ -h 
r. 

j3 

On voit immédiatement que l'équation o est 
Téquation d'un cercle et comme le déterminant devient 
nul par les hypothèses a ~ x,., /2 =Jr- i ce cercle passe par 
les sommets du triangle. Donc, en désignant par yj® la 
puissance du foyer F par rapport à la circonférence cir-
conscrite au triangle AjAgAs, et en remarquant que le 
eoefficient de (a^H- est — 2 S, on aura 

Les formules relatives aux axes sont donc 

on 0 
4 R R.K.R3 

R.R^R. 

7 = BRrĵ  

2 R 

R^R^R^ 

^ a ' h ' — — 2 R 

La dernière formule donne le premier des théorèmes 
énoncés, par M. Faure, dans les Nouvelles Annales^ t. XX, 
p. 215. 

Des relations que nous venons de trouver, on peut aussi 
conclure les lieux des foyers des coniques inscrites à un 
triangle fixe et dans lesquelles le paramètre, le rapport 
des axes, l'un des axes au le produit des axes sont con-
stants. En faisant g =z o on q = — i , on aura les lieux 
•des foyers des paraboles ou des hyperboles équilatères 

Ann. de Mathémat., 2« série, t. IX. (Février 1870.) 5 
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inscrites au triangle Aj AgAj; le premier lieu est ia cir-
conférence circonscrite, et le second une courbe du 
sixième ordre, passant par les points circulaires à l'infini 
(ît par les sommets du triangle. 

APPLICATION DU CALCUL DES ÉQUIPOLLENCES A LA RÉSOLUTION 
D'UN PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE; 

PAR ÉMILE FRANÇOISE, 
Profosseur au lycéo de Touiozi. 

L 

Construire un polygone^ connaissant les sommets des 
triangles semblables à un triangle donné construits sur 
ses côtés. 

Soient A', C , . . . , H' les points donnés; A, B, 
C,. . . , H les sommets du polygone que l'on se propose de 
construire. Connaissant la forme du triangle A A'B, 
BIVC, . . . , on connaît les rapports égaux 

~â7B F c H T 
' I ) = — — = — NI' ' . 

A'A B'B H'H 

La considération des triangles A'BIV, B ' C C ^ . . . , 
H'A A' nous donne la série des équipollences 

. . — c e — B ^ , 

— A'A -4-/îz«H'H = H'A' . 

En résolvant ce système d'équipollences comme un sys-



( 67 ) 
tèine d'ëqualioîis du premier degré, on obtient 

ni"̂  _ y o . . o A ' B ' — I o . . . o 
o A?/« —, . . o B ^ nî  — I . . . o 
o o nî  . . o c ^ o ni'' . . . o j 

— I o o ni'' H'A o o . . . ni'' \ 

ou bien, A désignant le nombre des côtés du polygone 
cherché, 

construction géoniétrique. Soient (*) 

Ô M r n I e t O N = n r . 

Le triangle JNOM est semblable au triangle BA'A. Sur 
la direction de OM je prends 

gr.OM' = gr.ON, 

et par le point M' je mène M'N' parallèle à MN. Je 
construis une droite faisant avec OM un angle double 

de NOM, et je décris du point O comme centre, avec 
gr.ON' comme rayon, un arc de cercle qui cou{>e en N, 
1 e côté de cet angle 

on; /2a. 

je construis de la même manière la droite 

D'ailleurs 

MNjt_, n^ i^" — I . 
(*) Le lécteur est prié de faire la figure. 

5. 
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Cela posé, sur A'B', considéré cpmme côté homologue 

deOM, je construis un triangle semblable au triangle 
sur B ^ ' un triangle B'C'Bi semblable à 

O M N , _ 3 , . . . . 
r.a somme 

P Q r = Â ^ - f - B ^ -4- . . . H- i f Â ' 

représente le rmmérateur de Texpression de A' A. 
L'équipollence 

Â ^ _ ^ 
I "" MÑ7I7 

montre que A'A est une quatrième proportionnelle aux 
trois lignes OM ou i , et MlN^^i. 

Le point A une fois déterminé, on achève sans difficulté 
la construction du polygone. 

I L 

DISCUSSIOTV. — Lorsque n est différent de Vunité, 
c'est-à-dire lorsque les triangles A A'B, BB'C, . . . ne 
sont pas des triangles isosceles ayant pour bases les 
côtés du polygone ABCD. . . H, le dénominateur de 
Vexpression (3) est différent de zéro. Quel que soit 
le polygone A 'B 'C ' . . .H , le problème est possible et 
n admet qu'une solution. 

Je suppose maintenant // = i. 
Dans cette hypothèse, le dénominateur du second 

membre de Téquipollence (3 ) devient 

on 
/ xai \/i:at awiX / iza, i 2 (A" — i)«»^ 

(/*«_,) (6~ - ij [e~ ^ e~ ) , , . [e~ - 6 * j' 
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Le numérateur 

/(A-i)a -f- £(*-«)« B ^ ' - 4 - . . . -f- H ^ 

peut, à cause de la relation 

être mis sous la forme 

Â^ ' (/(*-!)« _ I j -h B' C ( — , ) 4 - . , . — o. 

Il est divisible par i® — i. 

Pour a = o, c'est-à-dire quand l angle au sommet 
des triangles semblables A A'B, B B ' C , . . . , ou, ce qui 
revient au même, V angle NOM est nul y le problème est 
déterminé, 

L'équipollence 

montre que le polygone ABCD.. .H se réduit à un 
point. 

Lorsque a prend Tune des valeurs 

/ 4 — I . , 
i 7 impair, I A" 2 

. . . 4 8 12 1 (4) y ou 

4 • , - - SI i est pair, , n 2 

c'est-à-dire lorsque Vangle au sommet des triangles 
isosceles est un multiple de Vangle au centre y Vex-
pression de A'B' est nulle. Le problème est en général 
impossible. 

Toutefois^ si Véquipollence 

(5) 
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est satisfaite par Viine des ^valeurs de a comprise dans 
la suite (4), le problème est indéterminé pour cette va-
leur de a. 

Lorsque A est un nombre pair, la dernière des va-
leurs (4) de a est égale à | ^ = 2. La valeur correspon-
dante de l'angle A A'B est de deux droits. En d'autres 
termes, le point A' est le milieu du côté AB. Il résulte de 
là que les sommets d'un polygone d'un 

nombre pair de côtés ne sont pas en général les milieux 
des côtés d'un autre polygone A B C . . . H d'un même 
nombre de côtés. 

Pour que ce second polygone existe, il faut que les cô-
tés du premier satisfassent à l'équipollence 

( 6 ) -

Le polygone ABC. . . est alors indéterminé. 
F̂ n combinant l'équipollence (6) avec ia suivante 

(7) YB' ^Wâ ^ OB'-^...-^WA'^o, 

on obtient 
S A 'B ' - f -C^D' - 4 - . . . :r=:o, 

] Wa -f-d'Y' -\-.,.=:o. 

Ces deux dernières équipollences expriment que les 
côtés de rang impair du polygone A ' B ' C ' . . . H ' sont 

équipollents aux côtés d'un polygone forme de ^ côtés ̂  
et qu'il en est de même des côtés de rang pair. 

Si les points A', B', C , D'sont au nombre de quatre seu-
lement, les équipollences (8) se réduisent aux deux sui-
vantes : 

ft|) . 
f B'C'h- D'A'rrr o. 
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Ces deux ëquipollences expriment que le quadrilatère 
A'B'CD' est un parallélogramme : oe qui est connu. 

III. 

Du triangle, — L'angle au centre du triangle est égal 
à I20 degrés. 

D'après l'analyse précédente, si Ton construit sur les 
côtés d'un triangle quelconque ABC des triangles iso-
scèles semblables, AA'B, BB'C, CC'A ayant leur angle 
au sommet égal à 120 degrés, il existe entre les posi-
tions des points A', B', C une relation que je vais dé-
terminer. 

Dans ce cas particulier, l'équipollence (5) se réduit à 

ÂTb^ 4 - i ' W c ' = o 

Or, 
^ . I / ' — cos 120® -f- i sm I 20® 1 , 

2 2 

z = COS240' ' - f - / s i n 2 4 0 ° rzz — 1 _ 
2 2 

En substituant dans l'équipollence précédente, on ob-
tient 

(10) - {ÂJW-^WCJ) 4- -4-C^rrrO, 

OU bien, en tenant compte de l'équipollenie 

ÂM?-f-B^ 4- C T = o, 

3 • i/3 
C ' A ' - F - I ^ ( A ' B ' — B ' C ) R = O , 2 2 

OU enfin 
/ N B ' C — A ' B ' ' ^ 
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Pour interpréter cette dernière éqùipotlence, je pro-

longe la droite A'B'd'une longueur B'D'égale à elle-
même. Je joins D C : 

D C r r : B ^ -h D F = B ^ — A'B'. 

L'équipollence (i i) exprime que les deux droites A'C 
et D C sont perpendiculaires entre elles, et, en outre, 
que 

- v/3 gr .A'B' 

L'angle A' du triangle rectangle A'C'D est égal à 60 de-
grés; et comme le point IV est le milieu de l'hypoténuse, 
le triangle A 'B 'C est équilatéral. Donc : 

Si sur les trois cotés d'un triangle quelconque ABC 
on construit trois triangles isoscèles semblables A A'B, 
BB'C, CC'A tous les trois extérieurs ou tous les trois 
intérieurs au triangle ABC, et ayant leurs angles au 
sommet égaux à i 20 degrés, le triangle A' B 'C est équi-
latéral. 

Réciproquement, soient un triangle équilatéral h! h'Ç/ 
et un point quelconque K, On joint AA', et sur cette 
ligne comme côté on construit un triangle isoscèle A A'B 
dont Vangle en A' est de 120 degrés. Sur BB' on con-
struit un triangle semblable BB'C. On joint AC; le 
triangleCCA. est un triangle isoscèle dont Vangle en C 
est égal à 110 degrés. 

Du quadrilatère. — L'angle au centre du carré est 
égal à 90 degrés. 

Il y a impossibili té ou indétermination lorsque les poin ts 
A', IV, C , D' sont les sommets de triangles isoscèles rec-̂  
langles, ou bien les milieux descôtésduquadrilatère A BCD. 

Dans ce dernier cas, si le quadrilaière A'B'C'D' e^i 



( ) 
un parallélogramme, le quadrilatère ABCD esl indé-^ 
terminé. 

Lorsque les points A', B', C , D' sont les sommets de 
triangles isoseèles, les quatre côtés du quadralatère 
A'B'C'D' doivent, pour que le quadrilatère ABCD existe, 
satisfaire à Téquipollence (5), qui se réduit à 

ou 

( 1 2 ) Â J W — C D ' = / ( B ^ — D ' A ' ) . 

Cette dernière équipollence exprime que la différence 
entre deux côtés opposés du quadrilatère A 'B 'CD' est 
égale en valeur absolue et perpendiculaire à la diffé-
rence des deux autres. 

SUR UN THÉORÈME DE !H. FERRERS^ 
PAR M . PAUL S E R R E T . 

ï. 

i . L'enveloppe de la droite qui réunit les projections, 
sur les trois côtés d'un triangle, d'un point quelconque 
du cercle circonscrit, a été étudiée déjà par plusieurs 
géomètres. M. Feriers, le premier, en a reconnu la na-
ture , en établissant que cette enveloppe n'est autre 
qu'une hypocycloïde de module \ : résultat remarquable 
qui paraît avoir échappé à la curiosité de Steiner, et que 
Ton peut établir géométriquement comme il suit. 

Soient {fig* 1) c et h les trois sommets et le point 
de rencontre des hauteurs d'un triangle quelconque-, 
a\ c' les symétriques du point h par rapport aux trois 
côtés du triangle-, on sait que les points c' appar-
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tiennent au cercle circonscrit. Or il résulte presque immé-
diatement de là que, si l'on imagine un rayon de lumière 
issu du point A, et^e propageant de part et d'autre de ce 
point de manière à se réfléchir simultanément sur deux 
des côtés du triangle : i® les rayons réfléchis se coupe-
ront toujours en quelque |x>int m du cercle circonscrit au 
triangle; la parallèle au rayon incident menée par ce 
point m sera parallèle à la droite qui contient les pro-
jections de ce même point sur les trois côtés du triangle, 
et les distances de ces droites au point fixe h seront entre 
elles dans le rapport de 2 à i. Les enveloppes de ces 
droites sont donc homothétiques, et le problème se ré-
duit à trouver l'enveloppe de la seule droite mn. Or, le 
rayon //a et le rayon réfléchTam (lequel, prolongé, passe 
par le point fixe a') étant également inclinés sur la hau-
teur «a' , considérée comme verticale, la parallèle mn 
au rayon incident et la corde a'm seront dirigées symé-
triquement par rapport à la verticale du point m. 

Par le point a' du cercle donné a i a ' c , on mènera donc 
une corde quelconque a ' m ; menant ensuite, par l'extré-
mité mobile m de cette corde, une droite indéfinie mn 
symétrique de la précédente ma' par rapport à la verti-
cale du point m, il restera à étudier Tenveloppe de la 
droite mn qui résulte de cette construction. 

Fig. I. 
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2. Celle première transformation du problème met 

d'ailleurs en évidence Tune des propriétés les plus re-
marquables de Tenveloppe dont il slagit, laquelle, étant 
formée à l'aide d'un triangle scalène quelconque, est ce-
pendant régulière et composée de trois branches identi-
ques distribuées symétriquement, autour du centre, dans 
des espaces angulaires de 120 degrés. 

Effectivement, la série des droites nin est une pour 
tous les triangles inscrits abc^ ab^c^^.,, qui auraient l'un 
de leurs sommets au point a et l'une de leurs hauteurs dans 
la droite indéfinie aha'. Et comme l'un de ces triangles 
est isoscèle, on voit d'abord que l'enveloppe relative à un 
triangle scalène quelconque abc est identique à l'enveloppe 
relative à un certain triangle isoscèle ab^c^ (¿zcj = 
On peut donc supposer isoscèle le triangle initial abc et 
poser (en changeant la notation) ab = ac. Mais alors l'un 
des triangles inscrits, de même sommet a et de même 
hauteur aha' que le précédent, sera équilatéral. Et l'en-
veloppe relative au triangle scalène que nous considérions 
d'abord, se trouvant identique à l'enveloppe relative à 
(̂ e triangle équilatéial, sera régulière comme l'est évi-
demment celle-ci. 

3. Mais on peut négliger cette observation et passer 
directement à l'étude de l'enveloppe des droites m/i, en 
observant que l'angle de deux quelconques de ces droites 

m'A?/, étant égal à celui des cordes symétriques cor-
respondantes «'m, a ' m ' , cet angle sera mesuré, comme 
celui-ci, par la moitié de l'arc mm'. On a donc. er> dési-
gnant par Ai, n' les deux dernières traces de ces droites 
sur le cercle donné aba c^ 

àz-nn'àz- mm* — - mm' > 



{ 76 ) 
OU seulement, et parce que toutes les autres combinaisons 
de signes s'excluent d'elles-mêmes, 

c'est-à-dire 

(I) 

L nn' — ~ mm' — - mm' 5 2 2 2 

i w 
2 

Deux quelconques des droites considérées se coupent 
donc toujours à l'extérieur du cercle initial aèc, et les 
arcs qu'elles interceptent sur ce cercle sont toujours dans 
le rapport de 1 à 2. 

4. Soit donc [x le point de concours de deux de ces 

Fig. 2. 

(r^ 

' y- \ y 

^ M' 

droites. Les triangles semblables /xmm', i^n'n fournis-
sant la proportion 

u.m cotée mm' 
( 2 ) -—? — 1 ^ p/i corde/î/i 

on a, en supposant les deux droites infiniment voisines 
Tune de l'autre, et passant à la limite {fig^ 2), 
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OU 

«m —m p. 

Le point fji, suivant lequel la droite mobile mn touche 
son enveloppe, coïncide donc avec la deuxième trace de 
cette droite sur un cercle m^M qui toucherait en m le 
cercle initial et serait décrit avec le même rayon. Et il 
ne reste plus qu'à trouver le lieu de tous les points ana-
logues [L, 

Or si l'on désigne par m'n ' celle des droites mobiles 
qui passe par le centre o du cercle initial, et que l'on pro-
longe les rayons om, om! respectivement en M, M'jus-
qu'au cercle décrit, du point o comme centre, avec un 
rayon triple; la figure résultante fournit immédiate-
ment ces égalités : 

M /X w/? = nn' n! p ~nnL mm' ; 

de là, en utilisant la relation antérieure nn = 'xmm'^ 

M ~ 2 mm' -j- mm' — 3 mm', 
ou enfin 

M^ — SW. 

Or le point M' est fixe, et l'enveloppe considérée n'est 
autre que Vhypocycloïde engendrée par le point ^ du 
cercle Mfxm qui roulerait intérieurement sur le cercle 
( O , M M ' ) de rayon triple ( F E R R E R S ) . 

IL 

5. L'enveloppe précédente, ou du moins la courbe ho-
mothétique que nous considérions d'abord, n^est autre au 
fond, comme l'on sait, que l'enveloppe de la tangente au 
sommet des paraboles inscrites au triangle initial abcy 
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OU A .B.C = o. Soit donc X = o Tune de ces tangentes, 
et Y = o Fun des diamètres de la parabole correspon-
dante. L'équation symbolique c = o désignant la droite 
à r infini,, on aura, dans le groupe 

A% B S C ; X% c Y , 

six couples de droites conjuguées à cette parabole, et Ton 
conclura de Fidenti té résultante [Géométrie de direc-
tion, p. i6o). 

que les deux courbes 

Â̂  -h H- 6 — o , X"̂  H- c Y -h o 

se confondent en une seule : une parabole conjuguée au 
triangle initial et dont Vaxe X = o coïncide avec la tan-
gente au sommet de la parabole précédente. Venveloppe 
précédente est donc identique à V^nv^eloppe de Vaxe des 
paraboles conjuguées au triangle initial ou inscrites au 
triangle parallèle que Von peut circonscrire à celui-là, 

6. Soient X ~ o Vaxe de l'une de ces dernières para-
boles, et Y.Y':— o deux perpendiculaires quelconques à 
l'axe X. La courbe que l'on considère étant conjuguée 
aux six couples de droites 

A . B , B . C , A . C ; X . Y , X . Y ' et 

l ' ident i t é ré su l tante 

AB + BC -+- AC -f- XY -h XY' -f- Î - ^ ^ O , 

et Forthogonalité des directions X et Y, X et Y' montrent 
encore que les deux courbes 

A B - f - B C H-AC o , et X ( Y H - Y ' ) + = o 

se confondent suivant une hyperbole équilatère circon-
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scrite au triangle initial ABC, et dont Vune des asymp-
totes X = o se confond avec Vaxe de la parabole anté-
rieure. Venveloppe précédente représente donc aussi la 
courbe enveloppée par chacune des asymptotes des hy-
perboles équilatères circonscrites au triangle initial. 

L'étude directe de cette dernière courbe serait d'ailleurs 
bien aisée. Car si l'on prend pour centre de l'une des 
hyperboles de la série un point quelconque m du cercle 
des neuf points du triangle abc, et que, joignant ce 
point m au point milieu a" du côté £c, on rabatte la 
corde a''m sur ce côté de part et d'autre de en a"^ 
et les droites myî  mv seraient les deux asymptotes 
de l'hyperbole considérée. Les asymptotes et aussi, dès 
lors, les axes principaux de toutes ces hyperboles se dé-
terminent donc, en réalité, par une construction iden-
tique à celle qui nous avait fourni les droites mn du pa-
ragraphe précédent. 

7. Enfin, si l'on désigne par X — o Vaxe de l'une des 
paraboles inscrites au triangle ABC, par Y.Y' = o deux 
perpendiculaires quelconques à cet axe, le dédoublement 
de l'identité 

À^ H- B̂  H- C^-4- XY H- XY' -h ĉ  — o , 

suivant les équat ions équivalentes 

À^ H- B'-' 6 r=: o , X ( Y +- Y' ; -f- — o, 

entraine encore la conclusion que Vaxe des paraboles 
inscrites et Vune des asymptotes des hyperboles équila-
tères conjuguées à un même triangle ont la même en-
veloppe : une hypocycloïde, etc. 

8. En résumé, la tangente au sommet et l'axe des pa-
raboles inscrites, chacun des axes principaux et chacune 
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des asymptotes des hyperboles équilalères conjuguées ou 
circonscrites à un triangle, roulent sur autant d'hypocy-
cloïdes de module j . 

111. 

9. L'étude analytique du problème 1, qui a donné lieu 
déjà à de très-savantes recherches, peut aussi fournir un 
nouvel exemple des avantages que comporte en Géomé-
trie, comme j'ai essayé ailleurs de le montrer, la consi-
dération des formes linéaires dérivées de certaines formes 
quadratiques. 

Soient, en désignant par «i, èj-, . . . les cosinus 
et sinus habituels, 

b,y — -f- ¿2/ — 4- ¿3/ —/̂ s) = o 

le trois côtés d'un triangle, et 

(o) a x - ^ b y — p ~ o 

la droite qui réunit les projections, sur ces côtés, d'un 
point quelconque du cercle circonscrit, ou la tangente 
au sommet de Vune des paraboles inscrites. 

Si l'on exprime que la forme homogèjie 

s'abaisse au premier degré, en posant 

( I ) Xrt̂  -f- \xa\ + -h À3«3 = 0 , 

( 2 ) I b ' -f- - ^ h b ' , -h 

(3) lab 4- "kta^bi -h >2̂2¿>2 4- /g^a^a — o : 

on sait que l'équation résultante 

(lap -f- H- . . .)jr 4- (X6/7 4- . , .) j 
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représente la médiane du quadrilatère PPiP jP j , ou Tun 
des diamètres de la parabole inscrite. Et, comme ce dia-
mètre et la tangente au sommet {o) doivent se couper à 
angle droit, l'on a aussi 

{\ap - h -h . . {Ibp-hhb^pi - h . . — o ; 

ou 

De là, par Télimination des paramètres entre les équa-
lions (.), (2), (3), (4), 

[aa^-\-bb, 

a] a\ < 
b'- h] b\ 

ab 

ou encore, en mettant, au lieu de b^ ai, ¿j-, . . . , les 
cosinus correspondants et remplaçant la seconde ligne et 
la troisième par la somme et la différence de ces lignes. 

(0 

p /;,cos(a—a,) /?jCOS(a—aj) /?3C0s(a—aj) 
I I I I 

COS 2 a COS 2 a, C0S2a2 COS2a3 
sin 2 a sin 2 a, sin2a2 sin2a3 

: O. 

Telle est l'équation qui définit Tenveloppe de la droiu? 
mobile 

(o) .r cosa H-J sina — o . 

Or, si Ton ordonne l'équation (i) par rapport aux élé-
ments de la première ligne, de cette manière : 

i l ' ) -4-
Ann. de Mathémat., série, t. IX. (Février 1870.) ^ 
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Ton a 
k ^ — [sin2(a, — aa) -f- sin2(a, — «j) -f- 8in2(a, — a,)], 

•a,)[sin2(aj —a3)-f-sin2(a3 — a)-4-sin 2 (a — a,)]. 

et si, laissant de côlé le premier coefticient, qui est nu-
mérique, on développe le second, on trouve successive-
ment 

cos(a — a,)[2sin(a2 —a3)cos [ol̂ —ol-s) 
-h 2 sin (aa — «2) cos(2 a — aj — 3̂)] 

rrrsin (aj — a3)[2COs(a —a,) cos [oî  — a3) 
— 2COs{a —a,)cos(2a — a.-̂  — aj)] 

~sin(a2 — a3)[cos(a — a, -f-aa — a.) -f- cos (a — a, — a. + «3) 
— cos(a-f-a,—aa—0.3)—cos (3a—a, — a.̂ —«3)], 

expression que Ton peut écrire 

/ , — cosa -h ///t sin a — /z, cos(3a — a, — a; — aa). 

Les trois coefficients A,, /fg, k̂  sont d'ailleurs de la même 
forme, et, leurs valeurs actuelles étant portées dans 
Téquation (1'), elle dévient 
( I " ) p = l cos a 4- sin a — n cos (3a — a, — aj — aa ). 

l.a distance /cosa 4 -m sin a — p de la droite mo-
bile au point déterminé (x = /, y = m) peut donc s'ex-
primer par la relation équivalente 

( I ) p' = 72 cos (3 a ~ a, — a, — «3) — // cos3 a'. 

Or cette formule revient identiquement à celle de M. Fer-
rers, et la nature de l'enveloppe y est en évidence. 

IV. 
10. La surface enveloppe du plan tangent au sommet 

des paraholoïdes inscrits à Vliexaedre 
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est aussi de la troisième classe; et son équation, dont 
l'interprétation géométrique présente d'ailleurs de plus 
grandes difficultés, peut s'obtenir par une méthode toute 
semblable. 

Soit, en etfet, 

(o) P = a x - h b y - h c z ~ p = o 

le plan mobile considéré dans Tune quelconque de ses po 
sitions. Si Ton exprime que la forme homogène 

}.{a.T bf cz — pY -h >., («,.r -4- r -f- c,z — /?, )- -f- . 
-I- beX -+- — 

s'abaisse au premier degré vn posant 

(1) A f i ' - f - - h • . . -h = o , 
(2) ¿̂̂ -H- -+- . . . -^lehl o, 
(3) = 0 ; 

(4) Xrté -hX.rt.^i -h . . . o, 
( 5 ) Ibc -f- . . . -h l̂ b̂ ĉ  — o , 
(6) X f l C - f - - f - . . . - j - O , 

on sait que l'équation résultante [Qèoméine de Direc^ 
tion, p. 86) 

représente le plan du centre des surfaces du second ordre 
inscrites à l'heptaèdre PPj. . .P«, ou l'ensemble des di-
rections diamétrales de tous les paraboloïdes inscrits. Le 
plan des centres (o') et le plan mobile (o) se coupent donc 
orthogonalemeni ; Ton a encore 

5. 
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et Tenveloppe cherchée se trouve définie par Téquation 

a- a\ 
b' h\. K 

c\ 
ah (Jebe 
hc beC, 
ac 

ou par la suivante : 

/p sin(i,2,. . .,6) —cos(/^,,/^) sin(2,3,.. . ,6,0) - . . 
-f- p, CO%[pe,p) sin ( o, 1, 2, . . . , 5 ) o, 

dans laquelle sin (1,2,. . . ,6) désigne un certain facteur 
gonioinélrique dépendant de l'angle solide hexaèdre qui 
résulte des normales menées d'une même origine à six des 
plans considérés. Il resterait à reconnaître ce facteur et à 
définir géométriquement la surface enveloppe, qui se ré-
duit à un cylindre dans un cas particulier; et dont la 
forme, dans le cas général, est peut-être indépendante de 
celle de l'hexaèdre donne. 

LETTRE A i\l. BOllltGET 
SLR m ARTICLE DES NOUVELLES ANNALES; 

PAR M. DE SAINT-GERMAIN, 
Agrégé, Docteur és Sciences, Répétileur à Sainte-Barbe. 

Sur les combinaisons complètes. 

Dans le numéro des Annales du moisd'avril 1869, vous 
avez inséré une Note de M. Melon, montrant que le nom-
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bre des combinaisons complètes, ou avec répétition, de m 
lettres n k n est égal à celui des combinaisons ordinaires 
de n — i lettres n à Sa démonstration est trop 
longue pour entrer dans l'enseignement, mais je crois que 
son idée peut être réalisée en quelques mots, comme il 
suit. 

Soient m lettres françaises, a^ h^ c., . . . , l et n — i 
lettres grecques, a, |S, y, . . . . yj : je forme leurs com-
binaisons n k n^ et je dis qu'à Taide d'une convention 
simple elles représenteront, sans omission ni double em-
ploi, les combinaisons complèles des m lettres françaises. 
Prenons une combinaison formée de p lettres françaises 
et de rt — p lettres grecques, que je suppose rangées dan» 
Tordre de leurs alphabets respectifs; il y a ^ — i des let-
tres grecques données absentes de cette coii\binaison. Cela 
posé, je remplace les lettres grecques jusqu'à la première 
absente par la première lettre française, celles qui sont 
comprises entre la première et la deuxième absente, par 
la deuxième lettre française, et ainsi de suite, une des 
séries de lettres grecques pouvant disparaître, s'il manque 
deux lettres consécutives; par exemple, bd/ga^^rt repré-
senterait b^d^fg^» Il est clair que les combinaisons ainsi 
formées différeront les unes des autres, soit par la nature 
de leurs lettres, soit par le nombre de fois que ces lettres 
y sont écrites, et ainsi que toute combinaison proposée 
pourra être représentée selon notre convention par un 
groupe de lettres françaises et grecques, et aura été obte-
nue. Les deux espèces de combinaisons se correspondent 
une à une, et leur nombre est identique. 
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SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES 
DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 838 
( voir 2* série, t. VII, p, â?8); 

PAR M . DÉSIRÉ A L S D R É . 

Soit quotient par i . 2.3. . . p du produit de p 
nombres consécutifs^ le premier étant [a — i)p ; soit 
qy le quotient analogue, le premier nombre étant 
(a — i)p — a^ q^ le quotient analogue, le premier nom-
bre étant [a — i)p — ia,et ainsi de suite ; en s'arrêtant 
dès quon trouv^era un nombre nul ou négatif on aura 
la relation 

P p(p — 0 

J . J . - A . M A T H I E U . 

1. Soient n et p deux nombres entiers positifs quel-
conques*, nous avons identiquement, pour toute valeur 
de 

{af— i)Pœ-'~ x^'P-' ~ Y afiP-')-' 

4- ^ ^ ^ ^ afiP-^^-' — . . . ( ~ i\Px-K 

Prenons les dérivées p'^""'' des deux membres de cette 
identité, remplaçons x par i , et divisons par i . 2 .3 . . 
nous trouvons 

ou bien 

(l) ^ f - l zrryo-- + . . 

ce qui est la relation proposée. 



1 (.r» _ J y x-"— x-f-*— ^ ¿«(/—M 

1.2 . . . ( - O / ' x - ^ 

Prenons les dérivées des deux membres, rempla-
çons X par I, divisons par i . 2 . 3 . . .p, et convenons de 
désigner par le quotient par i . 2 . 3 . . du produit 
de n nombres entiers consécutifs décroissants à partir de 
m, nous trouvons 

identité qui se réduit à la proposée pour k =: i . 

3. On pourrait généraliser davantage en prenant les 
dérivées des deux membres d<; Tidentité (2). Quel 
que soit rentier n^ la dérivée du second membre est 
toujours très-facile à calculer. La dérivée du pre-
mier membre, pour x= est nulle si n est inférieur à 
p ; elle se réduit à 1. 2 .3 . si /i égale p ; enfin, si n 
est supérieur à p, il suffit pour l'obtenir de savoir calcu-
ler les valeurs des dérivées-de — or OIT voit faci-
lement que, pour = I, la dérivée [p -f- / j ' ^ d e (x* — i)'' 
est égale à 1 . 2 .3 . . . (p H- / ), multiplié par le coefficient 
de dans le développement de 

4. Il est évident que, p étant un nombre entier positif, 
l'identité (3) subsiste pour toutes les valeurs réelles de a 

aia^i) a'^P 
1.2 
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et de h. Donnons aux lettres a et k des valeurs entières 
quelconques (positives, nulles ou négatives) : tous le» 
termes de (3) seront des nombres entiers. Supposons de 
plus que p soit premier : au second membre, à Texception 
des deux extrêmes, tous les termes auront leurs coeffi-
cients divisibles par p. Si donc nou5 remplaçons l'expres-
sion (— qui lui est évidemment égale, 
nous pouvons énoncer les propositions suivantes : 

T H É O R È M E . — Quels que soient les entiers a et k^ si p 
est un nombre premier positif, V expression 

CPp-k -+- - «Z' 
est divisible par p. 

C O R O L L A I R E . — Quel que soit Ventier a, si p est un 
nombre premier positif Vexpressiofi 

est divisible par p, 
C O R O L L A I R E . — Quels que soient les entiers k et m, si 

p est un nombre premier positifs Vexpression 

est divisible par p. 

C O R O L L A I R E . — Quel que soit Ventier m.^ sip est un 
nombre premier positif, V expression 

+ I 

est divisible par p, 

JSote. — Nous avons reçu deux autres bonnes solutions de la ques-
tion 838 : Fune est de M. D. Thomas, de Margara ; Tautre de M. E. Pellet, 
élève de VÉcole Normale. 
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Question 951 
(voir 2'série, t. VIH, p. 336); 

SOLUTION DE M . M O R E T - B L A N C , 

Professeur au lycée du Havre. 

Démontrer la formule 

\ X l X I X 
r '»"g - + '«"g + Te »""g ^ • X tangx 1 2 rP ' t 2- 2® 

( L A I S A N T . ) 

M. Serrel, dans sa Trigonométrie 2S8, édition), 
a démontré les deux formules suivantes : 

i tang .7: — 2̂  ( 2̂  — I ) B, ——h. . . 
(0 

I -4- ï)B„ 
1 . 2 . . 2 

(2) COt̂  - — 22B, 
^ ' .r 1 2 " 1 . 2 . . 2 / 2 

OÙ I . 2 . 3 . . . 2 | X / I I I 

La seconde formule peut s'écrire 
I L X 

2 ' B , h . . . - f - 2'"B„ : h X tangx 1.2 1.2.. .2/2 

En vertu de la première, le coeiBcient de —̂ ^ 
^ I . 2 . . . 2 / Z 

dans la somme 

2 

est 

I X I X I X tang - 4- - tang - + tang - + • 

2̂ « (2 J « \ 22« 2*" 2"" / 
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car la somme entre parenthèses égale 

I 

Les deux membres de l'égalité à démontrer s'expriment 
donc par deux séries identiques, ce qui démontre la for-
mule. 

Note. — M. Moret-Blanc nous a adressé des solutions des questions 931, 
935, 943, peu différentes de celles qui ont déjà été publiées dans les 
Nouvelles Annales ( t . VHI, p. 5 i6 , 520, 548). 

CORRESPONDANCE. 

Nous mettons sous les yeux de nos lecteurs une Note 
intéressante de M. Catalan sur un de nos derniers nu-
méros. 

Le théorème de M. Lemoine, cité par M. Laurent, et 
démontré par M. Doucet (Nouvelles Annales, 2® série, 
t. \ I I I , p. 266), ne me parait pas nouveau. Vers 1841, 
avant la publication des règles de Bertrand [Journal de 
LionvUle, t. VII), j'avais eu l'idée de comparer une série 
à ternies positifs : 

(i) ' f- ' -h ' -f- -h ' 4-
A( As A3 \n 

a ia série 
I I I 

1 ( - . . . H h . . . a, a. an (2) 

dans laquelle 
0, = A2 — A, ~ A . A, 
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En cherchant aujourd'hui dans nies anciens cahiers^ 

j'ai retrouvé la Note que j'avais préparée sur ce sujet, 
mais que je n'ai pas fait imprimer, les règles de Ber-
trand rendant inutiles les règles particulières auxquelles 
j'étais arrivé. Quoi qu'il en soit, j'extrais de cette Note 
le passage suivant : 

Si la séiie (2) o le même degré de dh'ergtnce que 
la série harmonique^ ou si elle est moins dii^ergente que 
celle-ci., la série (i) est conucrgrnte^ 

2® Si la série (2) est plus divergente que la série 
harmonique., et que le dénominateur a„ ait une liudte, 
la série (i) est divergente ; 

3" Sila série (2) est plus divergente que la série har-
monique., et que le dénominateur a^ croisse indéfinimefit 
avec 77, on ne peut rien ajfirmer touchant la conver-
gence ou la divergence de ¡a série (1). 

Le théorème de M. Lemoine est compris dans la pre-
mière partie du mien 5 car la relation 

— iAn+\ -4- A„ = const., 
ou 

A„ — const. (* ) 

entraîne celle-ci : 
A„ = a -f- ^ 7/2^; 

et, du moment que A„ est sensiblement proportionnel 
à la série (i) est convergente. 

Du reste, comme je le disais tout à l'heure, ces di-
verses règles particulières sont devenues inutiles depuis 
la publication de l'intéressant Mémoire de Bertrand et de 
mon Traité élémentaire des séries (p. 1 T h é o r è m e XIII). 

(*) Ainsi que le fait observer M Doucet, i! suffit de considérer le ca» 
où A'.A„ = coast. 



( ) 
• En réponse aux observations de M. \ allés (p. 20, nu-

méro de janvier 1870), M. Catalan nous écrit qu'il croit 
n avoir à modifier, en rien, la démonstration donnée à 
la page 4^8 des Nouvelles Annales (octobre i86y). 
M. Catalan admet l'équation îî'^n/^—e^^V^, et nie 
qu'elle conduise à l'équatron — 

O I E S T I O N S . 

979. Étant donnée la fonction 

y — kx cos.r -h A2Cos2^ - h A3 cos3x - h . . . -f- A„ cos«.r, 

déterminer les coefficients A,, Aj, A3,..., A„, de manière 

que, pour x — ^ ^ ? j prenne la valeur de . . . , et 

ni: 

que, pour x = JM J2, J3, . • •, J« étant 

des quantités données. (H. BROCARD.) 

980. Une ellipse de grandeur constante est mobile au-
tour de son centre, tandis qu'une droite passant par un 
point fixe demeure constamment parallèle au grand axe. 
Trouver le lieu des points d'intersection de la droite 
et de l'ellipse. Déduire analytiquement cet énoncé de 
Ténoncé 9 3 3 . (A. G U É B H A R D . ) 

981. On coupe une surface du second degré par un 
plan^ aux différents points de l'intersection, on mène les 
normales à la surface; par un point de l'espace, on mène 
des droites égales et parallèles aux longueurs interceptées 
sur ces normales entre leur pied sur la surface et le plan 
de symétrie : les extrémités de toutes ces droites se trou-
vent sur une conique, ( E . L A G U E R R E . ) 
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982. Soient A et B deux points d^une ellipse dont F 

et G sont les foyers; les droites FA et GB se coupent au 
point D et les droites FB et GA au point E. 

Désignons respectivement par 9, y, ri et â les angles 

AFB, AGB, AEB, ADB. 

Démontrer les relations suivantes : 

F A . F B sin'^?. — O A . G B . s i n ' ^ , 2 2 

F A . G B . s i n ' - ^ G A . F B . s i n ^ - . 2 2 
(LAGUERRE. ) 

983. Imaginons deux ellipses concentriques, l'une in-
térieure et l'autre extérieure, dont les axes ont les mêmes 
directions. Cela posé, quelles relations doivent exister 
entre les demi-axes de ces deux ellipses pour que la 
courbe polaire réciproque d'une d'elles par rapport à 
l'autre soit un cercle de rayon donné 

(HARKEMA.) 

NOTE 
Sur l'iinpossibilité de démontrer par une construction plane le principe 

des parallèles, dit Poslulatnm d'Euclide; 
PAR m. HOUEL, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 

Dans un Mémoire publié en 1868 dans le Giornale 
di Mateinatiche de Naples, et dont une traduction fran-
çaise paraît en ce moment dans les Annales scientifiques 
de VÉcole Normale supérieure., M. Beltrami a exposé la 
Géométrie des surfaces de courbure constante négative, et 
est parvenu à cette conclusion importante, que cette Géo-
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métrie est identique avee ce que serait la Géométrie du 
plan, si l'on écartait le principe de la théorie des paral-
lèles, connu sous le nom Jeposiulatuni d'Euclide. 

Celte dernière Géométrie a été traitée simultanémctit 
par le professeur russe Lobatchefsky et par l'officier hon-
grois Jean Bolyai. Ces deux nialhémaliciens, en cher-
chant à développer une (iéométrie hypothétique du plan, 
ont fondé, par le fait, la théorie des figures formées par les 
lignes géodésiques d'une surface de courbure constante 
négative, ou sixrfslcî^ pseudosphcrique, suivant la dénomi-
nation proposée pa)' M. Beltrami \ en sorte que leurs re-
cherches s'appliquent à des objets parfaitement réels, in-
dépendamment de riiypothèse qu'ils avaient prise pour 
point de départ. Mais cette Géométrie est la seule que l'on 
ait le droit d'appliquer au plan tant que, pour une raison 
quelconcjue, on ne sera pas à même d'affirmer la vérité 
du principe des parallèles. 

Lobatchefsky, par des considérations fondées sur les 
observations de la parallaxe annuelle des étoiles, a rigou-
reusement démontré que, dans tous les triangles que les 
hommes auront jamais à mesurer, la somme des angles 
ne pourra pas difierer de deux angles droits d'une quan-
tité appréciable. Si Ton ne veut pas se contenter de cette 
preuve expérimentale qui suffit pourtant, et au delà, dans 
toutes les applications de la Géométrie, et surpasse en 
précision toutes celles qui servent de base aux principes 
de la Mécanique, et dont on n'a jarnais songé à contester 
la valeur^ il est naturel alois tjue l'on cherche à s'en 
assurer en parlant des données précédemment admises, 
c'est-à-dire de l'existence de ia ligne dioite (*) et du 
plan. 

(*) Les conditions qu'implique Texistence de la ligne droite ont été 
éuumérées dans l'article de M. Bertrand, inséré dans les Comptes rendus des 
¡séances de r Académie des Sciencrs, t. LXX, page 17 (3 janvier t-S-fO). II 
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11 faut donc prouver, si Ton peut, que l'hypothèse do 

la somme des angles d'un triangle rectiligne moindre 
que deux angles droits conduit nécessairement à ww, 
contradiction quand on en développe toutes les consé-
quences. 

Mais, dans cette démotistration par V absurde, il faut 
avoir soin de ne négliger aucune des conséquences de 
l'hypothèse que Ton veut combattre. Sans cela les con-
tradictions que l'on rencontrera pourront toujours être 
attribuées au chaiigement d'hypothèse que l'on aura in-
troduit dans le courant du raisonnement. C'ese l'oubli 
de cette règle élémentaire de logique qui a conduit tant 
de géomètres à proposer des démonstrations dans leii-
quelles un plus mûr examen fait a|>ercevoir des pétl-
lions de principe. 

Sans vouloir préjuger la question de savoir si, comme 
ArnpcMC l'indique en passant (*), on peut espérer trou-
ver dans les constructions à trois dimensions le moyen 
d'arriver à la solution tant cherchée, on peut affiimer 
d'avance, une fois pour toutes, que jamais les méthodes 
fondées sur des constructions planes ne pourront conditire 
à ce but. 

En efî^t, ces constructions, pour être concluantes, 
doivent être faites sans s'appuyer sur le principe que l'on 
veut établir, et, par suite, en admettant l'hypothèse con-
traire. Or, dans ce cas, comme l'ont établi Lobatchefsky 

nous semble que l'auteur indique une condition de trop, en affirmant 
que ia propriété de la ligne droite d'être la plus courte entre deux de ses 
points doit être admise sans démonstration. Voy. les Éléments d Euclide, 
livre 1, proposition 20, et l'Ouvrage de M. DUUAMEL {Des Méthodes dans 
les Sciences de raisonnement), tome il, pages 7, 3i2, Big, et le Chapitre VI, 
pages /,i 1 à 

(*) Essai sur la Vhilosophie des Sciences, tome I, page 67. Voy. le savant 
Mémoire de M. Genocchi intitulé : Dei primi Principii della Meccanica e 
della Geometria in relazione al Postulato d'Euclide, page 35. Florence, Î8G9. 
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et Bolyai, la Géométrie du plan rentrera, comme cas 
particulier, dans celle des surfaces de courbure constante 
négative, et les constructions faites sur le plan ne pour-
ront jamais conduire à des conclusions autres que celles 
qu'on en tirerait si elles étaient faites sur ces surfaces 
courbes. 

Mais on sait que, sur une surface de courbure con-
stante négative, la somme des angles de tout triangle géo-
désique est moindre que deux angles droits. Donc les 
constructions dont il s'agit, ne pouvant amener à une 
conclusion contraire surla surface courbe, ne le pourront 
jamais non plus sur le plan. 

Cette assertion se vérifie facilement par un examen 
attentif de la démonstration présentée récemment par 
M. Carton à l'Académie des Sciences de Paris. D'après 
un théorème connu, l'aire d'un polygone géodésique de 
n côtés, sur une surface de courbure constante négative, 
est proportionnelle à la différence entre la somme de ses 
angles et 2« — 4 angles droits. Il résulte de là que cette 
aire a une valeur constamment inférieure à un certain 
maximum. Si Ton veut fonder la démonstration du prin-
cipe des parallèles sur la considération d'un hexagone, il 
faut que celui-ci soit constructible indépendamment du 
principe en question, c'est-à-dire en laissant provisoire-
ment au plan toutes les propriétés des surfaces de cour-
bure constante négative. Mais alors l'aire de cet hexa-
gone ne pourra plus renfermer dans son intérieur un 
nombre illimité de triangles égaux entre eux et de gran-
deur finie. 11 faudra donc, passé une certaine limite, que 
le périmètre de Fhexagone se coupe lui-même, auquel 
cas la démonstration ne sera plus possible. 
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NOTE SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIOUE ; 
PAR M. PAINVIN, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon. 

1. Deux figuras homographiques peuvent-elles être 
«n général amenées par un déplacement convenable à 
être homologiques? telle est la question que je »me pro-
pose d'étudier. 

On sait que les formules générales de la transforma-
tion honiographique sont : 

àx' ^ h y'cz' -^d 
• , mx' n y' pz' q 

a, x'-\- j'-f- c, z'-\- d^ , 
mx + ny pz q 

«2 b^y + Cj z' -f- d^ 
mx'ny' pz'-h q 

Je désignerai par premier système (ou système F) 
^ensemble des points auquel appartient le point (.r, j , z), 
et par deuxième système (ou système F') l'ensemble des 
points auquel appartient le point z'). 

Je rapporte d'abord les deux figures à un nouveau 
système d'axes (OX, OY, OZ) parallèles aux anciens 
(C j:, C7, C-z:), c'est-à-dire que je pose à la fois 

(1«) r = Y -h Jo, y'=: Y'-f-jo, 
\ z = Z -f-Zo; z'=zZ'-^Zo, 

Xq^ Y^, ZQ sont les coordonnées par rapport à l'ancien 
système de la nouvelle origine O. 

Maintenant je fais tourner la première figure F, sans 
Ànn. de Mathémat., série, t. IX. (Mars 1870.) 7 
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changer la position tie la figure F ' , autour de la nou-
velle origine O ; les axes OX, OY, OZ, entraînés dans le 
mouvement de la première figure, seront venus se placer 
respectivement en OX,, OY,, OZ,, par exemple-, je re-
présenterai par fx, V les angles de OX, avec les axes 
fixes OX, OY, OZ; par v,, ceux deOY,; par X«, 
juig, Vî, ceux de OZ,. 

D'après cela, si, après la rotation, YÎ, Ç sont les coor-
données ( par rapport aux axes OX, OY, OZ) d'un point M 
de la première figure, point dont les coordonnées 
étaient X, Y, Z avant la rotation, on aura 

Si Ton substitue les valeurs (i®) et (a®) dans les for-
mules (i), on trouve 

-f- fir) -f- vj; 
_ (a-m.ro}X'-h(/j - ~h (c —pxp) Z'-h Vp 
~ mX'-^ fiY'-hpr-hRo 
-f-

mX'-h ^Y' -hpZ'-hRo 
4- f*2>î -h Vji; 

__ nZo)Y'-h ( c a — W p 

après avoir posé 

i X = X? -H fX73 -h V̂ , 
M ^ Y X, Ç p . >î -4- V , j " — ^ ^ r'- " ' '' 
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Les formules ( A) éiablisseut la correspondance entre les 
points homologues des deux figures F et F ' , après que la 
première figure (F) a tourné autour du point 0 , la 
deuxième figure (F') n'ayant pas changé de place. Ces 
deux figures sont toutes deux rapportées aux axes OX, 
OY, OZ. 

On a ainsi introduit les douze inconnues 

Jo, ô; î*, v; vj. 

Les neuf dernières sont d'ailleurs liées entre elles par les 
six relations 

I -h -h v' I j Xj - f - p, - f - V, V2 = O, 

{s3) + XjX -4- -h VaV rzro, 
( \ \ H- -I- vv, ~ 0 , 

OU par les relations inverses 

i — ^ ^^^^ -4-p2V2rr:0, 
(3 ÔfS) j _ v> -h V, )i, -f-VîXj rrro, 

( v'̂  4 - v ; + v^ = 1 ; fA, 

En faisant usage des relations (3 èw), nous résoudrons 
les équations (2) par rapport à y?, ̂ ^ ceci fait, nous 
égalerons à zéro les coefficients de Y' et de TJ dans le 
numérateur de la valeur de \ ; puis ceux de X' et TJ dans 
la valeur de n \ puis ceux de X' et Y' dans la valeur de ^; 
et enfin nous égalerons entre eux les coefficients des va-
riables restantes. Les valeurs de rj, ^ se présenteront 
alors sous la forme suivante : 

^X^ + U. 

/^r-f-V. 

. 
mX'-h nT-^rpTJ -H'R/' 

1' 
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ce sont précisément les formules de la transformation 
homologiqiie ; car on pourra faire disparaître les con-
stantes Ui, Vj, W, , en déplaçant la seconde figure paral-
lèlement à elle-même, sans modifier la nouvelle position 
de la première figure ; il est inutile d'insister sur ce der-
nier déplacement. 

En opérant comme je viens de l'indiquer, on est 
conduit aux neuf relations 

>,a H- X, iZt -j- Xa âTj— /wXo-f- A, 
X6 -I- X, -f- Xj ¿>2= nXo, 

-f- X, c, -f- X2 Cj — pXoy 

j ¡i^a^-^- wYo, 
(5) < -f- 4- X-, 

¡xc + c, -+- [12 C2 =pYo ; 
va -4- vi rt, -4- V2 «2 = mZo, 

I v^ -4- V, ¿>, 4- Va ¿2 = «Zo, 
I vc -h Vf Ci -h V2C:t = pZo-h k; 

dans ces dernières égalités, on a posé 
I Xe — X .ro -4- X, Je + X2 

(6) P2Z0, 
( Z „ — V J T O - I - V . J O - F - V I Z . . 

On a donc en définitive quinze relations (x3) et (5) entre 
les treize indéterminées 

X, |ut, v; X2, txj» vj; X®, Yo, Zo', A-; 

car il est visible que, lorsqu'on connaîtra X^, Yo, Z^, 
X, /X, V , . . . , les coordonnées Joi ^̂  nouvelle ori-
gine O seront immédiatement fournies par les équa-
tions (6). 

2. Il s'agit maintenant de résoudre le système des 
équations (3) et (5). 
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Dans ce but, nous poserons 

abc 
(7) Arr: ; puis =A: 

a ^b 

nous ferons en outre 

(8) 
M—mA -hnB -hpC , 
N —wA, -f-wB, H-^C,, 
p — /wAj-f- nB,-{-pQ. 

Des neuf équations (5), nous concluons immédiatement, 
eu égard aux relations (7) et aux notations (8), les va-
leurs suivantes des neuf inconnues f/,, v, en fonction 
des quatre restantes X^, Y^, Zq^ k : 

Î
XA==:MXo+X-A, piA r=:MYo-4-/^B, v A MZ» + X-C, 

NXoH-^A„ pi,Ai=NYoH-/i-B„ v, A 1= NZ«-4-A^C,, 
l.à—PXo-hkA,; fx^A r̂ PYo-i-/(-Bj; v^Aî : PZo-f-^C,. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à écrire que les six 
relations (3) sont véritiées par les valeurs (9) des 
1,., [Xi, Vi, 

Auparavant je substituerai aux inconnues X^, Y ,̂ Z©, 
les inconnues i , Z,, i / , définies par les égalités sui-
vantes : 

d'où résulte 

(10 bis) 

10) 
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et je poserai encore 

( I I ) + + 

En remplaçant Xo, Yo, ZQ, par leurs valeurs (lo ¿15) 
dans (;ette dernière égalité, on a d'abord 

en écrivant ensuite que les six équations (3) sont véri-
fiées, il vient, eu égard aux notations (10) et (i i), 

i -f- 2/-M/, 

i -hP'r' -i- 2kPt-r, 

> B.B2-+- C,C2) -t- INPr^-f- -i- JSe,}=o, 
{i4) I /-'(AjA -4-B2B -h C2C) k{mt,-[-Pt} = 0 , 

( P(A A, -I- B B. -4- C C.) --i- MNr-^-f- Mi.) ^ o. 

On a donc, entre les cinq inconnues i, i,, fg, k, r, les 
sept équations (12), (i3), (i4)-

Des équations (i3) je tire f, ig, en fonction de r^ 
et /r*, et je substitue ces valeurs dans les équations {14) 
et (12). La substitution, effectuée d'abord dans les équa-
tions (i4)i conduit aux trois équatioiîs suivantes : 

— 2NP(A» A., + B, B2 -h C,C2) 1 = A M - f - P-̂ ), 

B'-f- O)H- W{Al -h Bl-hCl) 
- 2PM (A2A-f-B2B 4-C2C)]=r 

A; B J -f-C;) + N-'( B^-f-C) 

— 2MN(AA. -h BB, -4- CC,)] == 

Or ces trois "jlernières équations ne renferment plus que 
la seule inconnue A® ^ on conduire là les deux équations 
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de condition suivantes : 

(NA,- PA,)'H- (m, - pc.p 
NM- P̂ ' 

(PA - MA2)M - PB—MB.) H - (PC —MC,)'-' 
P -̂î-M^^ 

(MA. — NA]M - (MB, — NBj^--+- (MC, — NC)2 

Ainsi, pour que deux figures homographiques dans 
l'espace puissent être amenées à être homologiques, il y 
a à vérifier deux équations de condition, savoir les rela-
tions Ces deux conditions sont nécessaires et sujji^ 
santés i il vient d'être démontré qu'elles sont nécessaires, 
car il est visible que les égalités (16) ne se réduisent pas 
à des identités, vu l'indépendance des constantes arbi-
traires M, N, P, A, B, C, . . . . J'ajoute qu'elles sont suf-
fisantes : si l'on suppose, en eiTet, (jue les relations (16) 
soient vérifiées, les équations (i5) donneront d'abord 
potir l'inconnue k une valeur unique et déterminée. La 
substitution, dans l'équation (12), des valeurs /j , ig, 
déduites des égalités (Î 3), conduit à une équation bicarrée 
par rapport à /•; à chaque valeur de r^ correspond, 
d'après les équations (i3), une seule et unique valeur 
pour chacune des inconnues i, ij , et par conséquent, 
d'après les équations (10 bis]^ une seule et unique valeur 
pour chacune des inconnuesXQ, Y^, Z^. Les équations (9) 
nous fourniront ensuite une valeur unique pour chacune 
des neuf inconnues restantes, , v,, car on peut tou-
jours assujettir la constante Jr a être positive, sans res-
treindre la généralité de la question. On trouve donc 
ainsi deux solutions, et deux seulement. 

3. Il me reste enfin à donner la signification géomé-
trique des équations de condition (16). 
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Dans la seconde figure (F'), le cercle i maginaire de Fin-

fini a pour équations 
(17) t'—Q, o. 

Résolvons les équations ( i) par rapport à od,, y', pour 
cela, multiplions-les respectivement par A, Aj, Ag, puis 
par B, Bj, Bg, et enfin, par C, Cj, Cj ; on trouve ainsi 

/ — [mx' « J ' 4- z ' ) X -h 6' — ^ X = o, 

( Az' — [m.rJ -4- ny' pz')Z § qZ — o, 

après avoir posé 

SX A.X-h A , j H-A^z, / e — Adkyd; 

Yr::rB.X -f-B.J-l-B^Z, \ f =z Bd 
( Z — C.X -f- C.J H- C,2, ( Ci/ + c, 4-

Si maintenant on multiplie les équations (1°) par ni, 
A/, p, respectivement, et qu'on ajoute, on en conclut la 
valeur de l'expression [mx'-h p z^) '•> de là résulte 
immédiatement les valeurs cherchées pour x ' , j ' , z'. 

Après avoir posé 

i Q M^ -h N j -4- Pz, 

on obtient définitivement 
A) : 

f^A — A) 
Ù(A-Q) 

(qù.-
^ A(A-Q) 

De ces formules résultent les conséquences suivantes. 
Au plan de Tinfini, considéré comme appartenant à la 
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deuxième figure (F') , correspond, dans la première fi-
gure (F), le plan à distance finie 

Q —A = o, c'est-à-dire M x 4 - N j - h Pz — A = o. 

Au cercle imaginaire de Tinfini (17), considéré comme 
appartenant à la deuxième figure (F') , correspond, dans 
la première figure (F), la courbe 

en ayant égard à la seconde équation, lensemble de ces 
deux équations peut se remplacer par l'ensemble des deux 
équations suivantes : 

(21) —Arrro . 

Je vais chercher maintenant les conditions pour que 
les équations (21) représentent un cercle. 

Pour cela, je prendrai l'équation générale des surfaces 
du second ordre passant par la courbe (21), savoir : 

X^-+-Y 2-f-Z ' + ( M JT-f-Nj-f-P z — A ) {a .r-f-p J + 7 z-f-e ) o, 

et j'éciirai que cette équation représente une sphère. 
Eu égard aux notations (18), on trouve 

(22) ^ 2(A,A2-f-B,B2-f C.Ca)-hpP-l-vN —o, 
2(A2A H-BoB -hC.C) -f-yM-f-aP —o, 
2 (A A, -4- B B, 4- C C,) aN-f o. 

Des premières équations (22), on tire a, |S, y, en fonc-
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tion èe p, et en substituant ces valeurs dans les trois 
équations suivantes, il vient 

/ (NA,- PA,)̂ -f- (NB^- PB.r (NC^- p ( N̂  -f- P'), 
(23) j (PA—MAj^-f-ÎPB —MB2)^-f-(PG-iMC,)^r=p(PM-M2), 

L'élimination de p entre ces dernières équations con-
duira aux équations de condition nécessaires et suffisantes 
pour que la courbe de la première figure, correspondant 
au cercle imaginaire de l'infini dans la deuxième figure, 
soit également un cercle. Or nous retrouvons ainsi les 
équations de condition (i6) déjà obtenues au n^ 2. 

J'ajouterai, sans en donner la démonstration, la re-
marque suivante : « Si, au cercle imaginaire de l'infini, 
)) considéré comme appartenant à la figure (F'), corres-
» pond un cercle dans la figure (F), il arrivera néces-
» sairement (jue, au cercle imaginaire de l'infini, consi-
» déré comme appartenant à la figure (F), correspon-
» dra aussi un cercle dans la figure (F') . » 

4. De cette analyse je conclus les théorèmes suivants : 
I® Deux Jigures NE L 'ESPACE homographiques ne peu-

vent pas y en général y être amenées à être homologiques, 
Pour que deux figures homographiques de Vespace 

puissent être placées homologiquement^ il faut et il suf-
fit que la courbe,, qui,, dans Vune ¿Velles, correspond au 
cercle imaginaire de Vinfini apparteiiant à Vautre, soit 
également un cercle. Et alors il j a deux manières,, et 
deux seulement y d* amener les deux figures à être homo-
logiques, 

3° Pour amsner deux figures homo graphiques à être 
homologiquesdans le cas ou la chose est possible, on 
pourra opérer comme il suit : 

Soient I le plan de la figure (F) correspondant au 
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plan de Vinfini dofis la figure (F'), et i' le plan de la 

figure (F') correspondant au plan de rinfini dans la 
figure (F) ; an fera tourner la figure (F) de façon à 
rendre le plan I parallèle au plan V -, ion mvaginera en-
smte le cone passant par te cewle imaginaire à V infini 
dans la figure (F ' ) , et le eefVile {maintenant pajxdlèle) 
qui lui correspond dans la figure (F) : soit O le sommet de 
ce cône. Si maintenant O' est le point qui y dans la figure 
(F'), correspond au point O, considéré comme apparte-
nant à la figure (F), fera glisser la figure (F') paral-
lèlement à elle-même jusqu^ à ce que le point O' vienne 
coïncider avec O^ puis on le fera tourner d'un angle 
convenable autour d^une perpendiculaire au plan J' et 
passant par le point O; après ce double déplacement^ 
les deux figures seront placées homologiquement ; le 
point O sera le centre dliomologie, et le plan dliomo-
logie sera parallèle au plan J'. 

La démonstration de cette dernière proposition peut se 
faire très-simplement. 

NOTE RELATIVE K QUELQUES CAS DE CONYERGEiXCE 
OlI DE DIVERGENCE DES SÉRIES. 

PAR UN ABONNÉ. 

1. Soit la série 

(l ) îi, -1- a, H- «2 -4-. . . -h -f- . . . , 

dont les termes sont positifs et tendent vers la limite o à 

mesure que n augmente. Le rapport ^ ^ ayant été mis 

sous la forme • ̂  la série est convergente quand 
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ìim.noL est supérieure à elle est divergente quand 
lim. na est inférieure à i . 

On peut donner de ce théorème bien connu la démons-
tration suivante : 

1° Si lim. I, il sera toujours possible d'assigner 
un nombre m compris entre i et la limite, tel qu'à partir 
d'une valeur suffisamment grande, mais finie, de /i, l'on 

ani noL^m on a > — ? et par conséquent 

^ m I -f- a>> I H n 

Cela posé, soit - une fraction à numérateur et à dé-

nominateur entiers, telle que 

on pourra toujours écrire 
p 

m / I \ ^ 
• 

En effet, cette inégalité revient à la suivante: 

nP-i [n + /w)î>(/î 

ou, en réduisant, 

nP-' {mq > o . 

Or, mq — p étant positif, on pourra toujours donner 
à n une valeur assez grande pour que le polynôme com-
posant le premier membre de la précédente inégalité soit 
positif. 

S'il en est ainsi, l'on aura 
£ 
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d'où 

p 

n - a ^n , £ 
(n-hi)^ 

Donc, les termes de la série (i) décroissent plus rapi-
dement que ceux de la série 

I I • I 
R t t 

(«-h i)^ (72-f-2)'/ 

et l'on sait que cette dernière série est convergente quand 

Si lim. y ia<; i , on pourra toujours trouver un 
nombre m compris entre i et cette limite, et auquel nu 
sera certainement inférieur. De sorte que, pour des 
valeurs suffisamment grandes, mais finies de on aura 

ncL<^m ou a — 9 n 
et par conséquent 

T -I- a I H n 

Soit - une fraction à numérateur et à dénominateur 
q 

entiers telle, qtie Ton ait 

9 
on pourra écrire 

m 
I + 

m ^ l \\9 

en effet, cette inégalité revient à la suivante : 

[n -4- m)?<(/z -f- ifn^'P^ 
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ou, en réduisant, 

nR-^ (p — mq) H-.. . > o , 

inégalité toujours vérifiée pour une valeur suffisamment 
grande de n, puisque p — mq est positif ; doue 

et par conséquent 

p 

I -f- a < ( I 4 - - I 9 

t 
— > • I + a Un L 

Les termes de la série (i) croissent plus rapidement 
que ceux de la série 

t t t 
ni (n -4- i)'/ [n -f- 2)7 

- h . . . . 

que Ton sait être divergente, puisque ^ est moindre 
que I. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 

2. Il reste à examiner les cas où lim. /la = i. 
Dans ce cas, a peut être mis sous la forme 

y («) ayant pour limite o. 
Soit h la limite de et L un nombre supérieur 

à A, à partir d'une valeur suffisamment grande de on 
aura toujours 

nt^(n)<CJL ou 
n 

d'où 
I L 
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et 

n' 
I a Un I 

IH ^ -z n n} 

Or on peut toujours déterminer un nombre i tel, que Ton 
ait 

n} n — i 
/î '̂-f- /z -4- L — / H- i ' 

il suffit pour cela de vérifier l'inégalité 

/¿(L —0 — P / < o , 

laquelle a toujours lieu si L i. 
Donc, à partir d'un certain rang, les termes de ta sé-

rie (i) croîtront plus rapidement que ceux de la série 

n — i n — / -f- I n — z -f- 2 -f-. . . ; 

et, puisque cette dernière série est divergente, la série (i) 
le sera. 

Il ne peut y avoir de doute que si n(p(n) est infini à la 
limite. 

3. Règle de Gauss. — La question a été traitée par 
M. Bertrand dans son Traité de calcul différentiel^ p. 240, 
par M. Rouché, Nouvelles Annales, 2® série, t. V, p. 10. 
et par M.Brisse, Nouvelles Annales, 2® série, t. IX, p. 36. 

La règle donnée par Gauss est la suivante : Le rap-
port de deux termes consécutifs étant sous la forme de 
fracticrn rationnelle 

la série sera convergente si 

« — A I < 0 ; 
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la sèrie sera divergente si 

rt — A 4- I > o ; 

la sèrie sera divergente si 

a ~ A i — o. 
En effet, 

I I 
i-f-a A —a 

^ I H h . n^ an^-' bn^-- H- . . . 

On voit que lim./ia = A — a , et en appliquant les 
théorèmes précédents on arrive à la règle énoncée plus 
haut. 

Faisons observer que, dans le cas où A — i , 
n(s^[n) a pour limite o, et le principe du n° 2 est ap-
plicable. 

Dans son Traité de Calcul différentiel et intégral, 
p. 178, M. J.-A. Serret examine ce que devient la série 
du binôme 

( r^ ^ m[m^x) ^^ ^ m{m ^ i){m - 1) ^^ ^ 
T 1.2 1.2.3 (2) \ 

I m(m—i){m — 2)...(m — n-hi) ^ 
\ 1 . 2 . 3 . . . « 

quand on fait a: = dz i . 
Avec ce qui a été dit, la discussion est des plus faciles. 
Soit d'abord m positif. La valeur absolue du rapport 

de deux termes consécutifs peut être mise sous la forme 

Tant que m est positif, lim. n<x est supérieure à i . La 
série (2) est convergente pour x = — i, et afoï^.iori pour 
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jr = + I ; car si, dans le premier cas, les termes, à par-
t i r d'un c ^ t a i n rang, sont tous de même signe, ils sont 
alternativement positifs et négatifs dans le second. 

Si m est négatif, 

1 I 
I -f- a I — m 

1 H 
H- w 

si m ^ i en valeur absolue, le rapport est plus grand 

que I , et les termes vont en croissant à par t i r d 'un cer-
tain rang^ donc la série est divergente, non-seulement 
pour x = — I , mais aussi pour x = i . 

Si m e n valeur absolue, on a toujours lim. AZa i , 
et la série sera divergente pour x = — 15 mais elle sera 
convergente pour x = puisque les termes finissent 
par décroître indéfiniment et sont alternativement posi-
tifs et négatifs. 

DES i m R I 4 N T S 4l¡ POINT DE VUE DES MATHÉMATIQUES 
SPÉCIALES 

(suite et fin, voir a* série, t. VIII, p. 395); 

PAR M. P. DE CAMPOUX. 

IL Géométrie analytique à trois dimensions» 

Nous nous occuperons exclusivement de l 'équation du 
second degré à trois variables lorsque la réduction est 
faite, dans le cas des surfaces à centre, la surface étant 
rapportée à son centre, ou, si l 'on veut, des invariants des 
coefficients des termes du second degré. 

(Nous supposerons les coordonnées rectangulaires.) 
Afín, de Maihémat.f série, t. IX (Mars 1870.) S 
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Recherche des invariants. 

Considérons l'équation de la surface rappariée à son 
centre et à ses plans principaux -, cette équation 

noüs servira de point de départ. 
Si nous prenons des axes rectangulaires quelconques 

de môme origine et que a, a' , a" désignent les cosinus^ 
des angles que ox' fait avec les trois axes ox^ oj,, oz^ 
ß, les cosinus des angles que oy' fait avec les 
mêmes droites, et 7, 7', 7'Mes cosinus des angles que oz' 
fait avec ces lignes, nous aurons 

.r a 4- ß j ' -+- 7 

Les termes du second degré Sx*-h S'jr* 4 - s e 
transforment dans les suivants : 

S ( a - f - pjr ' - f . 7 )2 S ' ( a ' 4 - / 4 - 7 ' )^ 

Cette expression a la forme 

k x ' ' 4 - A ' y ' 4 - kl'z"" 4 - ^ B j ' z ' 4 - 2 B V ^ ' 4 - 1 B ' V / 

et 

A'— 

B = S ß 7 4 - S ' p y 4 - S ' ' ß ' ' 7 " , 

B ' = S 7 a 4 - S ' 7 V 4 - S " 7 V , 

B"rrr Saß 4-SV S V P''. 

Nous savons que l'on a entre a, a', a'', ß, ß', 
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y» y \ y"y les relations 

a' -4-7- = I, 
a''-h -4-7'^ == I, 

a a ' -f- p p ' -f-77' = O. 

Les invariants cherchés ne peuvent se trouver que dans 
les résultats de Téliraination des cosinus entre les équa-
tions (i). Nous allons procéder à cette élimination, en 
nous servant de la méthode que M. Bertrand a employée 
pour nn autre but dans son Algèbre. 

Je multiplie les deux membres de la première, de la 
sixième et de la cinquième équation du groupe (i) res-
pectivement par a, j3, y, j'obtiens ainsi 

En multipliant les deux membres de la sixième, de la 
deuxième et de la quatrième par cz, (3, y, j'ai la relation 

En multipliant les deux membres de la cinquième, de la 
quatrième et de la troisième par a, |3, 7, j'arrive à 
l'équation 

B ' a - 4 - B p - f - A ' ' 7 = S7. 

Ces trois équations peuvent s'écrire de la façon suivante; 

(A — S)a -f- Wp H- B'7 = o, 
B''a-f-(A' — S ) P - + - B 7 = = o , 

B'a-+- BP 4- (A' ' - - -S)7 — o . 

Ces trofs relations sont homogènes en a, |3, elles ne 
8. 
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peuvent èlre satisfaites par a = o, /3 ;= o, 7 = o; car 

Donc, comme ces équations sont compatibles, le déter-
minant 

A _ S B'' B' 

B'' A ' — S B 

B' B A ' ' — S 

est nul. 
L'équation A — o est une équation résultant de l'éli-

mination (les angles entre les équations (i). 
Il est aisé d'en trouver deux autres d'une façon ana-

logue. 
Multipliant les deux membres de la première, de la 

sixième et de la cinquième des équations (i) par a', (3', y', 
J'ai 

Multipliant les deux membres de la sixième, de la 
deuxième et de la quatrième par a', (3', 7', j'ai 

et multipliant les deux membres de la cinquième, de la 
quatrième et de la troisième par a', f5', 7', j'arrive à la 
relation 

Ces trois relations donnent la relation suivante indépen-
dante des angles : 

A — S' B" B' 

B" A' — S' B 

B' B A " ~ S ' 

Opérant de même sur les équations (i) en faisant usage 
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des multiplicateurs a", y", Ton arriverait à Téquation 

A — S ' ' B ^ B ' 

B " A ' — S ' ' B 

B ' B A ' ^ - S ' ^ 

J'obtiens ainsi trois relations distinctes entre les coef-
ficients A, A', A", B, B', B '̂ et S, S', S'', car la lettre S, 
par exemple, n'est que dans la première, la lettre S' dans 
la deuxième et la lettre S" dans la troisième; il est donc 
impossible de passer d'une combinaison de deux de ces 
équations à la troisième. 

Je dis qu'il est inutile de chercher une équation dis-
tincte de ces trois équations et ne contenant pas les angles 
des axes5 car j'imagine qu'il y ait quatre relations dis-
tinctes entre les coefficients de l'équation de l'ellipsoïde 

( I ) A ' + A ^ z ' 2 -f- ^ B j ' z' -h 2 B'z'x' -h 2 — i o 

et les coefficients de l'équation 
v2 ^ + ^ + 

On peut toujours supposer F = — i sans nuire à la géné-
ralité. 

Les quatre relations entre les coefficients de l'équa-
tion (i) et a, c, qu'on peut supposer connus, et la 
connaissance de deux points suffiraient pour déterminer 
l'ellipsoïde. Ainsi le centre, les axes et deux points suf-
firaient pour déterminer un ellipsoïde, c'est-à-dire que 
huit conditions suffiraient dans le cas où nous savons que 
neuf sont nécessaires. 

Ainsi ces trois équations sont les seules distinctes; je 
vais maintenant en tirer les invariants. Si je représente 
Tune quelconque des trois quantités S, S', S" par z, il est 
aisé de voir que ces trois quantités S, S', satisfont à 



A - z B" B' 

B' X ' - z B 

B' B 

o 

ou 
(A z){K'-z){A"-'z) - (A-2)B' 

( A' - z) B'' - ( A" - z ) B"' 2 B B' B" = o, / / 

ou en ordonnant 
z^— (A - f - A ' 4 -

-f- (A 'A '^- B^-h A'̂ A — AA '— B"2)Z 
4- AA'A' - AB̂  - A'B'^- A ' 2 B B ' B ' = o, 

que je mettrai sous la forme 

et comme 

a étant l'axe principal qui coïncide avec Tancien axe 
des J:, et que 

è et e étant les autres axes principaux *, or F ne change 
pas lorsque l'origine reste la même-, donc 

Q z 4 - r = o . 
Or 

P r=r - ( S 4 - S ' -h S'') 

p est un invariant. 
De même 

Q S ' S " 4 - 4 - 4 - d'b' 

t)onc Q est un invariant. 
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abc 

R est aussi un invariant. 
Donc 

A + B ^ — A " A -f- B'^^-AA', 
AA'A"— AB=— A'B'^— 2BB'B'' 

sont trois invariants. Or il ne peut y avoir plus de trois 
invariants distincts, car il ne peut y avoir plus de trois 
équations ne contenant pas les angles que font entre eux 
les différents axes, comme nous l a vous prouvé; ce sont 
donc les seuls invariants distincts, c'est-à-dire qu'on 
peut obtenir tous les autres à Taide de ceux-là. Nous 
arrivons donc à cette conclusion que, dans la transfor-
mation des coordonnées, les termes du second degré four-
nissent trois invariants et que ces invariants sont les 
coefficients de l'équation en S. 

Interprétation géométrique des invariants. 
Considérons d'abord A 4- A'-f- k". 
Si nous faisons dans l'équation de l'ellipsoïde par 

exemple 
J — o, 

A o ^ ' H - A ' j ^ H - A ' ^ z ' - f - 2 B ' z . r - f - 2 B ' ' ^ / - f - F o , 

on a 

c'est-à-dire que A est proportionnel à l'inverse du earré 
du demi-diamètre compté sur l'axe des x ; nous le repré-
senterons par a'^ : 

de même 
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Comme c'est un invariant, a, c désignant les aXes, 
on aura 

F F 

ou 
I I I I I 1 

Je figure la pyramide trirectangle oA'B'C, dont les 
arêtes ont pour longueurs è', c', 

a'^ b"' " 

Or 
b ' c ' ^^B ' oC—ik 'B 'C cos a', 

a ' étant l'angle de la face A'B'C avec la face B ' o C ; de 
même 

étant Tangle de la face A 'B 'C avec la face C'oA'et 

a ' C 0 S 7 ' , 

y' étant Tangle de la face A'B'C avec la face A'oB' -, on 
aura donc 

b'^c'^ - h c ' ^ a ' ' -4- a'^b'-' = 4 A ' B ' c ' ( c ^ s ' « ' ^os^ ^ o s ^ v ' ) 

D'ailleurs 

c' 2 C' o B' X o A' 6 vol. o A' B' C 6 A ' B' C X H', 

H ' étant la distance du point o à la face A ' B ' C ; donc 

I _ 4 A B̂̂ Ĉ ' 

donc 
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et l^oa conclut que dans tout ellipsoïde les plans passant 
par les extrêmes de trois diamètres rectangulaires enve-
loppent une sphère. 

Considérons l'invariant 
A A ' A ' ' - A B ' - A ' B ' 2 - nBWB", 

Je considère le diamètre conjugué de Taxe des z dont les 
équations sont 

ou 

-4-A'jr H-B z = o. 

O n tire de ces équations 

z "" A A ' — ' 
J _ B'B^̂  — A B 
I "" A A' — B '̂' ' 

Or l'équation de la courbe peut se mettre sous la forme 

X Y » 
Si l'on porte dans cette équation les valeurs de ^ ^̂  -
annulent/^ et ^ , on aura 

( b / î ^ B - f - A n = - 2F 
\ 2 Z ^ 

ou 

Si je représente la quantité entre parenthèses par A, 
j'aur£Û 

Or on sait (I, 2") que 
16F' A'A-B"^: P» 
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P étant le paraliélogramme construit sur deux diamètres 
conjugués dans le plan des 

Remplaçant A'A''— B® par celle valeur, nous avons 

donc 
— _ ^ 

Or Pz est le produit de la base du parallélépipède con-
struit sur le diamèlre du plan des xj- et deux diamètres 
conjugués de ce plan par la hauteur z de ce parallélépi-
pède. Ce parallélépipède est donc conslant, c'est-à-dire 
que le parallélépipède construit sur trois diamèlres con-
jugués est constant. 

Considérons enfin l'invariant 

B̂ — A'A"-4-B'2—A"A H- AA'; 

ona{I , 
lôF' 

P étant la surface du parallélogramme construit sur 
deux diamètres conjugués dans le plan des jyz. Or, 
H étant la hauteur du parallélépipède construit sur trois 
diamètres conjugués, dont deux sont dans le plan des j^-z, 
on a, d'après l'interprétation géométrique de l'invariant 
précédent, 

P H = K , 

K étant une «constante ; donc 
i 6 F _ i 6 F 

P2 — ' 

Par conséquent, on aura 
A ' A ' - B 
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pareillement 

et 
A A' - H ' ^ 

donc l'invariant en question est égal à 

I 6 F » - ^ ( H ' - h H'^-f-H"^). 

Or H est la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent parallèle auxj^^i, de même H' est la perpen-
diculaire abaissée du centre sur le plan tangent parallèle 
aux zx et H'' est la perpendiculaire au plan tangent pa-
rallèle aux ooy. Ces plans tangents sont respectivement 
perpendiculaires; donc la somme des carrés des distances 
du centre â trois plans tangents rectangulaires à l'ellip-
soïde est constante, c'est-à-dire, par une conclusion bien 
aisée à tirer, que le lieu des sommets est une sphère. 

UEMdNSTBATlM ÉLÉMENTAIRE D UN THÉORÈME SE MONfiE; 
PAR M . J . W E L S C H , 

Élève de l'École Polyteehnique. 

T H É O R È M E . — La sphère est la seule surface dont tous 
les points sont des ombilics^ ou, ce qui revient au même, 
la sphère est la seide surface sur laquelle une courbe 
quelconque soit une ligne de courbure. 

Pour le démontrer je m'appuierai sur cette remarque 
évidente : 

Il existe une infinité de surCaces déveli^piables dont 
les génératrices sont normales â »ne même combe; mcés 
^i Ton pre«dpour première génératrice d'uwe de «ces sur-
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faces, l'une quelconque des normales menées à la courbe 
en un point déterminé, cette normale n'appartiendra 
qu'à l'une des surfaces en question. Par suite, si l'on sait 
que deux de ces surfaces ont une génératrice en commun, 
on en conclura qu'elles sont identiques. 

Cela posé, soient A et B deux points quelconques pris 
sur la surface; par la normale (N) en A et par le point 
B faisons passer un plan, ce plan déterminera sur la sur-
face une courbe normale à (N) et passant en B. 

Cette courbe doit être une ligne de courbure de la sur-
face; les normales à la surface en ses différents points 
appartiennent donc à une surface développable, qui est 
une de celles dont j'ai parlé; d'ailleurs, le plan delà 
courbe est aussi une de ces surfaces ; comme elles ont une 
génératrice commune (N), elles coïncident, et, par suite, 
la normale en B à la surface rencontre la normale en A. 

Si l'on prend un point C en dehors du plan considéré, 
la normale en ce point, devant rencontrer les normales en 
A et B, doit passer par le point O de concours de ces deux 
droites ; toutes les normales concourent donc au même 
point O, et la surface est une sphère ayant son centre en 
ce point. 

SOLUTIONS DE QllELOllES PROBLÈMES CÉLÈBRES 

Par la Méthode des Équipollences dn Professenr Ginsto BellaYitis; 
PAR M. L. BÉZIAT. 

I. 

Un problème qui a marqué en quelque sorte les pro-
grès successifs de la Géométrie est celui d'inscrire dans 
un cercle un triangle dont les côtés passent par trois 
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points donnés ; les anciens n'ont pu le résoudre que dans 
le cas particulier où les trois points donnés sont en ligne 
droite; pendant plus de trente années le problème géné-
ral fut tenté par les plus remarquables géomètres; enfin, 
en 1776, Lagrange en donna une solution algébrique, et 
Castillon une géométrique; il fut ensuite généralisé par 
un jeune géomètre, Giordano da Ollajano, qui commença 
à Naples l'illustre école des imitateurs et des continua-
teurs de l'ancienne Géométrie; les méthodes modernes 
ouvrirent de nouvelles voies à la résolution du problème, 
et la Géométrie nouvelle le ramena à des principes gé-
néraux applicables encore aux sections coniques; par la 
méthode des équipollences, la solution se présente im-
médiatement. Nous allons résoudre le problème sous cette 
forme générale : 

Inscrire dans un cercle un polygone XYZ dont les 
cotés passent par des points donnés ou aient des lon-
gueurs données. 

Prenons le cas particulier où dans le cercle de centre O 

Fig. I . 

on doit inscrire un quadrilatère XYZT, dont trois 
côtés XY, YZ, ZT passent respectivement par les points 
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Aj B, C, et dont le quâtrième côté TX ait une bngneur 
donnée. Soit OH le rayon d'inclinaison nulle, et posons 

AXY devant être une ligne droite, cette condition est 
exprimée par l'équipollence 

. OH ~ OA = « ( . OH--O A ) ; 

entre cette équipollence et sa conjuguée, nous élimine-
rons fi et nous aurons 

(c '.OH — OA) (e-r.OH ~ cj, OA) 
= (a-'.OH cj. OA) (e .̂OH -- OA). 

Cette équipollence, il était du reste facile de le prévoir, 
devient identique pour on peut donc la diviser 
par s '— e-̂ ; après quoi nous aurons entre les inclinai-
sons X et la relation 

OA-sr .OH 
^^ OH—s/.cj.OA 

Les côtés YZ, ZT passant parles points B, C donnent les 
relations analogues 

OB —8^0H [1) = 

(3) 

OH — £».cj.OB 
OC—e'.OH 

OH —e'.cj.OC 

enfin, en appelant cî Tare donné TX, on aura 

(4) 

Portant ces équipollences les unes dans les autres, nous 
obtiendrons l'équipollence trinôme qui nous apprendra 

(Note du Médaetetâr.) 
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à détermina Tinclinais<m inconnue j : et par conséquent 
la position du sommet X. Nous allons construire à me-
sure les coefficients des équipollences successives, et on 
continuerait de la sorte si le polygone avait un plus 
grand nombre de côtés. La valeur (a) substituée dans (i) 
donne exprimée par une équipollence, qui, en po«»nt 

(5) A A , = - O B , 

se réduit facilement à 
OA, -f-

^ c j .OH, - f - g ' c j . O A ' 

et en substituant (3) dans cette dernière, on obtient 

QA2 — g .̂OH, 
' ~ c j .OH, — e ' c j . O A , ' 

pourvu qu'on ait eu le soin de poser 

enfin eu substituant (4) on obtient 

. cj. OA2 — 6'. cj.OH, — e^-^. OH, -4- OA2 = o, 

qui devient 

s'.OH -^8^-^.OH. — OU, 
cj.OA, 

en posant 

(7) OW = OH,-he^cj.OH,, O U z z z 2 5 L ^ , 

cj. OAj 

La dernière, comparée à Téquipollencé identique 

OX -H xu = ou, 
nous montre que le point X s'obtiendra en coupant le 
cerele donné par un autre cercle égal ayant son centre 
en U. Les équipollences (5), (6), (7) indiquent claire-
ment les constructions à effectuer. On tire AA, éqiHpol-
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lente à BO, on construit le triangle OAK inversement 
semblable à OHB, et on tire 

HH, = KO; 

oti forme le triangle OHi Lj directement semblable à 
OHC et OA, Kl inversement semblable au même trian-
gle OHC, et on tire 

A, Aî —OL,, H, H, m OR,; 

prenons ensuite la corde HI égale au côté donné TX, 
on mène OW perpendiculaire sur HI et ayant par consé-
quent une inclinaison égale à ^ et on coupe celte ligne, 

de sorte que H j W égale HjO; enfin, construisant OWU 
inversement semblable à OAj H, la droite perpendicu-
laire sur le milieu de OU coupera le cercle donné au 
sommet demandé X. La direction du rayon OH est arbi-
traire; en prenant ce rayon sur la direction de OC, les 
triangles OHC, OHi Li, OAj Ki se réduisent à trois 
droites coupées dans de certains rapports. 

Cette méthode a encore Tavantage d'indiquer les cal-
culs qu'il faudrait effectuer pour déterminer numéri-
quement la position du sommet X. Les deux solutions 
se réduisent à une seule quand OU est double du rayon 
du cercle, c'est-à-dire quand la direction de OW est telle, 
que la projection de OHj sur OW égale OAg. Dans ce 
cas, le côté ZT est le plus grand entre tous ceux des 
quadrilatères inscrits dans le cercle et dont trois côtés 
passent par les points A, B, C. 

n. 
Circonscrire à un cercle un polygone dont les som-

mets soient situés sur des droites données ou aient des 
angles de grandeurs données. 
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Cherchons, avant de résoudre le problème, quelle est la 

condition pour que les perpendiculaires aux extrémités 
des droites OA', OB', O C se rencontrent en un même 
point M. Nous avons 

0 \ 1 rr: OA'-f- A'M ( i - f -H) 0 A ' = : ( I - f - m i ) 0 B ' = (iH- / î / ) O C ; 

entre ces équipollences et leurs conjuguées, on élimine 
/, /72, n et on trouve que la condition cherchée est expri-
mée par la fonction alternée ou détermina^it 

OA'. cj. 0A'(0B'. cj. OC — OC .cj. OB') 
H- 0B\ cj. OB'(OC. cj. OA' — OA'. cj. OC ) 
^ OC.cj.OC(OA'.cj.OB'— OB'.cj.OA') — o. 

Arrivons maintenant au problème qui est le corrélatif 
du précédent. 

Supposons qu'on ait à circonscrire au cercle un trian-
gle MNP ayant les sommets M et N sur deux droites don-
nées et l'angle en P donné. 

Les droites seront convenablement définies au moyeu 
des perpendiculaires OA', OB' abaissées du centre O du 
cercle donné, et les points de contact du triangle circon-

Fig. 

Ann. de Mathémat., série, t. IX (Mars 1870.) 9 
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scrit sont exprimés par 

OX = £^0H, 
OY=zsr,OH, 

OH étant le rayon pris pour origine des inclinaisons. 
Pour que les trois perpendiculaires élevées sur OA ,̂ 
OX, OY se rencontrent au même point M, il faut qu'on 
ait, comme nous venons de le voir, 

elle devient identique pour x divisée par e^—s-^, 
ensuite résolue, elle donne 

OH.OA'— £/.OA\cj.OA^ 
' ' ' OA',cj.OA'-£/.OH.cj.OA ' 

qu'on rend identique à l'équipollence (i) du problème 
précédent, quand on y fait 

Ainsi la condition que les tangentes en X et en Y se ren-
contrent en un point de la droite xVM revient à la sui-
vante : que la corde XY passe par le point A situé sur OA' 
de telle sorte que OA.OA' égale le carré du rayon, ou, 
en d'autres termes, que la corde XY passe par le pôle 
de A'M relativement au cercle O. Déterminant de la 
même manière le point B sur OB', le problème sera ra-
mené au précédent. 

Si, par exemple, le triangle M J N P circonscrit au cercle 
devait avoir deux sommets sur les droites A'M, B'N et 
l'angle en P maximum, nous déterminerions comme 
ci-dessus les pôles A, B des deux droites, et menant le 
rayon OBH, nous couperions OA en K dans le même 
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rapport que OH est coupé en B. Après quoi, nous tirerions 

AA, rzzBO, HH.rizrKO, 

et, donnant à OS une direction telle, que la projection 
sur cette droite de OHj soit égale OAj, nous formerions 
l'angle SOX égal à HOAi. Il y a deux solutions de maxi-
mum dépendant des deux positions que peut prendre OS 
suivant OS et OSj. 

m. 
Étant donnés trois points A, B, C, trouver la base 

commune des trois triangles AXY, BXY, CXY, connais-r 
sant les différences de leurs angles au sommet A, B, C 

Fig. 3. 

et aussi les rapports des quotients de leurs cotés —, 
BX GX 
b y ' CY' 

Lagrange, en cherchant [Mémoires de V Académie de 
Berlin pour 1779, p- 201) les pôles d'une projection sté-
réographique, connaissant les projections de trois points 

9-
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dont on donne les latitudes et les longitudes, se trouva 
amené au problème que nous venons d'énoncer, et dit : 
Il me paraît assez difficile à résoudre par la Géométrie, 
et quant à la solulion algébrique,, je ne Vai pas tentée, 
parce qu'il me semble quelle ne serait d'aucun usage, 
à moins qu on ne pût la ramener ensuite à une con-
struction aisée. 

La méthode des équipollences en offre une solution 
tout à fait directe et très-simple. 

Les conditions du problème sont exprimées par les 
deux équipollences 

AX.BY CN 
AY.BX CÂ' 
AX.CY BÌVI 

- > A Y . ex BA 
pourvu qu'on ait 

ang ACN =: ang YAX — ang YBX 

CN AX et que le rapport — égale le quotient donné de 
Lj A. A. x 

BX par — • On en dirait de même de BM. Par le premier 

principe toutes les droites inconnues se réduisent aux 
deux AO, AY, et il est ensuite facile d'éliminer cette 
dernière et d'obtenir la solution 

MN - A R + AS, 

en faisant 
ACJVIB AB.CN _ ^^ 

" l Ï N " - ^ ^ -

On construira donc les triangles ACR, ABS directement 
semblables à MINB, NMC, et on aura 

SXrr: AR 
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On pourra de la même manière déterminer Y; il faudra 

^ . CN BM , pour cela substituer aux rapports —> — leurs equi-
C A BA pollents 77-75 pour pouvoir éliminer X avec la même ^ CN BM 

facilité que Y. On trouvera ainsi 

AY=r AR'-i-AS', 

AR' et AS' étant donnés par 

AC.M'B AB iN'C 

qui donnent 
AR.AR' — AS. AS'. 

I V . 

Question 874. 

On donne un cercle et deux points. Inscrire dans le 
cercle un triangle isoscèle dont les deux côtés égaux 
passent par les deux points donnés, ( L E M O I N E . ) 

C'est là le vieux problème du billard circulaire déjà 
résolu par l'Arabe Abhasen et par d'autres géomètres, 
principalement par Simpson [Sect. conicarum, libri V : 
AppendiXy p. 223), Chasles (Aperçu historique.,,)-, dans 
les Institut, analjticœ de Riccati et Saladini, on en 
donne la solution au moyen d'une hyperbole équilatère; 
voyez aussi Paoli, Bigoni, Puissant, Quetelet, etc. 

Si X est le point d'incidence, c'est-à-dire le sommet 
du triangle isoscèle, le rayon OX = ri"" devant être éga-
lement incliné sur les droites 

AX= OA, BX == ri'~~ OB, 

nous aurons l'équipollence 

rW'—miri'^— OA) {ri^— OB). 
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Au moyen de sa conjuguée 

cj.OA) (ri--^— cj.OB), 

on élimine m, et en posant 

OA -f- OBi= OS, 
on obtient 
(1) cj.OA.cj.OB/^'—r.cj.0S./3'-<- r.OS.;'— OA.OBzizo; 

le problème étant du quatrième degré ne peut se ré-̂  
soudre géométriquement. 

Si un côté du triangle isoscèle inscrit dans le cercle 
devait passer par le point P et l'autre avoir une inclinai-
son nulle, nous arriverions de la même manière à Téqui-
pollence 

(2) cj.OP.i^^—r./^'-V ri'— OP — o, 

qui est identique à l'équipollence (i) quand OS est la 
droite d'inclinaison nulle, et qu'on a 

OA.OB 

Nous mènerons donc AS équipollente à OB, puis nous 
construirons le triangle OBP directement semblable 

Fig. 4. 

à OSA, le problème se réduira à trouver sur le cercle 
donné le point X, tel que, en le joignant à P, la droite PX 
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soit coupée par OS en L, de façon à ce que le triangle 
OLX soit isoscèle; les solutions du problème sont les in-
tersections du cercle avec la courbe que nous construi-
rons de la manière suivante. Sur chaque droite PMLX 
menée par le point P, on prend de part et d'autre de son 
point de rencontre L avec OS, les distances LM, LX 
égales à LO, et la courbe XOPMAOB ainsi construite 
coupera le cercle de centre O, en deux ou quatre points 
qui seront les points cherchés. 

La courbe est du genre des courbes à boucle. Dans le 
cas particulier où OP serait perpendiculaire à OS, la 
courbe est l'inverse de l'hyperbole équilatàre relative-
ment à son sommet, elle est dite encme foliiim, stro-
phoïde logocjclique. 

En appelant 20: l'inclinaison de PM sur OS, Téqui-
pollence de la courbç esl 

PM — (tangx -h (•) s-̂ , 
eu posant 

PO = / -h .̂ 

Le point C de la courbe correspondant a x = o esl donné 
par la relation 

P C = c ; 

PH rencontre encore la courbe en deux points D, D' don-
nés par 

PDzrr (I ±:c)i, 

et ainsi l'angle DOD' est égal à 90 degrés. L'asymptote 
passe par le point K qu'on obtient en prenant 

PK=: 2PH 

et est parallèle à OS. Comme 

OA.OB OP.OS, 
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si Ton prend arbitrairement sur OHS un point R et qu'on 
fasse 

OQ = 2 0P , 

la droite RA = ^PiO.RQ, bissectrice de l'angle ORQ et 
moyenne proportionnelle entre RO et RQ, détermine sur 
la courbe deux points A et B, RB — — RA, pour les-
quels on a 

angAMO ang0MB, 

quel que soit le point M de la courbe. 

SOWITIONS DES OLLESTIONS PROPOSÉES 

I H N S LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 584 (*) 
voir i" série, t. XX, p. l'to}; 
PAR M. NEUBERG, 

Proresseur à l'Athénée royal de Bruges (Belgique). 

Une conique étant inscrite dans un triangle, soient 
respectivement a, |S, y les rayons de courbure de la 
conique aux points oii elle touche les côtés a, c du 
triangle, on a 

S désignant Paire du triangle. ( F A U R E . ) 

(*) M. Mention a donné dans les Nouvelles Annales, t. XX, p. 3o2, une 
solulion de la même question, où il dit : « Je ne sais pas comment en 
dehors du procédé de relations métriques qui a manifestement conduit 
l'auteur à ce théorème, on éviterait d'inextricables calculs, sans le cercle 
focal. » 
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I. — Soient { , j i ), ( j:« , J2 ) î ( , J s ) les coordonnées 

des sommets du triangle ABC circonscrit à Tellipse 

^ — I = o. En appelant aS,, 2S2, 2S3 les déter-

minants 
.r2 y 2 

> 
Jl oc-i y 2 

on aura 

(2 ) A^B' ^ ( - S. -4- S2 + S3) (S. - S , 4 - S3) (S, -H S2 - S3) R ) . 

D'un autre côlé, si y ' sont les coordonnées du 
point de contact de la droite AB, celle-ci pourra être re-
présentée par l'une ou l'autre des équations 

.rj:' yy — 1 = 0 , Â  B̂  
•^(J. —JO -f- 2S3 

d'où, en identifiant, 

Â  • 
^-iZLll 

•2S3 ' B̂  

Portons ces valeurs dans l'expression du rayon de cour-
bure y mise sous la forme 

^ \ Â  B V 
et nous aurons 

Â B̂ ĉ  
d'où 83= (AB) 

27' 

C ) Voir serie, t. V, p. 5i4. 
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et par analogie on conclut 

(3) S."=:(ABf A ' 

En remplaçant Sj, S?, S3 par ces valeurs dans les ëga-
lités (2) et S = Si H-Sg-h S3, on aura la formule (i) de 
M, Faure et la suivante : 

V « ^ f v V 
Il convient de faire une remarque essentielle relative-

ment aux formules (i) et (4). Les quantités S,, Sg, S3 re-
présentent, aux signes près, les surfaces des triangles OHC, 
OCA,OAB. 

Si la conique touche les côtés intérieurement, on a 

ABC rz= OBG -f- OCA OAB, 

et en comparant à l'égalité S = Si + Sg -H S3, on voit que 
Si, Sg, S3 sont positifs. Mais si la courbe touche, par 
exemple, le côté AB intérieurement et les deux autres 
extérieurement, comme on a alors 

ABC = OBC + OCA — OAB, 

il faut considérer Si et Sg comme positifs et Sj comme 
négatif et partant^ dans les formules (3), a et (S comme 
positifs et y comme négatif, afin que les deux membres 
de ces formules soient de même signe. On en conclut 
que les relations (i) et (4) sont celles qui conviennent à 
une ellipse tangente intérieurement au triangle ABC, et 
pour les appliquer aux ellipses ex-inscrites, il y faut chan-
ger le signe de celui des trois quotients qui 

f r 
correspond au côté touché intérieurement. 

On voit sans peirje comment les calculs précédents peu-
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vent s'appliquer aux hyperboles tangentes aux trois eôtés 
du triangle ABC. 

II. — Les égalités (i) et (4) peuvent encore se démon-
trer très-élégamment dans le cas de l'ellipse, en la proje-
tant suivant un cercle qui .a pour rayon le demi-petit axe 
B. Le triangle ABC se projette alors suivant un triangle 
MNP circonscrit au cercle. En supposant les trois con-
tacts intérieurs et en appelant S ' la surface de MINP, on 
aura 

n p){ — m n-^p) [m — n p){m -\-n—p), 

(5) (/w 

et en divisant la première équation par la deuxième 

(6) 8 S ' = L[^m-hn^p](m — n-hp){m-{-n-~p). 

Soient ib'^ 2c' les longueurs des diamètres de Fel-
lipse parallèle aux côtés a, c et qui se projettent sui-
vant des diamètres du cercle. Comme des droites parallèles 
sont proportionnelles h leurs projections sur un même 
plan, on aura 

a m b n c P 
B 

Mais on a aussi 
c. 

doù 
«B «n 

a^(AB)^ 
¿B n 

P 
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Les surfaces du triangle ABC et de l'ellipse étant propor-
tionnelles à leurs projections, on a 

S TTAB BS 
ou S = 

Les valeurs de m, n, p. S', portées dans les formules (5) 
et (6), conduisent aux relations (4) et (i) (*). 

IIL — En supposant le triangle ABC circonscrit à la 
p a r a b o l e — 2 p x = 0, on a 

s 
En identifiant les deux équations du côté AB 

y x' — — 
J2) — r ('̂ i — + 283=0, 

il vient 
, .r, .r, 2 S3 

y —p , =r • 
J . — J . — 

et comme 

p' 
on aura 

ou 

(* ) Un raisonnement analogue peut servir à démontrer le théorème de 
Mac-Culiagh. Voir Nouvelles Annales, i'® série, t. IX, p. 298. 
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et de même 

y . - - T ' 

La somme ( j , — + ( J î — J s ) + ( n —/<) é»anl 
nulle, on peut considérer deux de ces binômes comme 
positifs, et le troisième comme négatif, ce qui donne, 

a b c 
( 8 ) 

a' r y-

et Ton a de plus, en vertu de l'égalité (7), 

abc 
. ̂  fi ( 9 ) 

OU, R étant le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC, 

On peut aussi vérifier facilement qu'on a encore la 
formule 

Va^ f y ' j w r y V 

Car, en vertu de l'équation (8), les trois facteurs du 
2« 2C 2t 
— J —J -7 
â ' r 

second membre se réduisent à — , i f , et leur pro-

duit sera - f ^ f^ , ou, en vertu de ia relation (9), 8S 
a» f y' 
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Question 965 
( voir 2* série, t. VJIl, p. 56o); 

PAR M. C. C H A D U , 

Maître auxiliaire au lycée de Bordeaux. 

Étant donnés deux points fixes KetJS situés sur une 
ellipse, si ton joint un point quelconque M de cette 
courbe aux deux points fixes y les perpendiculaires éle-
vées sur les milieux des cordes MA et MB interceptent 
sur chacun des axes un segment dont la longueur est 
constante y quelle que soit la position du point sur la 
courbe. (LAGUERRE.) 

Menons ies normales aux trois points A, B, M; soient 
a, |3,|ji les points de rencontre de ces normales avec le 
grand axe (*). 

D'après une proposition démontrée, la perpendicu-
laire Vp élevée sur le milieu de MB passe par le milieu p 
de MB; de même la perpendiculaire Q^ élevée sur le mi-
lieu de AM passe par le milieu de [xx. 

Nous aurons donc 
uoL H- aÔ aS pq = r -i-^ 

quantité constante quel que soit le point M, puisque les 
deux points A et B sont fixes. 

Note / . — M. Chadu, qui déduit la solution précédente 
de la question 955, nous fait remarquer qu'on pourrait, 
de la question 956, déduire pour l'ellipsoïde un théorème 
analogue au précédent. 

Note IL — La question 955 a été résolue aussi par 
MM. Cerruti Valentino, étudiant à Turin-, Humbert^ 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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élève au lycée de Metz ; Émile Laclais et Alphonse Fould -, 

M. Cerruli fait observer que les longueurs constantes 
interceptées sur les axes sont représentées par 

2 2. 

C et e' étant les excentricités réelle et imaginaire de la 
courbe ; 

M, Humbert étend le théorème à l'hyperbole-, 
M. Laclais fait remarquer que la propriété considérée 

i\st caractéristique des courbes du second degré; 
Enfin, d'après M. Fould, la proposition ne s'étend pas 

à un ellipsoïde quelconque-, mais on a, pour Fellipsoïde 
d<' révolution, le théorème suivant : 

« Si l'on prend, sur un ellipsoïde de révolution., deux 
points fixes A et B et un point variable M, les plans 
perpendiculaires aux milieux des droites MA, MB inter-
ceptent sur l'axe de révolution un segment de longueur 
constante. » 

OUËSTIOKS. 

984. Si les quatre normales en quatre points d'une 
ellipse concourent en un même point, il en sera de même 
pour les normales aux points homographiques des quatre 
points considérés situés sur des ellipses ayant même 
grand axe que la première. 

Si les quatre normales en quatre points d'une el-
lipse concourent en un même point, il en sera de même 
pour les normales aux quatre points conjugués. De plus, 
les deux triangles formés par les diagonales des deux 
quadrilatères circonscrits à l'ellipse aux pieds de deux 
groupes de normales ont même surface. 
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3° Considérons deux quadrilatères inscritetcirconscrit. 

Les normales aux quatre points, sommets du premier et 
points de contact du second, sont concourantes. La dia-
gonale du quadrilatère circonscrit est conjuguée de la 
symétrique par rapport à Tun des axes de l'ellipse de la 
droite joignant les milieux des côtés du quadrilatère 
inscrit, qui sont les polaires des extrémités de la diago-
nale considérée. ( A . S A R T I A U X . ) 

985. Soit K la courbe d'intersection d'une surface du 
second ordre et d'une sphère ayant pour centre un point 
d'un plan de symétrie de la surface; désignons par C la 
projection orthogonale de K sur ce plan de symétrie et 
par C le lieu des points où ce même plan est coupé par 
les normales élevées aux différents points de K; C et C 
sont deux coniques ayant leurs axes parallèles, et si Ton 
désigne respectivement par à^ et a'^, b̂  et è'^ les carrés 
des axes parallèles, on a la relation 

( L A G U E R R E . ) 

986. Étant donnés, sur une ellipse de Cassini dont les 
foyers sont / et g, deux points a et h, désignons par a 
et j3 les points où les normales en en a h coupent 
l'axe de la courbe qui renferme les foyers, et par / I(Î 
point où cet axe est coupé par la perpendiculaire élevée 
sur le milieu du segment ab-, démontrer la relation 

I 1 I I 
T- -h - ^ 77 -h - • fa ib if ig 

( L A G U E R R E . ) 

987. Trouver la somme de la série 

cos^tp — ^ c o s ^ 3 < p - f - — ^ cos^3^<p - i - . . , . 

(LAISAWT.) 
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USLIMRAPBiE. 

Noiice m Plalon de Tifoli, tradarleHr da XII ' siècle ; 
PAR M. L. BÉZIAT. 

< 

Parmi ceux qui, dans le xii® siècle, ont le plus con-
tribué k faire refleurir en Europe les sciences mathé-
matiques en traduisant en langue latine d'importants 
ouvrages relatifs à ces sciences, on doit placer Platon de 
Tivoli. Libri écrit : « Platon de Tivoli et Gérard de Cré-
mone sont les plus célèbres parmi les traducteurs italiens 
du XII® siècle. On doit à Gérard la première version de 
VAlmageste, et à Platon de Tivoli la connaissance de 
plusieurs ouvrages de géométrie. » 

L Platon de Tivoli traduisit de Tarabe en latin un 
Traité d'astronomie d'Albategni, célèbre astronome arabe« 
Guillaume d'Auvergne, évèque de Paris, qui, comme le 
prouve Dausson dans son Histoire litléraire de la France, 
mourut le 3o mars 1249, cite cette traduction : « Ne 
croyez pas au moins, dit-il, que ce Macooiet (Macào^e-
tum) soit le célèbre philosophe que l'on a appelé. Albà* 
tegin («c), et dont un ouvrage sur l'astronomie a été 
traduit de l'arabe en latin par Platon de Tivoli ; la no-
blesse et la profondeur philosofiliiqiie qui rouen t dans 
ses écrits montrent bien qu'il n'a eu que le nom de 
commun avec cet homme que je n'appellerai pas gros^ 
sier, mais qui est, comme Ita dit quelqu'un, avec beau-
coup de véirité, digne d'hdbtter a v ^ porcs et les va-
ches (vaccino a^, porcino). Loin de nous la peosée q[ii'un 

Ann. de Mathémat., 2® série, t. IX. (Avril 1870.) ÏO 
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tel philosophe fût aussi fou et eût des sentiments aussi 
vils. » 

Cette traduction fut imprimée à Nuremberg en 
aveQ une autre traduction latine faite par Jean de Seville 
des Éléments d'astronomie d'Al-Fergani, autre astro-
nome arabe. 

Sur le frontispice du volunàe on lit ce qui suit : 
<( Sont contenus dans ce livre : les Éléments d'astronomie 

d'Alfragran (Alfragrani) ; un ouvrage de l'habile astro-
nome Albategnius, sur le mouvement des étoiles, d'après 
ses observations personnelles et d'aprós celles de Ptolé-
mée^ le tout avec des démonstrations géométriques ei des 
additions par i^smée Königsberg (Regiomonte). De plus 
un discours d'introduction à toutes les ^cien^es mathé-^ 
matiques, prononcé par le même Jeafi de Königsberg 
dans mne lecture piiblk[ue sur Alfragran. Du même, utile 
ititroductioia aux Éléments d'Euclide. Dédicace de Phi-
lippe Mélanchthon au sénat de Nuremberg. Toutes pu-
blications récentes, w Norimbergae. Anno M. D. XXXVII. 

Jean de Königsberg est le célèbre astronome du xv® 
siècle (Regiomontanus), dont le vrai nom était J . Mül-
ler 9 né à Unsind grès de Königsberg, m lui donna Je 
nom de Regiomontanus ; Königsberg Unif ian t Mont^ 
Roy^l, Regius mons. Ce recueil est un volume de 126 
feuilles^ il commenced'abord par la dédicace deMtìanch-
thdti au sénat de Nuremberg, avec la date suivante : 
Mense Aufasti. Anno 1537 ^ vimt eîasuite le discours de 
Regio^moiitanius avec cette mo t ion de Platon de Tivoli : 
a Testes ostendontidì^ìssimì Albategnius quem laiinuia 
fecit Rato quidam Tibiwtinus ». So^is ce titre : B r e w 
œ pervtilis compiUuio Alfimgrmd JÌstronomorum peri^ 
ttssimi totum id 4sontirmn$ <fuod mi rudimenta astrono-' 
mica eài opporiunim^^ on trouve en »5 fenìUes le Traité 
d'Alfragran, qtii se termine par ces paroles : « Explicit 
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Alfragranus. Norimbeiigae Äpiid Jok. Pétraium àtm^ sä-
lutis i53y. » Nous trouvons^enfiti, après une a Prsefatio 
Platonis Tiburtini in Albat^nium, » ce Traité d'Alba-
legni, intitulé : In nomine Domini incipit Hhei Madm^ 
niéti filii Gebir ßlii Crueni qui vacatur Albategni in 
rmmeris stellarum et in locis motwi earà experimenti ra-^ 
tione conceptorum in quo LFII capitula continuamur. 

Kastner et Scheibel décrivent cette éditicHot dont on 
trouve un exemplaire k la bibliothèque Angelica ' Ae 
Rome. 

Cette traduction fut réimprimée à Bologne en i645, 
et Brunet fait observer que cette édition est très-rare. 

Au recto de la première feuille on ne trouve que ces 
paroles : « Albategnius de numeris Stellarum » ; au 
recto de la seconde on lit : « Mahometis Albatenii de 
seientiâ stellarum liber cum aliquot additionibus Joannis 
Regiomontani, ex Bibliotheca Vaticana transcriptus. » 
La troisième contient une épitre dédicatoire adressée : 
« Ad serenissimum Ferdinandum II, Ducem Hetruriae 
Magnum », c'est-à-dire à sa Sérénissime Altesse Ferdi-
nand II , grand-duc de Toscane. Cette epître porte la 
souscription suivante : a Serenissima Celsitudinis tuœ 
Humillimus servus Bernardus Vgulotus. » A la quâ ^ 
trième feuille on trouve une préface intitulée : « Prasfar 
tio ad Lectorem »1. Elle commence ainsi : 

« Ami lecteur, nous te livrons Albateguius tel que 
nous l'avons transcrit de la bibliothèque 4u Vatican, sur 
l'invitation de Lucas Valerius, mathématicieii distingué, 
et autrefois professeur public à Rome, «'«^t-à^dine privé 
de planches et de figures, et traduit de l'arabe en laiiB 
dans un 5tyl>«Pllemi barbare par Platon Tivoli» Une 
considéraàbn qui peut toutefois servir à l'excuse de ce 
Platon, c'est que l'ouvrage d'Albaî^aiusesl écrit 4'après 
legoùt arabe et avec concision, surtout quand on Je rap-

I O . 
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proche de l'Alirtàgeste si prolixe de Ptolémée, et que fort 
souvent Tauteur a omis des démonstrations géométriques, 
parce qu'il n'écrivait pas^pour des commençants, mais 
pcmr de« astronomes déjà exercés. )> 

Après la préface primitive du traducteur et la table 
des 57 chapitres de l'ouvrage, vient l'ouvrage lui-même, 
occupant 228 pages. L'avant-dernière feuille contient 
r « Errata corrigé » ; au recto de la dernière on trouve 
l'approbation de l'ouvrage, et derrière on lit : « Bononiie 
M.DC.XLV. Typis Hœredis Victorij Benatij Superio-
rum permissu. » Tout le volume se compose de 124 
feuilles in-4^. 

Le célèbre astronome anglais, Edmund Halley, dans 
son opuscule intitulé : Emendationes ac Notœ in vêtus-
tas jilbatenii ohservationes cum restitutione Tcibularum 
Lunisolarium ejusdeni Authoris^ mémoire inséré dans 
les Philosophical Transactions^ t. XVII (1693), écrit 
ce qui suit : L'ouvrage qu'il (Albatenius) a écrit d'après 
les leçons de son père ne se trouve plus chez nous ; il y 
a quelques siècles, une traduction en a été faite en latin 
par un certain Plato Tiburtinus, qui ne connaissait pas 
suffisamment la langue arabe et encore moins l'astrono-
mie, comme il ressort évidemment de sa traduction. J'ai 
vu deux éditions de cette même traduction, l'une impri-
mée à Nuremberg en i537, l'autre à Bologne en i645. 
Mais cette dernière textuellement copiée sur la première^, 
en reproduit même les fautes d'impression, bien qu'on 
se vante de l'avoir tirée d'un manuscrit du Vatican. 
<^uoi qu'il en soit, les deux éditions sont remplies de 
fautes surtout pour les nombres, et des tables astronomi-
ques de l'auteur dont il est souvent parlé dan% l'ouvrage 
on ne retrouve que des fragments. 

Dàns son Histoire de V Astronomie moderne depuis la 
fondation de V école d Alexandrie jusqu'à P époque de 



( M9 ) 
1730, Bailly donne quelques exirails de l'ouvrage d'Al-
balegni. 

Delambre, après avoir rapporté ce que dit Albâtegni 
dans le premier chapitre de son ouvrage de Scièntiâ 
Stellarum, sur les motifs pourlesquels il avait comjtôié 
cet ouvrage, ajoute : « Tels sont les moûfs qui ont engagé 
Albategni à composer son livre ; c'est là ce qu'on entre-
voit dans, le latin barbare de Plato Tiburtinus, à qui 
nous avons l'obligation de ce livre précieux, dont l 'ori-
ginal ne se trouve plus, à moins qu'il n'existe à la Biblio-
thèque de rEscurial. » 

Dans les Prolégomènes des Tables astronomiques 
d'Oloug'Begy Sédillot confirme ces divers témoignages, 
fort défavorables à Platon. 

II. Platon traduisit encore de Tarabe en latin un ou-
vrage en trois livres, intitulé: Spherici, et composé en 
langue grecque par Théodose de Tripoli, illustre géomè-
tre de l'antiquité. Cette version fut imprimée à Venise 
en i5i8. Jean de la Pêne, mathématicien français du 
XVI® siècle, dans sa préface adressée au cardinal Charles 
de Lorraine, et imprimée avant le texte grec dans l'édi-
tion de Paris de i558, écrit ce qui suit: Mais pour ce 
qui est de passer en revue toutes les propriétés des Sphé-
riques, ce n'est ni utile ni nécessaire. Désirant les possé-
der, nos pères en ont fait une traduction latine, il y a 
quatre siècles. Mais il me semble qu'il est arrivé à ces 
traducteurs ce qui arrive souvent aux gens dévorés par 
une soif ardente, qui, ne pouvant la satisfaire avec de 
l'eau pure, boivent d'une eau fangeuse et fétide. Désirant 
vivement connaître la doctrine des Sphériques, et n'ayant 
pas entre leurs mains (comme je le pense du moins) le 
texte grec, ils ont eu recours aux vërsions arabes, et, au 
lieu de traduire Théodose qui avait écrit en grec sur 
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IWîgmat fséme, ih l'ont pris à une source détournée ; 
ils ont même imprimé cette traduction, il y a quarante 
ans de cela, à Venise, traduction que l'auteur inconnu 
de l'opuscule intitulé : deSpeadis Vstoriis affirme avoir 
été faite par Platon de Tibur. Si quelqu'un veut com-
parer avec le teicte grec de Théodose la traduction faite 
sur l'arabe et imprimée à Venise, il y trouvera une in-
croyable différence, non-seulement de facilité, mais 
encore d« brièveté. Théodose s'était contenté d'établir 
d'aboixl six ou sept définitions \ les Arabes en ont ajouté 
sept autres à peu près superflues. Théodose avait soigneu-
sement évité d'employer un trop grand nombre de théo-
rèmes, et il avait résumé en soixante propositions toute 
la doctrine des Sphériques; les Arabes en ont ajouté 
une trentaine et en ont employé plus de quatre-vingts. 
Théodose avait démontré chaque théorème et n'avait 
négligé aucune partie de ses démonstrations ; mais les 
Arabes ont teHemeut écourté celles-cn, qu'ils ont omis 
une foule de remarques nécessaires. Enfin, pour tout dire 
en un mot, les Arabes ont tellement remanié cet ouvrage, 
qu'il en est devenu méconnaissable, et que ces théories 
sont devenues inintelligibles. 

La préface dans laquelle on lit ces paroles n'a pas de 
date, mais elle a été imprimée en i558 ; la traduction 
latine des Sphériques avait donc paru en i 5 i8 . — Le 
célèbre Jean-Albert Fabricius, en parlant des diverses 
traductions qu'on possède des Sphériques de Théodose, 
dit : Latina ex Arabico interpretatiolucemvidit inter-
prété Platone Tiburtino. Venet. i5 i8 . Verum in hac 
ifersione definitiones et theoremata multij^icala sunt, 
demonstrationibus vîcissim mutilatis ita ut aliud opus 
esse vwfeatur. » 

Scheibel et Lalande, dans leurs Bibliographies astro-
nomiques, placent aussi cette édition en i5t8. 
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Une traduction latine deŝ  Sphériques d^ Théodose se 

trouve insérée sans nom de traducteur, dans deux recueils 
de Traités sur Ja Sphère, impj^imés tous deux à Venise 
en i5i8 , mais par des éditeurs différents -, Vun fut, en 
efl'et, publié par les héritiers d'Octaviames Scotus, Fati-
tre par Lucas Antoine Giunti, typographe florentin. Le 
premier de ces recueils est un volume in-folio de 238 
feuilles, portant au recto les nombres 2 - 1 8 0 , aoi-253. 
Sur le frontispice on lit le titre suivant : 

SPH-ffiBA 
Cum commentis in hoc volumine 

contenus y videlicet, etc. 

On trouve d'abord une lettre avec la date suivante : 
<1 Pata nio quarto Nonas Decembris : a natali christiafio 
M.D.VIl ». Le prologue de Cecco d'Ascoli à son com-
mentaire sur le Traité de la Sphère de Sacrobosco, le texte 
latin de ce Traité même, puis le commentaire de Cecco 
d'Ascoli, le tout avec une grande figure représentant une 
sphère armillaire se suivent jusqu'à la feuilfe 23. On 
rencontre ensuite successivement un commenlaife de 
Jean-Baptiste de Capone de Manfredonia, chanoine régu-
lier de l'ordre de Saint-Augustin, le commentaire de Jacob 
Lefèvre ou Le Fébure d'Etaples, le premier livre <ies 
Sphériqites de Théodose, contenant 53 propositions, le 
second livre en contenant 3i ; un coiom^n taire de Mîcbel 
Scott sur le Traité de la Sphère de Sacrobosco, k s Qoes^ 
tions du cardinal Pierre dAiUj sur ce même Traité, 
le troisième livre de Théodose renfermant qi^atorze pro-
positions. Suivent encore d'autres Traités sur lesquels 
nous ne nous étendrons pas davantage. 

Le second recueil est un volume in-foliode 235 feuilles -, 
les sixième et septième feuilles sont marf{uées, l'une 6, 
l'autre 6è. Ce recueil porte ce titrer 
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Sphera mundi no^iler recognita cùm 

commentariis et Authoribus in hoc voluminè 
contentis. 

Ce volume ressemble tout à fait à l'autre v sur la der-
nière feuille on lit la note typographique suivante : 

Venetiis impensis nobilis viri 
domini Luce Antonij de Giunta 

Florentini. Die 
ultimo Ju-
nij I 5 I 8 . 

Dans la seconde colonne de cette même page on trouve 
une ode intitulée : 

Joannis Baptiste Bracteoli In laudem Hieronymi 
Nucerelli phjsici exccllentis ac Medîci 

Ode Discolos Distrophos. 

et au-dessous Técusson de Giunti. 
Un exemplaire de cette édition se trouve dans la biblio-

thèque Âlexandrine ou de l'Université de Rome ; un autre 
dans la bibliothèque Angelica. 

M. le prince don Balthazar Boncompagni possède un 
exemplaire de chacune de ces éditions -, il pria le profes-
seur T. Orioli d'examiner ces deux recueils. Celui-ci, 
après les avoir soigneusement comparés, lui écrivit la 
lettre suivante : 

u Je me suis empressé de vous obéir et j'ai parcouru 
les deux éditions différentes, imprimées toutes les deux 
à Venise en i5i8^ la première avec la date du 19 jan-
vier, et avec le ûvve Sphera cum commentis in hoc volu--
mine contentis, imprimée par les héritiers d'Octavianus 
Scotus*, la seconde avec la date du dernier juin, et avec 
ce titre ; Sphera mundi noi^iter recognita cum commen-
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tariis et authoribus in hoc "volumine contentis, etc.,, im'' 
primée par Luc-Antoine Giunti. Le résultat de monexa-^ 
men est la pensée que la seconde n est qu'une contrefiiçoa 
de la première. 

» Cette dernière avait été imprimée sans le privilège 
que les éditeurs se |m>curài«iit d'ordinaire du gouverne-
ment Vénitien. Giunti se crut donc autorisé à l» réim-
primer, probablement parce que celte coii^piI»tii»i fut 
accueillie avec faveur par le public et fut tout à coup 
grandement recherchée. Avertis de cela, les héritiers de 
Scotus ajoutèrent à leur édition un cahier sans pagination 
après le Registre ; ce cahier, composé de six feuilUé, 
contient deux opuscules : l'un de Thebit, l 'âlrtre^e Jean 
de Crémone; c'est la Theorica Planetamm. Alors Giunti 
enleva dans sa réimpression les cinq premières fetiilles, 
et les réimprima de nouveau, mais plus étroitément, en 
supprimant tous les vides ; il fut obligé d'en ajouter une 
sixième pour y faire entrer la matière du supplément de 
Scotus. Cette substitution ne put néanmoins s'opérer 
sans qu'il en résultât un peu de désordre. En effet, les 
feuilles à ajouter au reste de T ouvrage n'étant plus au 
nombre de 5, mais de 6, marquées comme les autres au 
recto, on dut se contenter de placer l'une à la suite de 
l'autre deux feuilles marquées 6 et 6h. Mais le nouvel 
éditeur eut beau s'ingénier pour se créer de l'espace, 
force lui fut d'omettre l'opuscule de Thebit, et, qui pis 
est, il fallut qu'il plaçât la théorie de Jean de Crémone 
après le prologue de l'opuscule de Cecco d'Ascoli, en 
rejetant le travail de celui-ci après l'ouvrage du Gré-
monais. 

» Du reste, cette réimpression fût faite avec une si 
grande précipitation qu'elle reproduit quelques erreurs 
du premier éditeur. Par exemple, à la feuille 149, recto, 
on lit dans les deuxy en haut et au milieu de la page, « (h 
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Sphera », tandis qu'on devrait y lire: « planetarutn ». 
En général, les pages sont copiées IHioe sur Fautre, sauf 
quelques petites différeiK^es, telles que la suivante : feuille 
2, recto, Scotus écrit « Esculani », et Giunti a Eusco-
lanî », etc., etc. 

» .... Il est sur qu'un second examen fait avec plus de 
soin peut fournir des lumières plus grandes encore. En 
vous priant d'excuser cet écrit fait ciurente calamo, j'ai 
l'honneur d'être, etc. 

» Rome, 4 avril i85i . » 

III. Platon de Tivoli traduisit encore un petit ouvrage 
d'astrologie d'Almansor ou Almion, célèbre philosophe 
arabe. Cette traduction fut imprimée à Venise, sans date 
d'année, avec une traduction latine faite par Etienne de 
Messine d'un autre opuscule d'astronomie attribué à 
Hermès ou à Mercure Trismégiste. Fossi croit que cette 
édition, composée de six feuilles in-folio et excessive-
ment rare, remonte à l'année parce que la dédicace 
de ce même ouvrage porte la date du 13 juin 1492 ; il en 
existe un exemplaire à la bibliothèque Magliabecchiana 
de Florence. La traduction de cet ouvrage d'Almansor 
fut encore insérée dans un recueil d'écrits d'astrologie 
dont on a deux éditions, toutes les deux de Venise, l'une 
de 14^3 imprimée par Octavianus Scotus, l'autre de 
I5I9 et des héritiers de Scotus. La première est un vo-
lume iu'-folio de i54 feuilles ; on y trouve une lettre de 
Dominique-Marie Novare, célèbre astronome du xv® 
siècle, a Jérôme Salio de Faënza. Le prince Boncompa-
gni possède un exemplaire de cette édition il en existe 
deux autres dans les bibliothèques Barheriniana de Rome, 
et Magliabecchiana de Florence. La seconde est un vo-
lume in-folio de i44 feuilles, et ne difiere guère de la 
première \ la bibliothèque Chigiona en possède un exem^ 
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plaire. Celle traduction iui encore imprimée à Mmim^ 
en i5oi , par J.-B. Sesssk^ SiVécleLiier Nati\^itaturn d'Ai--
buhather, astrologue du xiii® siècle, et le Centdoqmtmi 
dm Hermetis, A la fin du volume on trouve Fécusson 
de Vimprimeur avec les initiales de son nom / . JS. 
et cette note : 

Impressum Venetiis per lo 
Baplista Cessa, anno do 

mini i5oi . Die 23 
Februarij, 

IV. Platon traduisit encore un Traité de géométrie 
composé en langue hébraïque par Savosorda ou Savasorda, 
mathématicien hébreu. La Bibliothèque impériale de 
Paris possède deux exemplaires manuscrits de cette tra-
duction ; un d'eux est dans le volume maraué « Ancien 
Fonds, ms. Latins, n® 7224 s'étend du recto de la 
feuille I au verso de la feuille 62 ; l'autre est dans le vo-
lume marqué « supplément Latin, n^ 774 de la feuille 
I à la feuille 35. Voici ce que dit Libri de ce dernier : 

« Le manuscrit de la Bibliothèque royale contient aussi 
de l'algèbre ; malheureusement, il est incomplet, et on 
ne peut pas juger de l'importance des recherches algébri-
ques qu'il devait contenir. Ce manuscrit semble être du 
xiïi® siècle ; les chiffres y ont déjà une valeur de position ; 
il commence par ces mots : Incipit liber embadorum a 
Savosorda in Ebraïco compositus et a Platone Tiburtino 
in latinum sermonem translatus, anno Arabum DX 
mense Saphar. » Plus loin^ on trouve : « Le manuscrit 
de Savosorda que j'avais cité d'abord est effectivement 
défectueux \ mais depuis, j'en ai découvert un autre par-
faitement complet, qui se trouve également à la Biblio-
thèque royale, et qui ne porte pas dans le caïalogue le 
nom de SavosoiMia^ parce que l'encre s'étaiii eââcée en 
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}ieaiieoiifi d'jeiléroits on n'ep pouvait pas lire faciiemént 
le titre f mais où cependant, quand, on re^an^ine avec 
attention, on voit comme dans l!autre manuscrit : a Inci-
pit... cequi montre que cette traduction a été faite en 
1116 et qu'elle précède par conséquent, comme je l'ai 
déjà dît, tous les écrits du même genre qu'on a cités jus-
qu'à présent, et où se trouvent des recherches sur l'al-
gèbre. » 

Bien que Libri n'indique pas le numéro du manuscrit 
où se trouve l'exemplaire complet, découvert par lui, du 
Traité de Savosorda, il y a toute apparence que c'est celui 
qui est marqué <( Ancien fonds, ms. Lat. n® 7224 ». Ce 
manuscrit commence ainsi : « Incipit liber..., etc. » 

<( Celui qui veut connaître toutes les manières de me-
surer et de partager doit connaître toutes les propositions 
d'arithmétique et de géométrie sur lesquelles se. fondent 
les mesures et les divisions; quand il les connaîtra par-
faitement, il sera très-habile et ne pourra jamais se 
tromper. » 

Derrière la feuille 62 de ce manuscrit, on lit : u Finit 
liber embadorum a Sauosorda iudaeo in ebraïco conipo-
situs et a PlatoneTibuertino in latinum sermonem trans-
latifs anno arabum DX mense saphar die xv ejusdem 
mensis hora tertiasole in xx gradu et xv minuto leouis 
luna xii gradu et xx minuto piscium saturno in viii gradu 
et LVII minuto tauri. love in arietis xxvi gradu et L U 

minuto. Marte in libra xxvii. xv. Venus in libra IL 
XXVIII . Mercurio in leone VIIII. X L V . Capite in cancroti 
cauda in capricornumti. » 

Le second manuscrit commence et finit de la même 
manière. 

CeUe dale est fort importante et elle est ceitaîne. On la retrouve 
aussi dans un manuscrit qui était autrefois datts la bibliothèque du cou-
vent de Saint-Marc, à Florence, et que jMonttaucon & cité. 
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Cette traduction se troii^é encore manuscrite daits tm 

volume de la h\h\\oùië([ue Magliahecchiana^ malhue 
« Scaffale 2, Pakhetto VI, n° 36, nella stanza del sig. 
Bibliotecario »; elle s'étend de la feuille 23 à la feuille 46. 
Après ce que nous avons déjà rapporté du commence-
ment de l'ouvrage, on y lit : 

« Il convient donc de partager ce livre en quatre cha-
pitres, dont le premier contienne les propositions géné-
rales de géométrie et d'arithmétique (a/viAmefzce), qui 
ouvrent Tesprit du lecteur à la vraie connaissance des 
choses. Le suivant contiendra les moyens de mesurer les 
champs triangulaires, carrés, ronds, ou de forme ifudl-
conque. Le troisième apprendra à partager les figures 
quon a appris à mesurer dans le second chapitre ; le 
quatrième, à mesurer les fossés, puits et choses sembla-
bles, les tours mêmes et les édifices, et aussi les corps 
sphériques et les vases. Enfin, pour que rien ne soit omis 
de ce qui a rapport à cette science, nous indiquerons 
comment nous opérons mécaniquement et nous termine-
rons ainsi heureusement l'ouvrage. » 

Chapitre P% contenant les propositions générales 
d'Arithmétique et de Géométrie. 

« Le point est ce qui n'a aucune partie, » etc. 
Dans ce manuscrit, qui renferme du reste plusieurs 

autres Traités, on ne trouve du Traité de Savosorda que le 
prologue déjà cité, les deux premiers chapitres et une 
partie du troisième. Ce manuscrit était le n° 207 des 
volumes de la bibliothèque du couvent des Dominicains 
de St-Marcde Florence -, c'est de cette bibliothèque qu'il 
est passé dans la Magliabecchiana, L'abbé Thomas Gelli, 
bibliothécaire de cette dernière, croit que ce changement 
s'est opéré entre 1809 et 1811. Dans le manuscrit f84 
du couvent de Saint-Marc se trouve encore ce Traité. 
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On y lit sur la couverture : a Hic liber est conventus 

sancti marci de Florentia ordinis pt^edîcatorum quem do-
navit vir clarissimus cosinus medices prescripto conven-
tui : émit autem ab beredibus phylippi secugolini pieruzzi 
de vertine notarii florentini. » 

Le P. Fr . Ant.-Zaccaria, delà compagnie de Jésus, en 
énumérant, dans son Iter Uiterarium per Italiam, les 
manuscrits de mathématiques appartenant à ce couvent 
deSaint-Marc, dit du n° 207:« Ajoutez à cela un manuscrit 
en parchemin, in-4®? dans lequel, outre deux Traités sur 
les poids, composés, l'un par maître Biaise de Parme 
pendant le temps des grandes vacances, raulre par Jour-
dan, on trouve un ouvrage portant le titre : Incipit,, etc. 
Il se compose de trois chapitres. Le premier contient les 
propositions universelles de géométrie et d'arithmétique; 
le second traite des dimensions des champs; le troisième, 
des divisions des terres et des maisons entre des associés 
ou des cohéritiers. » 

Léonard Fibonacci, mathématicien Pisan du xiii® 
siècle, composa un ouvrage intitulé : Practica Geome-
triœ, et divisé en huit livres ou sections. J.-B. Gugliel-
mini, mathématicien Bolonais, en parlant de cet ouvrage 
dans son Éloge de Léonard de Pise, lu par lui le 12 no-
vembre i8i3, dit ceci : « Ayant ainsi terminé la sixième 
section, avant d'entreprendre la septième, il introduisit 
dans son ouvrage un Traité abrégé de la manière grecque 
de mesurer les champs, plus expéditif et plus facile pour 
ce qui est du calcul, mais plus sujet à l'erreur dans la 
précision du résultat, et il termine ainsi l'épilogue : Ici 
finit l'ouvrage qui fut écrit en langue hébraïque par le 
juif Savasorda, et traduit en latin par Platon de Tibur en 
II16. » Guglielmini, dans l'éloge que nous venons de 
mentionner, prétend posséder un manuscrit de la Prac-
tica Geometriœ de Léonard de Pisei Ce manuscrit, plu-
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sieers fois cité par Guglielmini dans ce même ëloge^ 
appartient maintenant à M. le comte Petronio Isolani de 
Bologne. 

V. Platon de Tivoli traduisit ensuite un Traité d'Al-
buacasis, fils d'Asafar, sur la construction et les us^es 
de Fastrolabe. Cette traduction se trouve en manuscrit 
dans le volume Ottobonien n^ Sop de la bibliotbèque du 
Vatican, de la feuille i36 à la feuille i43. Ellecommence 
ainsi : 

« Incipit liber Alixuacasin in operibus astrolal^i a 
Platone Tyburtino translatus ad amicum suumJoannem 
David. Suo serenissimo amico Joanni David in quatuor 
matheseos disciplinis peritissimo : Plato Tyburtinus : 
post carnis miseriam : carnis gloriam. » 

« Parmi tous les instruments des savants, après une 
observation longue et assidue, je n'avais trouvé ni chez 
les Grecs, ni chez les Arabes, ni même chez les Latins, 
aucun mécanisme, aucun instrument aussi ingénieur et 
aussi utile que Fastrolabe (astrolapsus) inventé par 
Ptolémée et habilement construit par lui ; nulle part 
non plus chez les Latins je n'avais trouvé une théorie 
complète de cet instrument, pouvant expliquer toutes les 
ressources qu'il présente si heureusement ; après avoir 
parcouru beaucoup de volumes arabes et très-divers, je 
n'ai trouvé aucun Traité aussi parfait, aussi beau et aussi 
célèbre, ni aussi propre à montrer toutes les applications 
de l'instrument en astronomie et en géométrie que celui 
d'Albuacasis, fils d'Asafar, géomètre et astronome arabe 
distingué. On y trouve, en effet, non-seulement l'expli-
cation de chaque instrument et du nom qu'il porte, mais 
encore des vérifications de ta posi tion du soleil et d'autres 
as t r^ , leurs déclinaisons en arcs de cercles et leurs 
ascensions, la latitude des pays; la hatiieur des tours et 
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des arbres, «t une foule d'autres choses y sont dëterint-
nées 4'uiie manière abrégée mais complète. J'ai donc 
pensé, mon cher ami Jean David, à traduire cet ouvrage 
en langue latine et à te Toifrir à toi, homme très-versé 
dans l'astronomie et en tout genre de science, et mon 
plus cher ami. Et toi, comme il convient à un ami, tu as 
accepté ce petit présent avec un grand plaisir, et, de peur 
de l'oublier jamais, tu l'as gravé dans le plus secret 
repli de ton cœur. Si j'ai laissé échapper quelque chose 
qui ne soit pas convenable, je laisse à ton sublime génie 
le s<>in de corriger Platon de Tifeur. J'invoque aussi le 
Christ né du Saint-Esprit et de la vierge Marie. » 

VI. Le Quadnpartitum (Tetrabiblon) de Ptolémée 
fut encore traduit de l'arabe par Platon de Tivoli. Au 
recto delà feuille 61 du manuscrit « Ancien Fonds ms. 
lat. n° 7320 » de la Bibliothèque impériale, on lit : 

« In nomine Domini misericordis et pi i. Incipit liber 
IIII tractatuum Ptolemei AiTaludhi in scientia judicio-
rum astrorum a Platone Tiburtino de Arabico in Latinum 
translatus. Tractatus primus in quo 74 capitula sunt. » 

Cette traduction finit à la feuille io4 du même manus-
crit par ces paroles : a Rebus igitur nati vi ta tum genera-
liter explicatis hoc in loco huic libro finem imponere 
non incongruum existimavimus. » — Dans le catalogue 
des manuscrits de cette bibliothèque, cette traduction 
est ainsi indiquée : « Ptolemaei Quadri par ti tum : inter-
prete Platone Tiburtino ; passim inter lineas glossse, et 
ad marginem scholiae. » 

VII. Une autre traduction de Platon fut aussi celle 
d^un opuscule d'un certain Alkasem, sur les révoktdons 
des nativités. Elle se trouve dans le manuscrit « Ancien 
Fonds, ms. lat. n® 74^9 », et commence ainsi : « Alka-
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sein denativitatuni revolationibus. Dìxìi Alkasem filias 
Achasilh Cum naiivilatum revoluiiones per ascendens 
nadvitaiis scire volueris. Si secimdum consilium azindi 
de India operatus fueris adde grad. et min. ascendentis 
natÌTÌtatis 83 grad. 12 min. 8 sec. » 

VIII. Dans le Catalogi librorum...^ on lit : « Excerpta 
ex libro Abohaly translato per Platonem Tiburtinum. » 
Ces excerpta se trouvent manuscrits dans le volume 
n"̂  57 Digby de la bibliothèque Bodleyenne d'Oxford. 

IX. Dans une liste d'anciens médecins, donnée par 
Fabricius, dans sa Bibliotheca Grœca,on trouve la phrase 
suivante : « iErieas qui a écrit en grec sur le pouls et les 
urines, et qui a été traduit en latin par Platon de Tivoli 
et Ponticus Virunius. » Plus loin, dans cette même liste, 
on lit: tt Platon de Ti voli, qui a traduit les Jugements d'Al-
mansor et l'ouvrage d'iEneas sur le pouls et les urines. » 

Pour ne rien omettre de ce qui est relatif aux traductions 
de Platon de Tivoli, je crois devoir rapporter ici cequ'omt 
dit sur les travaux de ce traducteur trois savants illustres : 
Pierre-Daniel Huet, né à Caen et évêque d'Avranches, 
qui a técu dans le xvii®. siècle ; Montucla, du siècle der-
nier, ét M. Chasles, du nôtre. Huet écrit donc dans son 
livre De Claris interpretoribiis : « Plato Tiburtinus a 
traduit en latin Théodose de Tripoli sur une version 
arabe ; nous possédons la traduction, nous sommes privés 
de roriginal. » — Montucla, en énumérant les mathéma-
ticiens du XII® siècle, après avoir cité Adélard de Bath, 
Daniel de Morlay, Robert de Reading, Guillaume de 
Conchis, Clément Langtown et d'autres, ajoute : « Trois 
hommes de ce si è c k qui firent encore ce qui était en 
leur pouvoir pour faire connoitre les auteurs anciens, 
termineront cette éuumération. L'un est Platon de Ti-' 

Ann, de Mathémat., 2« série,!. IX. (Avril 1870.) 11 
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voli, qui traduisit de Tarabe les Sphériques de Thëodose 
vers Tan 11 ao ; son latin est à la vérité presque barbare, 
mais tel était celui de son siècle* Cette traduction, infi-
niment rare, ne fut imprimée qu'en i5 i8 . » M» Chasles, 
dans son Aperçu Historique, écrit cette phrase : « Trois 
autres hommes, contemporains d'Adhélard et de Gérard 
de Crémone, travaillèrent aussi à faire connaître les ou-
vrages mathématiques répandus chez les Arabes. Ce sont 
Platon de Tivoli (Plato Tiburtinus), le juif Jean de 
Séville, connu sous le nom de Joannes Hispalensis, et 
Rodolphe de Bruges (Brughensis). 

D Le premier traduisit de l'arabe les Sphériques de 
Théodose, vers l'an 1120 (imprimé e n i 5 i 8 ) ; de l'hé-
breu, Un Traité de géométrie de Savosorda et divers ou-
vrages. » 

Adrien Baillet, dans un article de ses Jugements des 
sm>anls sur les principaux ouvrages des auteurs, intitulé 
Platon de TivùU ou Tihurtin^ cite deux traductions : 
celle des Sphériques de Théodose et celle de l'ouvrage 
d'astronomie d'Almansor. 

Jourdain, dans son excellent ouvrage intitulé : Recher-
ches critiques sur Vâge et Vorigine des traductions 
latines d^Aristote, parle encore de notre héros. Dans la 
seconde édition de ce même ouvrage, on ne cite que deux 
traductions : celle du Traité d'Albategni et la traduction 
du Traité de géométrie de Savosorda. 
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SUR L 'E iPLOI DES MAGINAIRES EN 6É0MÉTRIE; 
PAR M. l a g u e r r e {*), 

D É F I N I T I O N DES DROITES ISOTJ0LOPÎS E T DE S O H B U . 1 C S . — 

COORDONNÉES ISOTROPES. R E P R É S E N T A T I O N D ' U N P O I N T 

I M A G I N A I R E . D I S T A N C E D E D E U X P O I N T S I M A G I N A I R E S . 

1. Dans tout ce qui suit, je considérerai toujours un 
plan réel et les figures tracées datis ce plan. Plus tard, en 
traitant de la Géométrie de Tespace, j'examinerai quelles 
modifications et quelles restrictions on doit apporter aux 
résultats obtenus, quand on veut les appliquer à des plans 
imaginaires et aux figures tracées dans ces plans. 

Considérons donc un plan réel, et dans ce plan deux 
axes rectangulaires réels Oor et O / , auxquels nous rap-
porterons les points du plan suivant la méthode de Des-
cartes. 

Soient A un point quelconque de ce plan, a et |3 ses 
coordonnées réelles ou imaginaires. 

L'équation d'un cercle ayant ce point pour centre et 
la longueur p pour rayon sera 

Si nous supposons que le rayon p décroisse indéfiniment 
jusqu'à devenir nul, la courbe représentée par 1 équation 
précédente variera de forme, en demeurant toujours un 
cercle. A la limite, pour p == o, elle représentera un 

(* ) Nous reproduisons ici la première leçon du cours de Géométrie 
supérieure, professé cette année par M. Laguerre à la «aile Gerson, et 
dont nous devons la rédaction à Tobligeance de l'auteur. 
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cercle de rayon nul; remarquons que, dans ce cas, le 
premier membre de son équation se décompose en deux 
facteurs 

et 

en sorte que, en réalité, le cercle de rayon nul ayant pour 
centre le point réel ou imaginaire dotit les coordonnées 
soiit a et /3 se décompose en deux droites dont les équa-
tions sont 

et 

Ces droites remarquables, en lesquelles se décompose 
un cercle lorsque son rayon devient nul, sont caractérisées 
évidemment par cette propriété très-siràple d'avoir res-
pectivement 4- i et — i pour coefBcient angulaire. 

Si donc Ton imagine tracées dans le plan toutes les 
droites analogues que Ton obtiendrait en considérant 
tous les cercles de rayon nul ayant pour centres les dif-
férents points du plan. Ton voit que toutes ces droites 
formeront dans le plan deux systèmes de droites paral-
lèles. 

Pour l'un de ces systèmes, le coefficient angulaire est 
-h i, en sorte que la droite de ce système qui passe par le 
point (a, (3) a pour équation 

je dirai que cette droite est la droite isotrope du premier 
système passant par le point (a, (3). Toutes les droites 
isotropes du premier système étant parallèles entre elles 
concourent en un même point de l'infini, qui est défini 
par le coefficient angulaire commun à ces droites; dans 
tout ce qui suit, je désignerai constamment ce point de la 
droite de l'infini par la lettre I. 
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Pour Faulre système, le coefficient angulaire est — i, 

en sorte que la droite de ce système qui passe par le point 
(a, (3) a pour équation 

je dirai que cette droite est la droite isotrope du second 
système passant par le point (a, (3). Toutes les droites de 
ce second système concourent en un même point de la 
droite de l'infini, que je désignerai constamment par la 
lettre J. 

2. Il était nécessaire, vu Timportance des droites re-̂  
marquables que je viens de mentionner, de leur donner 
un nom spécial, bref et expressif. L'expression de droite 
isotrope, n'ayant pas encore de signification en Géométrie, 
m'a paru convenable pour atteindre ce but; elle se justifie 
en remarquant que l'équation d'une quelconque de ces 
droites, comme il est facile de le vérifier, ne change pas 
de forme lorsque, conservant la même origine pour les 
axes, on passe du système d'axes primitif à un autre sys* 
tème d'axes rectangulaires quelconques. 

Une propriété essentielle de droites isotropes, et qui 
pourrait servir à les définir, est la suivante : la distance 
entre deux points quelconques d'une droite isotrope 
situés à distance finie dans le plan est nulle. En d'autres 
termes, ces droites satisfont à l'équation différentielle 

ds = o. 

Sur une surface quelconque, on peut étudier les courbes 
qui satisfont à cette équation différentielle; ces courbes 
sont des lignes géodésiques de la surface, et nous leur 
donnerons aussi le nom Ae lignes isotropes. 

Les deux points remarquables de la droite de Finfini 
vers lesquels convergent les deux systèmes de droites iso-
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tropes d'un plan, et que nous avons désigné par les lettres 
I et J, méritent aussi, vu leur fréquent usage, une déno-
mination simple et concise; je les désignerai sous le nom 
dH ombilics du plan; ces points jouent, en effet, dans le 
plan, le même rôle que jouent, dans la théorie des sur-
faces du second ordre, les oinbilics de ces surfaces situés 
à rinfini. 

3. De ce qui précède, il résulte que par chaque point 
du plan réel ou imaginaire passent deux droites isotropes, 
l'une du premier système et l'autre du second système, et 
que ces droites peuvent être obtenues enjoignant le point 
donné aux deux ombilics du plan. 

Les deux droites isotropes passant ainsi par un point 
A forment, dans leur ensemble, un cercle de rayon nul 
qui jouit de toutes les propriétés du cercle. Voici celles 
de ces propriétés sur lesquelles je m'appuierai principa-
lement : 

<( Si une droite menée par un point B du plan coupe, 
aux points m et m', les deux droites isotropes issues d'un 
point A, le produit des segments B/w et Bm' est égal au 
carré de la longueur BA. 

» Les choses étant posées comme précédemment, la 
perpendiculaire abaissée du point A sur la droite Bmw' 
a pour pied le point milieu du segment mm\ » 

Le cercle ainsi formé par les deux droites isotropes 
passant par un point A ne contient évidemment d'autre 
point réel que le point A, si ce point est réel. Examinons 
ce qui se passe lorsque le point A est im^gin^ire. 

On peut d'abord remi^rquer que toute droite imaginaire 
du plan contient un point réel. En effet, son équation, 
en mettant en évidence la partie réelle et la partie ima-
ginaire, peut se mettre sous la forme 
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D'où Ion voit que le point réd, qui est rintersectîoii 
des deux droites réelles P « o et Q o, se trouve sur la 
droite proposée. Toute droite imaginaire contient donç 
toujours un point réel, qui peut être à Tinfini, lorsque 
les droites P rs;: o et Q o sont parallèles -, dans ce cas, 
la droite imaginaire passo par un point réel de la droite 
de Tinfini, ou, autrement dit, a une direction réelle. Il 
est d'ailleurs évident qu'une droite imaginaire ne peut 
contenir qu'un seul point réel. 

Je dirai que deux points sont ùnaginairement conjar-
gués lorsque leurs coordonnées sont respectivement des 
quantités imaginairement conjuguées; que deux droites 
sont imaginairement conjuguées -, lorsque Ton peut passer 
de l'équation de l'une à l'équation de l'autre en changeant 
-K/en —i, et réciproquement. 

De cette définition, il résulte immédiatement que: 
1° Si un point se trouve sur une droite imaginaire D, 

le point qui lui est imaginairement conjugué se trouve 
sur la droite imaginairement conjuguée à D; 

Deux droites imaginairement conjuguées se coupent 
en un point réel ; 

3° Deux points imaginairementconjugués sont toujours 
situés sur une même droite réelle, et cette droite est évi-
demment la seule droite réelle qu'on puisse faire passer 
par chacun des deux points. 

Cela posé, si, par un point A on mène une droite iso-
trope du premier système, cette droite contient un point 
réel a, qui sera d'ailleurs à distance finie, puisque la 
droite isotrope a une direction imaginaire et coupe la 
droite de l'infini à l'ombilic I -, de même la droite iso-
trope du second système, passant par le point A, contient 
un point réel a\ situé également à distance finie. 

On voit que le point A détermine complètement les 
deux points a et a ' ; réciproquement, ces deux derniers 
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points déterminent sans ambiguïté le point A, car ce 
dernier point est Tintersection de la droite isotrope du 
premier système passant par a avec la droite isotrope du 
second système passant par a'. 

Nous pourrons donc fixer sans ambiguïté la position 
d'un point imaginaire dans le plan, par la position des 
deux points réels a et a', ou, si Ton veut, par la position 
du segment nous dirons que aa' est le segment re-
présentatif du point imaginaire A, que a est l'origine de 
ce segment, et que a' en est l'extrémité. 

II est très-important d'établir que ce segment repré-
sentatif d'un point est toujours le même, quels que soient 
les axes du plan auxquels on l'ait rapporté. 

Soient, k cet effet, a et /3 les coordonnées imaginaires 
d'un point A, et, en mettant en évidence la partie réelle 
et la partie imaginaire, 

a — u a" /, 

La droite isotrope du premier système passant par ce 
point a pour équation 

les coordonnées a^ et 6p du poii](t réel a sitiié sur çette 
droite sont évidemment 

et 

Changeons maintenant de système d'axes rectangulaires, 
en transportant leur origine au point (Î, >3) et, en les fai^ 
sant tourner de l'angle w, les formules de transformation 
à employer seront les suivantes : 

X Ç -4- J: cos« — Y sin«, 
y ÎJ -f- X sin v -f- r cosw. 
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Les nouvelles coordonnées du point A «ei-ont, dans ce 
nouveau système 

Ç ( a ' - f - a ." i ) COSft» — ( P' -+• p ^ i ) s i n c a 

et 
n -h(a' -f- a"i)sinft) H- (P' p^i) cosw. 

Les coordonnées du point réel situé sur U droite isotrope 
du premier système passant par ce point seront, d'après 
les formules précédentes, ^ . ^ 

= a cosw p'sinw — a'̂ sin w — P"cosw 
et 

b \ — n - h a ' s i n w - f - p ' c o s w -4- a ' ' c o s w — p " s i n w , 

o u b i e n 

= Ç + «ocosw — ¿»osinw 
= Yi -h ¿7oSinw -4- ¿ûCOSw. 

L'on voit que cl^ et se déduisent de a^ et de par les 
formules de transformation données ci-dessus ; la propo-
sition est donc démontrée. 

4. Cette proposition justifie l'emploi du segment aa! 
pour représenter le point imaginaire A. La position de 
ce segment ne dépend que ^e la position du point imagi-
naire lui-même, et nullement du choix des axes coor-
donnés, que nous n'aurons plus dès lors à considérer que 
pour éclaircir et établir avec plus de sûreté quelques 
formules fondamentales. 

Je désignerai, dans tout ce qui suit, un point imagi-
naire par une simple lettre, ou, lorsque l'on voudra 
mettre en évidence les éléments réels qui le déterminent, 
par son segment représentatif -, en sorte qu'un point ima-
ginaire A, ayant pour segment représentatif W , ser î 
représenté par la notation (a, a ' ) . 

Aux considérations qui précèdent, j'ajouterai les ré-
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flexions suivantes. Quand un point est réel, les deux 
extrémités du segment qui le représentent se confondent 
avec ce point lui-même. Le cas d'un point réel est donc 
contenu dans le cas général d'un point imaginaire. 

Soient A un point imaginaire, aa ' son segment repré-
sentatif; si l'on imagine menée par a une droite isotrope 
du second système, cette droite sera imaginai rement con-
juguée à la droite ka ; de même, si par a* on mène une 
droite isotrope du premier système, cette droite sera ima-
ginairement conjuguée à la droite A a ' . 

Les deux droites ainsi obtenues se coupent en un point 
A' qui est évidemment le point imaginairement conjugué 
du point A, et qui sera représenté parle segment a'a. 

D'où cette proposition : Si (a, a ') désigne un point 
imaginaire, (a', a) désigne le point qui lui est imaginai-
rement conjugué. 

D'où encore les conséquences suivantes, que je me 
borne à mentionner à cause de leur simplicité : 

La droite réelle qui joint deux points imaginaire-
ment conjugués est perpendiculaire au segment qui re-
présente à la fois ces deux points et elle passe par le mi-
lieu de ce segment ; 

2® Si un point imaginaire est situé sur une droite 
réelle D, et si l'on connaît l'origine a de son segment 
représentatif, il suffira pour obtenir l'extrémité de ce 
segment, d'abaisser de l'origine une perpendiculaire sur 
D et de prolonger cette perpendiculaire d'une longueur 
égale à elle-même. 

S. Dans le cours de ces leçons, lorsque, pour plus de 
clarté ou pour développer certains points particuliers, 
j'aurai recours à la Géométrie analytique, j'emploierai 
de préférence un système de coordonnées particulier, 
déjà employé du reste avec succès par divers géomètres, 
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et que je désignerai sous Je non» de coordonnées iso^ 
trop es. 

Pour le définir, considérons un point quelconque O 
du plan, et menons par ce point dans un sens déterminé 
une droite indéfinie 0(», que j'appellerai Vaxe des coor^ 
données,, le sens positif de cet axe étant fixé par ce qui 
précède. 

Par un point quelconque du plan A, menons une droite 
isotrope du premier système, et soit a le point de ren-
contre de celte droite arec Taxe ; désignons de même par 
|3 le point de rencontre de Taxe avec la droite isotrope du 
second système passant par le point A. Je prendrai pour 
coordonnées les deux longueurs Oa et 0(3, qui définissent 
évidemment la position du point A, et je poserai Oa = M, 
et 0(3 == 

Les formules relatives aux coordonnées isotropes sont 
faciles à établir; je me bornerai aux suivantes, dont je 
vais me servir lout à Theure. 

Si nous rapportons la figure a des axes rectangulaires, 
en prenant 0&) pour axe des Xj et la perpendiculaire en 
O pour axe des j , et si, de plus,nous désignons par x etjr 
les coordonnées du point A dans ce nouveau système. 
Ton voit immédiatement que l'on a 

X — J / . 

Soient deux points du plan a et a\ et ici je les suppose 
essentiellement réelssoient respectivementx,j^ et x' 
II, w et u', w' leurs coordonnées dans les deux systèmes. 

On a les forniules connues 

x' — X — aa! cosx, 
y' — 

formules dans lesijuelles aa' est essentiellement positij,, 
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el où X désigne Fangle qu'il faut faire décrire au segment 
a a \ en le faisant tourner autour du point a, dans le sens 
des aiguilles d'une montre (*), jusqu'à ce que la direction 
positive de cette droite devienne parallèle à la direction 
positive àeV dL%e Oa. J'entends ici par direction positive 
de la droite aa\ la direction dans laquelle se mouvrait 
un point mobile allant du point a au point a ' , sans passer 
par l'infini. 

Il est clair que par la définition qui précède, l'angle A 
est défini à un multiple près d'une circonférence entière. 

Multiplions maintenant la deuxième des relations pré-
cédentes par i, ajoutons-la à la première; retranchons-
les ensuite l'une de l'autre, on obtiendra les deux équa-
tions fondamentales suivantes : 

(i) u' — u — aa'. 

( 2 ) w' — w — an'. 

équations où aa' et i ont le sens que j'ai fixé précé-
demment. 

Des deux équations précédentes découlent les deux qui 
suivent: 

Je ferai remarquer, en terminant, que les formules précé-
dentes subsistent même quand les points a et a' sont ima-
ginaires, mais alors il est très-délicat de fixer la valeur 
précise de l'angle X. 

•La formule (4) seule peut être employée sans ambi-
guïté, car elledétermine le carré de la distance des deux 

(3) W — 

[u' — u)[w' — w) = a a' (4) 

C*) C^est ce que, durant tout ce Cours, j'appellerai le sens direct de 
r^ialion. 
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points, carré qui a par lui-même une valeur parfaitement 
déterminée. 

6. Évaluation de la distance de deux points imagi-' 
n air es. 

Soient deux points imaginaires A et B, et soient res-
pectivement M, w et m', w'leurs coordonnées isotropes. 
Désignons de plus par ua' le segment représentatif du 
point A, et par bb' le segment représentatif du point B ; 
autrement dit, posons A = {«, a') et B = è ' ) . 
• La formule (4) du paragraphe précédent pouvant être 
employée même pour des points imaginaires, l'on a 

Je remarque maintenant que, pour les deux points A et 
la coordonnée u a la même valeur; il en est de même re-
lativement aux deux points B et i ; cela résulte évidem-
ment de la définition même des points a et b. Les points 
aei b étant réels, on peut leur appliquer la formule (i) 
du paragraphe 5, et l'on a 

u' — u — ah, 

ab étant pris en valeur absolue, et X désignant l'angle 
dont il faut faire tourner la direction ah pour l'amener à 
être parallèle à la direction positive de l'axe. ^ 

De même les deux points A et a ' , ainsi que les deux 
points B et ¿ 'ayant respectivement ppur la coordonnée w 
la même valeur, Ton a sans ambiguïté 

a^V étant pris en valeur absolue, et 0 désignant l'angle 
dont il faut faire tourner la direction a'b' pour l'amener 
à être parallèle à la direction positive de Taxe. 
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Des relatiotis précédentes, on déduit immédiatement 

[u' u)[iv' — z=zab. a' ei^-«)', 

ou en posant A — 0 = 

Il est clair que Tangle ¡x est Tangle dont il faut faire tourner 
ladirection^i^, autour du point a et dans le sens direct, 
pour l'amener à être parallèle à 

On a donc la pi*oposition fondamentale suivante : 

pROPOsmoN. — Étant donnés deux points imagi-
naires A = (a, a ' ) e i B = ( & , b'),, le carré de la distance 
de ces deux points est une quantité imaginaire dont le 
module est la racine carrée du produit des longueurs 
€Lb et a'b\ ces longueurs étant prises positJvemeint^ et 
dont V argument est V angle dont il faut faire tourner 
la direction ah, autour du point a et dans le sens direct^ 
pour Vamener à être parallèle à a'b\ 

Remarque, La proposition précédente s'applique évi-
demment au cas où l'un des deux points donnés est 
réel, les deux extrémités du segment qui le représente 
se confondant alors avec ce point lui-même. 

7. Deux points A et B, réels ou imaginaires, étant 
donnés daiis un plan, on peut, comme on vient de le voir, 
déterminer facilement et sans ambiguïté le carré de la 
distance AB. 

Quant à la distance AB elle-même, elle n'est déter-
minée qu'au signe près; ou, si l'on veut, l'argument de 
la quantité imaginaire qui exprime sa valeur n'est dé-
terminé qu'à un multiple près de t.. 

Un scigment de droite isolé ne peut, en effet, comporter 
par lui-même aucun signe; mais quand il se trouve sur 
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une droite déterminée, réelle ou imaginaire, et quand 
on a préalablement fixé le sens que Ton est convenu de 
regarder comme positif sur celte droite, le segment a lui-
même une valeur bien déterminée. 

C'est à la détermination de cette valeur que je consa-
crerai la leçon suivante. 

SllR LA RÈGLE DES SIGNES EN GÉOMÉTRIE ; 
PAR M . L A G U E R R E . 

1. Lorsque, dans une figure, Ton a à considérer des 
segments comptés sur une même droite, ou des angles 
ayant même sommet, tous les géomètres ont reconnu 
l'utilité et la nécessité d'affecter un signe à ces segments 
et à ces angles; le Cours de Oéométrie supérieure de 
M. Chasles offre un exemple des nombreux avantages 
que l'emploi de la règle des signes a ainsi introduits dans 
la science. 

Mais lorsque l'on considère des segments comptés sur 
des droites différentes ou des angles n'ayant pas le même 
sommet, il semble généralement admis que la règle des 
signes n'est plus applicable. M. Chasles, dans la Préface 
de son Cours, exprime formellement cette idée : 

« Si l'on ne démontre ordinairement, dit-il (Préface 
de la Géométrie supérieurep. ix), une formule ou une 
relation que par une certaine figure, et non dans l'état 
d'abstraction et de généralité qui permettrait, au moyen 
des signes H- et — affectés aux segments et aux angles, 
pour marquer leur direction, de l'adapter à tous les états 
de la figure, il est facile d'en reconnaître la raison. C'est 
que les propositions qui forment le plus ordinairement 
les éléments de démonstration, dans la Géométrie an-



( «76 ) 
cienne, ne comportent pas l'application du principe des 
signes. Telles sont la proportionnalité des côtés homo-
logues dans les triangles semblables, celle encore de la 
proportionnalité y dans tout triangle y des côtés aux 
sinus des angles opposés. La règle des signes ne s^ap-
plique point à ces propositions, puisque les segments 
que Von y considère sont formés sur des lignes diffé-
rentes, et les angles autour de sommets différents, » 

Je me propose de faire voir, dans cette Note, que, con-
trairement à l'idée émise par l'illustre géomètre, la règle 
des signes s'applique à tous les théorèmes de Géométrie 
sans exception. 

Je me bornerai à examiner, sous ce point de vue, la 
dernière des propositions mentionnées dans la citation 
que j'ai reproduite ci-dessus. Les considérations très-
simples qui, dans ce cas, résolvent la question, s'étendent 
d'elles-mêmes à toutes les autres propositions; ce théo-
rème, d'ailleurs, est l'un de ceux dont l'usage est le plus 
fréquent pour établir les relations qui existent entre des 
segments comptés sur des droites différentes, en sorte 
qu'il suffit presque d'établir, relativement à ce théorème, 
la règle des signes pour légitimer d'une façon générale 
remploi de cette règle. 

2, Etant donnés un certain nombre de points situés 
sur une même droite, on peut assigner à cette droite un 
certain sens positif, en admettant qu'un point mobile, 
qui se mouvrait dans ce sens sur la droite, parcourt des 
longueurs positives. Cette assignation pourra, dans la plu-
part des cas, être faite arbitrairement ; dans d'autres cas, 
au contraire, elle devra être faite d'une manière déter-
minée, en sorte que cette détermination elle-même sera 
une partie essentielle de la proposition de Géométrie que 
l'on aura á considérer. 
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Quoi qu'il en soit, cette assiguntion une fois faite, 

pour éviter toute confusion, je désignerai une droite sur 
laquelle on aura fixé le sens positif sous le nom de di--
rection. Deux points A et B, se trouvant sur une direc-
tion donnée ÛÎ, le segment AB a un signe parfaitement 
déterminé, et il est claij- que ce signe change quand on 
change la direction de d. 

Étant données deux directions a et Tangle (a, i ) 
que fait la direction a avec la direction b est l'angle dont 
il faut faire tourner a autour de rintersection des deux 
droites jusqu'à ce que les deux directions s'appliquent 
l'une sur l'autre et soient dirigées dans le même sens. 
Cet angle, on le voit, est déterminé, à un multiple près 
d'une circonférence entière; son sinus et son cosinus 
sont donc aussi parfaitement déterminés. 

Étant donné l'angle (a, 6) de deux directions, si l'une 
de ces directions change de sens, l'angle est augmenté 
d'une demi-circonférence; par conséquent, le sinus et le 
cosinus de c ^ angle changènt de signe, 

3. Cela posé, nous pourrons énoncer de la façon sui-
vante la proposition relative à la proportionnalité des 
côtés d'un triangle aux sinus des angles opposés. 

PROPOSITION. — Étant donné un triangle ABC, si Von 
assigne arbitrairement un sens positif aux trois droites 
qui forment les côtés de ce triangle, et si Von désigne 
par a, b^c les trois directions ainsi obtenues^ a étant la 
direction qui renferme les cotés B et C, etc., on a les 
relations suivantes, qui comportent la règle des signes, 

A B _ _ B C _ C A 

sm{a,à) "" siii(^, c) sin (c, a) 

Pour démontrer cette proposition, il suffit d'assigner 
aux côtés du triangle une direction déterminée : on vé-

Ann. de Mathémal.^ 2« série, t. IX. (Avril 1870.) 12 
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rifie facilement rexactitude des formules ci-^dessus. On 
peut remarquer maintenent que l'on peut, sans qu'elles 
cessent d'être exactes , prendre un côté quelconque 
dans un sens inverse à celui que l'on considérait tout 
d'abord. 

Supposons, par exémple, quç l'on change le sens de 
la direction a , BC changera alors de signe, ainsi que 
sin (a, b) et sin (c, a) ; les autres quantités ne subissant 
aucun changement, l'on voit que, dans la série d'égalités 
précédentes, chaque terme aura changé de signe : l'éga-
lité ne sera donc pas troublée. 

i. La proposition précédente étant établie en toute 
rigueur, je m'en servirai pour démontrer la relation qui 
existe entre le rapport anharmonique d'un faisceau de 
quatre droites et le rapport anharmonique des quatre 
points où ce faisceau est coupé par une transversale quel-
conque. 

M. Chasles (Géomefne supérieure., § XIII), pour éta-
blir cette relation, emploie aussi la proposition précé-
dente; mais comme, ^our lui, elle ne comporte pas l'em-
ploi de la règle des signes, il démontre d'abord par son 
moyen que les deux rapports anharmoniques ont la 
même valeur absolue; il prouve ensuite, par une consi-
dération directe, qu'ils ont le même signe. 

Il est facile de voir que le théorème de la proportion-
nalité des côtés aux sinus suffit pour la démonstration de 
l'égalité des deux rapports. 

Soit un faisceau de quatre droites passant par un même 
point O ; assignons à chacune de ces droites un sens po-
sitif abitraire, et soient a , c, rf les quatre directions 
ainsi obtenues. Soient, de plus, Â, 6 , HI D les points où 
une transversale quelconque coupe les droites de ce fais-
ceau ;: donnons à cette transversale un sens positif pris 

) 
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arbitraìrèment, et appelons 6) la direction de cette trans-
versale. Cela posé, en appliquant au triangle OAB la 
proposition énoncée ci-dessus, il viendra 

^ __ s i n j i ^ ^ 
OA sin(w, b)' 

de même le triangle OAB donnera 

AD a) 
OA sin(w, d f 

d'où 
AB sin(^, sin(w, rf) 

AD sin(ft), sin(</, a ) ' 

on aurait de même 

CB sin(^, c) sin (&), d) CD sin{u,b) sin(i^, r ) ' 
d'où enfin 

AB CB _ sinja, b) sin(c« b) 
ÂD'CD " sin (a, d) 'sin(c, d) ' 

égalité qui, ainsi que la proposition dont j'étais parti, 
comporte la règle des signes. 

Il est à remarquer que la valeur du rapport anharmo-
nique du faisceau de quatre droites donnée dans le se-
cond membre est indépendante du sens positif que Ton 
a assigné à ces droites ; car, si l'on prend en sens con-
t^-aire Tune dé ces directions, la direction a par cfxeinple, 
sin (a, b) et sin (a, d) changeant à la fois de signe, leur 
rapport reste invariable. 

5. Sans multiplier davantage les exemples, j'énoncerai 
la conclusion suivante : 

« Lorsqu'ttft théorème relatif à dès Segrtlents et à des 
atïgïes située d'une façon quelconque dans un plan est 

12. 
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convenablement el complètement énoncé^ il doit tou-
jours comporter la règle des signes. » 

Les divers théorèmes se distribuent en deux classes 
bien distinctes. Pour les uns, on peut choisir d'une façon 
arbitraire le sens dans lequel est prise la direction posi-
tive d'un certain nombre de droites, et alors le sens dans 
lequel on doit prendre les autres droites de la figure est 
déterminé par les théorèmes eux-mêmes, et cette déter-
mination en est un élément essentiel : la iaçpn dont elle 
est faite doit faire partie de l'énoncé lui-même de ces 
théorèmes. 

Pour les autres, et ce sont les plus nombreux, le sens 
positif qife l'on doit attribuer aux diverses droites de la 
figure est complètement arbitraire; et si les théorèmes 
sont convenablement énoncés, ils doivent être vérifiés 
quelle que soit la façon dont on fasse cette attribution. 

Les considérations qui précèdent ne sont pas sans doute 
de nature à trouver place dans l'enseignement élémen-
taire; leur introduction compliquerait souvent et inuti-
lement les questions; néanmoins, comme elles tiennent 
à un point de doctrine souvent controversé, j'ai cru qu'il 
n^était pas inutile de les présenter. 

MÉTUOBE DE L'ËLIMIMTIOK DES IKTEmLLES 

peur servir à la résolution des équations algébriques et transcendantes; 

PAR M. HERMANN, 

Ancien Étève de l'École Normale. 

Cauchy a donné, pour le calcul numérique de la plus 
petite racine positive d'une équation algébrique, une 
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formule d'approximation remarquable, en ce qii'elle per-
mei de calculer cette racine, quelles que soient les limites 
qui la comprennent, en prenant même, si l'on veut, les 
limites supérieures et inférieures des racines positives de 
l'équation. Partant, cette méthode permettrait de calcu-
ler successivement toutes les racines en les considérant 
successivement comme étant chacune la plus petite. Tou-
tefois, dans l'esprit de Cauchy et de ceux qui ont écrit 
depuis sur ce sujet, il était nécessaire, pour l'application 
de la méthode à une racine, que cette racine fût séparée ; 
on n'avait donné jusqu'ici aucun caractère permettant 
de reconnaître avec certitude si, en partant d'un nombre a, 
l'équation ne contenait aucune racine plus graine que a. 
Néanmoins la formule de Cauchy, interprétée d'une 
manière convenable, constitue une méthode complète-
ment générale pour la résolution des équations nu-
mériques. Toutefois, il est bon de la combiner avec 
quelques caractères éliminatoires qui en facilitent les 
applications. 

C'est à l'ensemble de ces caractères éliminatoires et de 
la formule de Cauchy, que je propose de donner le nom 
de méthode d^élimination des intervallesparce que le 
caractère comme le but de cette méthode est d'éliminer 
successivement les intervalles qui ne contiennent pas de 
racines réelles. 

Occupons-nous d'abord de la recherche de ces ca-̂  
ractères. 

Premier caractère éliminatoire, — Soit une équation, 
/ ( j c ) o, que j'écris sous la forme 

(p (x) étant l'ensemble des termes précédés du signe -ir^ 
^ (x ) l'ensemble des termes précédés du signe —. L'équa^ 
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tiou ii'aui^a aucune racine cofnprise entre a et b si les 
deux quanti tés/(«) , élit^t de mêipe^ signes, par 
e:iiefiaple positives, il en est de même de 

car cette quanti té est inférieure à la plus petite valeur de/(:r) 
entre a et b* Cette simple remarque pourrait suffire pour 
la résolution des équations numériques, algébriques ou 
transcendantes; seulement, dans une équation transcen-
dante, les termes positifs ne sont pas toujours ceux qui 
sont précédés du signe -f-, les termes négatifs ceux qui 
sont précédés du signe —, et la plus petite valeur d'un 
terme n'aj)as toujours lieu pour la plus petite valeur de la 
variable; mais cela n'infirme en rien la conclusion pré-
cédente. Seulement, dans les termes précédents, il fau-
dra remplacer x tantôt par a, tantôt par è, de manière à 
leur donner leur petite valeur, et, dans l'ensemble des 
termes négatifs, remplacer également x tantôt par a , 
tantôt par fc, de manière à leur donner leur plus grande 
valeur. Ce caractère se présentera toujours si les termes 
a et i sont suffisamment rapprochés; car dire q u e / ( . r ) 
est positif, c'est dire que l'ensemble des termes positifs 
l'emporte d'une quantité finie sur l'ensemble des termes 
négatifs, et la substitution àe a kb dans un terme ou un 
coefficient n'altère qu'infiniment peu ce terme ou ce coef-
ficient si les nombres a et b sont suffisamment voisins. 
Considérons par exemple l'équation transcendante 

Cherchons si cette équation a des racines réelles com-
prises entre 92 et gS degés. Le résultat de la substitution 
de 9a degrés est : 

( 4 — sin.r — 4 ^ 0 0 8 0 7 O. 

pour 92® 
pour 95® 

- 3 , 4 7 5 , 
- 3,653. 
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L'équation n'aura aucune racine réelle entre 92 et 

95 degrés, si, en donnant au terme n%atif (4 — 3 s ' m x 
sa plus petite valeur, au terme positif — 4 x cos x sa 
plus grande valeur, on a encore un résultat négatif. La 
plus petite valeur absolue du terme 

(4 — 3^')sin.r 

s'obtiendra en remplaçant x par 92 degrés dans 3 x ' , et 
par 95 degrés dans sin x. On obtient ainsi 

— 3,722. 

La plus grande valeur du terme — 
pour X = 95", ce qui donne 

-+•0,577, 
t:omme 

— 3 . 7 2 2 -f- 0 , 5 7 7 

est négatif. 
L'équation transcendante n'a aucune racine réelle 

comprise entre 92 et 95 degrés. 

Deuxième caractère éliminatoire.— Si deux nombres, 
a et è, substitués dans le premier membre d'une équation, 
donnent des résultats de même signe, par exemple posi-
tifs, l'équation n'aura aucune racine réelle comprise 
entre a et si la quantité 

a le même signe q u e / ( a ) et / ( ¿ ) . Le caractère est 
une conséquence de la formule de Cauchy. 

Formule de Cauchy. — Proposons-nous de résoudre 
le problème suivant : 
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Une fonction ayant un certain signe, par 

exemple positif trouver une limite de Vintervalle pour 
lequel cette fonction conserve son signe. 

Supposons qu'une fonction soit positive pour x = a 
et X = è, il est clair que cette fonction sera positive tant 
que Ton aura 

( I ) 

or on a 

=fa -4- h [(p' {a -4- Bk) - f (a -f- Bh)]. 

Or est toujours supérieur à cf' (a), 
est toujoûrs inférieur à par conséquent, pour 
satisfaire à l'inégalité (i), il suffira de satisfaire à l'iné-
galité 

\ 

si — est positif, celte inégalité aura lieu 
d'elle-même, sinon il suffira de prendre 

La formule (a) est la formule de Cauchy. L'interpré-
tation que nous en avons donnée permet de l'appliquer à 
la résolution numérique des équations, puisqu'elle per-
met, à partir d une valeur quelconque de la variable, 
d'éliminer un intervalle ne contenant pas de racines 
réelles. Elle s'applique également aux équations trans-
cendantes sous le bénéfice des précautions que nous avons 
déjà indiquées. 

(*) C'est en donnant ceUe interprétation à la formule de Cauchy qu'il 
nous a été possible de créer la méthode d'élimination des intervalles. 
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On pourrait de même trouver, à partir de è, unè li-

mite k telle, que l'équation n'ait aucune raeine coiÉi-
prise entre J A et A. On trouvera facilement que si la 
quantité 

est positive, Véquation n'aura aucune racine r ^ l k com-
prise entre a et A, ce qui constitue un troisième carac-
tère éliminatoire, et que, si cette quantité art négative, 
l'équation n'aura aucune racine i^mprise entre 

A , 

En résumé, nous voyons que si une fonction est de 
même signe pour deux valeurs a et b de la variable, 
nous pourrons reconnaître que l'équation n'a aucune 
racine comprise entre a et b. si le signe de f(ci) et de 

f(b) est le même que celui d'une des trois équations 
suivantes : 

Si chacune de ces quantités n'est pas de même signe 
qne f(a) et J (b), l'équatîon n'aura néanmoins auctuie 
racine comprise entre 

et 6 

D'après cela, pour résoudre une équation par la mé-
thode de l'élimination des intervalles, on fera des substi-
tutions équidistantes ou non dans les fonctions 
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les caraclères éliminatoires permettront de rejeter un 
grand nombre d'intervalles ne contenant pas de racines 
réelles, et la formule d'approximation de resserrer la re-
cherche des racines réelles dans les intervalles non élimi-
nés. S'il s'agit d'une équation algébrique, il sera bon de 
faire ces substitutions par la méthode des différences qui 
se prêle d'une manière remarquable à la recherche des 
résultats obtenus dans une série de substitutions équidis-
tantes. Pour les équations transcendantes, la méthode 
des différences ne peut plus être employée, et c'est au cal-
culateur à diriger d'une manière convenable les substi-
tutions, par exemple en employant la méthode de double 
fausse position. Mais la méthode d'élimination des inter-
valles offre cela de remarquable qu'elle est applicable à 
toutes les formes d'équations transcendantes, et qu'elle 
participe à la généralité de la série de Taylor, dont elle 
est une application importante. 

Application numérique. — L'exemple suivant fera 
mieux saisir l'usage des caractères et de la formule d'ap-
proximation. 

Soit proposé de résoudre l'équation 

— -f- — 2 07-4- 10 = 0. 

Occupons-nous seulement de la recherche des racines 
positives. 4 est la limite supérieure des racines positives. 
Je substitue, dans le premier membre, les nombres o, i , 
2, 3, 4 : 

^(.r) - f - - f - 10, —-»j/(vc) — Sx^ ~ 2 
0 -}-10 — o ) int. élini. d'après 
1 -h 12 — 10 j le 1®' caracl. 

4- 46 - 68 
3 H- 262 — 222 
4 -f- io4o — 520 
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Pour trouver les racines de l'équation comprises entre 

I et 2, substituons dans cy (x) et ^ (x) des nombres équi-
distants de o , i : 

I - F - 1 2 — 1 0 

- h 1 2 , 8 2 0 — 1 2 , 8 4 8 

1 , 2 1 3 , 9 2 8 - 1 6 , 2 2 4 \ 
J ÉLIMINÉ. 

1 , 3 -F- I 5 , 4 O 3 — 2 0 , 1 7 6 1 
J ÉLIMINÉ. 

1 , 4 - 4 - 1 7 , 3 3 8 - 2 4 , 7 5 2 Id. 
1 , 5 1 9 , 8 4 3 — 3O,OOO Id. 
1 , 6 - F - 2 3 , 0 4 5 - 3 5 , 0 6 8 Id. 

- f - 2 7 , 0 7 9 — 4 2 , 7 0 4 Id. 
1 , 8 - 4 - 3 2 , 1 9 7 — 5 O , 2 5 6 U. 

» ) Id. 
2 + 4 6 - ^ 6 8 I 

Id. 

L'équation a un nombre impair de racines comprises 
entre i et i , i , et n'en a aucune entre 1,2 et 2. Pour 
l'intervalle compris entre 1,1 et i , 2, il y a doute. Ayons 
recours au deuxième caractère éliminatoire, substituons 
I , I ET 1 , 2 DANS ET 

1 , 1 -H 9 , 7 4 — 3 I , 4 Ï V • 

- 3 6 , 5 6 R ' " " ' " ^ -

La formule d'approximation nous permet de resserrer 
la recherche des racines comprises entre i et 1,1; elle 
nous apprend que l'équation n'a aucune racine comprise 

entre 1 et i-f- 777—4^^^,—; > ou entre 1 et i ,08* f (I,l)-a>'(l) 
Les racines réelles comprises entre i et 2 se trouvent 

resserrées dans l'intervalle compris entre i ,08 et i , 10, 
intervalle qu'il serait facile de resserrer encore da-
vantage. 
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BÉKNISTIUTION D UN THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE (*)-, 

PAR M. GRANT, 
Élève de rinstitution Massin. 

Un cercle variable, assujetti à passer par un point 
fixe P, coupe une conique aux points A', A '̂, 

PA.PA'.PA" PA'" 
Démontrer que la quantité —^ ^^—^ est con-
stante,, R étant le'rayon du cercle. 

Soient d et d'les distances du point P avec les deux 
droites AA' et h!'h!". On a, d'après un théorème connu, 

PA.VA' 
PA". P A ' R , 

d'où 
PA.PA'.PA^.PA 

R̂  

Tout revient à démontrer que dd' est constant. Je 
prends des axes rectangulaires dont l'origine est en P. 
Lei équations de la conique et du cercle sont 

2B.r/ -f-Cj '-h l\>X -h 2EJ -+- F = : O, 
X' - I - y^ H- lax iby =R O. 

Pour une certaine valeur de X, l'équation 

devra représenter les deux droites AA' et A"A"', c'est-

(* ) Ce théorème s'étend à toutes les courbes algébriques; voir {Comptes 
rendus, ¡anivier i865) une Note de M. Laguerre sur les propriétés générales 
des courbes algébriques. 
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à-dire que, si les équations de ces deux droites sont 

X cosa -H r sin a — d =0, 

X cosa ' -h / sin a — d'z=: O, 

Téquâtion (1) devra, pour une certaine valeur de )., être 
identique à Téquation 

(jp cosa - h 7 sin a — ( x cosa' sin a' — d') = o , 

o u b i e n 

x^ c o s a c o s a ' + 2 x j s i n ( a - f - a ' ) H - / ^ s i n a û n o i - ^ d d ' z r z o . 

J'identifie^ l'on a 

cosa cosa' sin a sin a ' sin (a -f- a ' ) dd' 
A - f X C - f - X "" B T ' 

d'où 
cos (a -h ac!) _ s in(a 4 - a ' ) __ ^ 

A — C B F ' 

et, par suite, 

ce qui démontre que dd' est constant. 

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES 
D4NS LES tiOUVELLES 4NNALES. 

Question 957 
(voir série, t. v in , p. 479)-

SOLDTIOK DE M. LIONNET. 

Euler dit avec raison que Fermât, en proposant cette 
question aux géomètres de son temps, avait en vue Un 
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mode de démonstration exclusivement géométrique, à la 
manière des anciens qui rejetaient toute espèce de dé-
monstration algébrique [D enionst ratio nés quœ analjsin 
oient). Sans cette explication, on aurait de la peine à 
comprendre qu'une question si facile à résoudre ait été 
proposée par Fermât, et qu'aucun des géomètres contem-
porains n'en ait donné la solution. Celle que nous pro-
posons aux lecteurs des Naturelles Annales nous parait 
remplir toutes les conditions exigées par le célèbre géo-
mètre toulousain. 

ÉKOWCÉ. — Étant donné un demi-cercle AMB dontkb 
est le diamètre y et, de Vautre coté de AB, un rec-
tangle ABCD dont la hauteur AD est égale au côté du 
carré inscrit dans le cercle, d^un point quelconque M 
de la demi'circonférence on mène les droites MC, 
MD qui coupent AB aux points c^ d \ et il s'agit de dé-
montrer que 

(l) AÎ' =r ÂB' (*). 

DÉMONSTRATION. — Menons les droites MA, MB jus-
qu'à la rencontre de la direction CD en A', B', puis AE 
perpendiculaire à MA' jusqu'à la rencontre de A'B' en E. 
L'angle AMB inscrit dans un demi-cercle étant droit, les 
lignes AE, BB' perpendiculaires à MA' sont parallèles, 
et, de plus, égales entre elles comme opposées dans un 
parallélogramme -, donc les triangles rectangles ADE, 
BCB' ayant Thypoténuse égale et un autre côté AI>= BC, 
le troisième côté DE = B'C. De plus, les droites paral-
lèles AB, A'B'étant divisées aux points c et C^ d e t D 

( * ) AB, CD étant des droites quelconques, nous désignons par AB 
le carré construit sur AB, et par rect(AB, CD) le rectangle dont AB, CD 
sont les deux dimensions. 
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en segments proportionnels, on a 

AB : A'B' rrr kc \ A'C — Bd \ B 'D; 

donc le triangle ayant pour côtés les droites AB, Ac, Brf, 
dont la plus grande est moindre que la somme des deux 
autres, est semblable au triangle qui a pour côtés les 
droites A'B', A'C, B'D: donc, pour établir légalité (i), 
il suffit de prouver que ce dernier triangle est rectangle, 
ou, autrement, qu'on a 

IjC h- B ^ ' A ^ ' . 

Or la somme des carrés faits sur A'C et B'D, sommes 
des droites A'D, CD et CD, B'C, est égale à la somme des 
carrés faits sur A'D, CD, B'C, plus CD , plus deux fois la 
somme des rectangles ( A'D, CD ), (CD, B'C) ; et, d'autre 
part, le carré fait sur A'B', somme des droites A'D, CD, 
B'C, est égal à la somme des carrés faits sur ces trois 
droites, plus deux fois la somme des rectangles (A'D, CD), 
(CD, B'C), (A'D, B'C); donc, pour démontrer l'égalité (a), 
il suffit de prouver qu'on a. 

Cd' ~ 2rec t (A'D,B'C) , 
ou 
(3) 2AD 2rect(A'D, DE) , 

en observant que AD est égal au côté du carré inscrit 
dans le cercle dont le diamètre AB == CD, et que 
B'C = DE. Mais chacune des lignes AA', AE, A'E dont 
la dernière égale A'D-h DE, étant l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle, on a 

Â ^ ' -+-De' -f- 2Âd ' = A'd ' d e ' h- 2 rec t (A 'D ,DE) , 

ou 
2 AD =r 2rect(A'D, DE). c. Q. F. D. 
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ERRATUM DES TARIES DE LOfiARlTIHES DE SCRRON. 

Page 399, colonne D.c., ligne 21 : au lieu de 463, 
lisez 464-

aUESTiONS. 

988. Étant donnée une ellipse de Cassini, et étant pris 
sur cette ellipse deux couples de points diamétralement 
opposés a' et ¿, b'\ si Ton joint ces quatre points à 
un point quelconque m de la courbe, la différence des 
angles a'ma et b'mb est constante. (E. LAGUERRE. ) 

989. Une conique passant par quatre points m, 
« et p , q-^ soit h le point de rencontre des droites mn 
et pq^ et désignons respectivement par a et A les points 
où une tangente quelconque à la conique coupe les 
droites mn et pq. 

Démontrer que Ton a la relation suivante : 

Jam.bp \lan,bq ^ —— 
y ^ -f- = C s lah .bh r 
^hm,hp \Jhn,hq 

la lettre C désignant une constante. (E. LAGUERKE.) 

990. On donne im tétraèdre Ai Aj A3 A4 et un point O. 
Désignant par V̂  le volume OAt As A4, par V^ le volume 
O A 1 A 3 A 4 , . . o n aura la relation 

2ÔÂ! V; 4- ^lÔA^ÔÂaCOsC^sVjVs^O. 

Les volumes V,, Vj, V3, V4 doivent être affectés d'un 
signe tel, que leur somme soit égale au volume du tétraèdre 
donné. (H. F A U R E ) 
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LOIS SES CONIOIIES SUR0SCIIL4TRICES B4NS LES SURFACES ; 

P A K M . A B E L T R A N S O N . 

I. 

Pour faciliter rexposition de ce qui suit, je prie le lec-
teur de me permettre quelques dénomiDations inusitées. 

Lorsqu'à partir d'un point déterminé d'une courbe 
les trois éléments consécutifs du polygone infinitésimal 
qui représente idéalement cette courbe seront sur un 
même cercle, celui-ci, contenant alors quatre points con-
sécutifs de la courbe, formera une exception parmi les 
cercles osculateurs qui généralement n'en contiennent 
que trois: je l'appellerai un cercle surosculateur. 

De même, lorsque la parabole osculatrice, qui est tou-
jours déterminée par trois éléments infinitésimaux, c'est-
à-dire par quatre points infiniment voisins, contiendra, 
par exception, un quatrième élément, un cinquième 
point, ce sera une parabole siirosciilatrice, 

Et, à son tour, une conique, ellipse ou hyperbole, sera 
àhe surosculatrice lorsqu'au delà des cinq points infini-
ment voisins qui suffisent à la détermination de la co-
nique osculatrice ordinaire, elle contiendra un sixième 
point. 

Ceci entendu, c'est une question de quelque intérêt 
dans la théorie des surfaces que celle de savoir si, en 
chaque point d'une surface quelconque, il y a quelque 
loi précise pour le nombre et la situation des courbes 
surosculatrices, cercle, parabole, ellipse et hyperbole. 

Depuis longtemps, on sait qu'en chaque point d une 
Jnn. de Mathémat., série, t. IX. (Mai 1870.) l 3 



( ' 9 4 ) 
snrface il existe deux droites conteiiant trois points con-
sécutifs de la surface, et qu'ainsi on pourrait appeler des 
dimtes iurosculatrices. Ce sont les deux asymptotes, 
réelles ou imaginaires, de l'indicatrice. Mais il ne fau-
drait pas demander combien il y a en chaque point de 
cercles surosculateurs, de paraboles, d'ellipses ou d'hyper-
boles surosculatrices; car il y en a une infinité, et cette 
question ne peut être posée qu'eu égard à un ensemble 
de sections de la surface qui soit lui-même bien défini (*). 
Je vais faire voir, par exemple, en négligeant d'abord la 
considération des cercles et des paraboles, que, dans 
l'ensemble des sections planes contenant une même droite 
menée par le point donné, droite normale ou oblique, 
mais non tangente À la surface, il y a toujours KEUF de 
ces sections qui admettent des coniques surosculatrices 
(ellipses ou hyperboles), et que, dans l'ensemble des 
sections menées par une même tangente, il y en a tou-
jours TROIS qui jouissent de celte propriété. 

II. 

Soient OX et OY deux droites rectangulaires menées 
dans le plan qui touche la surface au point O. Soit prise 
pour troisième axe la droite OZ oblique ou normale qui 
définit l'ensemble des sections planes qu'on veut consi-
dérer. 

L'ordonnée de la surface parallèle à Taxe des Z pourra 

(* ) Selon M. Spottiswoode, on peut mener en chaque point d'une sur-
face »IX coniques, réelles ou imaginaires par couples, ayant avec cette 
surface un contact du cinquième ordre, c'est-à-dire six points communs 
{y 0\r Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences y séance du 
31 mars 1870); mais l'auteur n'ayant pas défini le système de sections 
qui offrent ce nombre de dix coniques surosculatrices, l'énoncé de son 
théorème parait être incomplet. 
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être développée sous la forme suivante : 

I Z—^{b,.h, j-x^b,y') + ^ . . . ) 

Considérons un plan mené par l'axe des Z et dont la 
trace sur le plan des XY fasse avec l'axe des X un angle 0. 
Toute courbe tracée dans ce plan de manière à y toucher 
en O cette même trace prise pour axe des x ' aura dans 
son plan une équation de la forme 

( . ) z = ^ . y . 4- 1 . . 

Or, si ce développement (2) doit représenter la section 
elle-même, on aura les relations suivantes : 

/ cos^B -+- 2 ô, sin 9 cos B -h b^ sin'ô, 

I r = ro coŝ Ô -f- 3 c, sin B cos^ô -+- . . ., 
(3) < .V . 

I t = e„ cos^e -i- 5e, sin B cos^ O -h . . . , 

au lieu que, si la forme (2) devait correspondre à une 
conique tracée dans le plan sécant de manière à y toucher 
l'axe des x' a l'origine, c'est-à-dire à une conique ayant 
une équation de la forme 

(4) Az'-h 2Bx'z -f- Cx''-h 2Dz = o, 

on trouverait aisément les valeurs correspondantes des 
trois premiers coefficients </, r, s en fonction des quo-

A B C tients U ' réciproquement les valeurs de ces 

quotients en fonction de ces trois coefficients^ mais on 
trouverait ensuite une quatrième relation impliquant à 

i3 . 
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la fois les quatre côefficîents qr, r, î, ie t les hièhies trois 

A B C quotients "g' "jj* H suit de là que, quand la forme (2) 

représente une section conique, on a entre les quatre 
premiers coefficients une certaine relation, à savoir la 
relation 

(5) 

Donc, si les valeurs de /•, 5, t marquées (3) comme 
appartenant à la section de la surface satisfont à cette 

relation (5), la conique (4), dont les coefficients 

auront été déterminés par les trois premières valeurs Î/, 
r, aura un contact du cinquième ordre avec cette sec-
tion; elle lui sera surosculatrice. Or il est aisé dë voir 
que cette relation (5), lorsqu'on y substitue les expres-
sions (3), donne lieu à une équation du neuvième degré 
en tangô. Donc il est vrai de dire que, parmi les sections 
planes menées suivant une droite quelconque, oblique ou 
normale, mais non tangente, il y en a N E U F donnant lieu 
à une conique surosculatrice : étant d'ailleurs bien en-
tendu qu'une seule de ces neuf sections à conique sur-
osculatrice subsiste nécessairement, les huit autres pou-
vant être imaginaires par couples. 

III. 
Pour trouver la loi des coniques surosculatrices dans 

les sections menées par une même tangente, je supposerai 
le développement (i) relatif à des axes rectangulaires. 
J'imaginerai un plan sécant mené par Taxe des x et fai-
sant un angle 0 avec le plan des ZX. Si l'on rapporte la 
section correspondante à deux droites qui soient premiè-
rement ce même axe des x , et ensuite un nouvel axe des Z 
qûi soit la trace du plan sécant sur celui des ZY, le déve-
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loppemenl de l'ordoiiDée de cette section sera 

* o î 4! 

D'ailleurs, si l'équation de la surface est représentée 
par 

celle de la même section dans son planale sera pa r 

Z cosò =r <p(x, ZsinÔ); 

ce qui permet de calculer la suite indéfinie des coeffir 

cients q^ r , i , . . . au moyen des dérivées partielles 

f ^ , calculées elles-mêmes pour le cas 
ay dx'^ dxdr 
de X = o, c'est-à-dire la suite des coefficients q^ r, 
au moyen des ¿Q, ¿g, c©,..., 

On trouvera ainsi les relations 

bo 
I 

Co cosò -h 3b,bo sin 6 
coŝ e 

cos^ô (6c, ¿>„4- 4^1 i*«) sin G cosò 
(3b/s) ( " " " ' 

coŝ e * 
C'A COŜ O - } - . . . 

COS'e 

Or ici la condition pour qu'une conique tracée dans le 
plan sécant soit surosculatrice de la section au point O, 
c'est que les valeurs (3 èis) de <7, r, s, t satisfassent à la 
relation (5) du paragraphe précédent. Ceci conduira à, 
une équation du troisième degré en tang0. Il est donc 
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vrai de dire que, parmi les seclians planes contenant une 
même tangente, il en est TROIS donnant lieu à une co* 
nique osculatrice, TROIS dont l'une au moins est toujours 
réelle. D'ailleurs, l'une de ces trois sections est le plan 
tangent lui-même, et la conique surosculatrice y résulte 
du système des deux asymptotes de l'indicatrice. 

IV. 
Cercles surosculateurs, — Ces sortes de cercles sont 

dignes de remarque, parce que les points auxquels ils 
correspondent dans les courbes planes sont analogues à 
ceux qu'on appelle sommets dans les sections coniques. 
Or, parmi toutes les sections normales en un même 
point, il y en a TROIS qui donnent lieu À un cercle sur-
osculateur, et parmi les sections contenant une même 
tangente il n'y en a q u ' U N E . 

Paraboles surosculatrices. — Parmi les sections nor-
males relatives à \iu même le nombre des sections 
douées à ce point d'une parabole surosculatrice dépend 
d'une équation du SIXIÈME degré; de sorte que ce nombre 
est l'un des suivants : o, 2, 4 ou 6. De plus, parmi les 
sections contenant une même tangente, il y en a DEUX 

seulement qui sont douées de paraboles surosculatrices, 
et ces deux peuvent être imaginaires. 

Nota. — Je ne développe pas les calculs relatifs aux 
cas du cercle et de la parabole ; premièrement, parce 
qu'il n'y a qu'à appliquer les principes exposés dans les 
précédents par?igraplies; secondement, parce que les ré-
sultats correspondants ont été donnés autrefois dans un 
Mémoire Sur la courbure des lignes et des surfaces, 
présenté à l'Académie des Sciences (séance du 4 mai 1840), 
et dont un extrait a été inséré dans le Journal de M alliée 
Viatiques pures et appliquées de M. LîouviUe (1841)» 
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S U R Q U E L Q U E S H É V E L O P P E I E N T S E N S É R I E S ^ 

PAR M. E. CATALAN. 

Soit 

/(x) af( bx) H- a«p(x), 

â ĥ̂ ôL étant des constantes données. 
11 résulte, de cette relation : 

af[bx) — a'/ib'x)-^ 
• • 

puis 

On trouve, par un calcul semblable, 

Cela posé, si le produit tend vers une limite X 
quand n augmente indéfiniment, on conclut, de l'équa-
tion (2), 

X -f- alimi<p(j;) -f. ¿̂ p (¿, x) -f-. . . J:)]. 

Ainsi la série 

est conx^ergente; et l'on a 

(A) <p(.r) -h atif^bx) -f -f- . . , — / 
a 
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Quand, au contraire, le produit a^f(b''x) ne tend vers 

aucune limite, la série est divergente ou indéterminée, /(S) 
De même, si le rapport —^^ a une limite [x. 

Les formules (A), (B), probablement connues, per-
mettent de sommer certaines séries (*). 

Applications, 

Supposons que Véquation (i) soit : 

i " sin x = 3 sin \ x — 4 sin̂  ~ r ; 

de manière que 

/(or) sino.', ^(.r) rr:: sin^lo:, a=z3, a=: —4> h = 

On a 

et, en conséquence, 

X .r—sin.r 
(C) sin^ - -+- 3 sio^ ^ -f- 3 ' sin^ 

. , . I . , ï . , o 3 , X sm^ ô •+" ô sm^j: -r ^sin^S.r - f . . . . — - sm -y si ^ 4 3 

ou plutôt 

(D) sin^x -h ~ sìn^'òx -h ~ sin^ — | sino:. 

(* ) Je çrois avoir communiqué à M. Gçroiio, il y a quçlqi^es mois, la, 
formule (A), 
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^ ^ / ^ 

ÇOSO: — 3 COS ^ + 4 COS^ - ; Ç^SX = — cos ^ -f- ¿{ cos- - , 

/ ( j r ) — c o s x , cos^ i , «== — 3, a 4, ^ = 

Le produit (—3)"cos^ croît indéfiniment avec n (en 

valeur absolue). Ainsi la série 

X .T. X 
cos^~ — 3 cos^^ -h 32COS-— — . . . 

esl div>ergente. 

Au contraire, lim Z-: = o ; donc, par le chan-

gement de a: en 3 x, 

( E ) coŝ ;a7 — ̂  cos^ ~ cos^ ^ cos' — ^ cos J?. 

Cette formule résout la question 987, proposée par 
M. Laisant. 

3° cot^ ~ 2 cot2a; H- tang^; 
f[x)z=zcoiXy ) = tang^, « — 2, a = i , bzzz'ii. 

Le produit 2"cot(2"x) ne tend vers aucune limite; le 
X 

cot — 
2 " I 

rapport a pour l i m i t e d o n c la formule (B) est 

seule applicable. Elle donne 
\ X I X I 2 

(F) tang.r + - t ang-T-4-~ tang — . . . -
^ ' ® 2 X tang2.r 

et, en particulier, 

• . ^ x ir l TT I TT ' 4 \ l a n g - + - t a n g ^ + . t a n g -
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4® arc tangjr arc tang[bx] arc tang — • H- O 

Si la constante supposée positive, est inférieure à 
l'unité, cette relation conduit à la formule 

i {i — b)x [\—b)bx 
\ arc tang -,—- H- arc tang ^ r — r ] ^ i-^ bx' ^ I b'x' 

I -h arc tang ^ -4-... = arc tangx ; 

d'où Ion conclut, par exemple, 

4 I I 2 4 
I arc tang ^ -f- arc tang — h arc tang ^ -f-. . . 

(I) I 3 9 ¿ i 

f -h arc tang —; h . • . = 7 \ -h i 4 

Au contraire, b étant plus grand que 1, on trouve 

[ (b — i)x {b-~i)bx 

(K) < 
i ( b - i ] b ' x 
I -I-arc tang ^ r — — h . . . = arc co tx , 
\ ® I -H B^X^ 

formule qui ne diffère pas de (H). 

Liège, 23 février 1870. 

NOTE SllR I;H¥P0CYCL0ÏDE k TROIS RERROUSSEMENTS*, 

PAR M. L. PAINVIN. 

(Note communiquée à la rédaction en joiltet iB65,) 

M. Cremona a publié dans le Journal de Crelle 
(t. LXIV) une étude géométrique de riiypocycloïde à 
irois rebroussements ^ la théorie générale des courbes 
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planes a permis à M. Cremona d'établir avec la plus 
grande éléganccles théorèmes que Steiner avait énoncés 
sans démonstration sur cette courbe, et d en faire con-
naître de nouvelles propriétés fort remarquables. Je 
me propose ici de montrer comment, en faisant interve-
nir simultanément les équations ponctuelles et les équa-
tions tangentielles, on peut arriver à démontrer, par 
Tanalyse, les propositions principales renfermées dans le 
Mémoire de M. Cremona. Le mode de démonstration 
que j'ai adopté me conduisait naturellement à de nou-
velles propriétés-, je n'en ai signalé que quelques-unes. 

§ L — Définition de la courbe ; formules 
préliminaires, 

1. IJhypocycloïde à trois rebroussements est la courbe 
engendrée par un point d^un cercle mobile roulant in-
térieurement sur un cercle fixe dont le rayon est triple 
de celui du ceide mobile. 

Nous désignerons par x et y les coordonnées carté-
siennes d'un point; en choisissant pour origine le centrç 
du cercle fixe, pour axe des x une droite passant par un 
des points du cercle fixe avec lequel vient coïncider le 
point décrivant; pour axe des y une perpendiculaire à Ox 
dans le sens du mouvement du cercle. Qn trouve, pour 
les équations de l'hypocycloïde, 

^̂ ^ ( 0? = «( 2 cosa - h cos 2a), 
j y ~ a[is\ï\0L — sin 2«) ; 

a est le rayon du cercle mobile, Za sera celui du cercle 
fixe; a est l'angle avec O x du rayon qui joint le centre 
du cercle fixe avec le centre du cercle mobile. 

L'élimination de a entre ies équations (I) nous conduit 
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à réquation 

(II) (x^-i-y-y-i-Saxi^y — a:')-^ + j ^ ) — 27«^ == o ; 

c'est Téquation, eu coordonnées cartésiennes, de Thypo-

On trouvera sans difficulté que l'équation de la tan-
gente à rhypocycloïde au point défini par les égalités (I) 
est 
, , . a a . 3a 
(i) j ; s i n — h j c o s - = « sin — 5 2 2 2 

a est le paramètre angulaire du point de contact. 
Les équations (I) et (II) nous permettent de constater 

immédiatement les propriétés suivantes : 
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THÉORÈME I . — Vhjpocjcloïde a trois points sur le 

cercle fixe; ces trois points^ A, B, C, sont les som-
mets d'un triangle équilatéral ; ce sont trois points 
de rehroussement; les tangentes de rebroussement sont 
les rayons OA, OB, OC. Chaque tangente de rebrous-
sement a un contact du premier ordre et rencontre la 
courbe en un second point à une distance a du centre, 

La courbe est du quatrième ordre et de troisième 
classe; elle possède trois axes de symétrie qui sont les 
droites OA, OB, OC. 

3° Uhypocycloïde est inscrite dans le cercle directeur 
[de rayon 3a), et circonscrite au cercle concentrique 
de rayon a, 

4® L'hypocycloïde na pas de point d^ inflexion ; elle 
possède une seule tangente double qui est la droite de 
Vinfini; les points de contact de cette tangente double 
sont les points circulaires à Vinfini. 

2. Nous allons maintenant chercher Téquation de la 
courbe lorsqu'on la rapporte au triangle ABC. f 

Désignons par X, Ŷ  Z les distances d'un point quel-
conque du plan aux trois cotés du triangle ABC, on aura 
les formules suivantes : 

qui permettent, dans le cas actuel, de passer des coor-
données cartésiennes x^ y ̂  aux coordonnées trilatèresX^ 
Y, Z, et inversement. . 
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On déduit de ces formules 

(3) X ^ Y 

(X- i -Y-4 -X) ' 

L'équation de la droite de l'infini esl visiblement, dans 
le système actuel, 

(5) X - f - Y 4 - Z = o. 

La substitution des valeurs (4) dans l'équation (II) de 
la courbe nous conduit à l'équation suivante : 

(III ) X^Y^ + Y^Z^ 4 - Z'X^ == 2XYZ (X -4- Y -t- Z)'; 

c'est l'équation, en coordonnées trilatères, lorsqu'on 
prend le triangle ABC pour triangle de référence. 

L'équation (III) peut encore s'écrire sous la forme 
qui suit : 

(H i tó ) (XY-+-Yz-fZX)^==4XYZ(X4-YH-Z). 

3. Pour obtenir Véqiiation tangentielle de l'hypocy-
cloïde, nous prendrons l'équation (III), savoir : 

(III) X'Y^ -4- Y^Z^ 2 XYZ(X -4- Y -f- Z), 

et nous chercherons la condition pour que la droite 

(6) «X-4-^Y -f- w^ZnrO 

soit tangente à cette courbe. 
Pour cela rappelons-nous que la condition, pour que 

l'équation du quatrième degré 

AX^ -h 4BX=^Y 6CX'Y^ -I- 4 D X P -f- E P o 
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ail deux racines égales, est 

{AE — 4 BD -f- 3C') ' = 27 (ACE ii BCD - AD= - EB^ - C' 

Éliminons Z entre les équations (6) et (III), puis 
appliquons à Téquation obtenue la relation ci-dessus, on 
trouve, pour la condition cherchée, 

(IV) ( « - h - I - w ^ ) ' = 27««^«'. 

Mais les quantités u^ t̂ , w peuvent être regardées 
comme les coordonnées trilatères de la droite (6) par 
rapport au triangle ABC; et dans le système tangentiel 
actuel les paramètres de référence sont égaux entre eux 
(Géométrie analytique, n® 139); de sorte que Téqua-
tion (III) est Y équation tangentielle de rhypocycloïde: 
ABC est toujours le triangle de référence. Les quanti-
tés u, w sont les distances des sommets A, B, C à une 
tangente quelconque, ou ces distances divisées par un 
même nombre. 

4. Démontrons de suite cette proposition importante : 

THÉORÈME II. — Toute courbe de quatrième ordre et 
de troisième classe ayant la droite de Vinjini pour tan-
gente double aux points circulaires à Vinjini est une 
hypocycloïde à trois rebroussements. (Mémoire cité de 
M . CREMONA, N«» 8 EI 9 . ) 

Une courbe du quatrième ordre est, en général, de 
douzième classe; la diminution de la classe ne pouvant 
provenir que de la présence des points multiples, il faut 
que la courbe possède assez de points multiples pour que 
la diminution soit de 9 unités. Or un point triple ne 
peut jamais, dans une courbe du quatrième ordre, dimi-
nuer la classe de 9 unités, et, d'un autre côté, une courbe 
du quatrième ordre ne peut pas avoir, avec un point 
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triple, d'autre point multiple. Une courbe du quatrième 
ordre ne peut pas avoir quatre points doubles, car une 
conique, passant par ces quatre points et par un cinquième 
point pris arbitrairement sur la courbe, rencontrerait 
cette courbe en g points. Ainsi, la classe ne peut être 
diminuée de 9 unités que par la présence de trois points 
doubles, et le maximum de diminution aura lieu lorsque 
ces trois points doubles seront des points de rebrousse-
ment, auquel cas la diminution est égale à 9 unités. 
Ajoutons que ces trois points de rebroussement ne sau-
raient être en ligne droite, car, autrement, cette droite 
rencontrerait la courbe en 6 points; aucun des points 
de rebroussement ne peut être à l'infini, car alors la 
courbe ne pourrait pas avoir la droite de l'infini pour 
tangente double proprement dite. 

Ainsi, la courbe en question a donc trois points de re-
broussement A, B, C, à distance finie; prenons pour 
triangle de référence le triangle formé par ces trois points, 
et écrivons que les trois sommets sont trois points de re-
broussement, l'équation de la courbe prendra nécessai-
rement la forme suivante : 

(1°) a Y'Z' -+- b ' Z ' X ' H- c^X'Y^ ~ aXYZ («X 4- Y -t- rZ) . 

Il faut exprimer maintenant que la droite de l'infini 
touche cette courbe aux points circulaires à l'infini. 

Si À, B, C sont les angles du triangle de référence, 
Téquation du cercle circonscrit à ce triangle est 

YZsinA -f- ZXsinB -f- XYsinC = o, 

et Ton a pour l'équation de la droite de l'infini 

XsinA -f- YsinB 4- Z s i n C = : o ; 

l'intersection de cette dernière droite avec le cercle donne 
les points circulaires à l'infini. 
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Mais Téquation générale des courbes du quatrième 

ordre touchées aux points circulaires à Tinfini par la 
droite de Tinfini pourra évidemment se mettre sous la 
forme suivante : 

r 

• (YZsinA -4- ZXsinB -hXYsinC)^ 
) r = ( X » i n A + Y s i n B -4- ZsinC) 

- H D ' Y ^ - H H ^ ' Y ^ Z + C ' Z ^ X Y H X Y Z ) . 

Identifions les équations (2®) et (i®), et remarquons que 
les quantités sin A, sinB, sinC, sont positives, on est 
très-facilement conduit aux conditions définitives : 

(3®) a — b — Cf sinA = sinB = sinC. 

Il résulte de là que l'équation de la courbe satisfai-
sant à toutes les conditions énoncées est nécessairement 

( 4 ° ) X ' Y 2 - 4 - - f - Z ^ X ' z r : 2 X Y Z ( X - h Y - + - Z ) , 

et le triangle de référence est un triangle équilatéral; ce 
qui démontre complètement le théorème en question. 

5. Citons encore une proposition générale et remar-
quable : 

THOÉRÈME III. — Considérons un triangle fixe ABC, 
et une transversale quelconque -^ si la transversale est 
telle^ que les perpendiculaires aux divers côtés du ttiangle 
aux points où, elle les rencontre soient concourantes^ 
cette transversale enveloppera une hjpocycloïde à trois 
rehroussement s. 

Soit 1 équation de la transversale 

(i®) —o; 

les équations des perpendiculaires aux côtés du triangle 
4nn. de Mathcmat.^ 2« série, t . IX. (Mai 1870.) l 4 
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aux points oà ils sont rencontrés par la transversale sont 
respectivement 

(pcosC 4-tvcosB) .r-I-pj-4- (V3 = o, 
ux{{V cos kucosC) y ( v z = i o, 

ux i^y (wcosB 4- pcosA) 2 = 0. 

On exprimera que ces trois droites sont concourantes 
en éliminant x , z entre ces trois équations, ce qui 
donne 

' F — t;«^sin^A(pcosC-4-w^cosB) 
-f- wiisin^B («'COS A -h «cosC j 

-f- ttPsin^C (wcosB -hi 'cosA) 
— iuvw[\ 4- cosAcosBcosC) = o : 

c'est l'équation tangentielle de l'enveloppe des droites (i^). 
Les coordonnées de la droite de Tinfini sont 

(3") sin A sinB sinC 

or on constate immédiatement que ces valeurs satisfont 
aux équations 

dY dF d¥ — = 0 , o, — r=o; du th dw 

la droite de l'infini est donc une tangente double. (Geo-
niétrie analytique y n®® 452 et suiv. ) 

Les points de contact de la tangente double sont don-
nés par l'équation 

W — 4- f' - - 4- - - -dui 
d'F d'F d'F '2VU ^ \-'2ua'- h 2VÎ\'-———o; aUfiiiv. au.iA'Q ds^^dWf. 
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et on trouve, dans le cas actuel, 

«2 _j_ pî — 2 í n t i c o s A — 2 f i « ' C 0 8 B — 2 í / í ' C O S C — O, 

équation qui représente les deux points circulaires à Tin-
fini, puisque les paramètres de référence sont sin A, 
sinB, sinC. [Géométrie analytique., 139, 297.) 

La courbe (2®) étant de troisième classe et ayant une 
tangente double, il en résulte qu'elle ne peut pas avoir de 
tangente d'inflexion, ni d'autre tangente multiple-, la 
formule 

m — n[n - h i ) — 2r — 3t 

nous donne donc m = 49 pnisque n = 3, r = i, £ = 0. 
Ainsi la courbe (2®) est de quatrième ordre et de troi-
sième classe-, la droite de l'infini la touche aux points 
circulaires à l'infini : c'est donc l'hypocycloide à trois 
rebroussements (Théorème II). 

On peut encore se proposer de déterminer la position 
des trois points de rebroussement par rapport au triangle 
ABC. 

On constatera sans difficulté, pour la courbe qui nous 
occupe, que : 

T H É O U È M E IV. — Lhypocycloïde est Venveloppe-de 
la droite qui joint les projections d'un point quelconque 
de la circonférence y concentrique au cercle directeur et 
de rayon ia, sur les côtés du triangle équilatéral inscrit 
et ayant ses sommets sur les rayons OA, OB, OC. 

( La suite prochainement,) 

.4. 
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PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE; 

PAR M. E.-LINDELÔF. 

{Comptes rendus de la Société des Sciences de Finlande, à Helsingfors, 
27 janvier 1868.) 

I. Dans un triangle plan donnée inscrire un autre 
triangle de périmètre minimum. 

Soient A, B, C, a, è, c les angles et les côtés du triangle 
donné, et A', B', C , a ' , c' les angles et les côtés du 
triangle inscrit demandé. La question consiste à déter-
miner, sur les trois droites«, c, trois points A', B', C , 
tels que la somme des droites qui les joignent 

a'-^b'^ c' 
soit un minimum. 

Admettons pour un instant que les points B' et C soient 
déjà connus, et que Ton cherche à déterminer la position 
du point h! sur la ligne ¿z, de manière que la somme des 
distances A'B', A'C, savoir: è'-f- c', soit un minimum. 
Faisons glisser le point A'sur la ligne BC d'une quantité 
inQniment petite ds\ les distances A'C et A'B' prendront 
alors les accroissements 

. cos B A' C , — e/s. cos C A' B', 

dont la somme devra être nulle pour que le minimum 
puisse avoir lieu. Il s'ensuit de là que les angles B A ' C 
et CA'B', c'est-à-dire les angles que font de part et 
d'autre, au point A', les côtés J ' , c ' du triangle inscrit avec 
le côté a du triangle donné, sont égaux entre eux. Parla 
même raison, les angles formés en chacun des points B' 
et C , par les côtés du triangle intérieur avec ceux du 
triangle extérieur sont aussi égaux entre eux. 
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En désignant maintenant par x l'un des deux angles 

égaux en A', par y l'un des deux angles égaux en B', et 
par z l'un des deux angles égaux en C , on a 

B -4- z - h X = 

C 4- .r = TT'f 
d'où 

A -h-B -h C -h -¿(x -hy -t- z) := STT, 

ou 
X -hy -h z = 

Cette équation, comparée avec les trois premières, donne 

= y = B, z = C, 

d'où il suit que les trois angles du triangle inscrit sont 

Les côtés étant entre eux comme les sinus des angles 
opposés, on a par conséquent 

sin A cos A sin B cos B sin C cos C 

Mais on a aussi, d ' au t r e p a r t , 

a b € 

sinA sinB sinC 

La combinaison de ces formules d o n n e 

b' c' 
a cos A ècosB ccosC ' 

le r appo r t m é tan t , p o u r le m o m e n t , i n c o n n u . P o u r dé -
t e rmine r ce r appor t , j e p ro je t te sur B ' C les deux autres 
côtés du t r iangle A B ' C , s u r C ' A ' les deux autres côtés 
du t r iangle B C A', et sur A ' B ' l e s deux aut res Côtés d u 



( =̂ >4 ) 
triangle C A'B'. La somme de ces projections sera 

-4- -h — « cos A 4- cosB -4- c cosC. 

En comparant cette formule aux précédentes, on trouve 
m = 1, et par suite 

a' ~ a cos A, h' = h cosB, c = c cosC. 

Il est facile maintenant de calculer les segments déter-
minés parles points A', B', C 'sur les côtés du triangle 
donné. On trouve, par exemple, 

A' B : = sinC : sin B rrr c : 
d'où 

b 

ce qui prouve que la ligne A A' est perpendiculaire sur 
le côté a. Les points cherchés, A', B', C , ne sont donc 
autre chose que les pieds des hauteurs du triangle donné, 

La proposition qu'on vient de démontrer a sa réci-
proque. Si les lignes A A', BB', C C sont perpendicu-
laires aux côtés a, c, les points B' et C se trouveront 
sur la circonférence d'un cercle décrit sur le côté a comme 
diamètre, et l'on a par conséquent 

AB.AC'rrr AC.AB', 
ou 

AB : ACr=AB': AC, 

d'où l'on voit que le triangle A'B'C est semblable au 
triangle ABC. Il en est de même des triangles BC'A' et 
CA'B', On en conclut que les côtés du triangle inscrit 
forment des angles égaux deux à deux avec les côtés du 
triangle donné; or, c'est là la condition nécessaire et 
suffisante pour que le périmètre du triangle inscrit soit 
un minimum. 
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Nous résoudrons de la même manière le problème 

analogue : 

2. Dans un triangle sphérique donné inscrire un autre 
triangle sphérique dont le périmètre soit un minimum. 

Désignons les côtés et les angles des deux triangles de 
la même manière que dans le problème précédent. On 
trouvera, comme dans le premier cas, que la condition 
du minimum consiste encore en ce que les côtés du triangle 
inscrit doivent faire deux à deux des angles égaux avec 
les côtés du triangle donné. Nous allons démontrer que 
cette condition sera remplie lorsque les arcs de grand 
cercle A A', BB', C C seront perpendiculaires sur les côtés 
a, c du triangle donné. 

Pour abréger, introduisons les nouvelles notations 
suivantes : k M = /, BB'=: m, C C = w, B A ' = M, BC=: 
l'angle B A ' C = x. On trouve alors les équations 

tang« = tangc cosB, 
tangp = tang« cos B. 

On a, de plus, entre les quatre éléments consécutifs a:, a, 
B, V du triangle BCA' , la relation connue 

cot^ sinB -f- cosB cos« = sin« cotc>, 

d'où Ton tire successivement, à Faide des formules pré-
cédentes, 

• Ti . / tang« smB cot.r == cos// ( cosB U \tang(^ / 

= cos u ( — cosB ] , 
\ t ang« / 

COSTT , . (sinccosa — cos c sin« cos B)̂  sin« cosc 
cos II 

sin« cosc 
sin b cos A. 
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D'autre part, le triangle A A'B donne 

COSiT = cos M cos/, 

ce qui réduit notre formule à 

si rr h cos A si n B cos A 
sm B cota: = = — 9 

smflcos/ smAcos / 

d'où Ton tire finalement 

tangx = tang A cos/. 

Ici J:désigne l'angle compris entre les cotés b' et a ; 
mais le résultat resterait encore le même si x désignait 
l'angle compris entre c 'e t a . Les deux côtés i ' e t c 'du 
triangle inscrit ont par conséquent la même inclinaison 
sur le côté a au point A', et le même raisonnemeiU dé-
montre que pareille chose a lieu aux points B' et C . 

P R O B L È M E S D ' E X A M E N ; 

PAR M. HERMANN, 
Ancien Élève de l'Ecole Wormale. 

1. Trouver le plus granà coefficient du déi^eloppe-
ment de la puissance m'""" d'un binôme. 

Le terme général du développement de la puissance 
^iè'ne binôme esl 

M [M ~ 1) (M — 2 ) . 0 

. 2 . . . N 

On le déduit du précédent en le multipliant par 

m — /I - h ! a 
n X 
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Par conséquent, les termes iront en croissant tant que 

Ton aura 
m — /î - h I a . 

m - H I 
« < TTT-r 

Par conséquent, le terme maximum sera le terme dans 
lequel n sera remplacé par le plus grand nombre entier 
contenu dans 

w I 
rt - f - .r 

Si le quotient de m -f- i par a x est un nombre en-
tier, il y a deux termes égaux dans le développement. 

2. Minimum du produit 

I . 2 . . . I . 2 . . . 7 . 1 . 2 . . . 3 . I . 2 . . . . 

dans lequel les variables x, z, i,..., en nombre n, 
ont une somme constante et égale à m. 

T H É O R È M E . — Si Von divise m par n et si q et r sont 
le quotient et le reste ; le produit sera minimum si Von 
prend n — r des variables égales à qet r égales à 
q-hi. 

Ce théorème peut être considéré comme la consé-
quence des deux lemmes suivants, que je commencerai 
par démontrer. 

Lemme / . — Si deux quantités entières, x et ont 
une somme paire égale à 2^, le produit 

( 1 ) 1 . 2 . . . J : . I . 2 . . 

est plus grand que le produit 

(2) I.2 . . . X.I.2 ...X ; 
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car si l'on a 

r a ^ 
d où 

/• ~ ^ H , 
2 

le produit (2) peut s ecrire 

et le produit (i) 

i. 2.... X. 1. 2 [ x a) ; 

les facteurs 0:4-1,0:4-2,. . . , .r4- ^ sont remplacés dans ( i ) 

par 
a a 

jc h I , X }- 2 , .r 4- û ; 
2 2 

donc le produit (i) est plus grand que le produit (2). 
Lemme II. — Si deux quantités entières, x e t j , ont 

une somme impaire égale à 2A^4- i , le produit 

1...À .1.1. . .y 

est plus grand que le produit 

1.2. . 1.2. . . (X-4- i). 
Le théorème énoncé est la conséquence immédiate de 

ces deux lemmes. Il en résulte immédiatement que, dans 
le produit minimum, deux facteurs ne sauraient différer 
de plus d'une unité. Par conséquent, les facteurs du pro-
duit sont égaux à <7 ou à ^ 4- i . Soit a le nombre des 
facteurs égaux à q 1. On aura 

aq -h h(g ï) — m, 
a ^ h n ^ 

m nq r. 
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Ofi iléduit de ces relations 

n z=z n — r^ b ~ r, 

3. Trouver le plus grand coefficient de la puissance 
d'un polynôme. 

Soit n le nombre des termes du polynôme, et soit 

m — nq -h 

le plus grand coefficient est 

1,2...»? —., 
I . 2. . . .r. I . 2. . . J . 1.2. . . r. 

dans lequel n — r des quantités x, y, z sont égales à q 
et r égales à ^ -f-1. 

4. Trouver le plus grand terme de la puissance 
d'un polynôme. 

THÉORÈME. — Le plus grand terme du développe-
ment de la puissance TTZ'̂  d'un polynôme est 

I . 2. .. /w , „ a a p ^ ¿ja ¿P.Clf. —L-
i . . .a,. 1.2. .p,. 1.2..,7, ai-f- l a,-4-2 a,-f-y/ 

_h b_ h 

dans lequel «i, jS^, yj,. . . représentent les résultats que 
Von obtient en partageant m en parties proportionnelles 
à a, c, et en ne prenant que les parties entières des 
résultats^ et dans lequel les fractions 

a a n 
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sont les r plus grandes de toutes les fractions 

a a 9 î**») 
a, - h I a , - f - 2 

b b 
? , . • . • 

r désignant V excès de m sur la somme «i 4- |3i 4- yt-f-.... 
Le plus grand terme est évidemment 

a a a b b bec c 1.2.../?/ 5 
1 2 a I 2 p I 2 7 

dans lequel les fractions sont les m 
^ I 2 a I ^ 

plus grandes de toutes les fractions 
a a €l a a a 
— 5 I — 9 

3 ' " 
• » 9 

«1 a, 
9 

4- I «1 4-
9 2 

h b h b b h 
" ? 2 3 ' " p. 4- I p. 4-

9 2 
C C C C c c 

— 9 
1 

• • > 

— 9 
2 
• • > 

V" • 9 9 
7i 7i 

9 
4- I 7i 4-

- 9 2 

Or les fractions situées à droite de la barre verticale 
sont toutes plus petites que les fractions situées à gauche; 
il faudra donc prendre d'abord les m — r fractions qui 
se trouvent à gauche, et prendre ensuite à droite les r 
plus grandes fractions 

E X E M P L E . — Trouver le plus grand terme de la puis-
sance i5® d^un quatrinôme (a 4- i 4- c H- dans le-
quel les quantités a , i , c, d ont les valeurs suivantes • 

4 
a , = 2, 7 . = 3, .̂ = 5, 

r r r : l5 — ( a , 4 - + 7i = 
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Il faut donc prendre les deux plus grandes de loutes 1er 

fractions 
2 2 , , 

2 4- ï 2 -f- 2 

3 3 
3 - f - i 3 4-2 

i4 4 
4 T 

3 -)- I ' 3 + 2 ' 

5 5 
5 + 1' 5-+-2' 

Les deux plus grandes fractions sont les fractions 

l i 
4 5 

3 4-1 5 -f- i 

Par conséquent, le plus grand terme est 

I . 2 . 3 . . . i 5 
I .2 . I .2 .3 . I .2 .3 ,4 . I . ;2 .3 .4 .5 .6 

MÉMOIRE SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS DES RÉSIDUS 
NUMÉRIQIiES; 

P A R M M . A . L A I S A N T E T É T I E N N E B E A U J E U X . 

l. Soient /'i, i i^ , . • • • les restes on résidus qu'on 
obtient, en divisant par un même diviseur entier et 
positif D, les termes de la progression géométrique 
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OÙ A et 9 sont entiers et positifs. Ou aura 

^Donc, dans toute relation établissant un caractère de 
divisibilité par 1), on pourra remplacer respectivement 
kq, Aq%... par r^, r ^ , . . . , . . . et inver-
sement. 

2. Si Ton a 

( I ) ao4-a, f / 4 - a a H-. . . - f - = m .D, 

il viendra, en multipliant par A^", 

-f- . . . -4-a^ A w . D, 

et, par suite, d'après la remarque précédente, 

(II) ao a, - + - . . . -f- a^ z=m.ï). 

Ainsi, toutes les fois qu'on aura la relation (I), on 
pourra en conclure la relation (II), qui aura lieu quel 
que soit et réciproquement, lorsque cette dernière 
existera pour une certaine valeur de pourvu que Aq" 
soit premier avec D, il en sera de même pour toute autre 
valeur, et on pourra en déduire la relation (I). 

Dans ces i^lations, il est clair qu'on peut remplacer D 
par un quelconque d de ses diviseurs, car tout multiple 
de D le sera aussi de d. 

Ces remarques permettent déjà de trouver des lois en 
grand nombre, auxquelles satisfont les restes provenant 
d'un diviseur donné, et réciproquement de trouver les 
diviseurs qui peuvent fournir des restes satisfaisant à une 
loi déterminée, analogue à la relation (II) ci-dessus. 

Ainsi, supposons q = 10. Soit D = 17 : on a 

2.1o—3— . 17, 5 1 o -h I ~ w. 17, 10^4- 2 .1 o — 1 — . 17. 
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Donc aussi 

3r„=: W.17, S/Wi^-'*« — 
— = l'j, 

résultats qu'on vérifierait sans peine. 
De même, si Ton demande les diviseurs, tels que l'on 

ait 
n̂+3 — — r„ — m . D, 

il suffit de former le nombre 10̂  — 10®— i = 899 et ses 
diviseurs 29 et 3 i . Ces trois nombres satisfont à la 
question. 

Enfin, ces remarques permettent de former immédia-
tement des multiples d'un nombre donné, et réciproque-
ment de vérifier si un nombre est divisible par nn autre. 
Ainsi, dans l'exemple précédent, on trouve les trois restes 
consécutifs 9̂  qui satisfont à la relation 

2 . 9 4 - 2 . 6 - 4 - 1 , 4 = 3 4 — ^ ¿ . 1 7 . 

Donc 
2.10^-4-2.I0-|-l=r22Ii=W.I7. 

En outre, supposons qu'on veuille savoir si i53 est ou 
non multiple de 17. Je prends trois restes consécutifs, 
les mêmes que ci-dessus, par exemple, et je forme l'ex-
pression 

1.94-5.6 4 - 3 . 4 = 5 l = r / / j . f 7 . 
Donc 

i53 ~ m , 17. 

3. Si la relation qu'on se donne est — /„ = o, 
c'est-à-dire si les restes doivent se reproduire périodi-
quement de p en p^ on voit que q^ — i doit être un mul-
tiple du diviseur, résultat connu auquel on est directe-
ment amené ici. Nous aurons occasion plus loin d'étudier 
particulièrement ces restes périodiques. 
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4, Si le diviseur D s'écrit a^^ i . . . a j ofo dans le 

système de numération dont la base est <7, on a 

1) -h çP-' H- . . . -h a, 7 -f- ao, 

et par suite (2) 

(III) - f - 4 - . • . -4- a , - f - ao = /w. D. 

Ainsi, écrivant un nombre de restes consécutifs quel-
conques, égal à celui des chiffres du diviseur, plaçant 
respectivement au-dessous les chiffres du diviseur dans 
leur ordre inverse et effectuant les produits indiqués, la 
somme de ces produits sera un multiple du diviseur. 

Par exemple, 134? appliqué comme diviseur aux puis-
sances successives de 10, donne lieu aux trois restes con-
sécutifs 

62 84 36 
J'écris au-dessous 4 ^ ^ 

et 248 -4-252 4-36 = 536=r/w.i34. 

Il est évident, d'après ce qui précède, que la.même 
propriété subsisterait en désignant par a^ , . . . , «i, «o les 
chiffres d'un multiple quelconque de D. 

Enfin, comme rien ne suppose dans notre raisonne-
ment que les coefficients «i , . . . soient plus petits que 
la base <7, on voit que, dans le cas pris ci-dessus pour 
exemple, on peut écrire 

134== i. io^4- 34.10% 
ou 

i34 = i3. ïo 4- 4* 

d'où résulte que les chiffres du diviseur peuvent être dis-
posés au-dessous des restes des deux manières suivantes, 
écrites, pour plus de commodité, dans l'ordre inverse du 
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précédent, qui est Tordre direct des chiffres du diviseur : 

36 84 6i 
I o 3 4 

36 -t- 0 -t- 2IO8=2I44 = "»'»34 

36 84 62 
0 i3 4 

o -h 1072 - f - 2 4 8 = I 3 4 0 = / w . I 34 

Par suite, ayant écrit les restes par ordre d^indices 
décroissants de gauche à droite et les chiffres d'un mul-
tiple quelconque du diviseur au-dessous, comme on Va 
vu précédemment y on peut déplacer ceux-ci de ma-
nière à les, masser STJR LA NROITE, à volonté, sans que 
la propriété cesse d'être vraie, 

5. Si la hase du système de numération est B, dif-
férent de et qu'on divise successivement Aq^ Aq^^,. . 
par un diviseur quelconque T) de q — B, /a même pro-
priété aura lieu. Car soit 

d'où 
^ir^N.D-f-B, 

et 
—/yi.D -I- . . .q^—m.D -f B", 

De là 
A^" = m.D-f-AB% et r„ /w.D-f-AB' , 

= AB«+% - h AB""» '̂, 

Aq̂ '-̂ P AB"-̂ ,̂ r^^p = /«.D -h AB"-*-P, 

Multipliant respectivement par a^, ocj,.. a^, et ajou-
tant, on tombe sur la relation (III). 

Ann. de Mathémat., série, t. IX. (Mai 1870.) l 5 
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On verrait, d'une manière semblable, que les dwisions 

successives Aq, Aq^,.,. par un diviseur de q 4- B cow-
duisent à une loi analogue, dans laquelle il faudrait 
seulement ALTERNER LES SIGNES UES TERMES, OM, ce qui 
revient au même, PRENORB ALTERNATIVEMENT LES RESTES 

PAR DÉFAUT ET PAR EXCÈS, en leur conservant le signe 4-. 
On pourrait ici encore masser les chiiires sur la droite, 

ou en général du côté des puissances les plus faibles de 
la base, à la condition de conserver à chaque emplace-
ment de chiffres dont on se sert le signe -f- ou — dont 
il était primitivement affecté. Ainsi, en divisant par 
10 H- 7 = 17, les puissances successives de 7, on obtient 
les restes successifs 7, i5, 3, . . . . Si je prends un mul-
tiple quelconque de 17, tel que i53, et que j'écrive 

+ — -4-

3 i5 7 
puis 

I 5 3 

j'aurais un multiple de i 7 en faisant la somme des pro-
duits indiqués avec leurs signes. Je pourrais aussi bien 
écrire 

3 Ts 
I o 53 

ou bien 
• -f- — 

3 i5 7 
0 i5 3 

et encore, en prenant les restes par excès et par défaut, 

3 2 7 
1 1 l 
3 .. 7 
I O 53 
3 2 7 
O i5 3 
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on arriverait toujours ainsi à des multiples de I7. Nous 
ne nous arrêterons pas à la démonstration de cette règle, 
qui résulte de ce que rien iie suppose les chiffres employés 
inférieurs à la base du système de numération. Elle est 
d'ailleurs applicable aux propriétés analogues que nous 
allons étudier maintenant. 

6. Soit toujours la progression A^, Aç®, A^®, . . . . 
Si Von en divise les tefmes successifs par un diviseur 
quelconque D deBq — i , B étant la base du système 
de numération employée^ et quon écrive sous des restes 
consécutifs quelconques les divers chiffres de D UANS 

LEUR ORORE WATCREL, la somme des produits indiqués 
sera un multiple de D. 

Soit, en effet, 
B̂ r — I 

N 
de là 

ND -

9 

B 

Soient, en outre, ocj, «s , . . . , les divers chiffres 
de I>, de telle sorte qu'on ait 

D rr: a„ B« H- B""' -f- . . . -f- a, B a». 

Si nous substituons à B sa valeur précédente, il vient 

(ND-hi)" . (ND-f-i)«-^ (ND + i) 

I> = qu ^ — - f - «0, 

<7«D = a„(ND + I)" (ND -h i)""' -4- . . . 

Réunissant, dans le second membre, tous les multiples 
de D, après qu'on a effectué tous les développements, 

OLn 4- -f . . . -f- a, 4- a» 7" /w. D. 
i5. 
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D'où multipliant par Aç'', p étant quelconque, 

a„ A grP -f- kqP^' -f- . . . 4- a, A qP-̂ '"" 4- a® Aç/"̂ " ~ m .Î^. 

Si Ion remplace à présent k q P . . . par r^,. . . , suivant la 
remarque faite au n*̂  i , il vient 

4- 4- . . . 4-a, 4- == w. D ; 

c'est présisèment l'égalité en démonstration. 
Un calcul semblable ferait voir qu'en prenant pour D 

un diviseur quelconque de B^-f-i, on aurait une pro-
priété analogue à la condition de PRENDRE ALTERNATI-

VEMENT LES RESTES AVEC LES SIGNES - f - OU , OU PAR 

EXCÈS ET PAR DÉFAUT SUCCESSIVEMENT, COmme pluS haut. 
De plus, on verrait facilement que les mêmes pro-

priétés subsisteraient en écrivant à la place des chiffres 
de D ceux d'un multiple quelconque de D. 

7. R étant toujours la base du système de numé-
ration, on prend comme diviseur un sous-multiple quel-
conque de qP — B, on aura une propriété analogue à 
celle ¿iu 5; seulement^ au lieu de prendre des restes 
consécutifs, on devra écrire des restes SE SUIVANT DE p 
EN En effet, soient 

N 
et en ou tie 

D —a,.B«4-. . .4-a,B4-ao, 
on aura 

— ND 4- B. 
De là 

q̂ P == m.D 4- B% 

1= w, D 4- B". 
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Multipliaot toutes ces égalités respectivement par ot\ A 
oL^kq '" , , . .«n A e t les ajoutant entre elles et avec 
l'identité ot̂  Aq'"" = Af^ao, il vient 

ao Aq"' -f- a, ^ â  A^ '̂+'P . . . 4- = m .D. 

Remplaçant maintenant A<jf'", A p a r 
on a la relation en démonstration 

4- a I m-hp 4- a, r^^-^p 4- . . . 4- a„ = w . D. 

La division par ^ ^ donnerait lieu à une propriété 
analogue,, EN PRENANT ¡SUCCESSIVEMENT LES RESTES PAR 

EXCÈS ET PAR DÉFAUT. 
r . J- • "^qP — i hqP-hi Jî^nfin^ en prenant pour diviseur— ou ———> 

on aurait deux propriétés analogues à celles du n® 6, 
avec cette même restriction que LES RESTES DEVRAIENT 

ÊTRE PRIS DE p EN p et non pas consécutifs. 
( La suite prochainement. ) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DilNS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 240 
( Toir i" série, t. X, p. 347 ) ; 

• PAR M. E. PELLET, 
Élève au lycée de Nîmes. 

La position d'équilibre d'un corps surnageant iCa 
lieu que lorsque la distance du centre de gravité du li-
quide déplacé au centre de gravité du corps est un maxi-
mum,, ou bien encore lorsque le centre commun de gra-
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vi^é du corps et du fluide déplacé est à sa plus haute ou 
plus basse position. ( C L A U S S N . ) 

Chercher la position d'équilibre d un corps flottant 
revient à déterminer un plan tel que : Tune des parties 
en lesquelles il divise le corps ait un volume donné ; 

qu'il soit perpendiculaire sur la ligne qui joint le 
centre de gravité de cette partie, considérée comme ho-
mogène, au centre de gravité G du corps, qui peut être 
de nature hétérogène. 

Pour que la première condition soit satisfaite, il faut 
que le plan soit tangent à une certaine surface S. Soit M 
un point de cette surface^ P le plan tangent en ce point 
à la surface S ; M' le centre de gravité du segment déter-
miné par ce plan, ayant le volume donné. Le point M 
décrivant la surface S, le point M' décrit une surface S'. 
Le plan tangent en M' à cette dernière surface est paral-
lèle au plan P. En effet soit (w, p, m') une seconde position 
du point M, du plan P et du point M'. Les segments dé-
terminés par les plans P et p ont une partie commune 
qui a un volume V et dont le centre de gravité est en T 5 
les parties non commuiies ont un volume égal et leur 
centre de gravité respectivement en g et g'. Le point M' 
est sur la droite Fg", et m' sur la droite Fg'^ et l'on a 

rM' _ r ^ ' p 
. 7 7 ~~ T y ~ V - h / 

Ainsi la droite M'm' est parallèle à la droite gg'. A la 
limite, cette dernière est contenue dans le plan P-, donc 
puisqu'alors M'm' est tangente à S', les tangentes à la 
surface S' menées par le point M' sont parallèles au plan 
P, ce qui démontre ce que j'ai avancé. Ainsi la droite M'G, 
devant être perpendiculaire sur le plan P dans la position 
d'équilibre, cette droite est normale à la surface S' 5 et par 
conséquent la distance M'G est maximum ou minimum. 
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Désignons par ^F, le centre de gravité du second «ég-

raent déterminé par P. Le lieu des points M" est une se-
conde surface S", telle que le plan langent en M'' à cette 
surface est parallèle au plan P. Si le c o r p est homogène, 
la droite M'M" passe par le centre de gravité G du corps; 
de sorte que, dans la position d'équilibre, la droite M'G 
est aussi normale à la surface S". Si le point M' se confond 
avec G, le point M" se trouve sur la surface du corps, et 
alors la droite M'GM'' esl normale à cette surface. Lfi 
distance du point G à la surface du liquide est donc alors 
maximum ou minimum. 

Question 615 
( voir a" série, t. 1, p. i55 ) ; 

P A R M . D E V I R I E U , 

Proiessewr à Lyon. 

Soient une progression arithmétique de différence 
et une série arithmétique d^ordre m^, déduite de cette 
progression, soient une seconde progression arithmé-
tique de différence â^^ et une série arithmétique dé^ 
duite et d^ordre \ et ainsi de suite jusqu^à la série 
d'ordre -, 

Si Von multiplie ensemble les plumiers termes de ces 
sénés y de même les seconds termes, etc., on obtient une 
série arithmétique d'ordre m, m, -f- . . . déduite 
d'une progression arithmétique à dfférence^ 

( m . - f - . . . - + • nin)- ^ ^ ^ 

(BÔKLEJV) ( • ) . 

(*) Une faute d'impression a rendu ininlelligible J'énoiicé des iYoo-
vctlci knnales de Mathémaiiqucs. 



{ 232 ) 
1. m étant un entier absolu autre que zéro, on appelle 

série arithmétique de l'ordre m^ une série dont les diffé-
rences d'ordre m ont une même valeur non nulle (î, et 
l'on dit que cette série est déduite de la progression arith-
métique à différence à. 

2. Représentons par 

les termes consécutifs d'une série arithmétique d'ordre 
m ; on peut les considérer comme étant les valeurs suc-
cessives que prend une même fonction entière d'une va-
riable x, quand on fait croître celle-ci à partir de zéro 
par des différences égales à i . 

Si représente cette fonction, on a, en vertu,des pre-
miers principes du calcul aux différences, 

X X X l tf̂  H- APo h ^ îo -H .. . 
I I 2 

R .R — I .V — M -F- L 
-f-

I 2 / f i 

Le deuxième membre est une fonction entière du degré m 

où le coefficient de la plus haute puissance est — r ' 

La série arithmétique ayant pour terme général est 
déduite de la progression arithmétique ayant pour diffé-
rence la constante non nulle 

3. En vertu des mêmes principes, toute fonction en-
tière 

de degré p d'une variable entière x qu'on fait croître à 
partir de o par degrés égaux à i , a pour différence d'or-
dre p la constante p'A^'-i cette fonction est le terme géné-



{ 233 ) 
ral d une série arithmétique d'ordre p déduite de la pro-
gression arithmétique à différence A^. 

4. Désignons par 

les termes généraux de séries arithmétiques d'ordres 

ces séries sont déduites de progressions arithmétiques à 
différences 

En vertu du paragraphe 2, on a 

X X X — I 
,¿<^—,«0-4- A,Mo 1-A^MO • • • 

I I 1 

X X — /W,-f-l 
-t- A»»« ,«0 - . . . 9 

1 w, 

hffx^^h'h AÂO - - ^̂  -f- . . . 
I 1 2 

I ntk 

X X X — I 
nUx = nUo -4- A„Wo - 4- A'̂Âo 1- • • • 

I I 2 

X X—/w„4-l 
4- A'"" „m„ - . . . 

1 ffin 

o. Soit X le terme général d'une série dont chaque 
terme est le produit des termes de même rang dans les 
séries arithmétiques du n® 4; on a 

X 4- 2«x -f- . . . 4- 4- . . . 4- „«r. 

En vertu des identités du n® 4, x est une fonction entière 
de degré m, -f- . . . -h w/i 4- . . . ~h m^j où le coefficient de 
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la plus haute puissance est—;— r • • • ̂ "'«ntto; 

donc, en vertu du paragraphe 3, x est le terme général 
d'une série arithmétique d'ordre mi-h 
déduite de la progression arithmétique à différence 

c . Q . F . D . 

6. Remarque, — En suivant la même marche, il esl 
facile de voir que si Ton ajoute terme à terme plusieurs 
séries arithmétiques, on obtient [en général une série 
arithmétique d'ordre égal à l'ordre le plus élevé des sé-
ries données, et ayant pour différence constante la somme 
des quantités analogues dans les séries de Fordre le plus 
élevé. 

Il existe une proposition semblable pour les séries ob-
tenues en retranchant'terme à terme deux séries arith-
métiques. 

Question 787 
( Toir 2* série, t. VI, p. 480 ) ; 

P A R M . W I L L I È R E . 

Déterminer le lieu géométrique du centre d'une 
sphère qui coupe, sous des angles a, jS, y. trois sphères 
données A, B, C. 

Soient {a, è, c), (a' , c') les centres des sphères A, 
B, C; r, r', r" leurs rayons; R le rayon de la sphère qui 
coupe les précédentes sous les angles «,¡3,7, e t ( j : , / , i:) 
son centre. On a 

(ar— a)=4- ( j — (z — vy=z r^R'— 2RA-cosa. 
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Si l'on pose 

l'ëqualion précédente devient 

S = : R 2 — a R r c o s a . 

On a de même 

S' 2 R r ' cosp, 

En éliminant R entre ces trois dernières équations, 
on trouve 

I ( S - S ' ) ( / - " c o s 7 - r ' cosp) = rcosa) , 

(4) 4S" ( r ' cosp -~- rcosa)^ 
( ~ (S — S ' ) ' - 4 r ' ' coS7(S — S ' ){r 'cosp - r cosa ) . 

La première de ces deux équations représente un plan 
passant par l'axe radical des trois sphères données. Donc 
les deux équations prises simultanément représentent une 
conique située dans ce plan. 

Remarquons maintenant que les cosinus qui entrent 
dans les formules précédentes doivent être précédés 
chacun du double signe rfc. Par suite, en changeant, dans 
les équations (4), les signes des cosinus, on obtiendra 
d'autres lignes répondant encore à la question. On ne 
pourra d'ailleurs obtenir ainsi que trois nouvelles co-
niques. Donc le lieu se compose de quatre coniques 
situées dans des plans qui passent tous par l'axe radical 
des trois sphères données. 

Note. — M, Georges de Villepin, élève du collège 
Stanislas, nous a envoyé une bonne solution de la 
question précédente. Il fait remarquer que les quatre 
coniques percent en huit points le plan des centres des 
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sphères données; que ces huit points sont les centres des 
cercles qui coupent sous les angles a,/3, y les grands 
cercles déterminés par ce plan dans les sphères A, B, C; 
eteiiiinque ces huit points sont situés deux à deux sur 
quatre droites passant par le centre radical des trois 
cercles. 

Question 886 
( voir série, t. VII, p . 240 ) ; 

P A R M . P A U L E N D R È S , 

Élève au lycée de Douai. 

Étant donnés deux cercleSy si Von prend les polaires 
de ces cercles par rapport à un cercle quelconque, on 
obtient deux coniques ; les cercles qui ont pour dia-
mètre les axes focaux de ces coniques se coupent sous 
le même angle que les cercles donnés. 

( H . F A U R E . ) 

On sait que la polaire d'un cercle (C) est une conique 
ayant pour foyer l'origine O et pour directrice correspon-
dante la polaire DE du centre C du cercle : l'excentricité 

est égale au rapport de la distance CO des deux centres 
au rayon CA du cercle considéré. 



{ ^37 ) 
Les pieds P, Q des poiaires des extrémités du dia-

mètre AB du cercle (C), passant par l'origine O, sont les 
sommets de cette conique, comme on peut s'en assurer en 
remarquant que 

P O Q O C O 

P D " " Q D " " C A ' 

On voit aussi immédiatement que 

O B X O Q = O A X O P = 

Il en résulte que le cercle décrit sur l'axe focal de la 
polaire du cercle (C) est le cercle transformé par rayons 
vecteurs réciproques de ce dernier, l'origine étant le 
point O, et le module étant le carré du rayon p du cercle 
directeur. 

Or deux cotirbes inverses se coupent sous le même 
angle que les courbes primitives. Donc les cercles décrits 
sur les axes focaux des deux coniques polaires des cer-
cles donnés se coupent suivant le même angle que ces 
derniers. 

Note. — La même question a été résolue par M. Willière, professeur 
à Arlon. 

CORRESPONDANCE. 

Grenoble, 23 février iS-yO. 

Monsieur, 
Dans le numéro de février des Nouvelles Annales 

(p. 53), M. Neuberg, après avoir remarqué que j'avais 
énoncé plusieurs théorèmes à l'aide desquels on pouvait 
déterminer les axes d'une conique, quand on connaît le 
centre et un triangle inscrit, conjugué ou circonscrit à la 
conique, a résolu la même question en substituant au 
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ceiKtre un foyer. Je me suis aussi occupé de cette recherche, 
et mon Recueil de Théorèmes,, publié en 1867, chez 
M. Gauthier-Villars, en donne la solution. La marche 
que j'ai suivie n'est pas la même que celle de M. Neuberg: 
je calcule directement la somme et le produit des carrés 
des axes de la conique au lieu de passer par les fonctions 
p elq de Fauteur, et j'adopte le système des coordonnées 
trilinéaires. 

J'ai donné en i863, p. 299 (t. II, 2® série), des for-
mules qui donnent la somme et le produit des carrés des 
axes d'une conique en fonction des coefficients de Fé-
quation générale du second degré rapportée à un triangle 
de référence. Or, lorsqu'il s'agit de coniques inscrites, 
conjuguées ou circonscrites à ce triangle, c'est-à-dire 
lorsque l'équation de la conique ne contient plus que trois 
coefficients différents, on conçoit que Ton puisse expri-
mer ces coefficients au moyen des distances du centre, 
du foyer ou même d'un point quelconque aux côtés du 
triangle de référénce. Cela fait, il n'y a plus qu'à appli-
quer les formules de la page citée (299) à ces équations 
particulières. Toute la difficulté de la question se réduit 
donc à trouver ces équations particulières. Or, dans mon 
Recueil,^ on trouve les théorèmes suivants, que je me 
borne à indiquer comme pouvant servir d'exercice aux 
élèves : 

1 ° Quand une conique est conjuguée à un triangle aèc, 
si Fon désigne par p«, p^ les puissances de son foyer 
F par rapport aux cercles qui ont pour diamètres les 
côtés ¿c, c«, « i , pour tout point m de la conique, on a 
la relation 

2 2 2 
mhc mca wab 

Une conique étant inscrite au triangle ahc, si Fon 
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désigne par F l'un des foyers de la conique, et par m un 
de ses points, on a la relation 

i. JL 
Fa{Fhc,nibcy -4- Fb(Fca.mcay 

-\-Fc{Fab.mabf=zo (p. 34) ; 

3° Lorsqu'une conique est circonscrite à un triangle 
abc^ si Ton désigne par F l'un de ses foyers, et par m un 
point de la conique, on a la relation 

sin4^Fc sïn^cFa sm'^aFb . 1 1 1 1 1 — o (D, m ). 
Fa.mbc Fb.mca Fc,mab ^^ ^^ ^ 

Sur la transformation homo graphique. 

Soient F et F ' deux figures homographiques, c' la co-
nique qui, dans l'une des figures F ' correspond a» cercle 
imaginaire c, sitné à l'infini dans la figure F . Ce cercle 
resteJixe^ quelque soit le déplacement de cettejigure^ 
translation ou rotation. 

Or, pour que les figures F et F ' puissent devenir ho-
mologiques, il faudra que la figure F puisse être placée 
de telle manière que la conique c' et le cercle c appar-
tiennent à un même cône, et le sommet de ce cône sera 
le centre d'homologie. Or ce cône n'est autre chose qu une 
sphère de rayon nul, qui, dès lors, ne peut être coupé par 
un plan que suivant des cercles. Donc la conique c' est 
un cercle, et l'on retrouve la condition obtenue par 
M. Painvin. 

Veuillez agréer. Monsieur, l'assurance de ma considé-
ration distinguée. 

H. FaurEj 
Capitaine d'Artillerie. 
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QUESTIONS. 

991. Deux divisions homographiques se trouvent sur 
la même droite. Au point a de la première division cor-
respond le point b de la seconde; au point pris dans 
la première division, correspond le point cde la seconde ; 
au point c de la première division correspond le point d 
de la seconde, et ainsi de suite. On obtient ainsi une 
série indéfinie de points c, J , Prouver que ces 
points se rapprochent indéfiniment d'un des points dou-
bles des divisions homographiques, ces points doubles 
étant supposés réels. ( E M I L E W E Y R . ) 

992. Soit C® une courbe du troisième ordre et de la 
troisième classe : on s'approche indéfiniment d'un point 
d'inflexion en construisant sur la courbe une telle série 
de points que chacun d'eux soit le point d'intersection 
de la courbe avec la tangente au point précédent. 

( É M I L E W E Y R . ) 

993. Soit C^ une courbe du troisième ordre et de la 
troisième classe : on construit sur cette courbe une telle 
série de points que chacun d'eux soit le point de contact 
de la tangente qu'on peut mener à la courbe par le point 
précédent. Prouver que ces points se rapprochent de 
plus en plus d'un point de rebroussement. 

( É M I L E W E Y R . ) 

RECT1FICAT40N. 

Question 982, page 93, au lieu de sin, il faut cos dans la 
seconde équation. 
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SUR L'BMPLOI DES llAfiMAIRES EN fiÉOlÉTME; 

Par M, l a g u e r r e (*). 

I. — Considérations générales sur la représenta-
tion des points imaginaires situés sur une courbe 
donnée. 

i . L'emploi des imaginaires en Geometrie ne donne 
lieu à aucune difficulté sérieuse. Les notions essentielles 
sur lesquelles il repose sont immédiatenient fournies par 
la Géométrie analytique, et trouvent en elle leur entière 
légitimation. Ces notions puisées dans l'analyse, le rôle 
de la Géométrie est de les développer et d'en poursuivre 
les conséquences par les moyens et avec les ressources qui 
lui sont propres. 

Il y a deux points sur lesquels il semble nécessaire de 
compléter la théorie. D'une part, on ne sait pas toujours 
réaliser et eûectuer les constructions où entrent des don-
nées imaginaires, en sorte que certains problèmes, dont 
la considération des quantités imaginaires fournit une 
solulion très-simple et presque immédiate, ne sont en 
quelque sorte résolus que théoriquement, les construc-
tions auxquelles conduirait le mode de démonstration 
employé n'étant pas immédiatement réalisables. 

D'autre part, lorsque, dans une proposition, certaines 
parties de la figure deviennent imaginaires, la proposi-

e z ) Je me propose de dérelopper, dans cette série d'articles, quelques 
points de la théorie des*sections coniques que j'ai laissés de côté dans le 
Cours que j'ai professé à la salle Gerson. Le lecteur pourra consulter 
sur ces questions diverses Notes que j'ai publiées dans le Bulhtin de la 
Société Philomathiifue (1867-1869), et ma Note sur l'emploi des imaginaires 
dans la Géométrie de l'espace insérée dans le journal l'institut (t^msii 1870)-

Ann, de Mathémat.^ 3« série, t. IX. (Juin 1870.) ï 6 
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tion donne lieu a plusieurs théorèmes relatifs aux élé-
ments réels de la figure. Tout théorème exprime, en 
effet, une relation entre les données, relation que l'on 
peut représenter par lequation 

R=:o; 

si quelques-unes des données deviennent imaginaires, 
l'équation précédente peut se mettre sous la forme 

PH-Qi —o, 

ce qui entraîne les deux équations 

P = o et Q = o , 

équations qui, évidemment, sont l'expression de deux 
théorèmes relatifs aux éléments réels de la figupe,, 

Pour résoudre complètement les questions que soulève 
l'emploi des imaginaires en Géométrie, il faut donc pou-
voir, d'une proposition où certains éléments sont imagi-
naires, dégager, par une voie purement géométrique et la 
considération seule de la figure, les propositions réelles 
qu'elle comprend dans son énoncé. 

On pourrait presque, à certains égards, dire que la 
Géométrie en est actuellement au même point où serait 
l'Analyse, si Ton se contentait de montrer que toute 
quantité imaginaire peut être mise sous la forme 

a -f- bi, 

sans indiquer les moyens que l'on doit employer pour la 
réduire à cette forme. 

2. Considérons, dans un plan réel,nine droite Oco que 
nous prendrons pour l'axe d'un système de coordonnées 
isotropes; considérons en même temps un système de 
coordonnées rectangulaires ayant pour axe des x la 
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droite Ow, Taxe des j étant la perpendieulatre éàefée 
en O à la droite O Cl). 

Soit A un point du plan, réel ou imaginaire, et soient 

ses coordonnées isotropes. 
Ce point sera représenté dans le plan par un segment 

représentatif a a ' , Torigine a de ce segment étant le point 
réel situé sur la droite isotrope du premier système qui 
passe par A-

En coordonnées rectangulaires , l'équation de cette 
droite est 

d'où l'on voit immédiatement que les coordonnées rec-
tangulaires du point a sont 

X — a e t J p . 

L'extrémité a ' du segment est le point réel situé sur la 
droite isotrope du second système passant par A^ cette 
droite a pour équation 

donc le point a ' a pour coordonnées 

x = y et — 

d'où cette conclusion : 

Étant donné un point A dont les coordonnées iso-
tropes sont 

M —a-f-p; , 
= 7 - f - i I , 

VuMgine de son segment représentatif a pour eoordmi ' 
i6. 
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nées rectangulaires 

et les coordonnées de Vextrémité de ce segment sont 

= = — 

On peut dire, si Ton veut, que, dans le mode de re-
présentation employé par Cauchy, l'origine du segment 
représente, la quantité M = « H- , et que l'extrémité 
représente la quantité y — èi conjuguée de la coor-
donnée w. 

3. Jusqu'ici nous ne nous sommes occupé que de points 
distribués d'une façon quelconque dans le plan. Suppo-
sons maintenant que nous considérions des points situés 
sur une courbe donnée (C), dont l'équation en coordon-
nées isotropes soit 

( l ) / ( « , f v ) z = : 0 . 

Un point réel a, pris arbitrairement dans le plan, 
pourra toujours être considéré comme l'origine d'un seg-
ment représentatif d'un point situé sur la courbe. 

Soient, en effet, «z et jS les coordonnées rectangulaires 
de ce point; faisons, dans l'équation (i), u = oc -f-(3i; 
cette équation, résolue par rapport à w, nous donnera 
pour cette variable un certain nombre de valeurs; ce 
nombre étant, en général, égal au degré de la courbe, mais 
s'abaissant lorsque la courbe passe par les ombilics. 

Soient y 4- i i , y' les différentes valeurs de w 
qui correspondent ainsi à la valeur donnée de u ; il est 
clair, d'après ce qui précède, que si l'on construit les 
points dont les coordonnées rectangulaires sont respecti-
vement y et — i , y' et —cî',..., ces points, que je dési-
gnerai par a' , pourront être considérés comm#les 
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extrémités d'autant de segments représentatifs de points 
situés sur la courbe, l'origine commune de ces segments 
étant le point a. 

Pour abréger, je dirai que ces points a \ a", . . . sont 
associés au point a ; si, d'ailleurs, la courbe est réelle 
(et ici, comme dans la suite, j'entends simplement par là 
une courbe dont l'équation en coordonnées rectangu-
laires est réelle), cette courbe ne peut contenir un point 
sans contenir aussi le point qui lui est imaginairement 
conjugué : donc, dans ce c a s s i a ' désigne l'un quel-
conque des points associés à un point donné a, a est aussi 
l'un des points associés de a ' . 

4. Pour étudier complètement une courbe, il importe 
de rechercher comment sont distribués dans le plan les 
segments représentatifs des divers points situés sur une 
courbe, ou, en d'autres termes, comment se déplace l'ex-
trémité du segment représentatif d'un point de la courbe 
lorsque son origine se déplace elle-même dans le plan. 

Divers géomètres allemands se sont occupés de la fa-
çon dont on pouvait représenter les points imaginaires 
d'une courbe, et ont émis à ce sujet des idées qui ont été 
reproduites par M. Transon. [Application de VAlgèbre 
directive à la Géométrie; Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 1868.) 

L'équation d'une courbe en coordonnées rectangu-
laires étant 

et Xy Yî étant un des systèmes de solutions communes dê  
cette équation, on représente, d'après la méthode de 
Cauchy, les quantités ^ et v par deux points a et i . Ces 
deux points déterminent, en effet, parfaitement le point 
de la courbe, et le mode de relation qui existe entre eux 
caractérise très-bien cette courbe. 
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Mais on peut faire à celte solution les repi^hes sui-

vants : 
1° Un point réel de la courbe est toujours (si Ton 

excepte les points qui se trouvent sur l'axe des x) repré-
senté par un couple de points séparés ; 

nP Le mode de représentation varie suivant le système 
d'axes que l'on a choisi. 

Ce dernier inconvénient suffirait seul à faire rejeter 
en Gréométrie ce mode de représentation ; comme l'a très-
bien dit M. Transon, Téquation proposée ne représente 
plus, à vrai dire, une courbe comme dans le système de 
Descartes, mais un mode de transformation dont les 
propriétés se rattachent à celles de la courbe. 

L'emploi du segment représentatif, défini comme je 
l'ai dit plus haut, remédie à tous ces inconvénients. En 
employant l'équation en coordonnées isotropes de la 
courbe et en représentant chaque couple de solutions (u, -w) 
de cette équation par les points réels du plan, qui, dans 
la méthode de Cauchy, représentent la quantité u et la 
quantité imaginaire conjuguée à iv, on voit : 

I® Qu'un point réel de la courbe est représenté par 
ce point lui-même ; 

Qu'un point imaginaire est toujours représenté par 
le même segment, quels que soient les axes auxquels on 
ait rapporté la figure. 

En réalité, ces axes ne jouent aucun rôle dans la ques-
tion -, l'étude de la distribution dans le plan des segments 
représentatifs des points d'une courbe est une étude de 
pure géométrieI et sii dans un grand nombre de ques-
tions, on peut avoir intérêt à se servir de l'analyse et à 
faire intervenir des axes coordonnés, les résultats sont 
toujours indépendants du choix de ces axes, et leur em-
ploi esl par là même facilité. 

Pour éclaircir ce qui précède, je mentionnerai ici im-
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médiateiBent quelques {Kroposilions Irès-simples ei que 
Tcm peut facilement démontrer par les considérations de 
ia Géométrie les plus élémentaires. J'aurai lieu plus tard 
d'en développer les conséquences. 

Étant donné un cercle réel, pour qu'un segmeal 
a a ' r e p r é s e n t e u n p o i n t situé sur ce cercle, il faut et il 
s u f f i t que les points a e t a' S jo ien t réciproques par rapport 
à c e c e r c l e ; 

Etant donnée une ellipse réelle, pour qu'un seg-
ment aa! représente un point situé sur cette ellipse, il 
faut et il suffit que les deux points a et a^ soient situés 
sur une hyperbole homofoeale à l'ellipse, et que la 
droite aa' soit parallèle à Tune des normales que l'on 
peut mener à l'ellipse aux points où elle est coupée par 
l'hyperbole. 

Ces notions peuvent être encore présentées d'une fa-
çon plus nette et plus précise-, mais comme leur dévelop-
pement m'éloignerait un peu du sujet que je traite îci^ 
je renverrai le lecteur à ma Note sur Vemploi des ima-
ginaires dans la Géométrie de Vespace, 

5. Lorsqu'un point est assujetti à demeurer sur une 
courbe donnée (C), on peut fixer sa position simplement 
par celle de Torigne de son segment représentatif. 

Cette origine correspond, il est vrai, a plusieurs points 
de la courbe-, en la désignant par a et en désignant 
pa ra ' , les divers points associés à a, on voit en 
eifetque (/z, a ') , (a, a ' ' ) , . . . désignent tous des points de 
la courbe, représentés par des segments ayant pour ori-
gine le point a. 

Lors donc que l'on se donne le point a^ on ne déter-
mine pas complètement le point de la courbe qu'il repré-
sente. Cette indétermination peut ètre,^ comme on le sait,, 
levée de plusieurs façons. 
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Considérons, avec Cauchy, un des points associés au 

point a , et soit a ' ce point, en sorte que (a, a ') désigne 
un des points de la courbe; si l'on admet que le point a 
se déplace en décrivant une courbe continue sans jamais 
passer par aucun des points auxquels correspondent deux 
points associés confondus en un même point, l'extrémité 
du segment, dont l'origine .sera le point mobile, sera 
elle-même bien déterminée sans ambiguïté, si l'on admet 
que le point de la courbe s'est déplacé lui-même d'une 
façon continue. 

Ces points critiques qui, dans la théorie de Cauchy, 
jouent un rôle fondamental, sont, il est facile de le voir, 
les points singuliers et \es fojers de la courbe. 

Si l'on suppose que le point représentatif du point 
variable de la courbe, se meut dans un contour ne com-
prenant aucun des foyers ni des points singuliers de la 
courbe, le point de la courbe qu'il représente est parfai-
tement déterminé. Dans le cas contraire, pour savoir quel 
point il représente, il faut connaître le chemin qu'il a 
suivi dans son déplacement depuis sa position initiale. 

On peut encore lever l'indétermination en supposant, 
avec Riemann, que le plan se compose d'une série de 
feuillets superposés. Ainsi, un point quelconque d'une 
ellipse peut être représenté par un point qui se meut sur 
deux feuillets appliqués sur le plan de Tellipse et soudés 
entre eux le long de la ligne qui joint les deux foyers de la 
courbe. 

Au point de vue géométiiquey la conception de Rie-
mann semble préférable à celle de Cauchy; mais, pour le 
moment, je ne m'étendrai pas davantage à ce sujet, qui 
ne présente d'intérêt que dans les applications du calcul 
intégral à la Géométrie. 

6. D'après ce qui précède, on voit qu un point (réel 



( M9 ) 
OU imaginaire) siiué sur une eourbe donnée peut être 
représenté par un seul point réel de son plan ; ce point 
est le point réel situé sur la droite isotrope du premier 
système qui passe par le point donné« Quand le point 
donné est réel, le point qui le représente se confond 
avec lui. 

Nous pourrons nous représenter le déplacement d'un 
point sur une courbe, que les positions successives de ce 
point soient réelles ou imaginaires, par la courbe que 
trace dans le plan son point représentatifs déterminé 
comme je viens de le dire. 

En général, on peut se représenter la façon dont varie 
une quantité z en fixant la valeur de cette quantité d'après 
la position qu'occupe un point mobile sur une courbe ar-
bitrairement choisie du reste. 

Lorsque la vàriable z prend des valeurs imaginaires, 
la position du point mobile, qui détermine sa valeur, 
peut être, comme je l'ai dit, représentée par un point réel 
du pian, et la courbe décrite par ce point donne une idée 
très-nette de la façon dont varie z. 

Ces considérations se prêtent aisément à l'application 
du calcul intégral à la Géométrie. 

Concevons en ei%t une courbe algébrique (Ç) et une 
intégrale dans laquelle la variable soit représentée par la 
position d'un point mobile sur cette courbe; suppo-
sons, par exemple, que l'élément de l'intégrale soit delà 
forme 

P ^ , 

ds désignant un éléme^ de la courbe et P une fonction 
dont la valeur ne dépend que de la position du point sur 
la courbe et nullement des axes auxquels on peut la rap-
porter. 

On comprendra facilement que, pour étudier cette in-
tégrale, il soit avantageux de considérer la variable comme 
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repr^mée par la position d'un point mobile sur la 
courbe, au ïicu de la repr^enter par la position d'un 
point mobile sur un axe auxiliaire que l'on introduit ar-
bitrairement et sans qu'il joue un rôle quelconque dans 
la question. 

Les intégrales géométriques dont je viens de parier 
ont un sens parfaitement net, indépendamment des axes 
auxiliaires que Ton peut employer pour la facilité des 
calculs; il est donc essentiel de pouvoir les traiter d'une 
façon purement géométrique, ou du moins, si l'on est 
obligé, dans l'emploi de l'analyse, à se servir d'axes coor-
donnés, d'employer un système de coordonnées qui laisse 
en évidence ce caractère géométrique des intégrales. C'est 
à quoi l'on parviendra par l'emploi des coordonnées iso-
tropes. 

Il résulte, du reste, des beaux travaux de Rifem^ann et 
de M. Clebscb, que ces intégrales géométriques com-
prennent toutes les intégrales d'origine algébrique. 

Les considérations qui précèdent sont, au fond, le dé-
veloppement des idées de Cauchy. L'illustre géomètre 
fixe la valeur de la variable par la position d'un point sur 
une ligne droite ; lorsque ce point est imaginaire, il le re-
présente comme nous par le point réel situé sur la droite 
isotrope du premier système que Ton peut mener par le 
point donné. 

A chaque courbe, comme l'a montré M. Clebscb, se 
rattachent un certain nombre d'intégrales qui jouent un 
rôle des plus importants dans la théorie de cette courbe ; 
il semble donc naturel, pour étudier ces intégrales, de 
fixer la valeur de la variable par la position d'un point 
mobile sur cette courbe elle-même. 
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II. — Représentation des points situés sur une droite 
donnée. 

7. ConsidéroDS une droite réelle ou imaginaire tracée 
dans un plan. Supposons-la rapportée à un système de 
coordonnées isotropes, et soit Ow Taxe des coordonnées. 
Soit A un point mobile de la droite dont les coordonnées 
soient 

u — a -h pi, 

comme je l'ai montré ci-dessus, les coordonnées de l'ori-
gine a et de l'extrémité a' du segment représentatif de A 
seront respectivement 

a, 
et 

J = 7, J — --
Soit le point symétrique du point a ' par rapport à 

l'axe Oot), ses coordonnées seront 

• ^ = 7 et 
en sorte que, si nous adoptons pour un instant le lan-
gage de l'Algèbre directive, les longueurs O a et O a " re-
présenteront les deux coordonnées u et w. 

Ces coordonnées sont liées entre elles par une relation 
linéaire que Ton peût mettre sous la forme suivante : 

w nr re^^. w -j- /«, , 

r et 0 étant des quantités réelles et m une quantité ima-
ginaire. Le vecteur O a " peut donc se déduire de Oa au 
moyen des trois opérations suivantes : 

En multipliant le vecteur O a par la quantité relie r : 
cette opération a pour but de dilater tous les vecteurs 
dans un rapport constant, en sorte qu'après l'opération la 
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figure formée par les points al' est homothétique à celle 
formée par les points Û ; 

2® En multipliant le résultat obtenu par e®' ; l'opéra-
tion a pour résultat de faire tourner la figure précédem-
ment obtenue autour du point O de l'angle 

3® En ajoutant au deuxième résultat obtenu la quan-
tité m ; le résultat de l'opération est de transporter la 
figure parallèlement à elle-même. 

D'où cette cette conclusion : 
La figure formée par les points a et la figure formée 

par les points a^' sont deux figures directement sem-
blables. 

Remarquons maintenant que la figure formée par les 
points û'est symétrique par rapport à Taxe Ow delà figure 
formée par les points a' , a", 

D'où cette conclusion : 
Si un nombre quelconque de segments représentent 

des points situés sur une même ligne droite, le polygone 
formé par les origines de ces segments et le polygone 
formé par leurs extrémités sont deux polygones sem-
blables et inversement placés. 

Deux points suffisant pour déterminer une droite, la 
réciproque de cette proposition est évidemment vraie. 

8. Les considérations qui précèdent mènent facilement 
à la solution de divers problèmes très-simples que Ton 
peut se proposer sur les droites, mais que je développerai 
avecT quelques détails, parce qu'ils me seront utiles par 
la suite. 

PROBLÈME L — Vne droite étant définie par deux 
points (a, a') et étant donné un point réel 
quelconque du plan, si on le considère comme Vorigine 
du segment représentatif d'un point de la droite, trou-
ver son extrémité. 



( a53 ) 
Soît c le point donné: on construira le point c' tel, que 

le triangle a ' è ' c ' soit semblable au triangle abc et inver-
sement placé-, le point c' sera le point demandé. 

PROBLÈME II. — Une droite étant définie par deux 
points [a, a') et (i, trouver le point réel situé sur 
cette droite. 

Soit X le point cherché; ce point étant réel, le segment 
qui le représente est xx : les deux triangles xafe et x a 'è ' 
doivent donc être semblables et inversement plâCés. 

Construisons le cercle lieu des points dont les dis-
tances à a et a' soit dans le rapport de ab à a'h'\ con-
struisons le cercle lieu des points dont les distances à h 
et b' soit dans le même rapport. Ces deux cerîîles se 
coupent en deux points réels x' et x"\ on choisira celui 
de ces deux points qui, joint aux points (a, b) et (a', 
donne deux triangles semblables inversement placés. 

PROBLÈME III. — Une droite étant définie par deux 
points et (i, è'), et une autre droite étant dé-
finie par deux autres points (a, a') et ((3, |S'), trouver 
leur point de rencontre. 

Déterminons les extrémités des segments qui repré-
sentent des points de la deuxième droite et ont potir ori-
gine les points a et & (problème I) ; soient a!' et b" ces 
extrémités; soit (x ,x ' ) le point d'intersection cherché. 

Les points (a, a '), (fe, è ' ) , (x^x') étant en ligne 
droite, les triangles abx et a'b' x' sont semblables et in-
versement placés. 

Les points (a^ a")^ (¿, (x, x ') étant aussi en ligne 
droite, les triangles abx et a"b"x' sont aussi semblables 
et inversement placés. 

Donc les triangles a ' ¿ ' x ' et a"b"x ' sont semblables et 
semblablement placés. On construira les deux cercles 
lieux des points dont les distances à a' et a"^ et à et b" 
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sont dans le rapport de a'fc' h Ces deux cercles se 
couperont en deux points réels; on choisira de ces deux 
points celui qui, joint aux points (a', b') et b")y donne 
deux triangles semblables et semblablement placés. Ce 
point sera le point au moyen du problème I, on en 
déduira le point X. 

EXTRAIT D1IKE LETTRE ADRESSÉE A M. BOlIRGET; 
PAR M . L A G U E R R E . 

Pemtettez - moi d'ajouter aux beaux théorèmes de 
Steiner et de M. Cremona, démontrés par M. Painvin, 
quelques propositions nouvelles, et fondameîitales dans 
la théorie de Thypocycloïde ; elles se déduisent très-faci-
lement des théorèmes généraux que j'ai donnés dans les 
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences 
( Théorèmes généraux sur les courbes planes algébriques^ 
janvier i865), et dans le Bulletin de la Société Philoma-
thique [Sur la détermination du rayon de courbure des 
lignes planes^ février 1 8 6 7 ) ; j'en ai déduit, du reste, 
les principales conséquences relatives à l'hypocycloïde, 
dans le cours que j'ai professé cet hiver à la salle Gerson. 

Les deux propositions fondamentales auxquelles donne 
lieu cette courbe sont les suivantes : 

THÉORÈME I . — Les trois tangentes que^ par un 
même point ^ on peut mener à V hypocycloïde font ^ avec 
une quelconque des tangentes de rebroussement^ des 
angles dont la somme est un multiple de TT. 

THÉORÈME II. — Si^ par un point P , on mène trois 
tangentes à Vhypocycloïde, et si l'on désigne par A, 
B, C les trois points de contact; si^ sur le prolongement 
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d^une quelconque de ces trois Umgemies PA, o/^ prend 
un point A' tel^ que VA' soit le domble de PA, les quatre 
points P, A', B, C sont sur une même circonférence et 
partagent harmoniquement cette circonférence. 

Voici qiielques conséquences de ces propositions. 
Soit une droite touchant la courbe au point M, et la 

coupant en P et R. Si Ton désigne par § l'inclinaison de 
cette droite sur une quelconque des tangentes de rebrous-
sement, et par n l'inclinaison, sur cette tangente, de la 
tangente en P, on aura, en vertu du théorème 1, 

Í -f- 2'CT = muhiple de TT ; 

en désignant de même par p l'inclinaison sur cette tan-
gente de la tangente au point R, on aura 

^ -i- 2p nz multiple de TT; 

on déduit de là 

2(cr — p) — multiple de TT. 

D'où l'on voit que ^ 
CJ — p = o, ou bien = ^ • 

Deux tangentes à rhypocycloïde ne pouvant être pa-
rallèles, on a 

TV m — P——' 

Donc les tangentes aux points Pet R sont perpendiculaires 
entre elles. 

Considérons maintenant les trois tangentes PA, PB et 
PC issues d'un même point P, et supposons que deux 
d'entre elles, PB et PC, soient rectangulaires; si nous 
prolongeons AP d'une longueur double d'elle-même au 
delà du point P, l'extrémité A'du segment ainsi obtenu 
sera sur la circonférence passant par les points P, B, C, 
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et sur cette circonférence sera le conjugué harmonique 
du point P ; mais, d'après les propriétés bien connues de 

la division harmonique sur un cercle, Tangle étant 
droit, la ligne BC est perpendiculaire sur PA', c'est-à-
dire sur PA. 

Donc, si deux des tangentes issues d'un point P sont 
rectangulaires,la corde des contacts de ces deux tangentes 
est perpendiculaire à la troisième tangente issue du même 
point. 

Vos lecteurs trouveront peut-être quelque intérêt à 
rapprocher ces démonstrations géométriques des démons-
trations analytiques données par M. Painvin. 

On peut ajouter ici la proposition suivante, remar-
quable par sa simplicité et son élégance : 

Si (Tun point A de Vhypocycloïde^ on mene à la 
courbe In tangente dont le point de contact ne coïncide 
pas avec A -, en désignant parT le point de contact de 
cette tangente, si Von prolonge TA d'une longueur 
égale à elle-même, le point T ' , extrémité de ce prolon-
gement, est le foyer de la parabole qui suroscule en A 
rhypocycloïde, 

NOTE SDR I;HYP0CYGL0ÏDE A TROIS RERROUSSEMENTS 
(suite et fin, voir a* série, t. IX, p. 202); 

PAR M. L. PAINVIN. 

§ II. — Propiiétés principales de Vhypocycloïde, 

6. Donnons d'abord l'interprétation géométrique de 
l'équation (III bis), n^ 2. 

D'après la relation (3), n® 2 , on a 



( »57 ) 
On sait d'ailleurs que l'équation du cercle circonscrit au 
triangle ABC est 

Y Z 4 - Z X - h X Y = : o ; 

et, d'après les formules (2) du n® 2, on a l'identité 

XY + YZ-4-ZX = — y - f - r ' -
4 

Si l'on désigne par Ml.ïVIl' le produit des distances, 
comptées sur le diamètre OM, d'un point quelconque M 
de l'hypocycloïde an cercle directeur, et que MP, MQ, 
MR soient les distances du même point M aux trois côtés 
du triangle équilatéral ABC, l'équation (III), n® 2, nous 
conduit à la relation 

( M I . M R ) ^ R = : 3 2 « . M P . M Q . M R . 

D'où le théorème suivant : 
THÉORÈME V . — Le carré de la puissance d'un point 

quelconque de la courbe par rapport au cercle directeur 
divisé par le produit des distances du même point aux 
côtés du tiiangle ayant pour sommets les trois points de 
rebroussement, est constant et égal à trente-deux fois 
le tiers du rayon du cercle directeur. 

7. L'équation tangentielle (IV), n® 3, nous conduit à 
une relation fort remarquable entre les dislances des 
sommets du triangle de référence à une tangente quel-
conque. 

Si l'on désigne par i , (îj, i j , d̂  les distances des 
points O, A, B, C à la tangente (M, w), on a 

61= u, 02= t^, d= ; 

cette dernière valeur résulte de ce que le point O est le 
centre de gravité du triangle ABC. 

Ann. de Mathèmal., série, t. IX. (Juin 1870.) 17 
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D'après cela, l'équation (IV), n® 3, nous donne 

d'où: 
T H É O R È M E V I . — Le cube de la distance du centre du 

cercle directeur à une tangente quelconque est égal au 
produit des distances, à cette même tangente, des trois 
points de rebroussement. 

8. L'équation (i) du n® 1, savoir : 

/ s • a « . 'Sa (T) ( 7 ) X sin — h J cos ~ = « sm — 
2. 2 2 

peut être considérée comme l'équation d'une tangente 
parallèle à une direction donnée, en regardant ex. comme 
connu; les coordonnées du point de contact de cette tan-
gente seront toujours données par les formules 

(M) = cosa-hcos2a), x = a[ismoL — sin2a). 

On voit par là qu'il n'y a qu'u/ze seule tangente, à 
distance finie, parallèle à une direction donnée. 

Considérons une seconde tangente 
. 3 6 . 3B 

x sm - r cos - = a sm — ; 
2 2 2 

cette seconde tangente sera perpendiculaire à la première 
si l'on suppose (3 = a - h TT, et son équation deviendra 
alors 
/o\ a . a 3a (o a: cos r s i n - = : : — ¿z cos 

Si, après avoir élevé au carré, on ajoute membre à 
membre les équations (7) et (8), on trouve 

M ( 9 ) 

c'est-à-dire que deux tangentes rectangulaires se coupent 
sur le cercle (9) de rayon a. 
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9. Un point quelconque P du cercle (<f ) ou (9) peut se 

définir par les égalités 
(P) (10) j r m û c o s ç , J — a s i n ç ; 

du point P, on peut mener trois tangentes à Thypocy-
cloïde; pour avoir les paramètres relatifs aux points de 
contact de ces tangentes, il suffira de transporter dans Té-
quation (7) les valeurs (10) qui précèdent; on trouve ainsi 

sm I (J) 4-
a\ . 3a - sm 2.) 2 

On tire de là, pour a, les trois valeurs suivantes, qu 
sont les seules distinctes : 

7r tp JTT œ (11) a,=: - , a2=: 9 a, 2 2 2 2 ^ 
Les trois tangentes menées du point P, ou (lo), à 

r hypocycloïde et leurs points de contact auront alors 
pour équations respectives 

(T,) X sin ( 5 - I ) + r e o s ( i - c o s - ; 

(T,) . c o s g - 1 ) - J sin - I ) = « sin " S 

(T,) r sin ^ -f- r cos - = « sin — ; 2 • 2 2 

(M. 
^ .r, ~ « ^ 2 sin - — cos j 1 

\ r, z=z a cos ^ — sin ; 

l = û Í — 2 sin - — cosf j t 

i » • ( I y,=:zni~2cos~ - s in^j ; 

a(2COSy -f- cos2<5p), 
(M3) , . . , X3—fl(2 sm<p — sm2(y ). 

>7-
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La droite qui joint les deux points Mj et Mj a pour 

si Ton suppose ç = 7r-+-a, on retrouve la forme de 
Téquation d'une tangente. 

A Taide de ces formules, on constate immédiatement 
que les tangentesTj etTg sont rectangulaires-, que la troi-
sième tangente T j est perpendiculaire à la droite Mi Mg 
qui joint les points de contact des deux premières; la 
droite Mi M, est également une tangente de rhypocy-
cloïde et est parallèle au diamètre passant par les points 
où les tangentes T j et Tg rencontrent le cercle de rayon a. 

De là la proposition suivante : 

THÉORÈME V I L — Le lieu des points d'oii Von peut 
mener deux tangentes rectangulaire à Vhjpocjcloïde 
est le cercle de rajon a, concentrique au cercle direc-
teur, et triplement tangent à la courbe. Nommons y ce 
cercle. 

d'un point quelconque du cercle ç, on mène les 
trois tangentes à Vhjpocjcloïde', deux d'entre elles sont 
rectangulaires, et par suite coupent le cercle <f en deux 
points situés sur un même diamètre; la troisième tan-
gente est perpendiculaire à ce diamètre et à la droite 
qui joint les points de contact des deux premières ; cette 
dernière droite est également tangente à Vhjpocj-
cloïde, 

10. On peut encore énoncer la proposition suivante : 

THÉORÈME V I I I . — Si Von mène une tangente quel-
conque^ Tq, à Vhjpocjcloïde, les tangentes T^ ei T2 
aux deux autres points d'intersection de T^ avec la 
courbe se coupent sur le cercle 9 ; par suite, T, et TG se 

9 • ? X cas - — f sm -2 2 
— a cos 3?. 

2 
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coupent à angle droite et la troisième tangente^ Tg, 
quon peut mener du point ou elles se coupent, est per^ 
pendiculaire à la première tangente T^. 

( C R E M O N A , 2 , 3 . ) 

Celte propriélé, qui est une conséquence de celle qui 
précède, peut encore s'établir directement comme il suit. 

Considérons une tangente quelconque T^ 

(i4) (To) .rsin— - f - j c o s — = flsin — . 2 2 12 

Pour déterminer les points où la tangente T^ renconlre 
encore la courbe, remplaçons dans l'équation (i4) x e l j 
par les valeurs (7 èw), n° 8; on trouve ainsi 

d'où 

. / a„\ . / ao\ , . 3ao 2 sm I a -f- — j = sm I 2a — — 1 4- sm — ; 

. ( ao \ . a — a« sm a H ) sm' — o , \ 2 ; 2 

et par suite 

(10) «, = » a2=7r 2 2 

On aura immédiatement les équations des tangentes 
aux points qui correspondent aux valeurs précédentes du 
paramètre a, et de là on conclura la proposition énoncée. 

H . L'équation (7), n® 8, nous conduit encore très-
aisément à l'équation de la podaire du point O; il suffit, 

pour cela, d'éliminer - entre cette équation et l'équation 

suivante de la perpendiculaire menée du point O à cette 
tangente : 

a . a r cos > sin - = o. 2 2 
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On trouve, pour Téquâtion de cette podaire, 

( i6) ou p = — acos3<o. 

Ainsi : 
T H É O R È M E I X . —La podaire du point O, par rapport 

à rhypocycloïde, est une courbe du quatrième ordre; 
elle a y à V origine, un point triple dont les tangentes 
sont parallèles aux côtés du triangle A![Jig» i) : 
les droites OA, OB, OC sont des axes de symétrie; la 
courbe est de sixième classe; la droite de Vinjini est 
également une tangente double. Cette courbe possède 
quatre tangentes doubles réelles et six points d'in-
flexion; elle est tangente à Vhypocycloïde aux trois 
points A', IV, C . Les branches de la podaire et les 
droites OA, OB, OC divisent en quatre parties égales les 
côtés du triangle A'B'C. 

^ III. — Propriétés des polaires d'une droite 
relatives à V hjrpocycloïde, 

12. 1/équation tangentielle de rhypocycloïde 

(l) { u-h fH'Y = IWiV 

nous lait connaitre des propriétés fort remarquables re-
latives aux polaires d'une droite. 

On sait que la première polaire d'une droite î̂ o) 
par rapport à la courbe 

a pour équation {Géométrie analytique, n'̂  464) 

dF riF dF 
//o i- — r a'o rir o. a// dv 

Dans le cas de rhypocycloïde, nous Irouvons, pour 
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l'équaiion de la première polaireèe ladroite ^oi^o)» 

{P ) ( 2 ) (lío-4- w'o) (« -+- 9 (uo PW fv« OP). 

On voit de suite que cette dernière courbe est une 
parabole, car elle est touchée par la droite de Tinfini 
dont les coordonnées sont, dans le système actuel, 

13. Déterminons les foyers de la parabole (P). Les 
foyers d'une courbe sont les intersections des tangentes 
menées à cette courbe par les points circulaires à l'infini. 
Comme la droite de l'infini est tangente à la parabole, 
les deux foyers imaginaires coïncideront avec les points 
circulaires à l'infini; les deux foyers réels seront, l'un à 
distance finie. Vautre à l'infini, sur la direction dé l'axe. 

L'équation tangentielle des points circulaires à l'infini 
est 

( 3 ! -i- -4- VÍV «'í¿ — uv = 0 ; 

el, après avoir posé 

3«o , 

th 4- -t-

ZWo 
«0 4- (̂0 d'où résulte la relation 

(5) m-\'n-\-pzzzoy 

Téquation générale des courbes de deuxième classe tou-
chant les tangentes communes aux courbes (2) et (3), 
c'est-à-dire touchant les droites menées des points c^cu-

(4) < « -f- f = 

4 - I : 



( 264 ) 
laires à l'infini tangentiellement à la parabole (P)» sera 

(6) 

Si l'on exprime que la courbe (6) se réduit à deux 
points, ces points seront les intersections des tangentes 
communes, c'est-à-dire les foyers de la parabole. Or, pour 
que l'équation (6) représente deux points, il faut que le 
premier membre soit décomposable en un produit de 
deux facteurs linéaires, ce qui conduit à l'équation de 
condition 

> -}- I -f- 3o A -4- 1 3/2 Â -f-1 

(7) 

2 

m 

2 

X -4- I H - 3/z X H- I + 3/w X + i 

La courbe (6) se réduisant à deux points qui doivent 
être les foyers, et, parmi ces foyers, deux devant coïn-
cider avec les points circulaires à l'infinî représentés par 
l'équation (3), il en résulte que l'équation en X admettra 
deux racines infinies; les deux foyers réels correspon-
dront à la valeur finie de X; l'axe de la parabole sera la 
droite qui joint ces deux foyers. 

L'équation (7) développée donne, eu égard à la rela-
tion (5), 

3 mnn 
A >+- 1 = i ^ 

mn -f- /?/? -H pm 

et l'équation (6) devient 

Sa'H~ -4. 

(w^—inp n ^ — j r — i m n 

çf̂  4 i,— f̂ jff ' — o ; 
np pm mn 
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on constate irès-aîsémenl que cetle dernière équation 
peut s'écrire 

, V / " ^ \ [munvpw] [ 1 ( =0. 

Il résulte de là que les deux foyers réels de la parabole 
sont 

(9) y ' m n p 
\ (F' ) m u - \ - n ç O y 

on a toujours Ja relation 

(ç) bis) m-i-/iH~p = o. 

Le second foyer F^ est à Finfini, car son équation est 
vérifiée par les coordonnées u = v = w de la droite de 
l'infini. 

14. Si l'on considère une droite w\) paral-
lèle à la droite D(ÎIO, W^), les coordonnées de la pre-
mière droite seront 

û  = û  H- k, == <̂0 -4- k y — -4- k ; 

et si Ton pose 
3«; 

m' -h ! 

n' -¡ri •=: —, ^ r^ 

/ -4-1 u 

on constate de suite que 

m' n' p' Wo -i- -4- M^o 
m n p «0 -f- -4- «'o -h 3 k 

On voit par là que, pour la parabole correspondant à 
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la nouvelle droite D', les foyers F et F ' ne changent pas; 
les premières polaires des droites parallèles ont donc les 
mêmes foyers. 

15. L'axe de la parabole (P) est perpendiculaire à la 
droite D. 

On voit, en eifet, d'après les équations (9), que les 
coordonnées trilatères des foyers F et F ' sont données 
par les égalités 

Y V / ^ Y Z rnX ~ n \ — pL, — rrz — — ; 

m n p 

l'équation de l'axe de la parabole sera, par conséquent, 

X Y Z m n p 
I i î 

m n p 

o; 

quant à Téquation ponctuelle de la droite D, elle est 

ou 
UQ X -f- VQ y 4- Z ~ o. 

H- i )X -1- [n -4- i)Y -i- [p -4- i)Z == o. 

Or la condition d'orthogonalité de deux droites [Géo-
métrie analytique, n® iOO) est satisfaite pour ces deux 
dernières droites; la vériiScation en est immédiate. 

On a donc la proposition suivante : 

THÉORÈME X . — La première polaire, par rapport à 
rhypocycloïde, d'une droite quelconque D est une 
parabole (P); Vaxe de la parabole (V) est perpendi-
culaire à la droite D, et les premières polaires des 
droites parallèles sont des paraboles homofocales. 

16. l.orsque la droite D (1/0̂  ^̂P? ''VO) est tangente à 
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l'hypocycloide, on a 

( «0 t̂o = a-J Woi'ot̂ o; 

on voit alors que la parabole (a), n® 12, esl également 
touchée par cette droite; et si l'on se rappelle que le 
point de contact d'une tangente (uo, ^̂ ô) à la courbe 
F(w, V, w) = o est donné par l'équation 

^F ^F dF 
U - - f - p — o , aUfi di>Q awf^ 

on constate que la droite D louche l'hypocycloide (i) et 
la parabole (a) au même point; comme l'axe de la para-
bole est perpendiculaire à la droite D, il s'ensuit que ce 
point de contact commun est le sommet de la parabole. 
Donc : 

THÉORÈME X I . — La première polaire d'une tangente 
à rhypocycloïde est une parabole ayant cette droite 
pour tangente au sommet, et pour sommet le point de 
contact de cette droite avec lhypocycloïde. Le lieu des 
sommets des premières polaires des tangentes à rhypo-
cycloïde est donc rhypocycloïde même; raxe de la 
première polaire est une normale à la courbe, r enve-
loppe de cet axe est donc la développée de rhypocy-
cloïde. 

17. Les coordonnées trilatères dn foyer à distance finie 
sont, d'après la première des équations (9), 

wX /^Y — pZ\ 

le lieu de ces foyers s'obtiendra en éliminant m, n, p^ 
entre ces équations et la relation 

m n p — o ,, 

on trouve ainsi le cercle circonscrit au triangle ABC 

YZ 4 ZX { XY o . 
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Doue: 

THÉORÈME XII. — Le lieu des foyers des premières 
polaires d'aune droite quelconque est le cercle directeur 
de Vhypocycloïde. 

18. Remarque. — Les propriétés que je viens d'in-
diquer se trouvent énoncées dans le Mémoire de M. Cre-
mona, n®®24, 25,. . . La parabole (P) que je considère 
ici, se rattache à la théorie générale des polaires d'une 
droite; cette parabole est la même que celle qui s'est 
présentée à M. Cremona, et qu'il définit par la condition 
de toucher les tangentes à l'hypocycloïde aux quatre points 
où cette courbe est rencontrée par la droite D. L'identité 
est manifeste, d'après cette propriété fondamentale que 
j'ai établie dans la théorie des polaires d'une droite : 
<( Les tangentes aux points où une droite rencontre une 
» courbe sont en même temps tangentes à la première 
» polaire de cette droite. » 

19. Cherchons maintenant l'enveloppe des axes des 
paraboles P. 

Il suffit pour cela d'éliminer M, AI, p entre les équa-
tions (9) et (9 ¿/i), n® 13; on trouve ainsi 

j í ¿ 3 4 . 

( — u w u w ' ' v ) = 

J'ai montré, dans la théorie générale des polaires d'une 
droite, que la courbe 

1 d^F d'F d^F 
j du^ du dv du dw 
i rPF d^F d^'F 
1 dvdu dv^ dvdw 
! ^'F d'F d'F 
i dwdu dí^í' dv dw' ! 
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est Tenveloppe des droites pour lesquelles les polaires de 
deuxième classe relatives à la courbe F(i/, w) = o 
se réduisent à deux points. Or on trouve pour rhypocy-
cloïde que l'équation ( i i ) est précisément celle de la 
courbe H. Ainsi : 

THÉOBÈME X I I I . — L enveloppe des axes des pre-
mières polaires d^une droite quelconque relatives à 
rhypocycloïde est la développée de'Vhy pocycloïde, et 
cette développée est identique avec la courbe H, enve^ 
loppe des droites dont les premières polaires se réduisent 
à deux points, 

20. Étudions de plus près la nature de celte enveloppe ; 
son équation est 

( ¿¿3 (,3 

Rapportons la courbe ( i i ) au triangle équilatéral 
AiBjCi, inscrit dans le cercle de rayon 9a, et homothé-
tique inverse du triangle ABC. 

Les coordonnées cartésiennes du point Ai sont 

et, d'après les formules (2), nP 2 , ses coordonnées tri-
latères relatives au triangle ABC seront 

Xo = Yo = 6Û, ZO = 6«; 

1 équation tangentielle du point Ai sera, par conséquent, 

Xo«-f-Yof-f-Zo«'= o, 
c'est-à-dire 

— 5 « 4 - + ~ 

Si nous considérons une droite quelconque (M, v, w), la 
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distance du point Ai à cette droite sera 

— 5u -f- H-
3 

D'après cela^ si nous désignons par U, V, W les dis-
tances des points Ai, Bi, Ci à la droite (w, w), on 
aura les formules de transformation 

I 3U = — H- H- 4«s 
( 1 2 ) ^ 3 V = 4^ ~ 

I 3 W = R 4 « - 4 - 4 P — 

d'où 
I 9iirzrUH- 4 V - h 4 W , 

{12 bis) : 4U-4-V-f-4w, 
{ 9«'—4u -f-4v-4-w. 

Si l'on substitue,dans l'équation (11),les valeurs (12 bis) 
de M, w, on aura l'équation delà courbe (H) rapportée 
au triangle AjBjCi^ on trouvera ainsi 

(13) (U-hV - f - 2 7 U V W . 

De là cette proposition : 
THÉORÈME X I V . — La courbe ( H ) , ou la développée 

de V hypocycloïde y est une hypocycloïde inversement 
homothétique de la première; le rapport d'homothétie 
est . La développée touche le cercle directeur aux points 
de rebroussement de Vhypocycloïde primitive. 

21. Je ne ferai qu'énoncer le théorème suivant : 
THÉORÈME X V . — Les premières polaires des axes 

des paraboles (P) se réduisent à deux points., dont un 
est à V infini; le lieu du second point [ f ) , à distance 
finie., est encore le cercle directeur de V hypocycloïfle ; 
les points (F) et ( / ) sont diamétralement opposés., (F) 
étant le foyer., à distance finie ^ de la parabole (P). 
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IHÉNOiRE m CERTAINES PROPRIÉTÉS DES RÉSIDUS 
NUMÉRIQUES 

(sQite, TOir 2* série, t. IX, p. aai ) ; 
PAR M M . A . L A I S A N T ET ÉTIENNE B E A U J E U X . 

8. La propriété établie au n® 4 donne lieu à quelques 
conséquences dont voici un exemple. Supposons que le 
diviseur ait quatre chiffres, et qu'il s'écrive abcd dans 
le système de numération dont la base est jg. 

On pourra écrire les nombres suivants : 

rt, a-{-b, a-\-b-\-c, a b c -h d, b-h c d , c -hd, d, 

sous sept restes consécutifs quelconques 'p+s-» 
Tp+g, Tp̂ sî ^p+î  écrits dans l'ordre inverse de celui 

dans lequel ils ont été obtenus. La somme des produits 
respectifs sera encore un multiple du diviseur D. On a 
en effet (4) 

^rp^i -h brp^. -r crp^. -f- drp^^ — m. . D , 

H- brp^^ -i- crp^^ H - drp^. = m . D , 

arp^^ -h brp^, -t-crp^^ drp^. z=z m . D , 

4- 4- dr^^i — m . D . 

Ajoutant 

arp+,-h(a -4- b)rp^,-h{a -h b -h 
c-{-d)rp^ + (¿̂  4- c 4- fl?) 

4-(c 4- 4- drp^^ =z m.D. 

On aurait aussi bien pu écrire les nombres suivants au-
dessous des restes considérés : 

a, — a b, a — b -{-c, —a-\-b — c-{-d, 
— b c — d, — c d, — d, 



( ) 
et la propriété aurait toujours subsisté, comme on le 
verrait sans peine, en changeant de deux en deux les 
signes des égalités ci-dessus. 

Il serait aisé d'étendre à un nombre quelconque de 
chiffres cette propriété que nous avons seulement énoncée 
ici pour un diviseur de quatre chiffres, pour plus de fa-
cilité dans la démonstration. 

9. Soit encore un diviseur de quatre chiffres abcd. 
On aura toujours les quatre égalités du numéro précé-
dent. En multipliant la première par a, la deuxième par 
— è, la troisième par c, la quatrième par — et ajou-
tant, on éliminera les termes en 'V+e^ ^t il 
viendra 

-4- (c^ — 2 ^ X «?) r/,̂ .3 — d'rp^, = w . D. 

On étendrait aisément aussi cette propriété à un nombre 
quelconque de chiffres. Elle se réduit, comme on le 
voit, à 

dans le cas ou le diviseur n'a que deux chiffres a et b, 

10. Soit qu'en divisant les termes de la progression : 
A, AB, AB®,. . . , où B est la base du système de numé-
ration, par un diviseur de p chiffres .. a ja i = Dj, 
on ait trouvé les restes successifs 

'*«> . . . , /"yj , . . . , 

#0 étant un reste quelconque, et que les chiffres corres-
pondants obtenus au quotient, en faisant la division d'une 
façon continue, comme pour les fractions décimales pé-
riodiques, soient 

Qo, Q., Q., . ., Q/,,. . . 
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Considérons les nombres 

fJpftp-l . . - «2 — 

aa=T>p9 

que nous nommerons diviseurs tronqués, et formons le 
tableau suivant : 

Diviseurs tronqués D^, Dj, D,, 

Chiffres du quotient Q ,̂, Q2, Qi, Qo. 

Restes correspondants. . . . , • . . , r^, n , r^. 

Chiffres du diviseur Op, «2, 

on aura 

aprp-\-

D, X ( r. - D ^ Q , - D5Q3 - . . . - D^Q/,), 

ou bien 

L'identité de ces deux formules est évidente, car 

B r o = : D , Q , - 4 - r.; 
d'où 

Il suffit donc de démontrer l'une d'entre elles. 
Or 

rp. 

Ann. de Mathemat.» série, t. IX. (Juin 1870.) 
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De là 

Bro=Q,D,-i-

Q.B QajD. + r„ 

BPR, = {Q, BP- ' + . . . -4- QP )D. -F- RP. 

Mul tiplîant la première de ces égalités par «i, la deuxième 
par aj , et ainsi de suite, puis ajoutant, il vient 

B T O X D , = D, X ( - f - « J B - f - . . . - f - O p B P - ' ) \ - + - R, 

R -
J -H /ZN^N. 

Donc 

A.R, . . . -4- aprp =z D,(BRO — Q . D , — Q ^ D , — . . . — 

Cette relation donne, comme on le voit, l'expression du 
quotient de la quantité . . reparle diviseur, 
en fonction d'un reste (r^our,) , des chiffres successi-
vement obtenus au quotient, et du diviseur lui-même. Ce 
quotient est 

BR„ - Q , D , — — . . ~ QPDP, 

ou 
__ Q^D, _ Q3 D3 — . . . - Q̂  D .̂ 

La propriété du 4 nous avait fait connaître que 
ce quotient est entier, mais sans fournir son expres-
sion. 

Il ne sera pas sans intérêt de vérifier ce résultat sur un 

exemple numérique. Soit nous cherchons à 

convertir en décimales. On trouve, en particulier, au 
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quolienl les chiffres successifs 5, 6, 4? ». Formons 
le même tableau que ci-dessus : 

Diviseurs tronqués i 12 127 1271 

Restes correspondants . . . 34B 289 i56 524 815 

On aura 

( IX 348)-+- (2 X 289) -4- (7 X I56)H-(I X 524) 
=ii27iX[8i5o—(6x1271)—(4X127)—(iX 12)—(2X1)], 
= I 2 7 I X [ 5 2 4 ~ ( 4 X I 2 7 ) - ( I X12) — (2x1)] . 

Dans cet exemple, le nombre entre les crochets est égal 
à 2. On peut remarquer que, dans tous les cas, ce nombre 
sera plus petit que la somme des chiffres du diviseur. Car 
les restes 348, 289, ï56, 524 étant tous inférieurs au di-
viseur 1271, on a 

(I X 348) -f- (2 X 289) (7 X î56) (i X 524) 
<^(1-4- 2H-7 4-1)1271. 

l i . Soient /„^i, 7„+5 trois restes consécutifs quel-
conques, obtenus en divisant par un diviseur D les termes 
delà progression géométrique : A k q ^ , . . . . 

Chiffres du quotient 4 6 5 

Chiffres du diviseur 7 

On a 
w.D -f-

d'où, par multiplication, 

— W . D -f- X /W. ; 

d'autre part 

1 8 . 
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retranchant a de^ , 

On verrai l de même que quatre restes consécutifs satisfont 
toujours h la relation 

rn+i X ~ X /-„̂ a = w. D. 

En général, deux produits quelconques de restes^ homo-
gènes par rapport à la lettre r et tels, que les sommes 
des indices soient égales de part et d'autre, ne diffèrent 
entre eux que d'un multiple du diviseur. 

Car soient 

r f X r f X r f X . . . et r ; X r«'X 

et supposons que 

m m' m",,, z=z n n' n" , , , M. 

mi -f- m'i' -t- m"i'\ . . : = z n j n ' f - ^ n ' Y L 

En remplaçant r, par A q% r^ par A ..., et / y par AqK,,, 
on ne pourra altérer Tun ou l'autre produit que d'un 
multiple de D. On aura ainsi 

A'"<7""' X X . . ~ _ 

et 
A"r7'vx A " ' X - . . ~ X — A'̂ ^^ 

Puisque les deux produits ainsi transformés deviennent 
identiques, leur différence ne pouvait donc être primiti-
vement qu'un multiple de D. 

Il est à remarquer qu'on doit faire la somme des in-
dices en comptant ceux-ci dans tous les facteurs du pre-
mier degré. C'est ainsi que l'indice de 

T-f» = r, X ' • i X . . . X 

a dû être considéré comme égal à mi. 
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Cette transformation de r f en à un multiple 

près de D, peut conduire encore à d'autre résultats. 
Ainsi = Aç'"', ce que nous pouvons 

remplacer par A'""^«, . Donc / f ne diffère de A"*"̂  ^m qtte 
d'un multiple de D, 

12. Si dans la progression géométrique : A q, Aq^^... 
que nous avons considérée jusqu'ici, nous supposons 
A = I, c'est-à-dire s'il s'agit de la division des puissances 
successives d'un même nombre par un certain diviseur D, 
on voit qu'on pourra remplacer par q' à un multiple 
près de D. Mais 7 j peut être aussi remplacé par q\ Donc 
ri et ne diffèrent que d'un multiple de D. Par consé-
quent, r\", et / ne diffèrent aussi que par des mul-
tiples de D, c'est-à-dire que dans toute relation établis-
sant un caractère de divisibilité par D, il sera permis de 
faire passer un indice quelconque en exposant, ou réci-
proquement; ainsi ri2, r j , r^, ne diffèrent que par 
des multiples de D. Par conséquent aussi, dans tout cal-
cul de ce genre, on pourra opérer sur les indices comme 
on opère sur les exposants: par exemple, on remplacera 
r \ X r\ par / g X /'20 ou par Tse» Cette remarque est capi-
tale; elle sera fréquemment employée dans ce qui va 
suivre. Elle est d'une application bien facile, et s'étend 
même^ dans certains cas, aux fonctions de formes frac-
tionnaires qu'on sait devoir être entières, après les opé-
rations effectuées. Ainsi, supposons que nous sachions 

que ^ ^ ^ ti" nombre entier, D étant premier. Cette 

expression ne pourra avoir que la forme C.D-j-r„_p. 

En effet, soit C.D .r. On lire de l à : 
b 1) - f- rp 

== m. D -f- /y X ^ • Or on sai t que / „ = m. U / ̂  x / „.^. 
Donc X X — 7'n-p = rn. D, ou 7 p (o: — 7v_p) = /w . D \ 
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ce qui nous montre, puisque D est premier et que ry n'est 
pas divisible par D, que a: == m. D - h Cette con-
clusion subsiste toujours lorsque D est simplement pre-
mier avec le nombre q qu'on a élevé aux diverses puis-
sances. 

Car, dans ce cas encore, r^ ne saurait avoir de facteur 
commun avec D ; on a, en effet 

qP m Fp. 

Donc si Tp et D avaient un facteur commun a, il appar-
tiendrait aussi à ce qui serait contraire à l'hypothèse. 

13, Si Von divise les puissances successives de deux 
nombres quelconques q et q' par un diviseur quelconque 
D de qq' — i, deux restes correspondants r^ et r^ don-
neront par leur produit un multiple du diviseur, i. 

Car, soit 

de là 
(¡q' . D - h i , 

qPq'P— / / / . D -F I , 

et 
rp r'^ r=:: / / / . D -+- J . 

On verrait d'une façon analogue que si D est un diviseur 
de qq' 4- x, z'^X r^ sera un multiple de D, 4- i , si est 
pair, et un multiple de D, — i , si p est impair. 

Si l'on considère plusieurs progressions : . . 
9'*,..., q"^ 9 ' '*, . . . , . . . , et que le diviseur D soit un 

sous-multiple de <7 X ^ ' X ^ ' ' X . . . , — i , le produit 
r^r'^r'p, . . sera un multiple du diviseur, 4-1 ^ on s'en 
assurerait de la même manière. Si, en particulier, on 
suppose ^ = <jf' = < j f = , on retombe sur ce résultat, 
que r^ ou r„j, sera un multiple du diviseur, 4-1, si ce 
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diviseur est sous-^tniihiple de ^ — t. On verrait aussi 

sans plus de peine que, D étant pris de la forme ^ ^ ' » 

on aura r^ ou r„p = m. D ±: i , suivant que p sera pair ou 
impair. 

14. Nous avons jusqu'à présent considéré les restes 
de A^, A ^ ^ , . . . , divisés par un même nombre D^ indé-
pendamment de toute loi à laquelle ils satisfassent néces-
sairement, et nous sommes arrivés néanmoins à établir 
certaines propriétés. Entrant maintenant dans un nouvel 
ordre d'idées, nous rappellerons que la suite indéfinie 
des restes qu'on obtient de la sorte prend un caractère 
périodique, soit dès Toriginedes opérations, soit à partir 
d'un certain moment. 

Remarquons d'abord qu'on peut supposer A D ; car 
si l'on a A ̂  D et = m.D 4- A', la suite des restes dus à 
A/7, . . sera la même que celle due à A ' A ' ^ ® , . . . , 
où A ' < D . 

En second lieu, on peut supposer que A et D sont 
premiers entre eux. Soit en effet a leur plus grand commun 

A D diviseur, et - = A', - = D'. A' et D'sont premiers entre 

eux. De plus, on a Aç'" = m.D -h r̂ ;̂ A et D étant di-
visibles par a, r^ le sera aussi, et on aura /;„ == / ¡„a. Donc 
A ' a ^ ' " ^ m . a D ' - f - d ' o ù A'̂ "* == m.D'-h r'^. En 
divisant les termes de la suite. A'<7, A'^®,... parD ' , 
on obtiendra donc la suite des restes r2 , . . . ,qu i ,^ 
étant multipliés par a, donneront les restes cherchés, 
/'i, r^, 

15. Considérons maintenant la suite des restes dans le 
cas le plus général, celui où celte suite est périodique 
mixte. Supposons que le nombre des restes non pério-
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diqi^s soit n H- i , en y comprenant comme premier reste 
ro = A, et que le nombre des termes de la période soit 
La suite générale sera 

/"o Tl. . . r„ rn x̂ r„4.2, . , r„^p rn-i-p-̂ -i. . . • 

On aura 

en général 
^ N-T-P— ' ' N ^ O, 

pourvu que N > /z 4- i . Donc 

Or D renferme des facteurs premiers appartenant à 9 et 
d'autres qui lui sont étrangers. Soit D' Tensemble des 
premiers, D" l'ensemble des autres. Il faut, comme on le 
voit par ce qui précède, puisque A et D d'une part, q^ et 
qv — I de l'autre sont premiers entre eux, què l'on ait 

et — i = m.D". 
La plus petite valeur de N satisfaisant à la première 

de ces deux relations fournit le nombre w 1 des chif-
fres de la partie non périodique; et la plus petite valeur 
de p satisfaisant à la seconde donne celui des chiffres de 
la période. 

Si Ton considère un quelconque des restes qui 
appartiennent à la partie périodique, on a 

( a ) A q"-^'. m . D̂  D'̂  4- . 

Puisque est divisible par IV, il en sera de même de 
r̂ i+i+A* Soit D'r'^ == H viendra, en divisant par D' 
l'égalité (a), 

Afi"^* Si - ~ / ? / . A', on voit que la suite des restes 
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périodiques s'obtiendra en divisant les termes de k suite 
A', Mq, . . par D'^ et en multipliant par D ' tous 
les résultats ainsi obtenus. Nous ramenons ainsi l'étude 
des propriétés au cas où la période est simple. Aussi, dans 
les numéros suivants, supposerons-nous toujours qu'il en 
est ainsi. 

Il n'est pas inutile de remarquer qu'on retrouve, par 
les raisonnements ci-dessus, les propriétés servant de 
point de départ à la théorie des fractions périodiques, et 
cela par la seule considération des restes. On voit, par 
exemple, que la période est simple, lorsque le dénomi-
nateur et la base q sont des nombres premiers entre eux ; 
que, dans le cas contraire, en débarrassant le dénominateur 
de tous ses facteurs communs avec q, et cherchant la pé-
riode due au quotient, elle aura le même nombre de 
termes que celle de la fraction donnée. Enfin, on retombe 
sur les relations qui fournissent le nombre des chiffres de 
la période et le nombre des chiffres non périodiques. 

( La suite prochainement, ) 

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES 
DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 466 
(TOir i" série, t. XVllI, p. 117;; 
PAR M. H. BROCARD. 

Par un point Jîxe A pris sur Vintersection de deux 
plans JixeSy on mène dans un de ces plans une droite 
variable, et dans le second plan, par le même point A, 
une droite perpendiculaire à la première droite; puis^ 
toujours par le même point A, une troisième droite per^ 
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pendiculaire aux deux premières. Démontrer que Ven-
veloppe du plan des deux premières droites est un cône 
du second degré, et de même la surface décrite par la 
troisième droite. ( M A C CULLAGH . ) 

Application à la sphère du centre A. ( C A Y L E Y . ) 

Prenons pour origine le point fixe A, pour axe des z 
la droite d'intersection des deux plans fixes, pour plans 
des x j et des jz les plans bissecteurs du dièdre fixe, 
pour plan des x j un plan perpendiculaire à Az, mené 
par A. 

Soit 

(i) ax bf 

l'équation d'un plan passant par l'origine. Il doit, couper 
les deux plans fixes donnés 

(2^ jr~mx, y — — mx 

suivant deux droites rectangulaires. On trouve ainsi la 
condition 

(3) I 

L'équation de l'enveloppe du plan (i) sous la condi-
tion (3) s'obtient facilement, et se décompose en deux 

(4) m^r^-j^zi^O, 
(5 ) ( I — ) ( IŴ  J?' — ) / w ' o . 

La première représente les deux plans fixes donnés. 
La seconde est l'équation d'un cône du second degré. 
La normale au plan (i) menée par l'origine a pour 

équations 

J—bz, 

avec la condition (3). Le lieu de cette droite s'obtiendra 
en éliminant a cl h entre les équations (6) et (3). On ar-
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rive ainsi à Téqualion d'un cène du second degré 

(7) ( i - m ' ) z ^ - f - x » — 
On passe facilement au cas où le point A est le centre 

d'une sphère fixe, et l'on arrive à la proposition sui-
vante : 

Étant donnés deux grands cercles C, QJ fixes sur une 
sphère dont le centre est en un point fixe A, que Von 
considère un point P sur le cercle C, et un point P' sur 
le cercle C , tels, que PAP' soit un angle droite Venve-
loppe de Varc de grand cercle PP ' sera Vintersection 
de la sphère avec un cône du second degré ayant son 
sommet en A. Le lieu du pôle de çe grand cercle PP ' 
sera une courbe sphérique définie d'une manière ana-
logue. 

Question 785 
( voir 7.* série, t. V, p. 480 ) ; 

PAR M . R A H E R - B E Y , 

au Caire. 

Mener ¿ï deux cercles donnés deux tangentes qui 
fassent un angle donné., et de façon que la ligne qui 
joint les points de contact passe par un point donné. 

Prenons pour origine le point donné, pour axe des 
abscisses ime parallèle à la ligne des centres, et pour axe 
des ordonnées une perpendiculaire. 

Les équations des deux cercles donnés étant 

les équations des tangentes pourront s'écrire 

( ,jt: — d) cos0 (JR — à ) sin Ô = ± : R, 
— /̂M cosô'4- (r - /̂ ) únO'ẑ zz zh R'. 
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Dans ces équations 6 et 0' sont les angles formés par 

les rayons qui aboutissent aux points de contact, et 
comme ces rayons sont perpendiculaires sur les tan-
gentes, qui font entre elles un angle donné a, on aura 
nécessairement 

Les coordonnées des points de contact sont évidem-
ment, en concevant, pour simplifier Técriture, que R 
et R' peuvent avoir les deux signes, 

o r , = 4 - R c o s ô , A - h R s i n ô » , 

= A - f - R ' s i n G ' . 

La droite qui joint les points de contact devant passer 
par l'origine, on en conclut 

A - f - R s i n e _ / / - I - R ' s i n ô ' 

é / - h R c o s Ô ~ ~ 4 - R ' c o s 0 ' ' 

soit, en chassant les dénominateurs et ramenant tous 
les termes dans le premier membre^ 

/id' — hd -h hK' cos9' — hRcosB Kd' sin Ô 
— K ' d s i n G ' 4 - RR' { s i n G c o s G ' — s i n 6 ' c o s 6 ) o . 

Mais — 0 4- a. On a donc 

h d'— h d-{- h K' (cos G COS a — sin G sin a) — A R cosG 
4 - R c ? ' ( s i n G c o s a 4 - s i n a c o s Q ) — R ' i / s i n G ' — R R ' s i n a = = o , 

( R ¿ / ' c o s a — R ' f i f — A R ' s i n a ) s i n G 

4 - ( R û ? ' s i n a 4 - A R ' c o s a — Â R ) C O S Q 4 - / Î Î / ' — A r f — - R R ' s i n a ^ o . 

C'est une équation très-simple de la forme 

MsinG4-NcosGr=:P. 
On sait, par les éléments de Trigonométrie rectiligne, 

qu(i si l'on suppose 
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solution est donné par la relation 

. , Pcos© 

Comme les quantités R et 'R' peuvent être prises cha-
cune, soit positivement, soit négativement, on peut avoir 
quatre systèmes de solutions. Les conditiotis de réalité 
de ces solutions sont 

Note. — La même question a été résolue aussi par M. René Douay, élève 
du lycée de Besançon. 

Question 786 
(voir 2'série, t. V, p. 480); 

PAR M . J . F R E T Z , 

Élève de l'École Polytectinique de Zurich. 

Placer sur trois circonférences données un triangle 
donné y semblable à celui qu^on obtient en joignant 
deux à deux les trois centres, ( J . P E T E R S E N . ) 

Soient C, C , C'̂  les centres, r, r', r" les rayons des 
trois circonférences-, on construit un point x tel, que 
Ton ait 

C.R _ _ C X _ C ' X 

T 

Ce point se déterminant par l'intersection de deux 
cercles indépendants l'un de l 'autre, il faut distinguer 
trois cas : les deux cercles ne se coupent pas : cas d'im-
possibilité; 2® l'un des deux cercles est tangent à l'autre : 
le point de contact est le point 3® les deux cercles se 
coupent : il y a deux points x et x ' , qui satisfont aux 
conditions précédentes. 

Cela posé, on joint x aux trois centres C, C , C", et 
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l'on prend sur Cx et C'jtr deux points c, c', de telle 
sorte que la droite cc' soit à la fois parallèle à C C et 
égale au côté du triangle donné, qui est l'homologue 
de C C . En menant cc'̂  parallèle à CC ' et enjoignant 
c' à on obtient le triangle ccc", égal au triangle 
donné et semblable au triangle C C C ' . 

Enfin de x comme centre, avec xc, xc*, xc" pour 
rayons, on décri t des a rcs qui eoupen t les ci reonférences C, 
C , C ' respectivement aux poin ts /e t g ^ f et g ' ̂ f" et g". 
Les t r i a n g l e s ^ ^ S S ^ ^ sont égaux au triangle cc'c", 
et, par suite, au triangle donné. La question est donc 
résolue. 

Il peut se faire que c, c', c" soient hors des cercles C, 
C , C '̂ : cela arrive simultanément pour les trois points, 
et alors il y a impossibilité. 

Comme il existe deux points x pouvant fournir chacun 
deux triangles, le nombre des solutions peut s'élever 
jusqu'à quatre. 

CORRESPONDANCE. 

Nous recevons du prince Boncompagni la lettre sui-
vante, que nous nous empressons de mettre sous les yeux 
de nos lecteurs : 

« Rome, i3 avril 1870. 
» Monsieur, 

» La Notice sur Platon de Tivoli, insérée dans le cahier 
d'avril 1870 des Nouvelles Annales de Mathématiques 
(p. i45-i6î2), n'est qu*un extrait d'un écrit publié dans 
le volume intitulé : Atti delV Accademia pontificia 
de^ Nuovi Lincei^ ecc., tomo IV, anno iv (i85o-i85i)5 
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Roma, iSSa, ecc. (p. 254-286). Cet écrit, qui n'est jamais 
cité dans le même cahier, a été imprimé séparément dans 
un opuscule intitulé : Delle Versioni fatte da Platone 
Tiburtino, traduttore del secolo duodecimo : Notizie rac-
colte da B . BONCOMPÀGNI ; Roma, tipografia delle Belle-
Arti-, i85i , in-4°- M. Chasles a eu la bonté de présenter 
un exemplaire de ce tirage à part à l'Académie des 
Sciences, dans la séance du i4 juin i852, comme on le 
voit par les Comptes rendus des séances de VAcadémie 
des Sciences (t. XXIV, janvier-juin 1862, p. 892, 
lig.4-9)-

» Dans le cahier cité ci-dessus des Nouvelles Annales 
se sont glissées les fautes suivantes : 

Page 145, ligne 16, au lieu de Dausson, lisez Daunou. 
» i 5 i , « 5, «a lieu de Oclavianies, lisez Ottaviano. 
» « » 14, «i« lieu de Patanio, lisez Patauio. 
»> i52, » i5, ¿IM//e« ¿/e Discolos,//icz Dicolos. 
» » » i\,au lieu de T. Orioli, lisez Francesco Orioli. 
» i54J » i5y au lieu de Almion, lisez Xìmeone. 
» 158, « i J au lieu de couverture, lisez tergo della prima 

carta. 
» » « ^^ ^̂ ^ Ugolini, lisez ser Ugolini. 
» 159, B ^^ de Albuacasin, lisez Abualcasin. 
>» 161, » 2, «« lieu de Achasilh, lisez achasith. 
» » » 2^, au lieu de interpretoribus, lisez interpre-

tibus. 

)) Veuillez agréer, Monsieur, les sentiments de consi-
dération très-distinguée de 

)) Votre très-dévoué serviteur 

» BALTHASAR BONCOMPAGM. » 
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OllESTIONS. 

994. Si, en un point M d'un hyperboloïde, on mène 
la normale et qu'on la prolonge jusqu'à la rencontre de 
la surface, en nommant R et R' les rayons de courbure 
principaux du point M, N la longueur de la normale, on a 

I I 2 

( L A U R E N T . ) 

995. On donne un triangle ABC et une ellipse qui a 
pour foyers les deux points B et C : trouver Je lieu des 
seconds foyers des ellipses inscrites au triangle ABC, et 
dont un foyer est sur l'ellipse donnée. ( L E M O I H E . ) 

996. On donne une surface du second degré et un té-
traèdre si Ton désigne par A, B, C, D les faces de ce 
tétraèdre opposées aux sommets a, i , c, d, et par A', B', 
C , D'les plans polaires de ces sommets, la somme 

cos(A, A') 
2 - ( « , A ) ( O , A ' ) ' 

dans laquelle o est le centre de la surface, est constante 
quel que soit le tétraèdre abcd. Donner la valeur de la 
constante. (On désigne par (a. A) la distance du point a 
au plan A , etc.) ( H . F A U R E . ) 

997. Trouver le lieu des centres des circonférences 
doublement tangentes à un limaçon de Pascal. 

( H . BROCARD.) 
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SUR LA GONSTRUCTIOM GRAPHIQUE M LA COURBE D'OMBRE 
OU DE PÉNOMBRE PENDANT U DURÉE D UNE ÉCLIPSE DE 
SOLEIL; 

PAR M . C A Y L E Y . 

(Traduit de l'anglais. Extrait des Monthly Notices, etc., avril 1870.) 

La courbe en question, soit la courbe de pénombre, 
est Tintersection d'une sphère par un cône droit 5 je veux 
montrer que la projection stéréographique de cette courbe 
peut être considérée comme l'enveloppe d'un cercle' va-
riable, dont le centre décrit une conique donnée et qui 
coupe orthogonalement un cercle fixe 5 ce cercle fixe est 
d'ailleurs la projection du cercle suivant lequel la sphère 
est coupée par le plan passant par le centre de cette 
sphère et par le centre du cône, autrement dit, par le 
plan axial. 

La construction à laquelle on arrive ainsi, est celle que 
M. Casey a donnée pour les quar tiques bi-ci reniai res (*), 
et il ne serait pas difficile de prouver qu'effectivement la 
projection stéréographique de la courbe de pénombre est 
une quartique bi-circulaire. 

La construction indiquée repose sur cette remarque, 
qu'un cône droit peut être considéré comme l'enveloppe 
d'une sphère dont le centre se meut sur une ligne droite 
et dont le ra'yon est proportionnel à la distance du centre 
à un point fixe de la droite, et sur le théorème suivant de 
Géométrie plane: 

C ) Courbes du quatrième degré ayant pourpoints doubles les deux 
points de la droite de l'infini communs à tous les cercles du plan. 

{Note du Traducteur.) 

Ann. de Mathémat.y série, t. TX. (Juillet 1870.) 
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Étant donnés un cercle fixe et un cercle variable dont 

le centre est sur une droite donnée, et dont le rayon est 
proportionnel à la distance du centre h un point fixe 
de la ânnte [ou, ce qui revient au même, qui est tan-
gent à une droitefixe), le lieu du pôle, par rapport au 
cercle fixe, de la corde commune aux deux cercles [ou, 
ce qui est la même chose, le lieu du centre du cercle qui 
coupe orthogonalement le cercle fixe et passe par les 
points d*intersection du cercle fixe et du cercle variable), 
est une conique. 

Pour fixer les idées, soient P le eentredu cercle variable, 
AB la corde qu'il a en commun avec le cercle, Q le cen-
tre du cercle qui passe par les points A et B et coupe le 
cercle fixe orthogonalement: le lieu du point Q est une 
conique. 

Pour le prouver, soit 

Téqualion du cercle fixe; et 

l'équation du cercle variable. 
La loi de variation à laquelle il est assujetti revient à 

dire que a, [3, y sont des fonctions linéaires d'un para-
mètre variable 0 -, l'équation de la corde commune AB esl 

— 2a.r ~ 2(3/ 4- I -f- a'-f- — = o, 

équation qui renferme 0 au carré; on en con^clul que l'en-
veloppe de la corde commune est une conique ; le lieu du 
pôle de AB, par rapport au cercle fixe, c'est-à-dire le 
lieu du point Q, est donc aussi une conique. 

Considérons maintenant, dans l'espace, une figure dans 
laquelle les cercles sont remplacés par des sphères. On a 
une sphère fixe et une sphère variable ayant son centre 
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sur une droite donnée, son rayon élant proportionnel à 
la distance du centre a un point de la droite donnée. 
L'enveloppe de la sphère variable est un cône droit^ l'in-
tersection du cône avec la sphère fixe est Tenveloppe du 
petit cercle AB, qui résulte de l'intersection de la sphère 
fixe avec la sphère mobile. Ce cercle AB est aussi l ' in-
tersection de la sphère fixe par une sphère qui la coupe 
orthogonalement 5 en se reportant à ce qui a été dit plus 
haut, on voit que le lieu du centre Q de cette sphère est 
une conique. 

La courbe de pénombre est donc l'enveloppe d'un cer-
cle AB, qui résulte de l'intersection d'une sphère fixe par 
une sphère coupant celle-ci orthogonalement et ayant son 
centre sur une conique. 

Il est évident que le cercle AB coupe orthogonalement 
le grand cercle qui résulte de l'intersection de la sphère 
fixe par le plan axial, cercle que j'appellerai le cercle 
axial. 

Faisons maintenant une projection stéréographique de 
toute la figure; le cercle AB a pour projection un cercle 
variable coupant orthogonalement le cercle qui est la 
projection du cercle axial et qui a pour centre le point 
Q', projection du point Q. Mais le lieu du point Q est 
une conique; il en est donc de même du lieu du point Q'. 
Donc la projection de la courbe de pénombre est l'enve-
loppe d un cercle variable dont le centre décrit une co-
nique et qui coupe orthogonalement un cercle fixe. 

NOTE m L'ARTICLE PRÉCÉDENT; 
PAR M. l a g u e r r e . 

M. Cayley, dans la Note qui précède, attribue à 
M. Casey l'élégant théorème qui permet de construire la 

>7-
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courbe de pénombre comme F enveloppe d'une série de 
cercles; j'ignore dans quel Mémoire et à quelle époque 
M. Casey a énoncé cette propriété ; je crois devoir tou-
tefois rappeler que M. Moutard l'avait fait connaitre 
dès i86a. 

A cette époque, il avait énoncé la proposition sui-
vante : Toute anallagmatique du quatrième orc?re (quar-
tique bi-circulaire de M. Cayley) peut être considérée 
de quatre façons différentes comme V enveloppe de 
cercles coupant orthogonalement un cercle fixe, tandis 
que leurs centres décrivent des coniques ; les quatre co-
niques au moyen desquelles on peut engendrer ainsi la 
courbe sont homofocales ('*'). 

J'ai démontré très-simplement, dans une Note insérée 
au Bulletin de la Société Philoniathique sur les courbes 
résultant de l'intersection d'une splière et d'une surface 
du second degré (mars 1867), ^ ^ ^̂  projection stéréo-
graphique d'une courbe de cette espèce pouvait être, 
comme l'indique la proposition de M. Moutard, regar-
dée comme l'enveloppe de cercles. 

Je reproduis ici celle démonstration. 
Considérons une courbe K résultant de rintersection 

d'une sphère S, par une surface du second degré. On peut, 
par cette courbe, faire passer quatre cônes. Soit (C) l'un 
de ces cônes, c son sommet. 

Le cône (C) étant l'enveloppe des divers plans qui lui 
sont tangents, la courbe K est l'enveloppe des cercles sui-
vant lesquels ces plans tangents coupent la-sphère. Les 
plans de ces cercles passant par le point c , ces cercles 
eux-mêmes coupent à angles droits le cercle T suivant 

(*) Voir la Note : Sur les arcs des courbes planes et sphériques considé-
rées comme enveloppes de cercles; par M. MANNHEIM {Journal de Liouville, 
iSG-î) et ma Note intitulée : Théorèmes généraux sur les courbes planes 
{Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, I865). 
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leqnel la sphère est coupée par le plan polaire de c. Les 
pôles des plans de ces cercles décrivent une conique G, 
qui est la polaire du cône (C). 

La courbe K peut donc être considérée comme l'enve-
loppe de cercles qui coupent orthogonalement le cercle F, 
les pôles des plans de ces cercles décrivant une conique G. 

Faisons maintenant une projection stéréographique de 
la figure. 

La courbe K se projette suivant une courbe /r, qui est 
l'enveloppe des cercles h suivant lesquels se projettent 
les cercles de la sphère dont Tenveloppe est K. 

Ces cercles ^coiipent orthogonalement le cercle y, pro-
jection de F ; de plus, leurs centres décrivent la conique 
projection de G, en vertu du théorème bien connii de 
M. Chasles : 

Si Von projette un cercle stéréographiquement, le 
centre du cercle suivant lequel il se projette est la pro-
jection du pôle, par rapport et la sphère, du plan du 
cercle projeté. 

La courbe K étant située sur quatre cônes du second 
degré, la proposition de M. Moutard se déduit immédia-
tement de ce qui précède. 

Pour les développements auxquels peut donner lieu 
cette question, je renverrai le lecteur à la Note que j'ai 
citée plus haut, 

MÉTHODE ET FORMULE 
poar la résolution des épations h troisième degré ; 

PAR M . ROGER A L E X A N D R E . 

La méthode que nous donnons ici n est autre que 
celle que nous avons exposée dans le numéro d'août 1866 
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des Annales (*), simplifiée conformément â une Note in-
sérée dans le numéro de novembre de la même année 
et augmentée de quelques résultats que nous croyons 
inédits. 

Il convient d'ajouter que cette méthode ne saurait être 
considérée comme absolument nouvelle. Elle se ramène 
au procédé général de transformation linéaire qui a déjà 
été appliqué à la résolution des équations du troisième 
degré ou encore, ce qui revient au même 
à la méthode de Tschirnaûs, qui permet de réduire une 
équation à ses deux termes extrêmes 

Toute notre prétention doit donc se borner à présenter 
une solution connue, sous une forme peut-être plus simple 
et plus heureuse. 

Proposons-nous de résoudre l'équation géirérale du 
troisième degré 

( ï ) px^-^ qx 

en la ramenant à une équation de la forme 

(2) 

qui, développée, peut s'écrire 

X^ 4 - 4 - 4 - — = o, 

et dans laquelle X représente une fonction de .r, et a, 
des quantités indépendantes de cette inconnue. 

Pour que X fût l'inconnue x elle-même, il faudrait 
que l'on eût à la fois 

p y — 3 , — h, 

(*) 2« série, t. V, p. 358. 
Ibid., p . 027. 

Yoir Cours d'Jlgèbrc supérieure de M. Serret, t. I, n«̂  57 et 
suiy., et surtout n« 63 (3® édit.)-

{****) Voir ihid., no 183, p. 407. 
Voir ihid.. no 191 



( 295 ) 
ce qui ne peut avoir lieu que si p et q satisfont à U con^ 
dition — 3<7 =: o, tirée des deux premières égalités. 

Il résulte de ce que nous venons de dire, que toute 
équation complète du troisième degré dont les deux 
premiers coefficients satisfont à la relation p* — = o, 
peut être immédiatement résolue. 

C'est sur ce principe que notre méthode est fondée. 
Dans l'équation (i), remplaçons x parj^ -j- A, j étant 

une nouvelle inconnue, et h une quantité que nous nous 
réservons de déterminer en fonction des coefficients 

nous aurons une équation qui , ordonnée par rap-
port à J ^ peut s'écrire 

(3) y ^ ^ p ' y ^ ^ q ' y ^ r ' 

et dont les coefficients ont pour valeurs 

r' — ^^ H- ph'' qh-it-r. 

Si, à l'aide de Tindéterminée /i, nous pouvions réaliser 
la relation p'^ — = o, l'équation (3) serait résolue. 
Mais si l'on remplace p^ el q' par leurs valeurs, on 
trouve 

(4) p ^ ^ - Z q ' ^ p ^ - Z q , 

c'est-à-dire qu'aucune valeur de h ne répond à la ques-
tion. 

Il n'en sera pas de même si, après avoir divisé tous les 
termes de l'équation (3) par j V ^ ce qui permet de l'é-
crire sous la forme 

nous posons, entre les coefficients de cette nouvelle équa* 
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tion, la relation suivante (analogue à p^ — : 

ou 

Remplaçant p ' , r' par leurs valeurs, on arrive à 
une équation en h qui se réduit à (6) (q^ ~ 3pr) := o. 

Si donc on prend pour h Tune quelconque des deux 
valeurs tirées de cette équation, l'équation (5) pourra 
être assimilée à l'équation (2), et résolue par rapport 
^ I a - . » , r 

Or, les racines de l'équation (2) sont données par la 
formule 

X rrr « -f-

les trois valeurs de X correspondant aux trois valeurs du 
radical. 

Dans le cas qui nous occupe, nous aurons la valeur 
de a en divisant membre à membre les deux égalités 

2: = 3« , et t = 

d'où 

par suite, on aura 

W / 1" 

Les racines de l'équation (5) seront donc données par 
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la formule 

et Ton en déduira celles de Téquation (i) : 

x = y -{-h =Z ~ = Z = 4- à. 

En remplaçant p^ et q' par leurs valeurs, et ayant égard 
k la relation (4), nous obtiendrons l'expression générale 

(8) + , ^ 

qui peut encore s'écrire 

(g) ^ ^ + q + + 

En joignant à cette formule l'expression de h tirée de la 
résolvante (6), nous aurons tous les éléments nécessaires 
pour résoudre l'équation générale du troisième degré. 

Cette expression est 

. ^ - - {g'- 3pr) 

Toutes les fois que la quantité placée sous le radical 
est la négative, on se trouvera dans le cas dit irréductible. 

Cas particuliers. 

L'iexamen de la résolvante (6) nous amène à consi-
dérer les cas où l'un de ses trois coeiBcients s'annule. 

Quand p^ — 3 <7 = o, la formule générale n'est plus 

applicable. En effet, la valeur de h, qui se réduit à — 
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annule à la fois (dans ce cas seulement) les deux coeffi-

cients p ' ei q' de Téquation (3), ce qui donnerait ~ = ~ 
[formule (7)], si Ton voulait procéder comme nous 
avons fait. 

Nous savons, d'ailleurs, que, dans ce cas, l'équation (i) 
peut être immédiatement résolue. 

Quand on a — 3 p r = : o , h peut recevoir une va-
leur nulle, et l'équation (1) peut être résolue par rapport 

à comme l'équation (3) l'a été pai rapport à j« 

Si l'on a enfin gr — = o, la valeur de h se réduit à 

± ^ ~ = et la formule générale peut être mise 

sous une forme beaucoup plus élégante. 
En effet, si l'on remarque que ^ 3A®, et que l'on a 

par suite 

la formule (9) pourra s'écrire 

h{p+Zh) + h^[p-^ -ihf 

et enfin 

3/i 
3/̂  

, t j p -^-'sjp 3/i 
= n 3 . .:: t 

l/p— '¿m— ^ p'^h 

ou encore, l'équation proposée étant = o, 

( • ) En mettant ici en évidence les racines cubiques de l'unité, comme 
nous le ferons tout à Theure à propos d'un autre cas, on verrait que 
cette formule ne doit donner que les trois racines de l'équation proposée» 
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Si l'on prend pour A le signe -+-, on a 

Cette formule peut être considérée comme générale 
au même titre que la formule de Cardan, relative, comme 
on sait, à une équation préalablement débarrassée du 
terme en a: .̂ 

On peut en effet toujours passer d'une équation quel-
conque à une autre équation dans laquelle les coeffi-
cients satisfont à la relation gr — pq =: o., k l'aide d'une 
quantité H, analogue à /?, et exprimée rationnellement 
en fonction des coefficients P;, Q, R, de l'équation pro-
posée. 

(*) Il est facile d^arriver directement à cette expression des racines 
de l'équation préparée 

pq 

9 
en y substituant x z= ^ étant une indéterminée et y une nou-
velle inconnue. 

On arrive â une équation qui peut s''écrire 

Si l'on pose d'où a = di ^ ^ z=z les deux dernier» 

termes s'évanouiront, et, en remplaçant â  par sa valeur dans les deux 
premiers, on trouvera 

p-i- 6a 
d'où Ton conclut, en prenant le signe H- pour a. 

-Ûl — ^ V/^-t-V^^ 
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il suffit pour cela de poser entre les coefficients 

la relation 
^r — pq =:o. 

On voit, en effectuant les calculs, que cela revient à 
poser 
d'où l'on tire 

9 R - P Q 
2(9 '— 3Q) ' 

quantité qu'il suffira d'ajouter à la formule (10) pour 
avoir l'expression des trois racines de l'équation géné-
rale proposée. 

Nous examinerons en dernier lieu le cas où l'on a p = o 
dans l'équation générale, le seul auquel s'applique la for-
mule de Cardan, 

Désignons, pour plus de simplicité, la valeur absolue 
du premier radical cubique par Y, celle du second par Z. 

Faisons p = 0 dans la valeur de /i, il vient 

= _ 3 / £ _ 

On aura donc, selon qu'on prendra le signe -f- ou le 
signe —, 

Revenons à la formule (8). On sait que, pour obtenir 
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les trois valeurs de x^ il suffit de multiplier successive-
ment le radical cubique intéressé dans celte formule par 
les trois racines cubiques de l'unité. Désignons par k Tune 
de ces racines, avec cette condition que partout où cette 
lettre se trouvera répétée dans une même formule, elle 
représentera la même racine cubique de Vunité, et en 
n'attribuant, dans tout ce qui va suivre, au signe v 
que la valeur absolue des radicaux. 

D'après ces conventions, si l'on introduit l'hypothèse 
p = o dans la formule générale, celle-ci deviendra, 
(XA désignant la racine qui correspond à A), 

^^ q-—kkllQiqh 
• — - h X j / — 

Si maintenant on remplace h par Tune de ses valeurs 

(signe +)• , si, de plus, on remarque que — ^ = YZ 

(valeur absolue de ^ Y ^ ) , 
et que == i (quel que 

soit A), l'expression de x pourra passer successivement 
par toutes les formes suivantes : 

a kZ^ 
g 9 XkW == — 

__ s - Z ' - I kZ 
q ^ ' 3 

Y'Z^— kZ' k'Y'— kZ' 
kX7? — Z' kX — Z 

k'-Y^—k-'Z^ 
k'Y— kZ 

3 

Si Ton avait pris = on aurait obtenu, en 

suivant une marche identique. 
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On reconnaît aisément dans l'une et l'autre de ces 

deux expressions la formule de Cardan, dont la significa-
tion se trouve précisée et restreinte exclusivement à celle 
des trois racines de l'équation proposée. 

Soient I, a, ¡3 les trois racines cubiques de l 'unité; en 
remplaçant successivement h par l'une de ces valeurs 
dans les deux formules précédentes, et en ayant égard 
aux relations connues = (3, a = on obtient égale-
ment les trois racines, mais dans un ordre different : 

a;,(4.) — Y -h Z, ~ Z 4- Y, 
=== p Y + aZ, pZ - 4 - a Y, 

X^M = 0iY -h p z , aZ -4- PY. 

MÉMOIRE SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS DES RÉSIDUS 
NUMÉRIOliES 

(suite, voir 2* série, t. IX, p, 221 et 271); 

PAR M M . A . L A I S A N T ET ETIENNE B E A U J E U X . 

16. Soit donc une progression géométrique 

Aq, 

dont les termes, divisés par D, donnent lieu à une simple 
période de n restes 

r,, / 2, . . . , . . . . 

De sorle que r „ = r o = A , 7^+1= n , zr::/-g,. . . , en 
général r^. On voit que dans toute relation éta-
blissant un caractère de divisibilité par D, on pourra 
remplacer un reste quelconque /p par A^P, puis ajouter 
à jy ou en retrancher un multiple quelconque de n. Nous 
aurons en premier lieu le théorème suivant : 
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Le produit rir^,. » r„ de tous les restes de la période 

est égal à un multiple de D^ -+- A" si n est impair, et à 
un multiple de D, — A" si n est pair. 

En effet, remplaçant /'i par Kq^ r̂  par A . . . , par 
A le produit est ramené à 

n{nA-i) 

Soit d'abord n impair, on a (15) 

/w. D -h I ; 
donc 

77+1 n{n-\-i) 
=z m .D -f- I, 

et 

Si, au contraire, n est pair, il vient 

q\z=z m ,T) — \, 
et 

n[n + 1 ) 
q 2 „ ^ £) — ,. 

donc 

A"̂  2 —/w.D —A". 

COROLLAIRES. — i®Si l'on était parti de la progression 
. . , il suffirait de faire, A = i dans les résultats 

ci-dessus, de sorte que le produit des restes eût été égal à 
un multiple de D, -j- ou — i , selon que n est impair 
ou pair. 

2° Il en serait de même si Ton avait A" — 1 = m .D 5 ce 

qui aurait lieu, par exemple, si la fraction convertie 

dans le système de base A, conduisait aussi à une période 
de n chiffres. 

3° Si 77 = D — I, ce qui ne peut avoir lieu que lorsque 
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D est premier, il en sera encore de même, car 

d'après le théorème de Fermât. 

4® Si ^ convertie dans le système de base A donne Q/i 

chiffres à la période, on a A " = m.D — i, et le produit 
sera un multiple de D H- ou — i , selon que n sera pair 
ou impair 

17. La somme de tous les restes composant la période 
est égale à un multiple de D. 

Si nous remplaçons, en effet, r^, r^^. . . , r„ comme ci-
dessus, il vient 

A ^ - h A 7 2 - I - . . . -f- kq . 
V'Z —I / 

Cette expression représente un multiple de D, car D entre 
comme facteur dans — i , et ne saurait entrer dans ̂  —1. 

18, La somme des puissances semblables des restes 
composant la période est égale à un multiple de D, 
pourvu que Vexposant commun ne soit pas multiple du 
nombre des restes composant la période. 

Car si nous remplaçons encore ri,r2,... par A^, 

sera remplacé par 

KPqP-\- KPq'P-^. , . -f- kPq^'P — kPqP * 

Or q^'P— I = m.D elqP— i ^m.D , puisque p^ni,\). 
Donc, etc. 
Si p était multiple de la somme ci-dessus serait évi-

demment de la forme m.D -h car chacun des termes 
r f , . . . serait égal à un multiple de D, -h i , et il y en a n. 
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19. On pourrait voir d'une façon analogue que la 

somme des produits • - f^st ur/ miiltiple 
de D; qu'il en est de même de la somme de tous les 
produits deux à deux des restes. Mais nous allons pré-
fërablement établir ce théorème général qui comprend 
les précédents comme cas très-particuliers : 

Si V on foime une fonction symétrique entière quel-
conque des restes r^r^.. . r^^ sa valeur numérique sera 
multiple de D, pourvu quil n j ait aucun terme dans la 
fonction dont le degré soit multiple du nombre des 
termes de la période. 

Soit en effet Br • r ' " . . . . rÇ un des termes de cette fonc-
tion. Elle devra renfermer aussi tous ceux qu'on dédui-
rait de ceux-là, en faisant passer respectivement les in-
dices par les valeurs 

/ H" I , / -f- 2 , . . / — 1, 

y I. y-+- 2,. . y — i, 

4 - 1 , X - f - 2 , . . - f - I . 

Mais si Ton se rappelle que, d'une façon générale, on a 

on voit que les valeurs successives à donner aux indices 
s'obtiennent en augmentant successivement les premiers 
de I, 2 , . . . , ( / i — i) unités. Ainsi le terme considéré 
Br-7'y^. . . /'it, en traîne l'existence des suivantes : 

Mais, en appelant N le degré commun / -+- m . . , -j- ^ 
Ann. de Maihemai.^ 2« série, t . IX. (Juillet 1870.) 2 0 
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des termes ci-dessus, on voit qu'ils peuvent être rem-
placés respectivement par 

La somme est donc 

Cette somme est multiple de D; le dénominateur ne 
l'étant pas en raison de l'hypothèse, tandis que ^ — i 
l'est au contraire. Il en sera de même de toutes celles qui 
proviendront d'un autre terme non encore considéré. 
Donc la valeur numérique de la fonction sera aussi un 
multiple du diviseiu'. 

Remarquons, en raison même de la démonstration 
précédente, que la fonction pourrait n'être pas complè-
tement symétrique sans que le théorème cessât d'avoir 
lieu. Il suffirait qu'elle se composât de groupes de n ter-
mes, tels qu'on pût de l'un déduire les autres en faisant 
successivement passer les indices par toutes les valeurs 
comprises entre i et inclusivement, en suivant l'ordre 
circulaire. 

20. Le théorème précédent nous montre que la somme 
des n restes, la somme de leurs produits 2 à 2, de leurs 
produits 3 à 3 , . . . , de leurs produits n — i à n —i, 
sont autant de multiples du diviseur D. Si nous consi-
dérons en particulier le cas où A = i , nous avons vu 
en outre (16) que le produit des n restes est un mul-
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tiple de D, 4- ou —-i, selon que n est pair ou impair. 
Il y a là un lien curieux entre les racines de Téquation 
indéterminée 

[ a ) . r " — I / w . D , 

et celles de Téquation algébrique 

[b] .r« — I=0. 

On voit, en effet, qu'en appelant /',, TJ, . . . , r„ comme 
nous Tavons fait, les racines de la première, et p,, p,, . . . , 
pn celles de la seconde, on a 

I R , . . . TN-X — W . D , 2 P , . . . P „ _ , = O , 

m.D: P» P2. . . p« — =£ I. 

Si n est impair, i est racine de Téquation et toutes 
les autres racines sont imaginaires. Si n est pair, cette 
équation admet au contraire les racines -f- i et — i . 
Dans ces deux cas respectivement, Téquation (a) a pour 
racine = i , ou r„ = i et = D — i . De toute façon, on 

voit qu'il existe entre les racines de Téquation (è), d'une 
part, et entre celles de l'équation (a), de l'autre, des rela-
tions exactement semblables à des multiples près de D, 
Cette remarque nous paraît pouvoir être ajoutée aux lu-
mineuses considérations développées par Poinsot dans 
son Mémoire sur V application de V algèbre à la théorie 
des nombres., et dans ses Réflexions sur les principes 
fondamentaux de la théorie des nombres. 

[La suite prochainement.) 

io» 
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m n SUR L I S COEFFICIENTS DU BINOME DE NEWTON^ 
PAR M . E D O U A R D L U C A S ( * ) , 

Agrégé des Sciences mathématiques. 

On sait que, pour une puissance quelconque du bi-
nôme, la somme des coefficients de rang pair est égale à 
la somme des coefficients de rang impair; la même pro-
priété a lieu, avec certaines restrictions, en prenant les 
coefficients de trois en trois. On considérera les six cas 
suivants, selon que le reste de la division de Texposant 
par f) sera o, i , 2, 3, 4 ou 5 : 

Premier cas, — L'exposant de la puissance du binôme 
est égale à 

Remarquons d'abord que si l'on désigne par a et ex} les 
racines cubiques de l'unité, on aura 

( f 4 - 4 - 3 a 4 - 3 * ^ = : ( l 4 - <x})\ 

et, par suite, 

Le nombre des coefficients de la puissance 6/z du bi-
nôme est égal à 6 n 4 - i . Appelons : 

A la somme des coefficients de rang, i, 4? 7> • • » (6/î4-1); 
B • . 2 , 5 , 8 , . . . , ( 6 / 1 — I ) ; 

C . 3 , 6 , 9 , . . 6 / ? ; 

nous aurons alors 

f * ) La question a été déjà traitée d'une manière générale par M. Catalan, 
t XX, p. 360. (Note de la rédaction.) 



( 5(19 ) 
el 

et, par suite, en retranchant membre à membre, nous 
déduisons B = C. 

D'autre part, (i H« a)®" — i est divisible par , 
ou par 3{i-f-a -h a*) : donc A — H - B(a -f- a*) est di-
visible par I -h(a -h a*), et, par suite, A —1 = B. Donc : 

Les sommes des coefficients de la puissance 6 n du 
binôme, pris de trois en troisdeviennent égales entre 
elles en retranchant Vunité de la première, et leur va-
/ eare i i -̂ (a®" — i). 

Deuxième cas. — L'exposant de la puissance du bi-
nôme est égal »à 6/1 H- 3. 

On aura, comme précédemment, 

(l 4 - A -4- Ba 4 - Ca', 

et aussi B = C^ et comme (i 4- 4- i est divisible 
par (i 4- a)® 4- 15 on en déduira A 4- i = B. Donc : 

Les sommes des coefficients de la puissance G n 
du binôme, pris de trois en trois, deviennent égales en 
ajoutant Vunité à la première, et leur valeur est 

i ) . 

Troisième cas. — L'exposant de la puissance du bi-
nôme est égale à 6 4 - i . 

Nous avons en tout 6n 4- a coeÎBcients, et le groupe C 
en contient les groupes A et B en contiennent /2 4- i ; 
alors 

( T 4 - A 4 - B a 4 - C a ^ 

On peut faire voir que les groupes A et B cou tiennent 
les mêmes coefficients dans un ordre inverse*, mais on 
peut aussi démontrer l'égalilé de A et B de la façon sui-
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vante. On a 

(I H- a)««^' ™ A + Ca -f- BaS 

et, en désignant (i -h a)®" = (i 4- a')®" par M, 
V 

M ( n - a) A + Ba -f- Ca ,̂ 
M(i = A-f-Ca -h Bol'; 

et en éliminant M entre ces équations, on déduit 

(i -f-a2)(A -hBa-+-Ca2} — (i - f -a )(A H-Ca-f-Ba^) — o , 

ou bien 
( B - A ) ( a -

et, par suite, 
A B. : î 'i. • 

D'auli^e part, on a 

(l -hayp-^' -4- = A -f- Ba H- (Ca -f- i) a^; _ 

mais le reste de la division de (i-f-a)®^ (i-f-a)-}-a^ 
par est égal au reste de la division de 
I par (i 4- a) ' 4 - I ; donc A 4- Ba -4- (C 4- i)a® 
est divisible par i 4- « -h et l'on a 

A = R E = : C H - I . 

On a donc ce théorème ; 

Les sommes des coefficients de la puissance Gn-hi du 
binôme^ pris de trois en trois, deviennent égales en ajou-
tant r unité à la dernière^ et égales au tiers de 4-1 • 

Quatrième cas, — L'exposant de la puissance du bi-
nôme esl égal à -h 4-

On a alors le théorème suivant, analogue au précédent : 

Les sommes des coefficients de la puissance 6n'-\- du 
binôme^ pris de trois en trois, deviennent égales en re-
tranchant Vunité à la dernière ^ et égales au tiers de 
2«"+^—I. 
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Cinquième cas, — L'exposant d« binôme est égal à 

Qn 4 -2 . 
Il y a alors 6« 4- 3 coefficients et n 4- i par groupes, 

en tenant compte du dernier qpi est l'unité -, on démon-
trerait, comme ci-dessus, le théorème suivant : 

Les sommes des coefficients de la puissance 6 n 4- 2 
du binôme^ pris de trois en trois^ deviennent égales en 
retranchant Vunité à la seconde^ et égales au tiers 

I. 

Sixième cas, — L'exposant du binôme est égal à 
6n-h5, 

On a alors le théorème suivant : 
Les sommes des coefficients de la puissance 4-5 

du binôme, pris de trois en trois, deviennent égales en 
ajoutant Vunité à la seconde, et égales au tiers de 

Remarque, — On aurait d'ailleurs, et par le même 
procédé, des théorèmes analogues pour les sommes des 
coefficients pris de quatre en quatre, de cinq en cinq, etc. 

NOTE M L'EXPRESSION DE LA DISTANCE ENTRE OUELQUES 
POINTS REMARQUABLES D'UN TRIANGLE ABC^ 

PAR M . E . L E M O I N E , 

Professeur. 

a, ft, C sont les longueurs des trois côtés BC, AC, AB; 
R, f'a-, n-, ĉ les rayons des cercles circonscrit, inscrit 

et exinscrits; 
0,1,1«, I/;, le les centres de ces mêmes cercles; 
M, N, H le centre de gravité du triangle, le centre 
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du cercle des neuf points, le point de concours des hau-
teurs. 

L E M M B L — Soit [JL un point du plan du triangle A B C ; 

soient Ma, M^, M^ les milieux de ses côtés; si Von mène 
respectivement par M«, M^, M^ des parallèles à A/u., 
BFX, CFX : 

Ces trois droites se couperont au point o); 
o)M et p. sont en ligne droite; 

Cela résulte immédiatement de Thomothétie inverse 
des triangles ABC, M^M^M^, avec M pour centre d'ho-
mothétîe. 

L E M M B I I . — On a avec les mêmes notations 

Et! effet, d'après le théorème qui donne la somme des 
carrés des distances d'un point fx a trois autres A, B, C 
en fonction des distances de ces points au centre de gra-
vité M, on a 

p a ' 4- iiB' 4- pC' 4- MA''4- MB^4- MC\ 

Mais dans un triangle, on a 

MA 4- MB 4-MC = — — ' 

et, d'après le lemme I, on a 

UM = I FAW ; 
donc enfin 
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LEMME I I L — Si, dans un triangle A B C , on prend 

s e sur BC un point S tel que — = 7 , on aura oB 

AS — — 
9 

THÉORÈME L — La distance du point de concours 
des hauteurs au centre du cercle circonscrit a pour ex^ 
pression 

ÔH («'H- b'-h f'). 

En effet, prenons le point O pour point appelé p. dans 
les leniraes I et II, on aura 

— — [a'-i- b^-hc'). 

D'après le lemme I, on a 

OMr=z îOw 

Du reste, on sait que, dans un triangle, on a 

O M = { O H ; 

donc 
O H — 2 0 « , 

et par suite 

Remarque. — Le point w est ici le milieu de OH, 
c'est-à-dire le centre N du cercle des neuf points. 

THÉOBÈME I I . — La distance du point de concours 
des hauteurs au centre du cercle inscrit est donnée par 

IH 

Celle du point de concours des hauteurs au centre du 
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cercle exinscriti la par 

laB 

R Dans le triangle lOH, la médiane IN est ~ — r, puisque 

le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit; 
mais on a 

2 1 2 2 OH 
0 1 -h IH 2lïS[ H - — ; 

2 

donc 

R ( R - 2 r ) - ^ I H ^ ^ ^ ; 

d'où enfin 

m ^ 
2 

On établirait de même la formule relative au cercle 
exinscrit en considérant le triangle I^OH. 

THÉOBÈME IIL — La distance du centre du cercle 
inscrit au centre de gravité est donnée par la formule 

celle du centre du cercle exinscrit de centre 1« par 

Dans le triangle ION, on a 

MO 

On peut donc calculer MI par la formule du lemme 111, 



( 3i5 ) 
et l'on aura 

IlVl 

d'où 
IM 6r 

2 

En considérant le triangle LON, on aurait la formule 
relative au cercle exinscrit. 

Remarque. — On a 

R{R — 2r), 
IN = 1 ( R - 2 / ' ) ; 

d'où 
Ôï' = 2 R . I N , 

c'est-à-dire que : 
La distance des centres des cercles circonscrit et in-

scrit est moyenne proportionnelle entre le diamètre du 
cercle circonscrit et la distance du centre du cercle in-
scrit au centre du cercle des neuf points. 

On a aussi 
ÔÏJ=:=2R.I«N, 

P R O B L R ; M E D ' E U L E R . 

Euler s'est occupé de construire un triangle, connais-
sant les trois points que nous avons nommés I, M, H. 
Nous allons déduire de ce qui précède une solution de 
la plus grande simplicité. 

En prolongeant HM de MO = 5 on aura O, centre 2 
du cercle circonscrit. 
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Le milieu N de OH sera le centre du cercle des neuf 

points. Donc, d'après la remarque du tliéorème III, 

Mais de IN = ~ — /-, on tire 

2 

d'où 

Cela posé, remarquons que : Dans tout triangle il j a 
une conique insente qui a pour foyers les points O et H, 
et dont un axe est égal à R. (Voir Nouvelles Annales, 
t. XVII, p. 240.) 

Cette conique est ici déterminée-, il suffira donc, pour 
trouver les côtés, de mener les tangentes communes à 
cette conique et au cercle inscrit : problème qu'on ne peut 
généralement résoudre avec la règle et le compas. 

M. Vieille (voir Nouvelles Annales, mai i855) a in-
séré une solution du problème d'Euler dans un cas où 
celui-ci est résoluble par la règle et le compas. Il sup-
pose I, M, H en ligne droite. Le triangle cherché est 
alors isoscèle, et l'on voit ici la solution immédiate de la 
question. 

Remarque, — Si, dans le problème précédent, I est 
remplacé par 1«, une marche absolument analogue en 
donne la solution. 
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THÉORIE DES INDICES DES POINTS, DES DROITES ET DES PLANS 
PAR RAPPORT A liNE SURFACE DU SECOND ORDRE (•) , 

PAR M. J . N E U B E R G , 

Professeur à l'Athénée de Bruges (Belgique). 

1. Soit / (.r,, .Ta, X4) ~ 2 o ou simple-
ment /" (x) = 0 l'équation homogène d'une surface du 
second ordre rapportée à des axes rectangulaires quel-
conques. Désignons par m,, /Hj, ms les cosinus direc-
teurs d'une sécante quelconque passant par le point 

«î, «3, <24)-, les cordonnées du point M situé sur 
cette sécante à la distance p de A peuvent être représen-
tées par où /ri4 esl un cosinus directeur fictif 
qu'il faut supposer égal à zéro. Si M est sur la surface, 
on a f[a mp) = 0 , ou 

/;.{«) tenant lieu de 
dcir 

Les racines de cette équation donnent les dislances de 
A aux deux points d'intersection M et M' de la sécante 
et de la surface, ces distances étant de même signe ou 
non, suivant que M et M' sont d'un même côté ou de 
part et d'autre de A. Nous aurons donc 

Une sécante conduite par le point B parallèlement à 

(* ) Ces développements renferment les solutions des Questions 837, 
918, 919, 920 et 921 {Voir 2« série, t. VI, p. 527, et t. VIU, p. 96.) 
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AM, et coupant la surface en N et N', donnerait de même 

f ( ^ ) 
Par conséquent, le rapport 

AM.AlVr / ( a ) 
(I) BfS.BN' / ( P ) 

et est indépendant de la direction des parallèles menées 
par A et par B (Théorème connu de Newton). Si Ton 
suppose B fixe et A variable, ce rapport pourrait être 
appelé la caractéristique du point A. Plus particuliè-
rement, si B coïncide avec le centre O de la surface, 

/-.TVT rVTVT/ I AM.AIVI' / ( a ) on a ON ON', et le rapport = - j^^ J 

prend le nom d!indice du point variable A. 
L'indice est négatif on positif suivant que le point A 

et le centre 0 appartiennent à la même région de la sur-
face ou non; l'indice d'un point de la surface est nul, et 
celui du centre vaut — i . L'indice d'un point par rapport 
à une sphère est égal à sa puissance divisée par le carré 
dti rayon. 

Si la surface est représentée par l'équation 

.rj .r; 
-h ~ — I " o, a' b' c' ' 

l'indice du point (o:,, JCs, x») est égal au premier membre 
de cette équation. Si les axes sont quelconques, la quan-
tité/(¡3) résulte de l'élimination de |3i, (Bj, jSs entre les 
quatre équations 

i/r(P) = AnP.-hAro^.-f- p3-f- A,4 3), 
A4t p, 4- A42 -4- A43 p, -f- A4« — / ( p ) , 

à cause de/((3) == I S (5,/, = 1. Nous 
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trouvons 

A „ A „ AU 

AA, A « A „ A « 

AA, A,3 A34 

A4, A , . A „ 

ou, en désignant par H le déterminant (Hessién) des 

coefficients A,., et par B,.̂  le mineur ^ Clkrs 

et par suite, étant l'indice du point a:, 

valeur indiquée sans démonstration par JVI. Faure (t. V, 
série, p. 10). 
Bien que l'équation (i) ait été obtenue en supposant 

des axes coordonnés rectangulaires, il est évident qu'elle 
subsiste encore pour des axes obliques et même pour des 
coordonnées tétraédriques (*). La valeur (2) est donc 
également applicable aux coordonnées cartésiennes obli-
ques. Mais, pour des coordonnées tétraédriques liées par 
l'identité 

X'i .r, -f- k-i .rj -f- X'3 .̂ 3 -4- k̂  = l, 

on obtient le centre (3 en identifiant les équations 
S x t / t (/3) == o et S/TI = O, qui représentent respec-
tivement le plan polaire du point ^ et le plan de l'infini. 

( * ) A cause du caractère covariant des q u a n t i t é s / ( a ) e i . / ( / 3 ) . Car, si 
F (x ' ) = 0 est l'équation de la surface en d'autres coordonnées, une trans-
formation de coordonnées c b a n g e / ( a ) e t / ( / 3 ) en AF(a' ) et où 

est un facteur constant et a ' , a:' les nouvelles coordonnées des 
points A, B, X. 
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Nous aurons ainsi, (x étant un facteur indéterminé, 

et, en éliminant les (3 entre les cinq premières équations, 

I An A.2 A.a A.4 ^-./(P) j 
j AS, A22 AJ3 A54 >^a/(P) I 
I A3, A3. A33 A3, K J ( ^ ) I = 0 . 
i 

1 A4, A 42 A43 A44 ^«/(P) 
I kx k-, k^ /"4 i j 

On tire de là 

k 
II 

k 

la notaiion f H ' ' ^ servant à désigner \e Hessien 
\ P.^h' J 

bordé des colonnes (A,, Aj, As, A4), (/j, 4 , h)-,-.., et 
des lignes {px, fh, pz, p^), (qu q^, q^, qk), 

2. Passons à quelques transformations de l'indice. En 
menant la sécante AM par le centre O, nous aurons 

• Soit A! le point où OA est rencontré par 
le plan polaire de A; les points A et A' qui divisent le 
diamètre MM' harmoniquement, et que nous appellerons 
points réciproques, donnent les relations 

A M . A M ' = A A ' . A O , O M ' = O A . O A ' . 

A A ' 

Par conséquent, 1« = — O^^ c'est-à-dire l'indice dhin 

point est égal au rapport, changé de signe^ des dis-
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tances de ce point et du centre île la surface au plan 
polaire de ce point. C'est la définition proposée par 
M. Faure, série, t. VIII, p. 96, et déjà indiquée, 
2® série, t. V, p. 9. 

Si le point A est intérieur à la surface (*), soient AM 
une demi-corde conjuguée avec OA, et Om le demi-dia-

AM̂  
mètre parallèle; on a ! „ = — Désignons parB l'extré-
mité du diamètre OA et par C celle du diamètre conjugué 
avec le plan OAM 5 le volume V du parallélépipède con-
struit sur le tétraèdre OBMC est ce que M. Aoust nomme 
la puissance du point A, Comme les tétraèdres OBMC et 
OBmC ont même base OBC et des hauteurs proportion-
nelles aux parallèles AM et Om, on reconnaît immé-V A M . ^ V ' , diatement que - V = par suite, = r—5 le 

^ abc Om ^ à^b^c^ 
tétraèdre OBmC étant équivalent à celui qui est con-
struit sur les demi-axes principaux a, è, c de la surface. 

Si le point A est extérieur, menons une tangente quel-
conque AM, et soit Om le demi-diamètre parallèle; nous 

AM̂  aurons 1 ^ = — - . Soit C l'extrémité du diamètre con-
jugué avec le plan OMA. Le volume V du parallélépipède 
construit sur le tétraèdre OMAC est encore appelé la 
puissance du point A ; en le comparant à celui du paral-
lélépipède construit sur les demi-diamètres conjugués OM, 

y2 
Om et OC, on trouve, comme ci-dessus, 1« == —= 

/(.r) De l'expression L = — et des différentes ma-

( * ) Cet alinéa et le suivant renferment la solution de la question 837. 
Les développements que nous y donnons se rapportent principalement à 
l'ellipsoïde. Les deux hyperboloïdes exigent quelques légères modifica-
tions, à cause des diamètres imaginairet. 

Ann. de Malhémat., ^e série, t. IX. (Juil let 1870.) 2 1 
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nières d'estinier l'indice, on peut tirer de nombreuses 
conséquences. Nous nous bornons à énoncer la suivante : 

Quand trois swfaces du second ordre ont la même 
intersection deux à deux, les indices [ou plus généra-
lement les caractéristiques) de tous les points de F une 
d'elles par rapport aux deux autres ont une raison 
constante. 

La proposition analogue sur les coniques avec de nom-
breux corollaires et les théorèmes corrélatifs font l'ob-
jet des Chapitres XVI et XVIII du Traité des Sections 
coniques de M. Chasles, 

3. Soient MiMglNïs ¡VI4 un tétraèdre conjugué par rap-
port à / , V son volume, Vj, V j , . . . les volumes des 
tétraèdres 0MsMsM4, OM, ÎVI4M1,.. . {*), et J . l'indice 

y 
de M .̂ Comme 1,, = —-— et V=Vi-f-Vg-f-V3-f-V4, on a 

I I I 1 

ce qui donne une relation nécessaire entre les indices des 
quatre sommets d'un tétraèdre conjugué. 

Soient Ni, Ng, N3, N4 les points réciproques de Mj,. . . -, 
ces points sont les centres des sections de/* par les faces 
du tétraèdre. En désignant par f,, l'indice de N^, nous 
aurons 

d'où 

(4) 

ï — r -
OJN. ' OM, ' 

1 1 — — 
h 1; . m7NT 

( * ) V^ est positif ou négatif, suivant que O et M̂  se trouvent du même 
côté on de part et d'autre de la face opposée à W .̂ 
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c'est-à-dire la somme des im^erses des indices de deux 
points réciproques est égale à — i\ 

Des relations (3) et (4)^ on conclut facilement 

i I I 1 

I I I 1 -
*2 

égalités qui démontrent les théorèmes 920 et 921 de 
M. Faure. 

Prenons pour la s u r f a c e u n e sphère S de rayon R, 
et soient pf, la puissance (dans le sens de Steiner) de 
Mr, (pi, ps, pi,) les rayons des sections de S par les 

p7 2 

faces du tétraèdre -, nous aurons = ^ , I,'. = — ̂ , et 

les égalités ci-dessus se transforment en 
I I I I I 

I I I 

théorèmes signalés sans démonstration par M. Lafitte 
[Nouvelles Annales y année 1857, p. 2o5). Le dernier 
pourrait s'énoncer ainsi : Dans tout tétraèdre dont les 
hauteurs se coupent en un même point, Vinverse du 

C") La première et la seconde de ces égalités e x p r i m â t au fond la 
même propriété, l'une se rapportant à la sphère conjuguée et l'autre à la 
circonférence conjuguée. Si Ton ne veut conserver dans ces relations que 
des éléments réels, et que M̂  est celui des quatre sommets qui est inté-
rieur â la sphère, on remplacera jt ,̂ p^ par les tangentes issues de 
M., M,, M ,̂ Pi yJ—I par le rayon de la section perpendiculaire a OM, 
en M, et p̂  par la tangente issue de N,. 

21 . 
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carré du rc^on de la sphère conjuguée est égal au tiers 
de la somme qu'on obtient èn ajoutant les inverses des 
cairés des rayons des cercles conjugués avec les faces, 

[La suite prochainement,) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 806 
( folr î* série, t. VI, p. i88 ) ; 

PAR M . ÉDOUARD W E Y R , 

Élève de l'École Polytechnique de Prague. 

On donne cinq droites arbitraires; on prend un 
groupe de quatre de ces droites, et Von construit le 
couple des deux droites qui les rencontrent, D^un point 
quelconque de Vespace, on mène la droite qui rencontre 
les deux droites de ce couple. On pourra ainsi mener 
de ce point cinq droites, puisqu'il y a autant de couples 
de deux droites qu il est possible de former de groupes 
de quatre droites avec les cinq droites données. Démon-
trer que les cinq droites ainsi déterminées sont dans un 
même plan. (MAKNHEIM.) 

Soient I, 3, 5 les cinq droites données; A,, Bi les 
deux droites qui rencontrent 2, 3, 4? 5 5 A«, B, les deux 
droites qui rencontrent 3, 4? etc. D'un point quel-
conque P, menons les cinq droites Dj, Dj, . . . qui ren-
contrent respectivement les cinq couples Ai, Bj; A2, 
B j , . . . . Pour démontrer que ces cinq droites Dj, D j , . . . 
sont dans un même plan, il suffit évidemment de prouver 
que trois quelconques d'entre elles, Di, Dj, Dj par exem-
ple, sont dans un même plan. 

Les quatre droites Ai, Bj, As, Bg, rencontrant les trois 
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droites 3, 4, 5, appartiennent à un même hyperboloïde à 
une nappe Hj. Les quatre droites Aj, B,, A«, B« appar-
tiennent à un autre hyperboloïde Hf Les quatre droites 
A,, Bj, Al, Bt appartiennent à un troisième hyperbo-
loïde H,. 

Cela étant, considérons les deux droites E, F qui ren-
contrent les quatre droites Au As, As, Bs. Rencontrant 
Al, Ag, Bs, elles rencontrent aussi Bi. Rencontrant As, 
As, Bg, elles rencontrent aussi B,. Donc ces deux droites, 
E, F , appartiennent aux trois hyperboloïdes HJ, H», HS. 

Par les deux droites D,, Dj, faisons passer un plan qui 
coupe les trois hyperboloïdes suivant les trois coniques S,, 
Sî, Sg. Soient e, / , a j , ¿j, «j, ¿j, «g? ¿a Jes points où ce 
plan coupe les droites E, F , A,, Bj, A,, Bj, Ag, Bg. 

S, passe par les points e, / , â ^ a ,̂ b̂ ^ 
Sj » e, / , a^y bi, a„ b^; 
S3 « e, / , a„ b,, 

Les trois coniques ont donc deux points communs. 
Par suite, d'après un théorème connu, les trois cordes 
communes, «i ¿1, a ^ i j , ûgig, se coupent en un même 
point. Donc la droite «gès u'est autre que Dĝ  et Ton 
voit qu'elle est dans un même plan avec Dj, Dg. 

c. Q. F . n. 
Note. — La même question a été résolue par M. Figa Bartolomeo^ 

Question 807 
( voir 2* série, t. VI, p. i88 ) ; 

PAR M . ÉDOUARD W E Y R , ^ 

Élève de l'École Polytechnique de Prague. 

Démontrer directement la propriété corrélative de la 
précédente. ( MAIÎWHEIM.) 

Cette propriété corrélative peut s'énoncer ainsi : Si 
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Von coupe les cinq couples A,, Bt, Aî, BJ, A3, B3,... 
par un pian arbitraire P, les droites à^ b^ ¿2, a^ ¿3,... 
ou Di, D,, Dg,. . . concourent en un même point. 

11 suffit de prouver que les droites Di, D^, Dj,. . . pas-
sent par un même point. 

Désignons encore par E, F les droites communes aux 
trois hyperboloïdes Hi, Hi, H3. Appelons «i le plan des 
droites Ai, Dj^ et, de même, ^1, (B̂  les plans déter-
minés respectivement par les couples Bj D,, AjDj, BaDg. 
Soient «8, jSs les deux plans passant par le point de 
rencontre des droites D,, Dj et par les droites A3, B3. 
Soient e, ç les plans passant par le même point et par les 
droites E, F . Désignons par Sj, Sj, S3 les cônes circon-
scrits aux hyperboloïdes H^, Hs, Hj, et dont le sommet 
est le point de rencontre des droites D^, D^. Compie tout 
plan passant par une génératrice d'un hyperboloïde est 
un plan tangent, on voit immédiatement que 

S, t o u c h e l e s p l a n s e , <}), a^, P2, «3» Pa; 

52 » e, as, p3, a,, p, ; 
53 » £,•<]), a,, p,, a,, p2. 

Donc les trois cônes Sj, Sj, S3 ont deux plans tangents, e, 
y, qui leur sont communs. Donc les intersections des trois 
couples de plans «j, |3i; «g, «3, ^s sont dans un même 
plan. Les deux premières intersections ne sont autres 
que les droites Di, Dĝ  la troisième est la droite D35 ces 
trois droites se coupent au même point. c. Q. F. D. 

Question 887 
( voir série, t. VU, p. 240 ) ; 

IVR M . ALBERT A U B A K E L , 

Élève au lycée de Nimes. 

Étant donnés deux cercles qui se coupent orthogona-
lement ^ si Von fait passer un cercle par leurs centres 
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et par leurs points d'inief section, la somme des puis^ 
sanees d'un point de ce cercle par rapport, aux cercles 
donnés est nulle. (H. F A U R E , ) 

Solution, — Puisque les deux cercles donnés se cou-
pent orthogonalement, cela revient à dire que les rayons 
allant de chacun des centres k l'un des points d'inter-
section sont rectangulaires ; donc 

R2 R'2 ^ 00 % 

en appelant R et R' les deux rayons, et OO' la distance 
des centres. 

Soit M un point tel, que la somme des puissances par 
rapport aux deux cercles soit nulle ^ on a donc pour ce 
point 

— R^ -4- cV' — R " o, d 'où d'^ d'^ R 'S 

d et d^ étant les distances du point M à chacun des 
centres. 

On voit par là que leí point M est sur la circonférence 
ayant OO' pour diamètre ; cette circonférence passe évi-
demment par les points d'intersection des deux circonfé-
rences données. 

De plus, tous les points de cette circonférence 0 0 ' 
jouissent de la propriété énoncée. 

Généralisation. — Le problème proposé peut se géné' 
raliser de la manière suivante : 

On donne deux cercles quelconques : trouver le lieu 
d'un point tel, que la somme des puissances de ce point 
par rapport aux deux cercles soit nulle. 

Soit M un point du lieu 5 on a encore, en adoptant 
les notations précédentes. 
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Donc la somme des carrés des distances du point M aux 

deux centres est constante. D'après un théorème connu, 
donnant l'expression de la médiane d'un triangle en fonc-
tion des côtés, le lieu du point M est une circonférence 
ayant son centre au milieu de OO' et dont le rayon m 
est fixé par la relation 

J 

On voit bien que, dans le cas particulier où les deux 
circonférences se coupent orthogonalement, on a 

parce qu'alors 

On sait que la puissance d'un point situé à l'extérieur 
d'un cercle est positive; donc il ne peut y avoir aucun 
point satisfaisant à la condition, situé à l'extérieur de 
chacun des deux cercles. 

Du reste, le rayon m doit être réel, donc la plus grande 
valeur de OO' est 

Si l'on donne à ¡50' ' la valeur limite 2 (R® -f -R") , 
m = o, le lieu se réduit à un point situé dans l'intérieur 
du plus grand des deux cercles. 

Si les deux cercles donnés se coupent, les points d'in-
tersection font partie du lieu; car tout point d'intersection 
a une puissance nulle par rapport à chacun des cercles. 
Le lieu est alors bien facile à construire : c'est la circon-
férence ayant son centre au milieu de 0 0 ' , et pour rayon 
la distance du milieu de OO' à l'un des points d'intersec-
tion-, on peut remarquer que cette circonférence n'a 

00' , 
2 
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aucun point en dehors des deux cercles donnés en même 
temps. 

Si les deiix cercles donnés sont tangents extérieure-
ment, le lieu est situé tout entier à Tinlérieur du plus 
grand des deu-x cercles et passe par le point de tangence; 

Il R' son rayon est — 

Si les deux cercles donnés sont tangents intérieure-
ment, le lieu est à l'intérieur du plus grand cercle, mais 

R H- R' à l'extérieur du plus petit; son rayon e s t — — i l passe 
toujours par le point de tangence. 

Il résulte encore de là que les deux cercles donnés et le 
lieu ont même axe radical. 

Noie. — Nous avons reçu une autre solution de M. A. Giard. 

Question 890 
( voir série, t. VU, p. 336) ; 

PAR M. P E L L E T , 

Élève au lycée de Nîmes. 

En désignant par X„ le polynôme de Legendre, on 
propose de démontrer que V équation de degré m, sa-
voir : 

a toutes ses racines réelles^ inégales et comprises entre 
— I E I - H - I . ( C H . HERMITE.) 

X„ = o a toutes ses racines réelles, inégales et com-
prises entre — i et -f- i . Soient 

«2, . • » 

ces n racines rangées suivant leur ordre de grandeur. 
Les racines de l'équation o sont aussi réelles et 
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comprises entre les iniervalles des racines précédentes» 
De sorte que, si on les désigne par ¿2,. . la 
suite 

— I, û,, i ï j , . . a « , i 

sera croissante. 
— I réduit le polynôme — ( 1 — à 

son premier terme, et par conséquent le rend positif, 
a^ le réduit à 

et par conséquent le rend négatif. Le polynôme a donc 
au moins une racine entre — i et «1. 

On verrait de la même manière qu'il y a au moins une 
racine entre a^ et ¿1, b̂  et aj , a^ et è«,. . . , et 
a „ e t i . 

Donc chacun des m intervalles de la suite 

I, 6 , , . . . , bn-\y «n, I 

comprend au moins une racine de l'équation 

Cette équation a donc toutes ses racines inégales^ 
réelles et comprises entre — 1 et 1. c. Q. F. D. 

Note, — M. Brocard, lieutenant du Génie à Bar-le-Duc, nous a envoyé 
une autre solution de la question 890. 

Question 917 
(voir 2«série, t. VHI, p. 95); 

PAR M . F O U R E T . 

Trois points fVune droite décrivent chacuji une sur^ 
Jace déterminée ; tout point M de cette droite décrit en 
même temps une autre surface. Si pour une position dé-
terminée de la droite on mène les normales aux sur^ 
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faces décrites par chaque point, toutes ces normales ap-
partiennent à un hyperboloïde, ( M A N N H E I M . ) 

On sait que : 
Les plans normaux aux trajectoires de tous les points 

d\uie droite mobile se coupent suivant une même 
droite que Von appelle la conjuguée de la première 

Ce théorème, qui est dû à M. Chasles, va nous per-
mettre de démontrer très-facilement celui que nous avons 
en vue. 

La droite dont il est question dans l'énoncé de ce der-
nier théorème peut se déplacer d'une infinité de ma-
nières, en satisfaisant aux conditions prescrites. 

Imaginons qu'elle se déplace d'une quelconque de ces 
manières; chacun de ses points va décrire une courbe 
qui variera avec la nature du déplacement, et le Heu de 
cette courbe sera une certaine surface. Or les normales à 
ces différentes surfaces, aux points où elles sont rencon-
trées par la droite, sont situées dans les plans normaux 
aux trajectoires correspondantes. Toutes ces normales 
rencontrent donc la droite conjuguée, d'après le théorème 
que nous avons rappelé en commençant. 

Pour un autre déplacement de la droite on aurait une -
droite conjuguée sur laquelle s'appuieraient encore les 
normales aux surfaces. Ces normales s'appuyanl ainsi 
sur trois mêmes droites, à savoir : la droite donnée et 
deux groupes quelconques de ses conjuguées, forment les 
génératrices d'un même système d'un hyperboloïde à 
une nappe. c. Q. F. D. 

On peut remarquer que le second système de généra-
trices de l'hyperboloïde est formé par la droite donnée et 
ses différentes conjuguées. 

( * ) KOL'R, Cinématique, p. \02. 
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Question 940 
( T O i r 2* série, t . VIII, p. 2 7 5 ) ; 

P A R M . M O R E T - B L A N C , 

Professeur au lycée du Havre. 

Étant donnés n points sur un cercle, on peut trouver 
— i) contours polygonaux formés de 

n côtés^ ayant ces points pour sommets. Si, d'un même 
point du cercle on abaisse des perpendiculaires sur tous 
les côtés, le produit des perpendiculaires abaissées sur 
les côtés d'un contour quelconque est le même pour 
tous les contours, ( D É S I R É A N D R É . ) 

1. Parlant d'un quelconque des n sommets, on peut 
aller à tous les autres, et revenir au point de départ par 
autant de chemins que Ton peut former de permutations 
de n — I lettres, c'est-à-dire 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (« — i) ; 

mais comme ces chemins donnent deux à deux le même 
contour parcouru en sens inverse, le nombre des con-
tours distincts est égal à 

3 . 4 . 5 . . . ( w - i ) . 

Soit M le point donné. D 'après un théorème connu 
de Géométrie élémentaire, la perpendiculaire abaissée du 
point M sur un côté quelconque est égale au produit 
des distances du point M aux deux extrémités de ce côté, 
divisé par le diamètre du cercle circonscrit. Si donc on 
nomme P„ le produit des distances du point M aux n som-
mets donnés, et B le rayon du cercle, le produit des n 
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perpendiculaires sera égal à 

J L 
i-iKf 

quel que soit le contour considéré. 
Note. — M. o . Callandreau, élève du lycée d'Angoulème, nous a en-

voyé une bonne solution de la question précédente. 

CORRESPONDASE. 

Monsieur le rédacteur, 

En vous priant d'insérer la présente dans le prochain 
numéro de votre journal, je n'ai point l'intention de con-
tester à M. Faure le droit de priorité au sujet de plu^ 
sieurs de ses théorèmes; mon seul but est d'empêcher les 
conclusions malveillantes que Ton pourrait tirer de la 
lettre qui a paru dans votre numéro de mai. 

J'étais parvenu, dès l'année 1864, par des méthodes 
différentes de celles de M. Faure, à un assez grand nom-
bre de propriétés des coniques qui étaient inédites à 
cette époque et que certaines circonstances m'ont empê-
ché de livrer immédiatement à la publicité. L'article sur 
les Triangles et coniques combinés, est extrait de ces 
recherches, et vous a été envoyé en janvier 1867, avant 
que j'aie pu avoir connaissance du Recueil de théo-
rèmes et de la Note sur les coniques conjuguées à un 
triangle, qui figure dans les Nouvelles Annales, an-
née 1867, p. 432; un autre travail, qui renferme, sous 
une forme peu différente, les équations particulières rap-
portées dans sa lettre, date de 1866 (voir Nouvelles 
Annales, année 1868, p. 221). Dans ces articles, ainsi 
que dans d'autres qui ont paru dans votre journal et dans 
la Revue de VInstruction publique en Relgique, je n'ai 
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jamais négligé de citer les auteurs de propositions déjà 
connues; mais j'étais également fondé à considérer d'au-
tres théorèmes que je démontrais comme nouveaux et 
inédits. 

Agréez, Monsieur le rédacteur, l'assurance de ma con-
sidération distinguée. 

NEUBERG. 

EXERCICES (•). 

Quelques propriétés de la droite de Simson. 

1. Étant donnés quatre points A, B,C, Dsur un cercle, 
du point A on abaisse sur les côtés du triangle BCD des 
perpendiculaires. Les pieds de ces perpendiculaires sont 
sur une même droite, que nous désignerons par a . Con-
struisons de même les trois autres dix)ites /3, y, i , les quatre 
droites a, jS, y, à concourent en un même point E. Le 
point E est le point commun aux quatre cercles des neuf 
points relatifs aux quatre triangles formés par les points A, 
B, C, D, pris trois à trois. 

2. Si, aux points de rencontre de la droite a avec deux 
hauteurs Bi , Cc du triangle BCD, on élève des perpen-
diculaires respectives à ces hauteurs, ces deux droites 
se coupent au point de rencontre des hauteurs du trian-
gle ABC. 

3. La droite a rencontre le cercle des neuf points du 
triangle BCD en un second point K ; si au point K nous 
élevons à la droite a la perpendiculaire KL, cette droite 
KL est la droite de Simson a ' relative au point A', diamé-
tralement opposé à A. 

(* ) Sous ce nom, nous proposerons aux lecteurs des Nowelles Annales 
des questions dont nous n'insérerons pas les solutions^ 
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4. Cette droite a ' rencontre le cercle des neuf points 

du triangle BCD en un secotid point L-, ce point L est le 
point de rencontre des parallèles menées par les milieux 
des côtés du triangle BCD aux droites AB, AC, AD. 

5. Corollaire. — Si Ton considère une série de trian-
gles circonscrits à une ellipse et inscrits dans le cercle 
directeur relatif au foyer F, et si l'on construit pour cha-
cun de ces triangles la droite a relative à un pointj^xe A 
du cercle directeur, cette droite a pivote autour d'un 
point fixe situé sur le cercle décrit sur le grand axe de 
l'ellipse comme diamètre. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 

(ANNÉE 1870.) 

Composition de Mathématiques. 

Par Taxe transverse d'une hyperbole donnée on mène 
un plan P faisant un angle a avec le plan de la courbe, 
puis dans le plan P une droite OZ perpendiculaire à cet 
axe transverse; trouver Téquation de la surface de révo-
lution décrite par la rotation de l'hyperbole autour 
deOZ. 

Construire la section méridienne de la surface, en 
supposant l'hyperbole équilatère, la droite OZ menée 

par l'un des sommets de la courbe et l'angle a égal à 

Composition de Physique. 

I. 
La balance de Coulomb et son application à la mesure 

des petites forces. 
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n. 
Dans une balance de Coulomb sans micromètre, 

les deux boules étant d'abord en contact et le fil sans 
torsion, on électrise la boule fixe, et la boule mobile 
est repoussée à 60 degrés. Établir l'équation d'équilibre. 

Supposons que, dans l'expérience précédente, la 
ligne o —180, ou la direction de l'aiguille à l'état neutre, 
soit perpendiculaire au méridien magnétique. Si on en-
lève la boule fixe et si on remplace l'aiguille mobile 
par un petit barreau aimanté de même poids, ce barreau 
ne restera pas à zéro, il s'arrêtera par exemple à 3o de-
grés. Établir la nouvelle équation d'équilibre. 

3° Montons l'aiguille et le barreau parallèlement sur 
une même chape, que nous placerons sur un pivot au 
centre de la cage de la balance (dont le fil sera'enlevé). 
Le barreau dirigera l'aiguille et la maintiendra dans le 
méridien magnétique. Supposons que le zéro de la divi-
sion soit aussi amené dans ce plan, et que l'on y replace 
la boule fixe de la première expérience. Si on l'électrise, 
la boule portée par l'aiguille s'électrisera par contact et 
sera repoussée. On demande quelle sera la déviation, si 
la charge communiquée à la boule fixe est la même que 
dans la première expérience. 

4° On cherchera encore ce que deviendrait cette dévia-
tion si, pendant que les boules sont écartées, on enlevait 
à la boule fixe la moitié de son électricité. 

NOTA . Les candidats s'attacheront surtout à donner 
une solution nette et concise de ces quatre problèmes. Ils 
remarqueront que les angles sont trop grands pour qu'on 
puisse se passer du calcul trigonométrique. 
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PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE; 

PAR M . ÉMILE L E C L E R T . 

Soient OMA une parabole rapportée à son axe Ox et 
à son sommet O ; OS un cercle tangent à la parabole 
en O et ayant son centre sur Ox, Si l'on projette sur le 

cercle, en S, perpendiculairement à O un point M 
quelconque de la parabole, la distance MH du point M 
à Vaxe et la corde OS sont dans un rapport constant. 

En effet, si a désigne le douÊle du paramètre de la 
parabole et d le diamètre du cercle, on a 

M H ' = : û x O H , 

Ôs' — ^ X O H ; 

d'oii, en divisant membre à membre, 

M H / « 

rapport constant, quel que soit le point M. 
Ànn. de Mnihémat.^ série, t . ÎX. (Août 1870.) 22 
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Réciproquement, étant donnés un cercle OS et Vun de 

ses diamètres Ox, si Von projette un point S du çercle, 
en M, sur une droite PQ menée parallèlement à Ox à 
une distance MH quelconque, et si Von déplace le point S 
de la droite PQ de telle sorte que le rapport de la 
corde OS à la distance MH demeure constant^ le lieu 
des points M est une parabole. 

En effet, h désignant une constante, posons 

M H 

Par rapport au système d'axes rectangulaires O.r, Oj^ les 
points S et M ont même abscisse OH = x. Or, dans le 
cercle, d désignant son diamètre, on a 

donc, pour tout point M du lieu, en appelant son or-
donnée MH, on aura 

équation d'une parabole. 
L'intérêt de ces propositions réside dans les corollaires 

qu'elles fournissent. La propriété et la construction sui-
vantes sont particulièrement dignes d'attention; il est 
d'ailleurs facile de les justifier séparément en particula-
risant «1 leur sujet les raisonnements qui précèdent. 

1 . Soient OGA un arc de cercle, OA sa corde, Ox le 
diamètre mené par son extrémité O. Si, parallèlement 
à Ox, on mène une droite quelconque PQ qui coupe la 
corde en E, et si Von projette^ en M, sur PQ, un point G 
du cercle tel^ que sa distance au point O soit égale à OE : 
le lieu des points M est la parabole qui, ayant son som-
met en O et Ox pour axe, coupe Varc de cercle en A. 
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Ainsi est mise en évidence, pour la première fois, 

croyons-nous, une corrélation intéressante entre deux 
courbes qu'il est souvent utile de rapprocher l'une de 
l'autre. 

2. Construire une parabole, connaissant son sommet 
O, son axe Ox et un point A. — Soit F le pied de la 
perpendiculaire abaissée de A sur Ox, Je partage les 
longueurs AF, OF en un même nombre de parties égales 
par les points marqués i , a , 3; avec OF comme dia-
mètre, je décris une demi-circonférence sur laquelle 
je rabats, de O comme centre, les divisions de O F ; les 
distances à AF des points i , a, 3, ainsi obtenus sur la 
circonférence, sont respectivement celles des points i , 2,3 
de la parabole demandée, et il suffira de les relever, puis 
de les porter normalement à AF. 

Par sa simplicité, cette construction se prêterait sou-
vent, dans les arts, à des tracés de grandeur d'exécution, 
par exemple au tracé des poutres arquées [barrots) qui 
servent à la construction des ponts de navire. 

NOTE SUR LE TRIANGLE CIRCONSCRIT A UNE CONIQUE; 
PAR M . C A R N O Y , 

de Louvain. 

« Un triangle étant circonscrit à une conique, les 
lignes qui joignent les sommets aux points de contact des 
côtés opposés se coupent en un point O ; de plus, ces 
côtés sont rencontrés par ceux du triangle inscrit corres-
pondant en trois points situés sur une certaine droite L. 
Si Ton considère deux côtés de ce triangle comme deux 
tangentes fixes, et le troisième côté comme une tangente 
variable, le point O et la droite L vont se déplacer dans 
le plan. » 

22. 

t 
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Je me propose d'indiquer un moyen facile d'arriver à 

l'équation de la courbe des points O et de l'enveloppe de 
la droite L. 

Soient T, = o, T j = o et C = o les équations des deux 
côtés ou tangentes fixes et de leur corde de contact; 
l'équation de la conique peut s'écrire 

¡J, étant un paramètre variable, l'équation 

PT, 4 - C — O 

représente une droite qui passe par le point (TiC) et un 
certain point de la courbe que nous appelons ¡x. L'élimi-
nation de Tj entre les équations précédentes donnera 

Cette équation est celle d'une nouvelle droite qui joint le 
point (T9C) au même point ¡x de la courbe. 

L'équation de la corde passant par les points [jl et ¡l'sera 
de la forme 

car elle est satisfaite dans la double hypothèse : 

et 
= —C, = 

Si nous faisons ensuite [m = les deux points se con-
fondent, et la tangente au point [x aura pour équation 
(T3) T , — — Â - P ' T T ^ O . 

Cette tangente (Tj) sera le troisième côté variable du 
triangle circonscrit, dont les deux autres côtés sont T j 
et T, . 

Pour le point d'intersection de T, avec T j , on a 
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C'est l'équation d'une droite qui passe par les points 
(T,T,) et (T,C). 

De même l'équation 

(p) + 

obtenue en faisant T^ = o, dans l'équation (Tj), sera 
celle d'une ligne qui joint (TiC) avec (TgTs). 

Les deux lignes (a) et (J3)L passent par le point O. L eli-
mination du paramètre [x nous donnera, pour l'équation 
du lieu géométrique des points O, 

T.T^-4-4x0^=0. 

C'est l'équation d'une conique ayant un double contact 
avec la conique donnée suivant la ligne C. 

Cherchons en second lieu l'équation de l'enveloppe 
de la droite L. 

Reprenons les deux équations 

piT,-i-C=:o et T 2 — = 

Ces deux droites, que nous appellerons Ci et Cg, forment 
avec C le triangle inscrit correspondant; elles couperont 
les deux tangentes Tj et T^ en deux points A et B. 

La ligne L passe par l'intersection A de Ci avec T,, 
son équation sera de la forme 

Il faut déterminer le paramètre m par la condition 

qu'elle passe par le point B. On trouvera ainsi m = ^ • 
L'équation de la ligne L sera donc 

— T j - f - p^X T, - h y.ÂC = o. 

Elle renferme un paramètre variable avec la tangente 
mobile; il reste à éliminer ¡JL entre cette équation et sa. 
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dérivée par rapport à (x, égalée à zéro. Le résultat final sera 

L'enveloppe de la droite L est aussi une section conique, 
ayant un double contact avec la première suivant la 
même ligne C. 

SUR L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ; 
PAR M . L A G U E R R E . 

L 

Soient F (x) elf{x) deux polynômes du troisième de-
gré par rapport à la variable o: ; j désignant une quantité 
arbitraire, considérons l'équation 

( l ) 

Soit V le discriminant de cette équation; V est, comme 
on le voit facilement, une fonction entière et du qua-
trième degré de j . En regardant j comme inconnue, 
l'équation 

(2) V ^ . 0 

a quatre racines; désignons par a, fe, c trois quelconques 
de ces racines. 

Si, dans l'équation (i), on donne à la valeur a , 
l'équation résultante a deux racines égales; soient 1 la 
valeur commune à ces deux racines, et a la valeur de la 
troisième racine. 

Pour abréger, représentons aussi par 

-gix) 
le coeflScient de x^ dans le premier membre de l'équa-
tion (i). 
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On a identiquement 

- F ( x ) - = - > - «) , 
d'où 

en désignant respectivement par p, v et j3, y les quantités 
analogues à % et à a et relatives aux deux racines b 
et c de 1 équation (2), on a de même 

U{b)\ 
e l 

) - bf(x) 

Multiplions la première des trois relations précédentes 
par (ft — v), la deuxième par ( v — i ) , la troisième par 
(X — (i) et additionnons, membre à membre, ies équa-
tions ainsi obtenues, il vient 

P'-v /~Fix)-af(x) v - x / - F(̂ ) - b/{x) 

Celte relation est une identité qui doit être vérifiée, 
quelle que soit x. 

On peut la mettre sous la forme suiVante : 

w / ( . r ) , v ^ i / / M 

„LR\ T X 7, 
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Si maintenaot on suppose que x ne désigne plus une 

quantité arbitraire, mais une racine de l'équation (i), 
on a 

/ w 
et si l'on pose, pour abréger, 

p — V V — \ \ — v-
TIÏÏÎ"'®' 

on a la relation suivante : 

Voilà ainsi une forme irrationnelle que l'on peut don-
ner à l'équation (i); d'après ce qui précède, cette trans-
formation peut être faite de quatre façons différentes, 
puisque l'on peut employer, pour Teifectuer, trois quel-
conques des racines de l'équation 

V ^ o . 

M. 

Si l'on considère et x comme les coordonnées rec-
tangulaires d'un point mobile du plan, on peut dire 
que Téquation (3) est une forme particulière de l'équa-
tion de la courbe du quatrième ordre représentée par 
l'équation (i). 

Pour parler plus exactement, les points de cette courbe 
satisfont à leqnation (3); mais cette dernière est plus 
générale. 

En etfet, si l'on fait disparaître de cette équation les 
irrationnalités, en effectuant le produit des différentes va-
leurs que prend son premier membre, quand on donne 
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aux radicaux les divers signes dont ils sont susceptibles, 
on obtient une équation 

U = o, 

dans laquelle U est un polynôme entier du quatrième 
degré en x et du deuxième degré enjr. 

Il résulte de ce qui précède que U doit être exacte-
ment divisible par 

F(.r) 4 - j / W . 

U est donc égal au produit de ce polynôme par un fac-
teur qui est nécesûirement du second degré en x et en j , 
et du premier degré par rapport à chacune de ces va-
riables. 

Géométriquement, ce second facteur, égalé à zéro, re-
présente une hyperbole équilatère. 

On voit ainsi que l'équation (3) représente à la fois 
la courbe représentée par Téquation (i) et une hyperbole 
équilatère ayant ses asymptotes parallèles aux axes. 

Ces deux courbes jouissent toutes les deux de la pro-
priété géométrique exprimée par l'équation (3), pro-
priété très-simple que je me dispenserai de transcrire ici. 

m. 
On peut se demander, à priori y étant donnée l'équa-

tion (3), de déterminer quelle relation il doit exister entre 
les coeflScients de cette équation, pour que la courbe 
qu'elle représente se décompose en une hyperbole équi-
latère ayant ses asymptotes parallèles aux axes et une 
autre courbe, qui est alors nécessairement représentée 
par une équation de même forme que l'équation (i). 

Si cette décomposition a lieu effectivement, on doit 
pouvoir satisfaire à l'équation (3) par une valeur de x 
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de la forme 

ry s 

Remarquons maintenant que l'on peut toujours trou-
ver quatre nombres : p^ q^ r et s tels, que Ton ait simul-
tanément 

rcL-h s r^ -+- y r7 4- s 

Ces nombres étant ainsi choisis, posons 

en substituant ces valeurs de a , è, c et x dans 1 equa-
tion (3), il vient, toutes réductions faites. 

/ A B C V , — ry -f- -4- ) o. 

Si donc on a entre les coefficients la relation 
A B C — = o. 

la valeur de x tirée de l'équation (4) satisfait, quelle que 
soit à l'équation (3), et, par conséquent, U est divi-
sible par le polynôme 

rxy — px-\-sy — q', 

le second facteur de U, étant du premier degré en j et 
du troisième degré par rapport à a:, est nécessairement 
de la forme 

IV. 

Les résultats qui précèdent peuvent être encore expri-
més d'une feçon un peu différente. 

Soient F(x, y) ^^/(^-r y) deux polynômes homogènes 
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en X el j , el du troisième degré par rapport à ces va-
riables; étant donnée l'expression 

on peut toujours trouver quatre facteurs de la forme 

Ç(/7IX - f - n y ) H - - f - q y ) , 

qui jouissent de la propriété suivante. 
Soit Q l u n de ces facteurs, on peut toujours poser 

TQ (v/L 4- v̂M -f. v/N ) (y/L s/M - v̂ N ) 

X (v/L - v̂M v/L - - V/N), 
L, M et N désignant des polynômes de la forme suivante : 

L zrr - pr) {x - 7y)( A^ 4- Mr^), 

Il est bien clair que dans cet énoncé les lettres x et y , 
A, B,. . ont un sens différent de celui que je leur ai 
attribué dans les paragraphes précédents. 

V. 

Les considérations très-simples que j'ai employées 
pour obtenir les résultats précédents s'étendent sans dif-
ficulté à des équations d'un degré supérieur au troisième. 
Mais ce cas particulier est de beaucoup plus intéressant, 
et je me propose de revenir sur quelques relations dignes 
de remarque qui existent entre les racines du discrimi-
nant 

V z r r o 
et celles de l'équation 

relations qui peuvent servir utilement d'exercice aux 
élèves. 
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NOTE SllR LA GONSTRDCTION GÉOMÉTRIQUE DES NORMALES 
A UNE GONIQllE; 

PAR M. p a i n v i n , 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Lyon. 

i . THÉORÈME I. —Si d'un sommet A^ d^une conique^ 
on abaisse des perpendiculaires sur les quatre normales 
menées à la courbe d'un mêrne point P, les quatre points 
Mt, Ma, Mg, M4, où ces perpendiculaires rencontrent la 
courbe, sont sur une même circonférence il. 

THÉORÈME IL — Si du sommet A , on abaisse, sur le 
diamètre passant par P, une perpendiculaire qui ren-
contre la conique en s, la tangente en s sera Vaxe ra-
dical du cercle précédent et du cercle décrit sur Vaxe 
qui passe par kl. 

THÉORÈME III. — Par le sommet AJ on mène une 
parallèle à la polaire du point P relative à 2; soit p 
Vintersection de cette parallèle avec 2 ; soit n le centre 
du cercle passant par p et par les points w, w', oii la 
tangente en s rencontre le cercle décnt sur Vaxe qui 
passe par A, : soit p l'intersection du diamètre passant 
par P avec la polaire du point P. Le centre du cercle £2 
sera sur la droite menée par le point P parallèlement 
à 7:p, 

Les deux premiers théorèmes sont dus à Joachimsthal 
(Journal de Crelle, t. XXM, p. 172-, t. XLYIII, p. 337) ^ 
le troisième théorème est extrait du remarquable Mé-
moire de M. Smith sur quelques problèmes cubiques et 
quadratiques (Annali di Matematica^ 2® série, t. III, 
p. 145). 

Ces trois propositions donnent évidemment la solution 
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de la question énoncée; car on peut construire le cercle il 
qui passe par les points o) et (théorème II), et dont le 
centre se trouve sur la droite menée par P parâllèlement 
à Tip (théorème III); ce cercle coupera la conique S en 

quatre points Mt, Ms, Mg, M^; les normales cherchées 
seront les perpendiculaires abaissées du point P sur les 
quatre droites AjMi, AiMj, A1M3, A1M4 (théorème I). 

Je donnerai la démonstration analytique suivante des 
propositions qui précèdent. 

2. Soient a, (3 les coordonnées du point P, cp le para-
mètre angulaire du pied d'une des normales menées du 
point P à la conique 

7 

// 

(0 (2) o 
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l'équation de cette normale sera 

cosf sm<jp 

et l'on aura la condition 

/ N «a ¿S , (2) r-^ — 
' COS(p SlDiJ) 

L'équation de la perpendiculaire menée du point A, à 
cette normale sera 

(3) ^ f tanghi» —1 = 0; 

si Ion élimine tango entre les équations (2) et (3), on 
trouve 

OU, en élevant au carré, 

r / r ' I 

Cette dernière équation représente les quatre droites 
menées du point Ai perpendiculairement aux quatre nor-
males issues du point P ; les équations (i) et (4)? consi-
dérées simultanément, détermineront les intersections de 
ces quatre droites avec la conique 2 . 

Or remplaçons ^ par — et supprimons le fac-
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leur — i j , on aura Féqualion suivante : 

laquelle représente une courbe passant par les quatre 
points M,, M2, M3, M4; cette équation est, en définitive, 

(5) i J 

L'équation des coniques passant par les quatre points 
communs aux courbes (i) et (5) étant 

^ 7 ) - M«'«' - bT) 

on aura un cercle si Ton prend X = 
Le premier théorème est donc démontré, et l'équation 

du cercle f i est 

, , ] c' a ^ c' b m (il) < 
' ' ^ ' i [ 
les coordonnées de son centre sont 

= — ; 

et enfin Taxe radical du cercle û et du cercle décrit sur 
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A, A, est visiblement 

(7) (p) 

(8) (P) 

(III) (w«') = o . 

3. Les coordonnées des points 5, p et définis dans 
l'énoncé sont 

i^) . i 

i __ a'ô'a 

j __ a'b'^ 

j 'lab^a.p 

Le calcul de ces coordonnées est très-simple et ne pré-
sente aucune difficulté. On voit immédiatement que la 
tangente à la conique 2 au point est l'axe ra-
dical (III) ; la seconde proposition est donc démontrée. 

4. L'équation d'un cercle passant par les points w, 
O)' est 

si Ton exprime que ce cercle passe par le point p(Xi^yz)^ 
on trouve 
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les coordonnées x \ y du centre du cercle ww'yy seront 
alors 

( l o ) (TT) . r _ ' ^ 

5. Il est maintenant facile d'écrire les équations des 
deux droites qui, d'après Ténoncé, doivent déterminer 
le centre du cercle 0 . La droite menée perpendiculaire-
ment à o)c»)', et en son milieu, doit passer par le cetitredu 
cercle décrit sur Aj A, et par le centre tt du cercle w w'p ; 
son équation est donc 

la droite menée par le point P parallèlement à pr. est 

x-i — x' y% — y 

Or des valeurs (II), (7) et (10), il résulte évidemment 

y jr' . 72 , . , à'h^ 
oTo ro ' a p ' 

Eu égard à ces dernières relations, les équations (11) 
et (12) deviennent 

il est bien visible que ces deux droites se coupent au 
point (xo,jo)9 centre du cercle ce qui démontre le 
troisième théorème. 

Ann, de Mathàmat., série, t. IX, (Août 1870.) 2 3 
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IHÉNOIRE m CERTAINES PROPRIÉTÉS DES RÉSIDUS 
NUMÉRIQIES 

(suite et fin, voir série , t. IX, p. 221, 271 et 302); 

P A R M M . A . L A I S A N T ET É T I E N N E B E A U J E U X . 

2L Si Ton suppose que le nombre des restes compo-
sant la période soit pair et égal à on voit qu'en con-
servant les notations employées précédemment on aura 

Açr^« — w . D - f - A , 

d'où 
— I — w.D. 

Par conséquent, si D est premier, — i = m.D, ou 
ijr''-H I = m.D. Mais cette dernière égalité peut seule 
exister, car de la première résulterait que la période ne 
serait que de n termes. Donc aussi 

Aq^'^P AqP=: m.D, 
et 

rn+p-^ rp — m.D. 

Or et r^ étant plus petits que D, on ne peut avoir 
que 

rn^p 4- r̂  D. 

Ainsi, la somme des restes de même rang dans chaque 
demi-période est égale au diviseur.^ lorsque ce diviseur 
est un nombre premier, 

22. Dans cette même hypothèse d'un nombre pair m 
de termes à la période, on aura encore les propriétés 
suivantes : 
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La somme des restes affectés d^indices impairs 

est un multiple du diviseur,^ et^ par suite ̂  il en est de 
même de la somme des restes d^indices pairs. 

En effet, /'i -h Ts . . . -h r2„_i peut être remplacé, à 
un multiple près de D, par 

A93 ^ . . . = Aq ; 

donc, etc. 

Les termes de la suite q^ . divisés par D, 
nombre premier^ donnant lieu aux restes / j, r^,. ,, 
et m étant le nombre des termes de la période^ on 
aura r" = /n.D dz i, suivant que k est pair ou impair. 

Car (12) r^ = r^, à un multiple près de D, et 
r„ = D — I ; donc, etc. 

3® n étant impair^ on aura r^±i r^l:^^ = m.D, sui-
vant que k et p sont de même parité ou de parités con-^ 
tr aires. 

En etfet (12), on a, à des multiples de D près, 

/ = r,, X rk, 
d'où 

de là 

donc, etc. 

n étant pair^ on aura r^ ± r^Xl == w.D, suivant 
que ket p sont de parités contraires ou de même parité. 

On le verrait d'une façon analogue. 
2.3. 



( 356 ) 
5® n étant impair^ si Von écrit an restes consécutifs 

quelconques^ le premier étant d'indice impair, qu'on 
élève celui-ci à la puissance i, le second à la puissance 2, 
et ainsi de suite, la somme sera un multiple du diviseur. 

6° Si n est pair, la même propriété aura lieu, mais en 
commençant par un reste d'indice pair. 

Ces deux dernières remarques sont des corollaires im-
médiats des deux précédents. 

^ La somme ou la différence des puissances pa-
reilles de deux listes distants de n rang est un multiple 
du diviseur, selon que l'exposant de la puissance est 
impair ou pair. 

Cela résulte immédiatement de ce que r ĵ̂ i = D — r^. 

8° Soit n pair et égal à m' ; si l'on fait leS deux pro-
duits r^tXr^^i et o ^ « / X > leur somme sera un 
multiple du diviseur. 

Car ces deux produits peuvent être remplacés par 
et dont la somme est 

9° Si l'on écrit les 2 n restes sur deux lignes hori-
zontales 

rB-T-L 9 ''«-4-2 > • • • 5 2̂« » 

la somme des produits indiqués est un multiple du di-
viseur. 

En effel, 

donc 
rn+kXrk = m.T>-~r\\ 

d'où résulte que, pour la somme, on aura 

w.D - (rj + r', -I-. . .-4-rj). 
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En remplaçant ri par q^ TJ par . . . , tout se réduit à 
examiner l'expression 

OU la suivante 
o'« — I 
^̂  - I 

Donc, etc. 

lo® 71 étant pair et égal à m'y écrivons comme ci-» 
dessous les ^n restes : 

(A) 

(B) 1 

Si Von fait les produits indiqués en (A) et (B) et leurs 
sommes respectives P et L, on aura. 

P — L M / W . D ; 

car r̂  X r̂ +ĵ  et r̂ ,̂̂ ^ x peuvent être remplacés res* 
pectivement par q"^^^'" et par ou par rih+n' et raÂ -sn', 
et, de plus, r^^^, == r^M'^ donc, etc. 

il" Soit toujours n = j^n^ et posons 

r, H-. . . /V = S,, 
H- . . . -f- r̂ f̂ = S,, 
-H . . , - f - — S a , 

r^n'+i r^nf = Si 

r , r ^ , . . . , rn'y 
V + 2 , . . . . r,n'y 

''sn'-Hl > 

ou aura 
S1S3 -4- 8,84 = : / W . D , 

S| S4 — 8283 = /w.I>, 
s.s , - 8384=: m.p. 
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On le voit sans peine en remplaçant S,, Si, S,, S4 par 

respectivement, 

12® Supposons toujours ti = posons 

r, -f- 7-3 -f-. . . -h r^n'-x — , 
-f-. . . -4- = , 

r̂ n'+x -4- r̂ n'̂ :̂  -f-. . . -4- ~ Is , 
r̂ n'-̂ l -t- '"înVi -4- . • . -f- — ; 

on aura 
2, 22 — :=:m .Dy 

On s'en assurerait comme précédemment. 
Nota, On verrait aisément que plusieurs des pro-

priétés de ce numéro s'étendent aux restes dus à la pro-
gression géométrique A<7, A^y®,... , où A est différent 
de 1. 

23. Pour terminer, nous proposerons au lecteur, à 
titre d'exercices, les questions suivantes : 

En divisant les nombres <7, <7 ,̂. . . par un divi-
seur D qui s'écrive ab dans le système de numération de 
basSe <7, démontrer que 

flV, — b'^Vf^— m ^ 
o^r^^ ¿Vo = m .D, 
a^r^ — b^ m y 

et ainsi de suite, r^ étant un reste quelconque. 
2® D, nombre premier, s'écrivant encore ab dans le 

système de base <7, donne lieu, appliqué comme diviseur 
à la suite Ar7, A ry', . . . , à une période de 2//. restes 
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Tj, T j , . . . , l'î . Ekîœontrer que 

ark— hn^n-i = w.D 
et 

ark+n-^, — brk~m.\>, 

3® En divisant par le nombre premier, 

£) — ^ ^ qui s écrit ¿li dans le système B, on trouve 

une période de i n restes /'i,. . . , rg«. Démontrer que 

ark 4- = D 
et 

ark̂ ri-̂ , 4- brk—m,l>, 

c • r\ 7 — ® 01, au contraire, U = —^̂ —> on aura 

«R^ — D 

et 
— br/i = m.D, • 

4® Soit Tj, T a , . . . , {/'„ = i) la période obtenue en 
divisant <jr, . . . par D-, faire voir que si Ton prend 
Q = m .D 4- , on trouvera, en partant de Q, Q®,.. . 
la période précédente renversée, au dernier terme près 
qui reste le même r„_2,. . . , r̂  = 1). 

Soit /'i, /'a,. . . , /•„ une suite quelconque de n restes 
consécutifs provenant de la division de . . par 
un même diviseur, la période étant de n termes. Écri-
vons au-dessous une permutation circulaire quelconque 
de ces restes 

7*5, • • • » 
^py ' • 7/;—1« 

Si Ton fait les produits indiqués, leur somme sera 
multiple de D, à la condition qu'on ait n ^ 2. 

6® <7%. . divisés par D, donnant lieu à une pé-
riode de n termes, formons un multiple de D qui ait, 
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n chiffres dans le système de numération de base q. 
Soit . . . «1 ce multiple. On sait qu'en écrivant 
«1, û j , . . û f „ sous n restes consécutifs quelconques, la 
somme des produits sera égale à un multiple du diviseur. 
Démontrer qu'il en est de même aussi en écrivant «i ih r,, 
«2 ± r , , . . . , a„ db r«, ou bien «j =iz yt,.. . . , a^ zh A, au 
lieu des chiiTres (/ j , . sont n restes con-
sécutifs quelconques, h est un entier quelconque). 

THÉORIE DES INOmMS POINTS, DES DROITES ET DES PLANS 
PAR RAPPORT A «NE SURFACE Dl! SECOND ORDRE ; 

4. Considérons m^iintenant, sur une droite D coupant 
la surface/en deux points réels ou imaginaires M et M', 
les différents couples de points (A, A') conjugués avec y . 
Soient C le milieu de MM' ou le point central de D 
(point central de l'involution des points A, A'), 
les indices de (A, A', C), et 2«, les diamètres de la 
surface suivant les directions AA' et OC; nous aurons 

( suite, voir a* série, t. IX, p. 817 ) ; 

PAR M. J . N E U B E R G , 

Professeur à rAlhénée de liruges (Belgique). 

A M . A M ' A A ' . A C A ' A . A ' C 

a' 
d'où 

Mais 
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par couséquent 

Jgla' _ 

AA'̂  "" a'' â  
! I I 

(5) 

(6) la la' le 

Appelons, avec M, Faure, indice d'une droite par rap-
port à / , le rapport que l'on obtient en divisant le carré 
de la demi-corde déterminée par cette droite dans la sur-
face, par la quatrième puissance du demi-diamètre pa-
rallèle à cette droite. Les égalités (5) et (6) pourront 
s'énoncer comme il suit : 

Si Von considère tous les couples de points conjugués 
situés sur une même droite : le produit des indices de 
deux points conjugués, divisé par le carré de la distance 
de ces points, est constant et égal à moins Vindice de la 
droite-^ la somme des inverses des indices de deux 
points conjugués est constante et égale à Vinverse de 
Vindice du point central de la droite. 

Comme cas particulier de cette dernière propriété, on 
a celle des points réciproques renfermée dans l'égalité (4). 

Soit C'ie pôle de D dans la section centrale OMM'; ce 
point est le point central de la droite conjuguée avec D. 
Désignons par l'indice de D, par p et p' les perpen-
diculaires abaissées de O et de C sur D, par A et B les 
axes de la section OMM'; nous aurons 

_ C E . CO _ pp' 
le 

d'où 
T pp' _ pp' 

Par analogie, avec la définition de l'indice d'un plan 
(voir plus loin), le produit (—pp^) pourrait, dans la 
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théorie des coniques, recevoir un nom particulier, par 
exemple celui de caractéristique de la droite. 

5. Cherchons l'expression analytique de l'indice d'une 
droite D déterminée pardeuxpointsX (xj,...) e tY(r i? -0 ' 
Soient (mj, mg, rn^) les cosinus directeurs de D, l la dis-
tance XY, et M, M'les points d'intersection d e / e t de D. 
Les distances XM et XM' seront les racines de l'équation 

Par conséquent 

Mivr : = ( X M ' - X M ) 

et, comme = — ^CT^x' nous aurons f[n2) 

4/MP) 

Mais = = ^ f l - p ^ , . . . ; donc, 

après quelques réductions faciles, il vient 

valeur qui convient également aux coordonnées obliques 
et aux coordonnées tétraédriques, à cause du caractère 
covariant des quantités / ( x ) , / ( j ) . ^^ 

m ) n-
Le numérateur de peut prendre deux formes re-

( * ) En supposant les points X , Y conjugués de manière que 
= o> on retrouve Tégalité (5). En égalant le numérateur de 

à zéro, on a la condition pour que la droite XY soit tangente à f i , ou 
réquation d'un cône circonscrit à / , si Ton regarde Y comme fixe et X 
comme variable. 
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marquables. Désignant Y émanant ^ S x^f [ j ) par F (xj), 
de manière que F{xj) =: F(jx) et F{xx)=f{x)<, 
nous pourrons écrire 

¥{a:x) 
F ( J . R ) , F ( R J ) 

Représentons par H' le déterminant des éléments B ,̂ ^ 
nous aurons (voir Baltzer-Hoiiel, p. 47^ i45 et i46) 

par suite 
- H' 

/u iynp) 
Supposons maintenant la droite D déterminée par Tin-
tersection des deux plans 2 p^ Xj = o, 2 Xj = o. Soient 
(Zi, ^s) ^4) les coordonnées du point central C de D. 
Les distances CM et CM' seront racines de Téquation 

et, comme CM = — CM', on aura 

et par conséquent 

Ipç -

On a ici 
f'iP) 

Pi q-i 
P^ 73 Piq^ 

Px q^ 
P2 q2 

où désigne la somme des carrés des trois déterminants 
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(P^Çi)^ {p^Çih (PiÇi)' Les coordonnées z résultent des 
équations 2/7I ==o, Sijfi Zj = o, 'Zz^fi(m) = o; elles 
sont donc égales aux mineurs du système d'éléments 

P̂  qy I 
Pi Mm) 
Pz 
Pi 

multipliés par une certaine quantité fjt, et, comme il faut 
avoir 0̂ 4 = I, nous trouverons p. égal à l'inverse du qua-
trième mineur, qui, développé, est 

ou LS / r / , / , (w), ou On reconnaît alors sans 
peine que * . 

Dans le déterminant à droite, remplaçons rrii, par zéro, 
ajoutons les trois premières lignes multipliées par 
— — 2/72g. — 2 77̂3 à la Septième ligne, et opérons 
ensuite d'une manière semblable sur les colonnes; la 
ligne et la colonne extrêmes deviennent o, o , o , o, 
— 2 (/>! 77ii 4- 77iî -h p^ ms), — 2 (<71771, 4- 7̂ 2 4- m^), 
— 4f(m)'^ et , comme 

Piip^Çs)-^.- = 0 , <7, (/î r/,) 4-. . . = O, 

il vient 

et, à cause , K i l (" :.) (" ;) - (" 
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On peut remplacer dans cette valeur L® par le produit 
sin» (P, Q) X (p] {q\ + ou sim-
plement par sin® (P, Q) si les plans sont donnés par des 
équations de la forme 

Xy cos a H- cos p -]- .rg cos 7 — Sx̂  = 0, 

Si les axes sont obliques, on a la même valeur de 
pourvu qu'on remplace L' par 

En coordonnées tétraédriques, on a encore une formule 
pareille. 

6. Considérons un triangle M1M2M3 conjugué avec 
une conique S*, soient fx̂ , ¡î ^ les indices du point M^ et 
de la droite M^ M^ par rapport à S, M4 le point central 
de MsMs, aa et 2j3 les diamètres suivant les directions 
M2M3 et Ml M4, 2 A et 2B les axes principaux de S. L'in-
dice d'un diamètre étant évidemment l'inverse du carré 
de sa demi-longueur, nous avons 

M.Ma 

— J Î l i ^ — ^ — y-n— 2 — 

Multiplions membre à membre ces relations^ il vient 

M2M3 .M1M4 

Mais «(3 sin (a, |3) = AB, M, M3 X M, M4 sin ( a, /3) == 2T, 
T étant la surface du triangle; par suite 

iT 
( 7 ) 

En remplaçant ¡jlî, fx ,̂ fXs par les rapports, pris en signe 
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contraire, des perpendiculaires abaissées des sommets du 
triangle et du centre O sur les côtés, on peut déduire de 
l'égalité (7) le théorème Faure de la question 560, t. XX, 
p. 55. 

Soient maintenant un triangle Mj M2M3 conjugué avec 
une surface du second ordre f M4 le pôle du plan 
Ml M5M3, M5 le centre de la section S def par ce plan, 

l'indice de M^ par rapport à / , û  celui relatif à S, 
2D et 2D' les axes de S, 2A et 2B ceux de la section 
centrale parallèle à S. On a, d'après ce qui vient d'être 
démontré, 

h 

Mais I,. = — I5; car, en menant la sécante M^NN' pa-
rallèle à D, on a 

Â̂  ~ D̂^ 
Par conséquent 

ou, a cause de 15 = — ~ — ' A |j 

hhh^ h 
4t2 A'B'' 

Soient p, p ' les perpendiculaires abaissées de O et de M4 
sur le planMi Mj M3, 2 C la longueur du diamètreOM4 Mg, 
2fl, 26 et 2 c les axes principaux d e j ] on aura 

M5M4.MSO_ p'P 

C^ A B ) ' 

ABC sin(C, AB) = a6c; 
d'où 

(8) 
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Appelons indice d'un plan le produit {—p^p) des 

distances du pôle du plan et du centre de la surface à ce 
plan. Comme tous les triangles conjugués avec une co-
nique S sont dits former une involution plane (*) dont le 
point central est le centre de S, nous avons les propriétés 
suivantes de Tinvolntion plane analogues à celles de l'in-
volution rectiligne du n^ 4 : 

Le produit des indices des sommets d'un triangle 
quelconque d'une involution plane, divisé par le carré 
de la surface de ce triangle, est constant et propor-
tionnel à l'indice du plan, 

2® La somme des inverses des indices des sommets 
d'un triangle quelconque d^une involution plane est 
constante et égale à l'inverse de Vindice du poirU cen-
tral. 

V étant le volume du tétraèdre Mj Mj Mg M4, on peut 

remplacer,dans l'égalité (8), T* par et ensuite ^ par 

— I4 ; il vient ainsi 

— i S S : -

ou, V,, Vj,. . . ayant la même signification qu'au n® 3, 

36V,V2V3V, 

égalités qui fournissent le théorème Faure de la ques-
tion 918, et le théorème Painvin, t. XIX, p. 294. 

Voici encore une autre démonstration élégante de ces 
égalités, tirée directement des formules du n° 4. Soient 
Me et M7 les points centraux des arêtes opposées MjMj 
et M 3 M 4 , D i 2 , D 8 4 , D o t les demi-diamètres suivant les 

(*) Voir, pour rinvolution plane, les Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 2® série, t. IV, p. /jgS et 49^-
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directions conjuguées M,M«, M8M4, OMeM,; «TOUS 

avons 

•le: 

1,1= 1« 

M, M, D L ' 

I3I4 I , 

M, M. - D J . ' 

I . I , I 

M, M, - 01, 

d'où, en multipliant membre à membre, 

I.IJ3I4 I 
M,M, X M3M, .MeM, 

Multiplions les deux dénominateurs par 

alors le second dénominateur sera le volume du paral-
lélépipède construit sur D^, Dĝ  et Dgi, ou égal à abc^ 
M6M7 sin(D67, D,, D34) sera la plus courte distance 5 de 
M, M, et M3 M4, e t i M, M , x M3 M4 X i sin (M^ M,, M3 M4) 
le volume du tétraèdre (*) 5 donc, etc. 

{La suite prochainement, ) 

NOTE SUR UNE QUESTION D'ARITHHÉTIQUE ; 

PAR M. E. LEMOINE, 

Professeur. 

Toute puissance entière p d'un nombre entier lpeut 
être obtenue en prenant la somme de P termes consé-

(*) Théorème connu de Timmermans et de Lenthéric. (Voir Nouvelles 
Annales de Mathématique s ̂  2® série, t, V, p. 316.) 
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cutifs de la suite des nombres impairs., jui, k^ l étant 
entiers et positifs, et 2 A. 

En eiFet là somme de nombres consécutifs de cette 
suite est 

(2/2-f-l) 3) -f-. . .H-(2/2-h 2/*— 

Il suffit donc de démontrer que Ton a toujours pour n 
une valeur entière et positive satisfaisant à Téquation 

d'où 

2 2 ' 

ce qui est toujours possible, car l'un des nombres 
I est pair. 

Dans le cas de fx = 2 A, on trouve 

résultat facile à prévoir, puisqu'on sait que 

ï -f- 3 H- 5 -h . . . -+- {2« — i) = n\ 

En faisant varier ¡x et ir, on retrouve beaucoup de résul-
tats connus et d'autres à volonté. 

Je ferai remarquer seulement le suivant, qui corres-
pond au cas de = 5, A = 2 : 

Si Von divise la suite des nombres impairs, à partir 
I, en groupes tels que les i " , ..., ( 2 n—i 

groupes aient respectivement i ' , 2*, 3 ' , . . . , termes, et 
les . . . , 2 groupes respectivement i, 

3, 6 , . . . , ^̂  termes [suite des nombres triangu-

laires),n^ sera la somme des termes du (2 n — groupe 

et (2n H- i) celle du groupe. 

Ànn. de Mathémat., série, t. W (Août 1870.' 2 4 
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SUR LES COURBES PL4NES A ÉQUATIONS TRINOMES; 

PAR M. PH. GILBERT. 

I. L'enveloppe de la courbe qui a pour équation xY 
xJ 

les paramètres {xi,ji) devant vérijier Véquation 

est la courbe * , 
7np mp 

( f y\ m + p 

Cas particuliers. — Si ^ l'enveloppe se 

réduit à une droite ou à un système de droites si ¿2, b 
sont les demi-axes d'une ellipse, menons une droite qui 

coupe ces axes aux distances du centre — - — 5 — - — ; 

projetons un point quelconque de cette droite sur les 
axes : l'ellipse variable qui a ses sommets aux points de 
projection a pour enveloppe la développée de l'ellipse 
proposée. 

II. Soient p et p' les rayons de courbure de la 
courbe (i) et de son enveloppe (3)^ au point de contact. 

{*) Voir Nouvelles Annales, série, t XIII, p. 193. 
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On a la relation 

indépendante de a et b. 

in. Le rapport des rayons de courbure d'une ellipse 
et de sa développée aux points correspondants est le 
tiers du rapport des portions de leurs tangentes respec-
tives comprises entre les axes, 

IV. Si dans le problème (I) l'on suppose p = ^^^ ^ 

et m ^ i , les équations (2) et (3) deviennent respecti-
vement 

u) 
Soient S et S'les aires de ces deux courbes dans Vangle 

des coordonnées positives. On a la relation 
m ^ - i ^̂  2m 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 828 
(voir ji- série, t. VI, p . 479); 

PAR UN ÉTUDIANT DE L'UNIVEESITÉ DE TURIN. 

Déterminer géométriquement un cercle qui coupe sous 
des angles donnés a, y trois autres cercles A, B, C 
donnés dans un même plan. 

24. 
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Soient r, et les rayons de deux cercles, d la dis-

tance des centres, cfTangle qu'ils font entre eux-, on a 

i / ' m r j - f - r ^ - h 2 r v Ta cosf. 

Trois cercles de rayon r,, rj, 7-3 ayant même axe 
radical^ si Un quatrième cercle variable coupe les deux 
premiers sous les angles variables a et jS tels, que le 

c o s a . , . rapport -—^ soit constant, u coupe le troisième sous un 
1 1 7 cos a angle y tel, que le rapport —— est constant. 

En effet, prenons pour axe des x la droite des centres 
et pour axe des / l'axe radical commun aux trois cercles 
donnés; appelons 771, 72, p les abscisses des centres de ces 
cercles; a , j3, y les angles sous lesquels un, cercle de 
rayon « e t de centre ( x , j ) coupe ces trois cercles; on a 

[x m Y - h r'\-{- a^ 'i.ar^ c o s a , 

[x — ny - f - r i a-^-h '>.ar^ c o s p , 

(vT — P Y r l - ^ t - a"^ Q.ar^ C O S 7 ; 

d'où l'on tire 

xim n) x.[m—/?). 
7-2 c o s p — r , c o s a /3 COS7 — r^ c o s a 

et par conséquent 

COS S COS7 
— ^ — -
c o s a c o s a 

égalité qui démontre le théorème. 
3° Réciproquement, on démontre facilement que tous 

les cercles qui coupent trois cercles donnés sous des 
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angles dont les cosinus sont proportionnels à des nmn^ 
htes donnés ont même axe radical. 

La droite des centres de tous ces cercles passe évidem-
ment par le centre radical des trois cercles donnés ; mais 
cette droite se réduit à ce point seulement lorsque les 
trois cosinus sont inversement proportionnels aux rayons 
des cercles donnés, et alors tous les cercles considérés 
sont concentriques. 

4° Tous les cercles qui coupent deux autres cercles 
donnés sous des angles dont les cosinus sont propor-
tionnels à deux nombres donnés ont même centre ra-
dical O. 

Soient, en effet, A, B, C, D quatre cercles quelconques 
remplissant cette condition, les centres radicaux de A, 
B^ C et de A, B, D doivent se trouver en même temps sur 
la droite des centres des cercles donnés et sur l'axe radical 
de A et de B-, donc, etc. 

Si le rapport donné des cosinus est l'inverse du rap-
port des rayons des cercles donnés,, le théorème est en 
défaut. 

Le centre radical O se réduit au centre d'homothétie 
directe ou inverse des deux cercles donnés, selon que le 
rapport constant des cosinus est 1 ou — i. 

5° On démontre, ou plutôt on voit aisément, â l'aide 
du théorème n*̂  3, que si Von a trois cercles Oj, Oj, Oj, 
le centre radical des cercles qui coupent Oj sous des 

angles en et (3 tek que ^^^ = /z, le centre radical des 

cercles qui coupent O^yO^ sous des angles a et' y tels 

que ^^^ = A, et le centre radical des cercles qui cou-

pent Os, O3 sous des angles ^ et y tels = 
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h et h étant des quantités constantes, ces trois centres, 
dis-je, sont en ligne droite. 

Cette droite n'est autre chose que l'axe radical des cer-
cles qui coupent Oj, Oj, Os sous des angles dont les co-
sinus sont proportionnels aux quantités h^k^ i. 

Lorsqu'on a A = ± : i , / r = : ± i , l a droite en question 
se réduit à un des axes d'homothétie des trois cercles 
donnés. 

6° Soit maintenant à déterminer un cercle qui coupe 
trois cercles donnés Oj, Oj, O3 sous des angles a,^ (3, y. 

Déterminons trois cercles qui coupent Oi et O2 sous 
les angles a et (3, et déterminons ensuite les deux cercles 
tangents, c'est-à-dire qui coupent ces trois cercles arbi-
traires sous les angles 180 degrés et zéro; les centres de 
ces cercles se trouveront sur la droite des centres de Oj 
et Oj. Faisons la même construction pour Oj et O3; on 
obtiendra ainsi quatre cercles auxquels doit être tangent, 
d'une manière déterminée, c'est-à-dire intérieurement 
ou extérieurement, le cercle cherché. 

Il peut y avoir deux solutions. Il est à remarquer 
que, dans ce cas, il n'y en aurait aucune si l'on voulait 
couper les trois cercles sous les angles tt — a, tt — /3, 
TT — 7. Si OJ, O2, O3 ont même axe radical, le problème 
est impossible ou indéterminé. La solution pourrait, en 
certains cas, être rendue plus simple par la connaissance 
de la droite considérée au n° 3, sur laquelle doit se trouver 
le centre du cercle cherché. 

Ce procédé, légèrement modifié, peut s'appliquer aux 
sphères. 

8® Les propriétés énoncées ci-dessus donnent, ce me 
semble, une méthode plus courte que la méthode ordi-
naire pour construire les trois couples de circonférences 
conjuguées tangentes à trois cercles donnés. 

En effet, les deux centres d'un couple se trouvent sur 
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une droite passant par le centre radical et perpendicu-
laire à l'axe d'homothétie des cercles donnés qui corres-
pondent aux deux circonférences conjuguées que Ton 
cherche. Le problème est donc ramené à trouver Tinter-

• section d'une droite avec une conique définie par ses foyers 
et son axe. 

9® Il y a une autre manière d'envisager la question. 
Soient Oi, Oî, O3 les centres des cercles de rayon r^, / j, 
que l'on veut couper sous les angles a, jS, y. Soit O le 
centre d'un cercle qui répond à la question. Si, par un 
point M d'une droite arbitraire MN, on mène trois droites 
de longueur ri, rg, Tg, faisant avec MN les angles a, ¡3, 7, 
et si l'on appelle A, B, C les extrémités de ces droites, la 
question se réduit à trouver sur MN lin point D tel, que 
les distances DA, DB, DC puissent représenter les dis-
tances des points Oi, Oj, O3 à un point de leur plan. 

On voit par là que, si l'on prend sur MN un point 
arbitraire H, que l'on nomme r\, r ̂  les distances HA, 
HB, HC, et a' , j3', y' les angles de ces droites avec MN, la 
question se réduit à couper des cercles de centres O,, O2, 
O3, et de rayon r \ sous des angles a', y'. 

On peut prendre pour le point H un point qui facilite 
la solution de la question, par exemple le point où AB 
coupe MN. 

Remarque. — M. Plùcker a traité une questi on analogue 
et démontré les théorèmes 2 et 3 dans un Mémoire 
inséré au dix-huitième volume des Annales de Ger-
gonne. 

Note. — Nous avons reçu une autre solution de M. Auguste Macé, élève 
de Mathématiques spéciales au lycée de Grenoble. 
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Question 832. 
(voir ?* série, t. VI, p. 480); 

PAR M . R O E H L E R , 

Capitaine du Génie. 

Lorsqu'une conique est inscrite à un tnangle, son 
paramètre est égal au diamètre du cercle inscrit multi-
plié par le produit des sinus des angles que font avec 
le cercle les droites qui joignent un des foyers aux 
sommets du triangle. ( F A U R E . ) 

Le triangle donné ABC étant pris pour triangle de 
référence, soit F un point du plan dont les coordonnées 
sont «, (3, y. Supposons d'abord que le point soit inté-
rieur au triangle, c'est-à-dire que ce, jS, y soiei\t de même 
signe; je vais calculer le produit des sinus des angles que 
font les droites FA, FB, FC avec le cercle inscrit. 

Les coordonnées du centre et le rayon de ce cercle ont 
g 

pour valeur commune (S désignant la surface, 

P le demi-périmètre du triangle). 
Les sinus des angles dont il s'agit ont pour expressions 

en appelant d^^ ¿/g, dç̂  les distances du centre aux trois 
droites. 

Par la transformation des coordonnées, on reconnaît 
facilement que, dans le système employé, la distance 
d'un point (x, y, z) k yne droite Ix 4- my H- nz = o a 
pour valeur 

-r- /WJ, -h «2, 
y/T' -H m'-f- n^— r*.mn cos A — 2/?/ c o s ï — 2/w/ cosC 
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Les équations des droites FA, FB, FC sont 

p.x — 0Ly—Oj y.r — o, 7 /— p3r=0. 

On a donc 

^ '^f-h PH- 2p7cosA 

r/g =: , 
v'7^ 4- a^ - H 2 a7 cos B 

- : > 

Les dénominateurs de ces expressions sont les côtés du 
triangle formé en joignant les pieds des perpendiculaires 
abaissées du point F sur les côtés de ABC; en les dési-
gnant, pour abréger, par a ' , c', nous aurons, pour les 
sinus, les valeurs 

~ y^2p7(cosA-hi), ^ Y'27a(cosB-4-ij, ^ y/2ap(cosC-{-1j. 

Leur produit est 

v/8(i cos A) (i H- cosB)( i + cosC). 

„ ^ . 2 P ( P — a ) Lntin, en remarquant que i 4 - c o s A = ^ 
le radical devient 

BPy/'Pl — r ) _ 8 P S 2 P 
abc abc R 

R étant le raj^on du cercle circonscrit au triangle ABC. 
2 P aS'v Le produit des sinus prend donc la forme ^ , ^ ^ > et , 
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en le multipHant par le diamètre du cercle inscrit, on a 
l'expression 

4S«P7 

Si le point F était extérieur au triangle et compris, par 
exemple, dans l'angle A ou son opposé au sommet, on 
considérerait le cercle exinscrit tangent au côté a ; dans 
l'expression du produit des sinus, on aurait sous le ra-
dical I — cosB et 1 —cosC au lieu de i-f-cosB et 
I H- cosC, comme il est facile de s'en assurer; ce produit 

deviendrait ^̂ ^ ^^ multipliant par le dia-
2S . 1, . / \ metre p on retrouverait encore 1 expression (i). 

Supposons maintenant que le point F soit le centre 
d'une conique inscrite. Le premier axe p de la' courbe 
sera le rayon du cercle passant par les pieds des perpen-
diculaires abaissées du point F sur les côtés du triangle ; 
on a donc 

a'h'c' 

s étant la surface de ce triangle inscrit dans le premier. 
Comme le produit des distances des foyers à une tan-

gente quelconque est égal au carré du deuxième axe pi, 
on aura, en désignant par «j, (3i,7i les coordonnées du 
second foyer, 

avec la relation 
S 

a, sin A - h pi sinB + 7, sinC — - • R 
Ces équations donnent immédiatement les coordonnées 

du second foyer, et la valeur de pj 

' ' ~ B( P7 sin A h 7iz sin B -f- ap sinC ) 2 R i 
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D'après cela, le paramètre ^ est égal à » C'est 

précisément l'expression (i). Le théorème est donc dé-
montré. 

Remarque, — Si le point F était sur la circonférence 
du cercle circonscrit au triangle ABC, ses coordonnées a, 
¡3, y satisferaient à l'équation 

ap sinC -+- yoL sinB -4- py sin A = o. 

Les valeurs des deux axes se présenteraient sous la forme 
de l'infini, et la conique serait une parabole. Mais la 
valeur trouvée pour le paramètre n en subsisterait pas 
moins. 

On peut d'ailleurs s'en assurer directement en consi-
dérant une parabole ipx^ le triangle formé par 
trois tangentes 

et en calculant l'expression (i). On vérifie ainsi qu'elle 
reproduit le paramètre 27?. 

Je n'insisterai pas sur ce calcul, qui est très-symétrique 
et très-simple. 

CORRESPONDANCE. 

M.Catalan nous écrit, au sujet de l'article de M. Alexan-
dre (numéro de juillet, p. 293), 

(( Je crois que Fhonorable auteur ne sera pas fâché de 
savoir qu'il s'est rencontré avec M. Le Besgue. 

» Il y a plus de trente ans, M. Vincent me remettait 
un fragment d'une lettre de M. Le Besgue, fragment que 
j'ai précieusement conservé. En voici la copie fidèle : 



( 38o ) 
« Si le Géomètre de M. Gidllard vient à ressusciter,. 

» veuillez faire de la Note ci-jointe tel usage qu'il vous 
» semblera bon. 

Si, dans ime équation du troisième degré 

x^ 4- px"^ qx r %y y 

)) on a = 3 p/', les trois derniers termes appartiennent 
» à un cube, et l'on trouve de suite la racine. Si q^z^Zpr 

n'est pas satisfaite, posez x -h et dans la trans-
>) formée j » -f- P j« Q j R == o, faites Q ' = 3 PR, 
» ou bien (3^ — p^) a*-h — pr) a H-3/7r — <7'=o, 
» il en résultera pour la racine x de l'équation primitive 

37-
7(3^7—;?') (3a -\-p) 

» où l'on peut mettre pour a une racine quelconque de 
» l'équation en a, etc. » 

» Il me semble que ces quelques lignes renferment 
tout ce que M. Alexandre a publié. 

» La lettre de M. Le Besgue porte le timbre de Bor-
deaux ( 2 2 février I 8 3 8 ) . 

» Dans le Cours d'Analyse de V Université de Liége^ 
j'ai proposé comme exercice l'ingénieuse formule de 
M. Le Besgue. » 

EXERCICES. 

Dans un journal de Mathématiques suédois, on trouve 
les énoncés de quelques questions que nous mettons sous 
les yeux de nos lecteurs, soit comme exercices, soit pour 
leur faire connaître l'esprit des études de mathématiques 
à l'étranger (*). 

(* ) Nous devons ces renseignements à M. Hoùel. 
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1. Si les bissectrices BD, E A des angles ABE^ DEB, qui 

ont un côlé commun BE, sont égales, ces angles sont aussi 
égaux. 

2. Si deux triangles ont une médiane commune et que 
la demi-base de l'un soit moyenne proportionnelle entre 
les deux côtés de l'angle opposé de l'autre triangle et 
parallèle à la bissectrice de cet angle, la demi-base du 
second triangle sera aussi moyenne proportionnelle entre 
les deux côtés de l'angle opposé du premier et parallèle à 
la bissectrice de cet angle. 

Remarque. — Ces deux questions sont des sujets de 
prix-, les solutions devront être envoyées, avant le i®*" jan-
vier 1871, au lecteur Hultmann, à Stockholm (Suède). 

Le premier prix consistera dans VAlgèbre de Tod-
hunter ; 

Le second, dans la Trigonométrie plane du même 
auteur. 

Voici quel était le sujet de prix pour 1869 : 
Sur les côtés a, c d'un triangle quelconque, on con-

struit des carrés extérieurs; on joint les sommets exté-
rieurs de ces carrés par les droites «i, ¿1, Ci, ces droites 
étant menées de manière à ne couper aucun carré. Sur les 
lignes a^^b^,, Cj ainsi obtenues, on construit de nouveaux 
carrés extérieurs, dont on joint les sommets extérieurs 
par les droites «2, ¿2, Cj, de manière qu'aucune de ces 
lignes ne coupe les carrés. Sur ¿j, Cj, on construit de 
nouveaux carrés, et l'on continue ainsi indéfiniment. On 
peut alors démontrer que 

En poussant plus loin le calcul, quelle sera la somme 
des trois carrés suivants? Quelle sera la somme des trois 
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ĵ tém« càrrés? XJuelles sont lés propriétés des trapèzes 
situés entre les carrés ? 

FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. 
L I C E N C E ÈS S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S . 

Session du 4 juill<"t 1870. 

Question. Trouver l'intégrale générale de l'équa-
tion 

d*r d^r 
- - 4 - - - h r ^ A e ^ - h B e - ^ - h C s i n x - | -Dcos . r ; dx* dx^ 

A, B, C, D sont des constantes. 

a® Question, — Un point matériel P est sollicité par 
une force dirigée vers un centre fixe O et qui dépend de 
la distance r du point P au point O. L'action de la force 
sur l'unité de masse s'exprime par la formule 

On suppose le point P placé d'abord en C à une distance 
a du centre O. On imprime k ce point une vitesse per-
pendiculaire au rayon OC cl égale à -* 

Déterminer son mouvement. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1870. 

COMPOSITION OE MATHÉMATIQUES. 

Mathématiques spéciales. 

On donne dans un plan deux ellipses concentriques 
ayant mêmes directions d'axes, et l'on demande le lieu 
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des points tels, que les cônes ayant ces points pour som-
mets et les ellipses pour directrices soient égaux. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne une circonférence dont le centre est en O et 
un point P dans son intérieur; par le point P, on mène 
deux cordes rectangulaires quelconques APC, BPD; on 
forme le quadrilatère inscrit ABCD en joignant les ex-
trémités de ces cordes; on trace ensuite les tangentes au 
cercle aux points A, B, C, D : les points de rencontre des 
tangentes consécutives sont les sommets d'un second qua-
drilatère Al Bi Cl Dj. Démontrer que ce deuxième qua-
drilatère est inscriptible dans un cercle dont le centre 
est sur la droite OP; exprimer, au moyen du rayon du 
cercle O, de la distance OP et de l'angle de l'une des 
cordes avec OP (l'angle APO, par exemple), les segments 
des cordes, les côtés du quadrilatère inscrit, les segments 
des côtés du quadrilatère circonscrit, et les sinus des an-
gles de ce quadrilatère. Démontrer, à l'aide des relations 
obtenues, que le produit des côtés du quadrilatère inscrit, 
la distance des centres des deux cercles et le rayon du 
deuxième cercle demeurent invariables, lorsqu'on fait 
tourner les cordes autour du point P. 

CONCOURS D'ADMISSION 4 L ECOLE FORESTIÈRE 
(ANNÉE 1810). 

Composition en Mathématiques, 

Démontrer la formule qui donne le volume d'un tronc 
de pyramide à bases .parallèles. Déterminer la différence 
entre le volume de ce tronc et celui d'un prisme de 
même hauteur qui aurait pour base la section plane équi-



( 384 ) 
distante des deux bases et parallèle à ces bases. On 
construit un prisme ayant même volume que cette diffé-
rence, même hauteur que le tronc et une base semblable 
à celles du tronc, et on demande de déterminer un des 
côtés de cette base en fonction des deux côtés qui lui sont 
homologues dans les deux bases du tronc. 

(Durée de la séance : trois heures.) 

Composition en Trigonométrie et calcul logarithmique. 

Un triangle a un côté dont la longueur est de 324™, 6237. 
Les angles adjacents sont égaux respectivement à 

67^35^6^10 et à 
On demande de résoudre le triangle et d'exprimer, 

avec sept figures, successivement en centimètres carrés, 
en inètres carrés, en ares, en hectares, en kilomètres 
carrés, sa surface et celles des trois triangles qu'on forme 
en joignant aux trois sommets le centre du cercle cir-
conscrit. 

(Durée de la séance : trois heures.) 

QUESTION. 

998. Les points de rencontre des hauteurs des triangles 
isoseèles formés par quatre tangentes quelconques à une 
circonférence et par les cordes de contact sont les sommets 
d'un parallélogramme paiallèle et semblable à celui qu'on 
obtient en prenant les milieux du quadrilatère inscrit. 
Le centre de similitude est le centre de la circonférence, 
et le rapport de similitude est (H. BROCARU.) 
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BIBLI06RAPH1E 

SCHLÖMILCH (O.). Compendiiim der höheren Analjsis 
Dritte verbesserte Auflage. In zwei Banden. Erster 
Band. Braun schweig, Druck und Verlag yon Friedrich 
Vie weg und Sohn. 1869 (*). 
Avant d'entrer dans le detail de la composition de cet 

excellent Traité, nous allons exposer quelques vues cri-
tiques sur la méthode suivie par l'auteur, et qui est aussi 
celle de la plupart des ouvrages modernes sur le Calcul 
infinitésimal. Il s'agit, il est vrai, d'une simple question 
de forme, peu importante lorsqu'il s'agit de Traités rédi-
gés au point de vue de la Science élevée, et dont la lec-
ture suppose la connaissance des éléments. Mais cette 
question de forme devient capitale dans un livre destiné 
aux commençants, et s'il règne encore tant d'idées fausses 
sur la nature du Calcul infinitésimal, la faute en est, se-
lon nous, au peu de développement que les Traités élé-
mentaires accordent généralement à ce qu'on appelle 
improprement la métaphysique de ce Calcul, et aux con-
ceptions artificielles à l'aide desquelles on a cru pouvoir 
éviter certaines difficultés apparentes, qui se représentent 
plus tard sous un aspect plus embarrassant, et qui finis-
sent par former une lacune irréparable dans l'éducation 
mathématique. 

La première précaution de l'auteur d'un Traité d'Ana-
lyse doit être d'écarter de l'esprit^ des commençants la 
notion, toute physique, de grandeur aftio/ue^ et la notion 

(*) Précis d'Analjrse supérieure, par O. SCHLOMILCH; 3® édition, revae 
et corrigée. En deux volumes. Tome I®'. Brunswick, chez Fr. Vièweç et 
fils; 1869. ïn-80 (563 pages). Prix ; 11 fr. 

Ann. de Mathémat.^ 2® série, t. IX. (Septembre 1870.) 
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métaphysique de l'infini absolu. Les quantités mathé-
matiques sont plus ou moins grandes les unes que les 
autres ; aucune n'est lii.graude ni petite, si on la consi-
dère en elle-même et indépendamment de la portée de 
nos sens. 

L'ilifini mét&physique est une quantité ayant une 
émsiexice actuelle f et, par isuite, une quantité coniianie 
et n'ayant point de limites. L'infini mathématique, au 
contraire, est une quantité variable, n'ayant actuelle-
ment aucune valeur particulière, mais pouvant prendre 
toutes les valeurs, quelque grandes quelles soient. Ce 
n'est pas là valeur qu'elle peut posséder qui est sans 
bornes, l'absence de bornes étant essentiellement incom-
patible avec toute considération mathématique. Mais les 
bornes que l'on peut assigner à cette quantité sont va-
riables, et ne sont assujetties à aucune restriction dans 
le sens des grandeurs croissantes. 

L'infiniment petit n'est pas une quantité nulle, encore 
moins une entité mystérieuse qui ne serait ni nulle ni 
finie. Comme l'infiniment grand, l'infiniment petit est 
essentiellement une variable, n'ayant actuellement au-
cune valeur donnée, mais pouvant prendre toutes les 
valeurs, de manière à devenir, si l'on veut, moindre que 
toute grandeur assignée d'avance. 

Dans une figure de géométrie infinitésimale, abstrac-
tion faite de l'imperfection inévitable du dessin, les lon-
gueurs infiniment petites sont représentées en vraie gran-
deur, et il faut se garder de considérer les constructions 
comme donnant une sorte d'induction, rélativement à ce 
qui se passerait, si lignes devenaient assez petites 
pour échapper à nos regards. Les figures, comme celles 
de la géométrie des quantités finies, représentent un 
état possible des variables. Seulement, en raison du but 
spécial que l'on se propdse, on-peut négliger dans les 
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résultats certaias leitmes dont om sait d'avance qm l ' in-
fluence finale sera noJle. 

La limite d'une variaUe est une constante dont la 
variable peut différer ùifimment pmiy sans que cette dif-
férence puisse jamais s'aninuler. Il faut généralement 
cond^attre cette idée fausse, mais assez répandue, que la 
limite fait partie de la série des valeurs posibles de la 
variable. Au contraire, la lip(û;te est précisément ce que 
la v a r i a b l e p e u t pas être, elle est définie par exclusion 
(par exhaustion, comme disaient les anciens géomètres), 
et l'usage de la variaMe dans la méthode des limites est 
de pouvoir renfermer Ja constante cherchée dans das 
lM>rnes indéfiniment resserrées. 

La méthode infinitésimale, dégagée des entités méta-
physiques qui l'ont si longtemps (Jjseurcie, est identique 
pour le fond avec la méthode des limites, et n'en diffère 
que par l'adoption de certaines abréviations de langage 
et de certains procédés de calcul pJusexpéditifs. Il s'agit, 
dans les deux cas, de trouver les limites de certaines va-
riables, et les infiniment petits ne sont autre chose que 
des variables auxiliaires, dont la llmite^est zéro. 

Lorsqu'une équation, posée en vue du calcul d'une 
limite, contient des termes, que l'on sait d'avance ne 
devoir jouer aucun rôle dâ os la détermination de la quan-
tité cherchée, on peut faire tout d'aboinl abstraction de 
ces termes. On sacrifie ainsi l'exactitude des equations 
auxiliaires^ qui deviennent des équations imparfaites. 
Mais l'erreur volontairement «commise n'altérera pas le 
résultat, ou plu-tôt ce n'est pas une eiîreur, mais uñe 
simple abréviation, qui-revient au même que si l 'on avait 
remplacé les termes omis par un «aie. 

D'après cela, il revient absolument au même de repré-
senter par ify l'accroissemmt lui-même d'uae fonction 
correspondant à l'accroissement infiniment petit dx de 

2 5 . 
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la variable indépendante, ou de désigner par dy une 
partie de cet accroissement, qui ne d i ^ r e du tout que 
d'une fraction infiniment petite de ce tout. Seulement 
cette dernière conception- est artificielle, et la double 
notation que Ton est alors amené à employer, en repré-
sentant l'accroissement total par la caractéristique 
nous semble non-seulement une complication inutile, 
mais encore une des principales sources des idées fausses 
ou incomplètes que tant de personnes se font sur le Calcul 
diiïérentiel. Cette introduction de la notation des diffé-
rences finies dans le Calcul infinitésimal porte, en effet, 
à croire que A désigne les accroissements visibles, comme 
ceux que Ton trace sur la figure, tandis que d est réservé 
pour les accroissements qui deviennent infiniment petits, 
c'est-à-dire, suivant le même ordre d'idées, qui devien-
nent, pour ainsi dire, ultra-microscopiques, à* moins 
que, comme le veulent certains auteurs, les expressions 
telles que dy ne soient de purs symboles, n'ayant plus 
d'autre sens que d'indiquer par leurs combinaisons des 
limites de rapports. Dans le premiers cas, on ouvre la 
porte aux idées fausses, et même aux non-sens; dans le 
second, par une timidité excessive, on se prive de la repré-
sentation sensible de toutes les phases du calcul. 

On éviterait ces inconvénients en réservant la carac-
téristique A pour les différences finies et constantes (en 
ce qui concerne du moins l'accroissement de la variable 
indépendante), et désignant par d les accroissements 
infiniment petits^ auxquels rien n'empêche, comme nous 
Tavons dit, d'attribuer une valeur perceptible quelconque, 
lorsqu'on étudie leurs relations. C'est ce qu'avait fait 
M. Duhamel, dans la première édition de son Cours 
£ Analyse de V École Polytechnique (i84o-4i), et cette 
voie nous semble la plus naturelle et la plus propre à 
donner une intelligence complète de la méthode infinité-
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simale. A l'avantage de donner des idées plus nettes, elle 
joint celui d'habituer dès le début à l'emploi rigoureux 
d'un langage que tôt ou tard on sera forcé d'adopter, 
pour peu que les questions deviennent compliquées, et 
l'on ne sera pas obligé, pour rassurer sa conscience, de 
donner, comme le faisait un illustre professeur, deux 
démonstrations de chaque proposition, une courte et une 
plus rigoureuse. 

Une dernière critique que nous ferons à tous les Trai-
tés d'Analyse, à l'exception d^ lexcellente Théorie des 
Fonctions de M. Cournot, c'est de séparer d'une manière 
trop absolue le Calcul intégral du Calcul différentiel. 
Que l'on traite dans des Chapitres à part les parties de 
ces deux Calculs qui exigent des développements spé-
ciaux, rien de plus naturel. Mais on doit rechercher 
toutes les occasions de rattacher l'une à l'autre les deux 
opérations inverses de la differentiation et de l'intégra-
tion, surtout quand on peut obtenir ainsi des simplifica-
tions notables dans l'exposition du Calcul différentiel. Il 
vaut mieux employer ouvertement l'algorithme du Calcul 
intégral que d'avoir recours, comme on le fait si sou-
vent, à des intégrations déguisées. D'ailleurs une telle 
marche présente le très-grave inconvénient d'obliger à 
laisser inachevée l'exposition de théories, qui devraient 
se placer naturellement à côté d'autres appartenant au 
Calcul différentiel proprement dit. Nous pourrions citer 
à Tappui des exemples pris dans les Traités français les 
plus justement estimés, et dans l'Ouvrage même dont 
nous allons rendre compte en ce moment. 

Le Précis de M. Schlômilch se compose de deux vo-
lumes, dont le premier, le seul dont nous devons nous 
occuper aujourd'hui, contient à peu près les matières 
de l'enseignement de notre École Polytechnique et du 
programme de la licence ès sciences mathématiques. Le 
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second tolumè^ auquel nous consacrerons mti article 
spéciai^ formé m èxcellent complément atJât Traiités or-
dinairës de Calc^ul infinitésimal. Nous espérons cepen-
dant que l'Auteur, dans sa troisième édition, ajoutera à 
cette partie complémentaire des théories dont l'absence 
serait à regretter, telles que la théorie des équations aux 
dérivées partielles, le Calcul des variations et le Calcul 
aux différences finies. 

Lé premier volume se divise en deux Parties, à peu 
près d'égale étendue, consacrées l'une au Calcul diffé-
rentiel, l'autre au Calcul intégral. 

Après line Introduction, contenant les notions préli-
minaires sur la continuité des fonctions, et la détermi-
nation par voie algébrique des limites de plusieurs expres-
sions importantes, l'Auteur expose, dans le premier 
Chapitre, les définitions du Calcul différentiel ^t la re-
cherche des différentielles des premiers ordres des fonc-
tions élémentaires. Nous remarquerons que, dans ce 
Chapitre, non plus que dans le reste du livre, l'Auteur 
ne prononce pas une seule fois le mot d'infiniment petit. 

Le Chapitre II traite des dérivées et des différentielles 
des ordres supérieurs, et de leur calcul direct dans les 
cas les plus simples. Dérivées et différentielles des divers 
ordres des fonctions de plusieurs variables. Relations 
etitre les accroissements d'une fonction et les valeurs 
moyennes de ses dérivées. 

Dans lé Chapitre HI, l'Auteur développe les applica-
tioïis du Càlcul différentiel à la théorie des courbes et des 
surfaces. 

Les deux Chapitres suivants ont pour objet la déter-
miiiation des valeurs-limites des expressions qui se pré-
sentent sous une forme indéterminée, et la théorie des 
^â i ima et minima des fonctions d'une ou de plusieurs 
variaMes. 
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Les Ckapiires Vi «t VU mnt çp^p^pm k k tlMl^ri^ des 

séries, aux coiMliiioxis dje CQWfifg^c^ 
et doubles, aux théorètnes dç Taylo^î et dç l^d^urijo.» ê t 
à leur applicatioa au développement des pç-i^cip^lfi^ fp^ç-
tions. Plusieurs plissages de ^ Cfe^itçe^ ^i^raîen^ pm 
être simplifiés- et éclairés, si TA^Iewr j^e '̂ét^M pa^ 
terdit le secoiurs des premiers éléments du C^lcu,! i^iégraL 

Le Chapitre YIII contient les pre#ière§ notioîif 
les fonctions de variables complexes, sî f» leny diflférenti£|-
tion et leur développement en séries. 

Le Chapitre IX, qui lermine le Calcul différentiel, 
traite des applications des théories précédentes à la théo-
rie des équations algébriques, et à }a décompp^ition des 
fonctions rationnelles en fracûons simples. 

Dans le Chapitre X, qui commence la seconde partie 
du volume, sont exposés les préliminaires du Calcul 

- intégral. Les trois Chapitres suivants traitent de Tiiité-
gration des fonctions simples. 

Le Chapitre XIV contient les applics^tions géométri-
ques du Calcul intégral : quadratures exactes ou approxi-
matives des aires planes, Rectifications des courbes, cuba-
ture et complanation des surfaces courbes. 

Le Chapitre XV donne les principales méthodes élé-
mentaires pour le calcul des intégrales définies simples. 

Les intégrales définies multiples font l'objet du Cha-
pitre suivant, qui traite des applications géométriques 
aux cubatures dans les divers systèmes de coordonnées, 
et du changement de variables dans les intégrales doubles 
et triples. Ce dernier point aurait pu être exposé avec 
plus de simplicité, si l'Auteur eût voulu faire usage des 
déterminants. 

Les trois derniers Chapitres contiennent un exposé 
très-abrégé de la théorie des équations différentielles 
dans le cas d'une seule variable indépendante. 



( ) 
Nous regrettons que le défaut d'espace ne nous ak pas 

permis de signaler les précieuses remarques et les dé-
monstrations nouvelles que le savant Auteur a introduites 
dans son Ouvrage, qui se distingue par les qualités de ré-
daction et par la belle exécution typographique. 

M, Schlômilch publie en ce moment, cemme com-
plément à son Traité, un excellent recueil d'exercices (*), 
dont la première Partie a paru en 1868, et qui est appelé 
à rendre les plus utiles services à l'enseignement des 
hautes mathématiques. J . HOIJEL. 

NOTE SUR UNE APPLICATION DE LA THÉORIE 

DES DÉTERMINANTS. 

1. L'objet de cett^ Note est de démontrer et de géné-
raliser, au moyen de la théorie des déterminants, cette 
proposition que : 
.. <( Si neuf quantités a^^b^c^ a', c', b ' \ réelles 
ou imaginaires, satisfont aux conditions 

a^ ^h^ = 1 , aa' -hcc' = 0 , 
(,) a'^^h'^^c'-' — x, aa"-^hh"-^cc" 

elles satisferont, de même, aux six conditions suivantes 

( H- + = 1, ¿ c -f- h'e ¿ V ' z n o . » 

(*) Vebungsbuch zum Studium der höheren Analysis. Erster Thei1\: Auf" 
f^ttben aus der Dijjferentialrechnung. LEIPZIG, Verlag von B. G. Teubner; 
1868. - In-Bo (264 p.). Prix : 6 fr. 5o c. 



( ) 
Les quantités a, i , c, a ' , a% pouvant 

être considérées comme les éléments du déterminant 

a h c 
a' b' c' 

b" 

la proposition à démontrer revient à celle-ci : 
<( Lorsque, dans un déterminant du troisième ordre, la 

somme des carrés des éléments de chaque ligne horizon-
tale est égale à Tunité, et qu'en outre la somme des pro-
duits obtenus en multipliant respectivement les éléments 
d'une ligne horizontale par les éléments correspondants 
d'une autre ligne horizontale est nulle, quels que soient 
les rangs des deux lignes considérées, les mêmes relations 
ont lieu entre les éléments des colonnes, ou lignes ver-
ticales, de ce déterminant. » 

Enoncée de cette manière, la proposition est générale, 
dans ce sens qu'elle s'étend à un déterminant d'un ordre 
quelcomiue. 

Dans la démonstration que nous allons donner, nous 
prendrons pour exemple un déterminant du troisième 
ordre; mais il sera facile de reconnaître que la même dé-
monstration s'applique à tout déterminant dont les lignes 
horizontales sont composées d^éléments satisfaisant aux 
deux conditions indiquées. 

a b c 
a' c' est égal à d= r. 
a" b" c" 

Car, en nommant D la valeur de ce déterminant, on a 

Le déterminant 

-f- bb''-a' + bb' -f- cc' ai 
aa' ^bb' -\-cc' a'* 4- b'^ + a'a"-^b'b" 
aa"-\-bb"-^cc" a'a"^b'b "-^c'c" a'"' b'"' -f-
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OB, eu ayant égard aux égalités (i). 

I o o 
o I o 
o o I 

donc D = dr I. 
2® Les coefficients des éléments du déterminant D sont 

égaux à ces cléments pris avec leurs signes, ou en signes 
contraires, suivant que D est positif ou négatif. 

C'est-à-dire qu'en désignant par a, ¡3, y, a ' , . . . , les 
coefficients des éléments a, è, c, a ' , . . . , c" dans le déve-
loppement du déterminant D, on a 

yrrrdz^:, a ' ± = 

les signes supérieurs correspondant à D = -f-1, et les 
signes inférieurs à D = — i . 

En effet, multiplions respectivement par a, c les 
éléments des colonnes de D, il en résultera 

a' 
aa' 

aa" 

bb' 

bb" 

cc' 

cc'' 
J^abc = db abc. 

Puis, ajoutons auîC éléments de Ja première colonne 
de ce dertjier déterminant les éléments correspondants 
des autres colonnes, il viendra 

I ç^ 

o bb' cc' 

o bb" cc" 

:abc^ 

égalité qui donne successivement 

bc\ 
^ b' c' 

:=z dz abcy 
b' c' 

b" c" 
7=zïia. 



Mais 
( 595 ) 

b' c' 

donc a = i t 
On établira de même les égalités P = y = ± :c , 

a ' = li: a ' , . . . ; et il est clair que les seconds membres 
de ces égalités doivent être précédés du signe -f- ou du 
signe — suivant que la valeur de D est -4- i ou — i . 

On a 

I, ab-^ a'b' 
b^ 4- _ J ̂  ^^ ^ ^v / _ 
ĉ  -f- c'̂ ^ I, bc-\- b'c' 4- b"c" — o. 

Les trois premières de ces égalités s'obtiennent immé-
diatement, en observant que la valeur ± i du détermi-
nant D est représentée par chacune des expressions 
aa 4- a'a'-f- a''a'', 66 cy c'y'Hh- c ' y , 
dans lesquelles les coefficients a, a' , . . sont égaux 
aux éléments a ' , a", . ••9 pris avec leurs signes si 
0 = 4-1, et en signes contraires quand D = — i . 

Les trois dernières se déduisent de même des relations 
connues 

«74- n'y' 4- a'Y' — 
by-^ b^y' b'Yz=o. 

La proposition est ainsi démontrée. 
Remarque. — Les coefficients a, 6, y, a ' , . . . , y" étant 

égaux aux éléments a^ c, a ' , . . . , c"^ ou à ces éléments 
changés tous de signe, on peut remplacer, dans les éga-
lités (i) et (2), a, b, c, a ' , . . . , c'^ par a, 6, y, a ' , . • • ^ y" 
sans que ces égalités cessent d'exister. Âinsi, la somme 
des carrés des coefficients des éléments d'une ligne lio» 
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rizoìitale, ou verticale, du déterminant D est égale à 
l'unité. 

2. Pour montrer une application de ce qui précède, 
supposons que les droites OA, OB, OC représentent trois 
demi-diamètres conjugués d'un ellipsoïde dont l'équation 
en coordonnées rectangulaires est 

et désignons par (.r,, j , , z,), (x,, y«, z^), {x ,̂ f z , z^) 
les coordonnées des extrémités A, B, C de ces diamètres. 

Dans le déterminant 

J« Zi 
a à c 

>"2 Z-i 
a b c 

rs Zj, 
a b c 

la somme des carrés des éléments de chaque ligne hori-
zontale est égal à -f- i , et la somme des produits obtenus 
en multipliant respectivement les éléments d'une ligne 
horizontale quelconque parles éléments d'une autre ligne 
horizontale est nulle; donc les sommes des carrés des 
éléments de chacune des lignes verticales sont égales 
à 4- I. De là les égalités 

qui font voir que les sommes des carrés des projections 
des diamètres conjugués sur les axes a, c sont respec-
tivement égales aux carrés de ces axes. Conséquemment, 
la somme des carrés de trois diamètres conjugués d'un 
ellipsoïde est égale à la somme des carrés des trois axes. 



( ) 
Le déterminant ( A) étant égal à ±: i, on a 

Jx 
y^ Z2 = di abc* 

Mais la valeur absolue de ce dernier déterminant re-
présente le volume du parallélépipède construit sur les 
trois droites OA, OB, OC (*); donc /e parallélépipède 
construit sur trois diamètres conjugués de Vellipsoïde 
est équivalent au parallélépipède des axes. 

Les éléments i:!, il de ( A) ont pour coefficients les 
déterminants partiels 

.r, J . J . .r, Xj y-2 
a b b a a b 

ar. r2 9 
n fa y 

a b b a a b 

la somme des carrés de ces trois coeiFicients étant égale 
à -f- I [Remarque du numéro précédent), on a 

•.a'b' J . 
1 - h 

J2 i r s J3 

Or, les valeurs absolues des déterminants 

Xi J. 1 .r, y . 

J2 r ^s Ja 
représentent les aires des projections, sur le plan XOY, 

(* ) Cela résulte de ce que l'expression du volume du tétraèdre OABC, 
en fonction des coordonnées des sommets O, A, B, C, est 

1 0 0 0 

I or, r , 
' y* y* 



des paraliélognunmes construits avec les droites OA, 
OB, OC^ cottsidérées deux à deux (*)•, par conséquent, 
la somme des carrés des projections^ sur le plan XOY, 
des parallélogrammes construits a\^ec trois diamètres 
conjugués de Vellipsoïde est égale au carré du rectangle 
des axes qui appartiennent à ce plan, La même pro-
position s*&pplk]uaBt aux projections de ces parallélo-
grammes sur les deux autres plans de coordonnées, il 
en faut conclure que : 

La somme des carrés des aires des trois parallélo-
grammes construits sur des diamètres canjugmés de V el-
lipsoïde est égale à la somme des carrés des trois rec-
tangles construits sur les axes de Vellipsoïde, 

(G.) 

(* ) Soient A', B', C les projections des points A, B, C sur le plan XOY. 
L'aire du triangule OA'B' en fonction des coordonnées de ses sommets 
O, A', B', a pour expression 

o 

yv .1 r» 
2 - r 

La projection du parallélogramme construit sur les droites OX, OB étant 
le double du triangle OA'B' a une surface égale à 

On démontrerait de même que les aires des projections des deux autres 
parallélogrammes sont représentées par 



( 399 ) 

THÉORIE DES INDICES DES POINTS, DES DROITES ET DES PLANS 

PAR RAPPORT A I I E ^ R F A G E 1H! » N D ORDRE -, 

( saite, Toir %• série, 4. IX, p. ài? et 36o ) ; 
PAR M . J . N Ë U B E R O , 

Professeur à TAthénée de Bruges (Belgique) . 

7. Cherchons l'expression analytique de l'indice d'un 
plan. 

La surface et le plan ayant pour équations 

r ' « ^ 
— I = cosa X cosB -f- z COS7 — d a^ o^ c^ 

et les coordonnées du pôle de ce plan étant (xj , 
on a 

= — p' — .r, cos a 4- J , cos p -4- 3, cos7 — 

Mais, en identifiant les deux équations du plan 

xcosa - i - . . .= :o et _ -t- ^ ^ _ _ I o, a^ b^ c^ 
on a 

a'cosa 

par conséquent, l'indice TT du plan a pour valeur 

7r — — pp' — a^ cps'a -f- b"^ cos^p H- c^ cos'7 —^^ 

Si la surface et le plan sont donnés par les équations 
générales f ( x ) = S Ars^r^s^ S;?! x , = o, on a, en 
désignant par i^ji ^4) les coordonnées du pôle du 
plan, 

_ _ Ipt^'iXlpi pi 
pl^pl^rl^ 
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Mais on doit avoir 2;>,.r, = 7i2ar,/i(»'), i étant un 
facteur indéterminé-, par conséquent 

= = X 2 ( P ) = X / ( P ) , 

À cause de (P) = / , {|3) = o, a/((3) 
En posant = U, on obtient U par l'élimination 
des \> entre les cinq équations 

= -h Ar̂ Vi H" Ara <̂3-+- An^^i" 

Pi H- Pi t'2 -+- t'a -i- Pi i'4 = 

il vient ainsi 

U; 

r=r:l, 2, 3,4), 

Par conséquent 

(9) 

m 

Cette formule convient aussi aux axes obliques ét aux 
coordonnées tétraédriques, si Ton remplace la somme 
p]-h pl-h pl par une certaine fonction de /̂ g, p^^ pu-
et des angles des axes obliques ou des angles du tétraèdre 

de référence. On peut remarquer que = ^ ^̂ ^ 
l'équation tangentielle d e / . 

L'indice d'un plan s'exprime encore très-élégamment 
en fonction des coordonnées de trois quelconques de ses 
points X, Y, Z. En effet, désignons par /^i, 773, p^ les 
mineurs du système 

(P) 
.r, Jr̂  
Xi ri Xi 
z, Zi z, Z4 

l'équation du plan sera S i i ^ t = o, i re-
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présentant les coordonnées courantes. Par suite. 

Mais on aS(5iPi = etles coordonnées résultent 
des quatre équations 

y/r (i' ) = Ar, O, -4- Ara -h A r^ -+- A n : 

Par conséquent, 

Pr 

I 
m 

pX A,2 
p-x A22 
Pz A32 

A43 

A.3 
A„ 
A33 
A43 

A.. ' 
A,, 
A34 
A« 

et, comme les p sont les mineurs du système (P), on peut 
obtenir le déterminant à droite en faisant le produit du 
système (P) par le système 

A21 A23 A23 A24 
A31 A32 A33 A34 
A41 A42 A43 A44 

On en conclut (*) 

M^) U^) M^') 
fÁr) fÁy) Air) 
M^) /aiO M^) 

On voit donc que t̂ g? ŝ̂  sont égaux aux mineurs 
du système 

M'^) AM M-r) 
(P') / ( j ) / . ( j ) /s i r) Mx) > 

M^) /s(^) M^} 

1 

( * ) On peut arriver à la même valeur en remarquant que la relation 
entre le point V et le plan XYZ peut s'exprimer par les équations 
2PJ/;(X) = O, = — d'oiiTon peut tirer f , , 

Ann, de Mathcmat,, 2® série, t. IX. (Septembre 1870.) 2 6 
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divisés par 8 XH. La quantité S peut donc se déduire 
du produit de deux systèmes d'éléments (P) et (P'), ce 
qui donne enfin 

F(xy) F{J:Z} 
( .0) 

»(pl+pl+pi) 
F b ^ ) F ( x r ) 

¥(zx) Fizz) 
2 

Observons que p \-i- pl = 4 XYZ , et qu'en sup-
posant les trois points X, Y, Z conjugués, ou 

on retrouve la formule (8). 
Si l'on avait remplacé directement, dans la valeur (9), 

Pi-> Pzf Pz et /74 par les mineurs du système P, on aurait 
trouvé 

(Foù l'on pourrait également déduire la formule (10). 

8. Les faisceaux de droites et de trièdres en involution 
jouissent de propriétés analogues à celles des deux invo-
lutions rectiligne et plane. 

Reprenons les figures et les notations du n® 6. Les 
points Mç et Ms se déplaçant sur la polaire de Mj, les 
droites Mj Mj et Mj M3 forment les rayons conjugués 
d'un faisceau en involution autour de Mj. Or l'on a 

iVl.M̂  M,M3 
d'où 

W1P2 pa pi: 
M, M, . M,M3 
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on trouve cette première formule 

( I , ) F ^ ^ F ^ . 

On a ensuite 

M.M; M. M3'\ 

^ M / M. M3' \ 

La dernière parenthèse, d'après un théorème connu (*), 

est égale à i — ». ? et, comme le produit Mi rtlj. M4 JVI3 

M4 M a . M4 M3 e s t c o n s t a n t , o n a auss i 

( i i M — H- — — const . y-.3 
Les relations (i 1) et (i 1') peuvent être considérées comme 
constituant les formules fondamentales des indices des 
rayons conjugués des faisceaux en involution. 

La droite M1M4 
et la parallèle menée par Mj à M2M3 

sont deux rayons conjugués du faisceau; l'indice de la première droite est et celui de l'autre — P a r suite, 

en vertu de l'égalité (11'), 

^ + = 
yn P-t3 f*i 

J I L e t , a c a u s e d e — = — i , 1̂ 23 = — S 9 {X, â  

(*) Théorème de Stewart. Voir Nouvelles Annales de Mathématiques^ 
année iSSg, p. i8:| et 208. 

26. 
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ou 
( 1 2 ) a ' 4 - — -f . 

P12 p-.S 

Soient X12, 2̂3? 3̂1 les caractéristiques des droites; 

comme [x,., = — ^ on a encore 
A. r> 

I I / I 

». • B . - '̂23 3̂1 / 

Les égalités (12) et (12') résolvent la question 919, n®' 1 
et 2, appliquée aux coniques (*). 

Transportons le résultat (12) aux surfaces. Comme 

= - zr .— r r z ^ ^ ^ ^ , nous 

aurons 
, A ^ - 4 - B ^ I I I li3) ^ ^ 

As A|2 I23 J3I 

9. En supposant les points M,, Mg, M3 mobiles dans 
le plan polaire de M4, et constamment conjugués avec la 
surface, on obtient un faisceau de trièdres (ou de triples 
droites) en involution jouissant de propriétés analogues 

(*) En se servant à peu près des mêmes principes que nous, M. de 
Joncquières a résolu (t. XX, p. 26) la question 534, qui constitue une 
nouvelle analogie entre les deux involutions rectiligne et plane. De même 
que^ dans l'involution rectiligne^ le point central est un centre radical com-
mun de tous les cercles passant par deux points conjugués, de même dans 
Vinvolution plane le point central est un centre radical commun de tous les 
cercles passant par trois points conjugués. 

Dans l'équation ~ 4- -f- — = o, on peut reconnaître l'équation en •'as 
coordonnées trilinéaires du cercle circonscrit au triangle Mj M, Mj. Car, 
si (ft,, ft., ftj) sont les hauteurs de ce triangle, (a,, a )̂ les longueurs des 
côtés et (ij, (?,) les distances de O à ces côtés, on a 

etc. 
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à celles des trois involutions précédemment considérées. 
En effet 

d'où 

T - Ï̂ I« T - T - Ï̂ Ib 
' u ; > I 4 3 2 ^ 2 9 

M4M/ M«M2 M4M3 

I I I - M4M. .M,M, .M4MS 

Mais V = ^ M 4 M i . M 4 M 5 . M 4 M 3 . sin (angle solide M 4 ) , 

Ii I213I4 9799 = — arb^c '̂.̂  par consequent • 

I<ll42l43 I ' const 
sin2(angle solide M4 ) à"̂  

Désignons de nouveau par Mg et M7 les points cen-
traux de Ml Ma et M3 M4, et par D;.̂  le diamètre parallèle 
à M,.M^. Les droites M4 M3 et M4M6, M4 M5 et la pa-
rallèle à MsMg par M4, font partie d'un faisceau de 
droites en involution; donc, d'après l'égalité (11'), qui 
est également applicable aux indices I, 

T43 I46 I45 I4 

De même, les droites M4M, etM4M2, M4M6 et la pa-
rallèle à Ml Ma par M4 appartiennent à un faisceau en 
involution et donnent, par conséquent, 

Î t I42 Ï46 4̂ 

En ajoutant ces égalités, on a 

I4I •''•42 -̂43 *45 4̂ 

comme Dse et Dja sont deux diamètres conjugués de la 
section centrale parallèle au plan Mj Mj M3 et que la 
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somme de leurs carrés est constante, on retrouve la se-
conde propriété générale des involutions. 

Si Ton remplace dans l'égalité précédente parDJ^, 
I45 

-pa r — I — - , et ensuite — ^ par — ~ + — H- r - P S 
Is I5 \tiJ I23 I31/ 

il vient 

1234 
ce qui démontre la question 919, n® i . 

10. Soient D et D' deux droites polaires réciproques 
par rapport à une surface du second o rdre / , Me et M? 
leurs points centraux, Mt et Mg deux points conjugués 
quelconques de D, M3 et M4 deux points conjugués quel-
conques de D'. Les plans DM3 et DM4 forment une invo-
lution autour de D, de même que D'M, et D'Mg autour 
de D'. Le tétraèdre Mi Mg Mg M4 est conjugué par rapport 
à f . Soient (Ti, T^, T3, T4) les aires de ses faces et 
(tt,, TTg, TTg, 714) leurs indices; nous aurons 

4 1 3 
d'où 

Mais V - ^ T.,T.sin(T3.T.) I.IJsI. i V l a i s V - ^ X ^^^^ , 36 V , - a 6 c , p a r 
suite 

( * ) En vertu de la relation ( i3) . 
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De là on conclut une valeur de 1,2 qui s'accorde avec celle 
de Ip̂  donnée ci-dessus, lorsqu'on suppose les plans P et Q 

conjugués ou j = o. 
On a aussi 

4T: 4T1 
714 TTa X I1I2 \ h I4 

Soient Ng, N4, N7 les projections orthogonales M3, M4, 
M7 sur un plan perpendiculaire k Mj Mg en un point 
quelconque G; on peut écrire 

2T4 M. M^X GN3, 213:= M. M^X GN„ 
_ M3 M4 X Ma M, N3N4.N3N, 

__ N4N3.N,N, 

2D34 étant la longueur du diamètre parallèle à M 3 M 4 . 

La somme — + -î- peut donc prendre la forme 

D5,sin^(D,D')/ GN; GN] 
\1N3N4XN,N, JNÎ4N3X1N4N, 

ou, en vertu du théorème de Stewart, la forme 

DLsinMD,D')^ ^ GN, 

et, comme le produit N7N3XN7N4 reste constant lors-
que les points M3 et M4 se déplacent sur D', on a 

(i4) . — = const. 

Les faisceaux de plans en involution jouissent donc des 
propriétés analogues à celles des autres involutions. 
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La relation exprimée par (i4) va nous conduire au 

théorème 919, n® 2. Mais, avant d'exposer la démonstra-
tion, nous ferons observer que l'indice d'un plan peut 
encore s'exprimer par moins l'indice de son point cen-
tral, multiplié par le carré de la distance du centre de la 
surface au plan tangent parallèle; car M5 étant le point 
central du plan Mt Mj M3, et cc l'angle de ce plan avec la 
droite OM^M». on a 

5 
d'où 

7r4—— IsXDJ^sin^a. 

Si le plan passe par le centre de la surface, dont l'indice 
vaut — 1, son indice est égal au carré de la distance du 
centre au plan tangent parallèle. 

Soient maintenant 2 A, 2B, 2C les longueurs des dia-
mètres de la surface suivant les trois directions MiMg, 
M 3 M 4 , M6M7; ces diamètres forment un système de 
diamètres conjugués. Menons par D et par D' des plans 
parallèles au plan AB; soient TT̂  et TTŜ  leurs indices. Dé-
signons aussi par TTg el tt, les indices des plans MsM^Mg, 
Ml Ma M7, et par (A, BC) l'inclinaison de la droite A sur 
le plan des droites B, C. En vertu de la relation (14)9 on 
peut écrire 

I I I I I I I I h —1 — TT, ÎTs Tt^r TTg TTj Tt^ TT̂  TT, 

Mais 

TTâ/ — — I, X C sin^ (C, AB), = —le X C ^ sin^f C, AB), 

TT« r=:B'sin^(B, AC), ;T,z=A^sin^(A,BC), 
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par conséquent 

I I 
TT, TT. ^ ^ TT, 712 TTa 774 A^'Sifl'( A, BC ) 

Le second membre de cette égalité est égal à la somme 
des carrés des inverses des demi-axes; donc, etc. 

La quantité est susceptible d'une transformation 

dont nous déduirons une proposition intéressante qui, 
croyons-nous, n'a pas encore été remarquée. Soient en 
effet â̂ y (îg, les distances du centre aux faces du 
tétraèdre conjugué; nous aurons 

En désignant par M'̂ , M'^,. . . les angles solides po-
laires des trièdres M,, Ma , . . . du tétraèdre, un théorème 
connu dpnne 

V^=r|T2T3T4sinM;; 
d'où 

9 V sin M', sin M', 
2TtT2T3T4 ~ ï . " t T 

Remplaçons dans l'égalité ci-dessus Tj, T j , — par les 
quantités proportionnelles sinM'^, s inM^, . . . , et il vient 

V A — _ 2T.T2T3T4 Y sinM'. 
2 â a ' ^ 27 V̂  2â 

O'' 7 ^î sinM'̂  est le volume du tétraèdre qui a pour 
arêtes • • • 5 donc j 'ES^S^sinM'^ est le volume 
du tétraèdre qui a pour sommets les projections du centre 
de la surface sur les faces du tétraèdre. Soit V ce volume; 
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nous pouvons écrire 

2 1 ^ 4 T,T,T3T4 y 
a' 9 V '̂ 

Si maintenant ^^ ^^^^ avoir V ' = o ; on 

en conclut que : Dans tout hyperboloïde dans lequel 

les projections du centre de la surface sur 

les faces d'un tétraèdre conjugué quelconque sont dans 
un même plan. Cette proposition peut être considérée 
comme l'analogue de la suivante : Dans toute hyperbole 
équilatère, la circonférence circonscrite à un triangle 
conjugué passe par le centre. 

[La suite prochainement. ) 

NOTE SUR LES SURFACES DU QUATRIÈME ORDRE; 
PAR M . H . D U R R A N D E , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes. 

Depuis quelques années Fétude des surfaces de degré 
supérieur au second a pris une extension considérable ; 
il suffit, pour s'en convaincre, de lire le remarquable 
Rapport de M. Bertrand sur les progrès des Sciences ma-
thématiques, dont un extrait a été publié dans les Nou-
velles Annales, i868. Ce Rapport signale les beaux tra-
vaux de Cayley sur la surface des ondes, de Kummer sur 
une classification des surfaces du quatrième ordre, de 
MM. Moutard et Darboux sur quelques surfaces de cet 
ordre, jouissant de propriétés très-intéressantes, et enfin 
les études de M. de la Gournerie et de M. Chasles sur 
la développable circonscrite h deux surfaces du second 
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ordre et sur la quadrispinale, ( Voir les Nouvelles 
noies, ) 

Je me propose, dans celle Note, d'étudier les surfaces 
du quatrième ordre d'une manière générale, en les con-
sidérant comme lieux des intersections successives des 
surfaces correspondantes de deux faisceaux de surfaces du 
second degré liées par une relation homographique. C'est 
de cette manière que M. Chasles a considéré la généra-
tion des courbes du quatrième et du troisième ordre dans 
un travail qui fait partie du tome XXXVII des Comptes 
rendus des séances de V Académie des Sciences, On voit 
ainsi avec une grande facilité comment les diverses par-
ticularités que présentent les surfaces du quatrième ordre 
se rattachent à des particularités analogues des surfaces 
génératrices. Je fais un grand usage des notations abré-
gées qui indiquent si simplement les propriétés des sur-
faces dont elles servent à former les équations. Le mode 
de génération des surfaces du quatrième ordre donne, 
comme cas particulier, celle des surfaces du troisième 
ordre. 

Je donne un peu plus de développement au cas remar-
quable où les deux faisceaux de surfaces du second ordre 
sont composés de surfaces homothétiques, et en particu-
lier à celui où Von a deux faisceaux de sphères. On re-
trouve alors les belles propriétés des surfaces anallagma-
tiques étudiées par M!M. Moutard et Darboux, surfaces 
dont le tore et la cjclide sont des cas particuliers. 

Je rattache aussi la surface des ondes à ce mode de 
génération. 

I. — Définition des surfaces du quatrième ordre» 

(Comme le mot de surfaces du second ordre va reve-
nir à chaque instant, je me servirai, pour désigner ces 



surfaces, d'un nom qui leur a été donné par Cayley, je 
crois, celui de quadriques. Il n'est pas encore aussi cou-
ramment employé que celui de coniques^ donné aux 
courbes du second ordre*, mais, puisqu'il est créé^ je ne 
vois pas pourquoi on ne s'en servirait pas pour abréger 
le discours.) 

Soient 

S ~ o. S, o 

les équat ions de deux quadriques ; l ' équat ion 
(1) S —)iS,3=o, 

dans laquelle i est un paramètre variable, représente un 
faisceau de quadriques passant toutes par les points com-
muns aux deux surfaces S, Si. 

De même 

(2) 2 — fx2i — o 

est l'équation d'un second faisceau de quadriques pas-
sant par les points communs aux surfaces 2 , 

Ceci posé, si l'on suppose les deux paramètres X, ¡JL liés 
par la relation de Fhomographie 

(3) AXpt -+- BX + CfA + D o, 

à chaque surface du premier faisceau en correspond une, 
et une seule, du second. 

Si l'on élimine entre les équations (i), (2), (3), 
l'équation résultante 

(4) AS2 -4- BS2. 4- es. 2 -4- DS.2. == o 

représente une surface du quatrième ordre passant par les 
courbes (S, Sj), (S, Sj) communes aux quadriques des 
deux faisceaux, courbes que nous appellerons les bases 
des faisceaux. 

On a donc ainsi l'énoncé suivant : 
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THÉORÈME I . — Si Von a deux faisceaux homogra-

phiques de quadriques, le lieu des points d^intersection 
des quadriques correspondantes sera une surface du qua-
trième ordre passant par les bases des deux faisceaux, 

2. La relation entre les paramètres X, [JL peut se sim-
plifier ; il y a surtout deux formes à remarquer. Cela dé-
pend au surplus de la manière d'établir la correspon-
dance entre les deux faisceaux. Quand on connaît trois 
couples de surfaces correspondantes, les constantes de la 
relation (3) sont connues. Supposons, par exemple, que 
les surfaces Set E se correspondent, ainsi que Si, Si : 
cela exige que X et jut soient nuls ou infinis à la fois, et 
par conséquent que les coeflScients A et C soient nuls; la 
relation (3) simplifiée prend la forme 

X + = o. 

Si, au contraire, ce sont les surfaces S, et 2 , Sj 
qui se correspondent, alors à la valeur infinie de fx doit 
correspondre la valeur nulle de X ; on a 

De là les deux formes suivantes de l'équation du qua-
trième ordre 
(5) ÂlSt = o, 
(6) S2-f-Xli.S. = o. 

3. L'une ou l'autre de ces formes met en évidence 
Texistence d'un double mode de génération de la surface 
du quatrième ordre. 

Prenons la forme (5), par exemple : on peut consi-
dérer la surface qu'elle représente comme le lieu des 
courbes 

| S —ÀS. ==0, 
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avec 

X-h/pirro, 

OU bien comme le lieu des courbes 

avec 

On peut reconnaître aisément que deux courbes gau-
ches du même système n'ont pas en général de points 
communs. Soient, en effet, deux courbes du sys-
tème (7) 

jS —XS, = o, j S —X,S,~o, 
( 2 — o, ) 2 — = o. 

Pour toute solution commune à ces quatre équations, on 
doit avoir 

(X, — X)S, = o 
ou 

(p, — p)2 ,= :0 . 

Or, à moins que le point commun ne soit sur les sur-
faces Si, Si, on doit avoir Xi = ou (xi = ce qui est 
la même chose, car la première condition entraine la se-
conde. ( Foir la Note I. ) 

Toute courbe du premier système coupe les courbes 
du second, ce quon vérifiera très-facilement. 

4, Les équations du quatrième degré que nous avons 
obtenues sont-elles générales? Peut-on les identifier avec 
celle d'une surface quelconque du même ordre? D'après 
le nombre des constantes contenues dans les diverses 
fonctions S et 2 , il semble qu'on peut répondre aflSrma-
tivement-, il faut, en effet, trente-quatre conditions sim-
ples pour déterminer une surface du quatrième ordre; 
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or les quatre fonctions du second degré renferment cha-
cune neuf arbitraires; il y a en outre des coefficients de 
liaison : Fidentification paraît possible. Mais il est diffi-
cile de savoir si toutes les constantes sont indépendantes. 

Dans le travail relatif aux courbes du quatrième ordre, 
M. Chasles a démontré qne toute courbe du quatrième 
degré pouvait être engendrée par les intersections de 
deux faisceaux homographiques de coniques ; mais il n'est 
pas facile d'appliquer une démonstration de ce genre à la 
génération des surfaces de même ordre. 

Il y a aussi une lacune regrettable dans la théorie des 
surfaces du quatrième ordre. M. Chasles, remarquant la 
relation très-simple qui lie un point variable d'une co-
nique à quatre points fixes de celte même courbe (*), en 
a conclu sans peine que : Si Von joint le point ciHnter-
section de deux coniques correspondantes des fais-
ceaux ayant pour hases deux systèmes de quatre points 
(a, c, ¿Í), (a', h\ c', d') a ces deux systèmes de 
points^ les deux faisceaux de quatre droites ainsi for-
més ont entre leurs rapports anharmoniques une rela-
tion linéaire par rapport à chacun d'yeux. 

Et réciproquement, le lieu des point s jouissant de cette 
propriété est mie courbe du quatrième ordre qui passe 
par les huit points a, è, c, d^ a\ è' , c\ d', 

Or il est évident qu'à cette propriété des coniques doit 
correspondre une relation entre les droites joignant un 
point quelconque d'une surface du second degré aux huit 
points fixes situés sur une courbe gauche du quatrième 
ordre et servant de bases aux faisceaux de quadriques 
que nous considérons. Cette relation doit être sans doute 
assez compliquée. Il me paraît donc assez difficile de 

(* ) Si Ton joint un point quelconque d'une conique a quatre points 
fixes pris sur cette conique, le rapport anharmonique du faisceau est 
constant. 
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substituer à la définition des surfaces du quatrième ordre 
une propriété géométrique convenant à tous ses points. 

Cependant, en remarquant que le résultat de la sub-
stitution des coordonnées d'un point quelconque dans le 
premier membre de l'équation d'une quadrique repré-
sente le rapport des distances du point et du centre de la 
surface (dans le cas des surfaces à centre) au plan polaire 
du point, on peut écrire l'équation générale des surfaces 
du quatrième degré, trouvée précédemment, sous la forme 

d B d S, ^ d, d r^ di 

les d et d désignant les distances d'un point de ,1a sur-
face aux plans polaires relatifs aux quadriques S, 2 , et 
les mêmes lettres, aifectées de l'indice zéro, se rapportant 
aux distances des centres aux mêmes plans , 

5. Il y a encore une propriété géométrique des courbes 
d'intersection des quadriques correspondantes des deux 
faisceaux, qui me parait digne d'être remarquée. On sait 
que tous les plans polaires d'un point z) par rap-
port aux quadriques du faisceau (S, Si) passent par une 
même droite D-, de même, tous les plans polaires du 
même point par rapport aux quadriques du faisceau 
(2, 2i) passent par une même droite A; d'où il suit que 
la tangente au point (x^j^ z) à la courbe d'intersection 
des deux quadriques correspondantes passant par ce point 
est l'intersection des deux plans menés par ce point el par 

(*) Ce travail était complètement terminé, lorsqu'en parcourant les 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, j'ai trouvé dans le 
tome XLV, page io66, une nouvelle Note de M. Chasles, relative à la gé-
nération des courbes et surfaces de degré m. Le double mode de généra-
tion de la surface du quatrième ordre, dont il est question au n® 3 de ce 
paragraphe, n'est qu'un cas particulier du théorème énoncé par l'illustre 
géomètre (Loc* cit.). 
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les droites Del A. C'est d'ailleurs ce qui résulte immé-
diatement des équations des deux faisceaux. 

Je vais maintenant examiner les principales modifica-
tions que subit l'équation générale des surfaces du qua-
trième ordre lorsque les quadriques des deux faisceaux 
prennent elles-mêmes quelque propriété particulière. 
Nous rencontrerons ainsi fréquemment des surfaces du 
troisième ordre comme cas particuliers. 

( La suite prochainement, ) 

SOLUTIONS D E S QUESTIONS P R O P O S É E S 

DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 853 
(voir ?" série, t. VU, p. 

PAR M . E . P E L L E T . 

Trouver la somme des séries suivantes : 

/ ^ o V 

dans laquelle ^(n) est un polynôme du degré p-, 

1 f{n) 

oii Von a 

et où ^{n) est un polynôme au plus du degré (p — i). 
( D A R B O U X . ) 

Les deux séries (i) et (2) sont convergentes. 
En effet, dans la première, le rapport d'un terme au 

Ann. de Mathêmat., 2® sér ie , t . IX. (Septembre iS'/O.) 2 ^ 
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précédent, est nul pour n = co , Dans la 
, f(n)fp(n-A-i) seconde, ce rapport est —— ; 

Soit 
— A, 

Le rapport précédent devient 

Ao -f- A,{p -I- i) ^fl -h ^^ -f- A, - h Ao p . . . 

-f-i) ) A, . . 

La quantité 

A, 

ou 

étant négative, puisque ¡x est au plus égal à p — i, la 
série (2) est convergente. On voit, en outre, que la con-
vergence de ces séries est indépendante du signe des 
termes, qu on peut grouper dès lors d'une manière quel-
conque. 

Limite de la première série. On a 

1 .23 . . . / ? ' ^ ' 

étant la différence du ordre de la première 
des quantités 

<p(o), <p(i), 7 (2) , . . . , ^{p). 
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Par conséquent, 

1 .2 .3 . . p \ 

e étant la base des logarithmes népériens. Cette formule 

suppose que - ^ ^ est égal à i pour n = o. 

Limite de la deuxième série. On a 

. , / V n a A<p(— a ) 

( A / 4 - g ) (n-ha g) 4 - . . . 

(« 4-- a) {/2 4 - a 4- i ) . . .{n a -h p — 2) A/'~'<p(— a) 

Ai'^yl—a) étant la différence du ordre de la pre-
mière des quantités 

Par conséquent, 

V î l ^ l — i î 
2âf\n)~ I —I) 

A ) I I 

I —I (« 4-i)(« 4-2) . . .(a 4-;? —i) 
A2<p(—At) 1 1 

1 . 2 p — 2 4 - 2 ) . . .(«4-/> — i) 

^ ' I . 2 .3. . . ( / ? — i ) / ? — 4 - I a 4 - — ï 
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Question 869 
(TOir 2* série , t. VII, p, 287); 

P A R M . E . P E L L E T , 

Si Von pose 

/. / s rmim — 

"m (m — i ) . . .(m — «-f-i^l^ 4- i } i .r" + . 
ï 2 . . . « 

i" Les équations 

auront toutes leurs racines réelles et inégales; 
2^ Les racines de Véquation fm(^) = o sépareront 

les racines de Véquation f^^^ (o:) = o. 
( H . LAUREWT.) 

En rendant homogène le polynôme/„(.r), on a 

•En posant 
P „ = I . 2 . 3 . . .OT, 

on en déduit 

dx^ dx ^ 

et, en remplaçant les différentiations par rapport à x par 
les diflerentiations relatives à i. 
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et en ajoutant membre à membre 

' •> - S ? = 

Posons 

on a 

9 • 

dtdx 

d'où 

= " ' ' - ' S - «) ^ 

de même 
i —1 = mfxt —,— : 

dt dx ' 
d'où 

• ^ /X ( d<ù dtû\ i (2) 2 I j; — 4- i ^ 1 = 27/2ÇP = • 

Ajoutant les relations (i) et (2), après avoir divisé la 
seconde par m, et remarquant qu'on a 

il vient 

i) -f- ^mxt + ' 

ou, en remplaçant t par i et ^ ^ ^ par — xj 'n-u 

(3) 



( ) 
Le théorème se vérifie aisément pour m égal à i , 2, 

3 , . . . . Pour le démontrer dans sa généralité, il suffit de 
prouver que, s'il a lieu pour une valeur de m, il a lieu 
par cela même pour la valeur de m immédiatement su-
périeure. 

Supposons que l'équation == o ait toutes ses ra-
cines réelles et inégales, et soient a^ et a^^ deux ra-
cines consécutives de cette équation; elles réduisentf„, à 
2.x [i — ^f T ' f . . 

— Jm-i' Les quantités â , et a^^^ sont negatives, 

p u i s q u e n ' o f f r e pas de variations j elles donnent, par 

conséquent, le même signe au facteur ^ ^ ^ mais 
fL-^i prend des valeurs de signe contraire. Par consé-
quent, les nombres â ^ a^^i comprennent au nioins une 
racine de f,^. En appliquant ce raisonnement à tous les 
intervalles des racines de = 0, on voit que les ra-
cines de o sont séparées par les nombres 

a j , «J,. . étant les racines d e r a n g é e s suivant 
leur ordre de grandeur. 

Remarque, — Si dans la relation (3) on fait x = 
elle devient 

m — I 
I -f-f/wiw — 1)1- 2(2m — l) 

1+ —) H- = -

On en déduit 

/ w V I . 2 . 3 . . . { 2 / W — l ) 2 / W 

Note. ~ (iClte question a élc résohie aussi par M. H. Brocard, l i eute-
nant du (W'riie. 
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Question 874 
(Yoir :«• série, l. VII, p. Â A); 

PAR M . F . - P . P O U R C H E I R O U X . 

On donne un cercle et deux points, inscrire dans le 
cercle un triangle isoscèle dont les deux côtés égaux 
passent parles deux points donnés. ( L E M A I R E . ) 

Soient O le cercle donné et M et N les deux points 5 
soit ABC le triangle cherché (*). Je construis les po-
laires PD et PE de M et de N. Les pôles de AB et AC 
seront sur des perpendiculaires à ces droites menées du 
centre du cercle O^ de plus, ils doivent se trouver res-
pectivement sur PD et PE; D et E sont donc les pôles 
de AB et AC. 

Cela posé, le point A étant sur AB et sur AC, sa po-
laire, qui est la tangente en ce point, doit passer par les 
pôles D et E de AB et de AC. Pour construire le triangle 
isoscèle, il suffira donc de construire les polaires de M el 
de N et de mener au cercle O une tangente telle, que le 
point de contact soit le milieu de la partie comprise entre 
les deux polaires. Ce point de contact A sera le sommet 
du triangle cherché. 

La question 874 se trouve donc ramenée au problème 
suivant : 

Mener entre deux droites une tangente à un cercle, 
de telle manière quelle soit partagée en deux parties 
égales par le point de contact. 

Ce dernier problème a été résolu complètement par 
M. Morel [voir 2® série, t. VIII, p. 242). 

Note. — La même question a été résolue par M. H. Brocard. 

( * ) tvc lecteur est prié de Caire la tigurc. 
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Question 991 
( Toir série, t. IX, p. 240 ) ; 

PAR M. C. C L A V E N A D , 

Élève au collège Chaptal. 

Deux dii^isions homographiques se trouvent sur la 
même droite. Au point a de la première dii^ision cor^ 
respond le point h de la seconde; au point t , pris dans 
la première division, correspond le point c de la se-
conde; au point c de la première dii^ision correspond 
le point d de la seconde, et ainsi de suite. On obtient 
ainsi une série indéfinie de points a, fe, c, d,, Prou-
ver que ces points se rapprochent indéfiniment d'un des 
points doubles des divisions homographiques, ces points 
doubles étant supposés réels, ( E M I L E W E Y R ; ) 

Solution, — Je suppose que e et f soient les 
deux points doubles et que je relève Tune des divisions 
suivant la droite e/r, eh étant égal à ef] les droites qui 
joignent les divers points homologues passant toutes par 
un m.ême point. 

Je considère le point m qui a pour homologue m', et 
je le rapporte en m'̂  par une parallèle m'm'^ à hf. De 
même m" 'îonsidéré comme appartenant à la première 
division, a pour homologue m"'̂  par conséquent m'^; et 
ainsi de suite; on voit donc que les divers rayons om, 
om",... vse rapprochent indéfiniment de la position of-̂  
et par suite m, m'',. . . se rapprochent de f , 

La condition pour que ces points se rapprochent du 
second point double e est que l'on considère primitive-
ment le point m comme appartenant e la deuxième di-
vision. 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Solution. — On peut arriver au même résultat par 

les formules de Thomographie. 
En prenant l'origine au point O milieu de la IJ' qui 

unit les homologues de l'infini, l'homographie s'exprime 
par la formule 

O m O w ' - j - X / T î w ' - f - v r r r O , 

X et V étant des constantes 
v ~ 0 1 0 0 ' . 

Je puis remplacer mm' par Om'—0/r / , par exemple, 
en supposant Om' ^ Om, 

Et j'obtiendrai Om' par la formule 

/ ^ ^ , XOm — V 
(i Om r 

O m - 4 - A 

Pour que mm'soi t un point double, il faut que O m ' = 0 . 
Or, si dans l'expression (i) je remplace Om par la 

valeur même de Om', j'aurai le segment Om" qui cor-
respond à Om', m' étant considéré comme appartenant 
à la première division. En continuant ainsi de suite in-
définiment, l'expression (i) sera absolument la même 
que celle qui donne Om. Au numérateur et au dénomi-
nateur, et par conséquent à la limite, le point considéré 
est venu occuper Ja position du point double. 

Question 994 
( voir 2® série, t. IX, p. 288 ) ; 

PAR M. H . L A U R E N T , 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

Si, en un point M d'un hyperboloïde, on mène la 
normale et quon la prolonge jusquà la rencontre de la 
surface, en nommant R et R' les rayons de courbure 
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principaux du point M, N la longueur de la normale. 
on a 

I I 2 

( L A U R E N T . ) 

Il s'est glissé, dans l'énoncé de cette question, une 
erreur que je vais rectifier; je profiterai aussi de l'occa-
sion pour énoncer un théorème plus général. 

Soit 

/ [ x , y,z)r=o 

l'équation d'une surface quelconque. Si l'on pose 

df , df df 

d'f <l\f , d^f „ 

(iydz dxdz dxdy 
(î — ŷ /2 A m ¿ï -i- H- a'' ; 

si enfin Ton désigne par R et R' les rayons de courbure 
principaux en (:tr, 2), et par u Tun quelconque d'entre 
eux, on a 

h" // / u 
0 a 0 m 

u — o ; 

b' b n u 
1 m n o 

d 'où l'on conclut aisément 

i i ^ i 
-f- 2 /tirt 4- 2 b'in -i- 2 ¿'7/// )]. 
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Si maintenant on considère la surface du second ordre 

osculatrice 

o y, z) + x) I -^{n --x) m C^~.z)n 
+ 1 - r t ' ( „ - x Y - ^ z ) (y, - j ) 

et si Ton cherche la longueur N de la corde normale en 
(x, J , z) à cette surface, on a 

et, par suite, en observant que 2) = o, 

^{al'-h- a'm- -+- 2hmn 4- 2b'/n + ib"mb)^ 20^— o. 

L'équation (1) devient alors 

ou bien, en appelant v la valeur absolue de la normale, 

ï ^ 1 A ^ 2 

Si Ton avait A = o, on aurait 

Applications. 

L Prenons l'hyperboloïde dont l'équation est 

A r z 4 - B z - r 4 - c . r j = I ; 

on a ici A = o, donc 

-h - .r) (>, - y ) \ 

ç — .r =r —, n /2N 
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Cet hyperboloïde est un hyperboloïde particulier sur 
lequel on peut appliquer trois droites de directions rec-
tangulaires, puisque son cône asymptote contient les axes 
de coordonnées, 

IL Dans le cylindre hyperbolique 

xy=zk\ 
on a 

ou, si l'on veut, dans l'hyperbole équilatère, le rayon de 
courbure est la moitié de la corde normale correspon-
dante, propriété analogue à celle du cercle. 

EXERCICES. 

i . Trouver le polynôme entier le plus simple qui, par 
des valeurs de la variable égales à i , 2, 3, prend respecti-
vement les valeurs 3, 6, 10, et qui est maximum pour 
or = 5. 

Même question, le polynôme devant être minimum 
pour la même valeur de la variable. 

2. Soient r trois points d'une conique, tels que 
les normales à la courbe menées par /;, (7, r concourent 
en un seul point. Si l'on mène par le sommet S trois 
droites parallèles à qr^ pq^ et rencontrant la conique 
en q̂ -tP -̂, r ' , le centre de gravité de ces trois points est 
sur l'axe principal qui passe par S. 

3. Démontrer l'identité des deux séries suivantes : 

et 
A- -f- .r* -h -f- . . . -f-
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le coefficient s ayant la valeur -f-1 ou — i, suivant la na-
ture du nombre n ; déterminer cette valeur de e lorsque 
n est connu. 

4. f { x ) et cf(x) désignant deux polynômes sans fac-
teur commun, trouver, en partant de la décomposition 
des fractions rationnelÎes en fractions simples, des poly-
nômes entiers U et V, tels que Ton ait 

QUESTIONS DE LICENCE. 

1. De tous les points d'une courbe (A), comme centres, 
on décrit des cercles orthogonaux à un cercle fixe (C), de 
centre P et de rayon R, 

Ces cercles enveloppent une anallagmatique. Appe-
lons aire de Vanallagmatique la différence des aires 
comprises entre les arcs deTenveloppe et (A), R restant 
constante : 

L'aire de Tanallagmatique est minimum lorsque le 
point P est le centre de gravité de courbure de ( A ) ; 

Les points P qui donnent lieu à des aires égales 
sont situés sur un même cercle. 

2. La somme des aires des podaires d'un arc de 
courbe (A) et de l'arc correspondant de sa développée, 
prises par rapport à un point P, est minimum si P est le 
centre de gravité de courbure de l'arc considéré de (A). 

Tous les points P donnant lieu à des sommes d'aires 
égales sont situés sur un même cercle. 

3. Soient A et D les centres de gravité de courbure 
d'un arc de courbe (A) et de l'arc correspondant de sa 
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développée (D); la droite AD est perpendiculaire à la 
corde qui sous-tend Fare (A); la longueur de cette corde 
est égale au produit de AD par l'angle des normales aux 
extrémités de (A). 

A . RlBAt lCOUR. 

OUESTIONS. 

999. désignant la somme des puissances des 
racines de l'équation 

A, .r" -f- A, .r"-' 4- . . . -j- A^ ^«-m+i _f_ . . . -j- o, 

où l'on a fait, pour abréger, 
a"' — 

Aw — 7-9 a — b 

on a, depuis m = i jusqu'à m = n inclusivement, 

— — 

On déduit de là que, a et é étant réels, l'équation con-
sidérée ne peut avoir deux racines réelles. 

( S . R E A L I S . ) 

1000. S,„ désignant la somme des puissances m '^^ 
des racines de l'équation 

2 2 . 3 

«(¿ï4- i ) («-4 -2) (a4~3 ) . . . («4- / î — 1) 4 — o, 
2 . 3 . 4 . . . « 

on a 
S„ — S„_, ~ S«_2 ~ . . . S3 = St — a, 
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On déduit de là que, a étant positif, l'équation con-

sidérée ne peut avoir deux racines réelles; ce qui s'ac-
corde avec l'énoncé de la question 776 (2® série, t. V, 
p. 432). 

Note. — Pour l'équation 

^"H h — 5 I I . '2 1.2.3 
X 

I . 2 . 3 . . . ( « — I ) I . 2 . 3 . . . /I ' 

on a évidemment 

S3 ~ S4 . . . = ISN—» ^ ^ S„ O, 

et l'on reconnaît de même que Téquation ne peut avoir 
deux racines réelles ; ce qui s'accorde avec la question 775. 

( S . R E A L I S . ) 

iOOl. Quelque valeur entière et positive que l'on 
donne à a et à m, l'expression 

(fl^-f- -f- i r - ' — a ' " - ' ] 

n'est pas la m ' ^ puissance d'un nombre entier, et le 
nombre 

(m -.!)[(«-+- I f - //-J 

n'est pas entier. ( S . R E A L I S . ) 

1002. En un point d'une ellipse, on prend sur la nor-
male en dehors de la courbe une longueur égale au rayon 
de courbure en ce point : le cercle décrit sur cette lon-
gueur comme diamètre coupe orthogonalement le cercle 
lieu des angles droits circonscrits à l'ellipse. 

( S T E I W E R . ) 
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1003. Les équations tangentielles d'un cône droit tou-

chant trois plans donnés («,, ^i, Wj), (1/2, f̂ sy tvj), 
("s, ^si '̂ '̂ n) sont, dans le cas des axes rectangulaires : 

tt (> I 
tt, f, I 
«2 T'A I 

U, Ç, I 

— O, 
«2 t̂ j 
tt, C, 

W 4 . «,2 

= 0; 

les signes des radicaux sont indépendants; il y a quatre 
solutions. ( L . P A I N V I N . ) 

1004. Par deux points fixes, on mène un cercle va-
riable; soient a et è deux des points où ce cercle coupe 
une conique fixe; le cercle variant, la droite ab enve-
loppe une courbe : construire géométriquement Je point 
de contact de ab avec son enveloppe. 

( L A G U E R K E . ) 

1005. On donne une surface du second degré et une 
sphère; si l'on désigne par a, ¡3, y les angles sous lesquels 
trois plans diamétraux de la surface (ou trois diamètres 
conjugués) rencontrent la sphère, et par A, B, C les aires 
des sections déterminées par ces plans (ou les longueurs 
des diamètres), on a la relation 

A'sin^a -f- B̂  sin^p -H Ĉ  sin'7 = const. 

( H . F A U R E . ) 

1006. L'aire de la courbe lieu du centre d'une ellipse 
qui roule sans glisser sur une droite fixe est la moyenne 
arithmétique entre les aires des cercles décrits sur les 
axes comme diamètres. (H. BROCARD.) 
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THÉORIE DES INDICES DES POINTS, DES DROITES BT DES PLANS 

PAR RAPPORT A UNE SURFACE DU SECOND ORDRE 

(suite et fin, voir ?.• série, t. IX, p. 317» 36o et 399); 

PAR M. J . NEUBERG, 
Professeur à l'Athénée de Bruges (Belg ique) . 

H . Résumons maintenant les principaux résultats que 
nous venons d'obtenir. 

Les définitions des indices proposées par M. Faure sont 
les expressions les plus simples de ces quantités. Mais 
pour justifier le nom commun (ïindice donné à trois 
quantités relatives aux points, aux droites et aux plans 
considérés par rapport à une surface du second ordre, il 
convient, croyons-nous, de suivre la marche que nous 
avons tracée. L'indice d'une droite se définit alors très-
naturellement en fonction de ceux de deux points con-
jugués, et celui d'un plan en fonction de ceux de trois 
points conjugués. Réciproquement, l'indice d'un point 
par rapport à une conique peut se définir en fonction de 
ceux de deux droites conjuguées^ l'indice d'un point par 
rapport à une surface, en fonction de ceux des arêtes d'un 
trièdre conjugué^ enfin l'indice d'une droite par rapport 
k une surface, en fonction de ceux de deux plans con-
jugués. 

Les différentes sortes d'involutions, rectiligne, plane, 
faisceaux de droites, de plans ou de trièdres, jouissent de 
deux propriétés fondamentales communes : 

La somme des inverses des indices des éléments 
conjugués est constante^ 

Ànn. de Mathêmat,^ 2® série , t. IX. (Octobre ï870. ) 2 8 
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a® Le quotient du produit des indices des éléments 

conjugués, divisé par le carré de la distance de ces élé-
ments (distance de deux points, surface de triangle, sinus 
d'angle) est constant* 

L'involution solide formée par l'ensemble des tétraèdres 
conjugués avec une même surface jouit également de ces 
propriétés. 

Au point de vue analytique, nos résultats ont égale-
ment une certaine importance; ils donnent la significa-
tion géométrique de certaines fonctions [covarïants et 
contrevariants) qui se présentent fréquemment dans les 
calculs. Si f{x) = o [F(XX) = o] est l'équation de la sur-
face en coordonnées ponctuelles en|;(/7) =:o[¥(;7p) = o ] 
l'équation en coordonnées tangentielles, ces fonctions 
seront, à des facteurs iwariants près. 

I 

X Y ' sin'(PQ) 

M-
W{pp) W[pq) 

XYZ 

F (XX) F{xz) 

F{zx)F{zr)F(zz) 
sin2(FQ' R'; 

Yipp] Wipq) W{pr) 

W{rp) W{rq) ^{rr) 

où XY et XYZ représentent la distance de deux points 
ou la surface du triangle formé par trois points, sin(PQ) 
le sinus de l'angle dièdre de deux plans, et sin (P 'Q 'R ' ) 
le sinus de l'angle polaire du trièdre formé par trois 
plans. Les dernières fonctions ne changent même pas pour 
tous les couples de points d'une même droite ou les cou-
ples de plans tournant autour d'une même droite, etc. 
Si H et H' désignent les hessiens de f el de ip, les fac-
teurs qui dépendent de / et de tp peuvent aussi prendre 



la forme 
p q r 
p q r 

P 7 
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H' 

L'analogie nous conduit aussi à examiner la significa-
tion géométrique du déterminant 

A = 

Fixx) Fixy) ¥{.rz) F(xu) 
F( jx ) F ( j j ) Yifz) F(ru) 
Fizx) F{zx) F{zz) F{zu) 
Flux) F{uy) F{uz) F{uu) 

Si nous désignons par V le volume du tétraèdre XYZU, 
nous aurons 

6\ = 

.Tj 
rx r^ r4 
z, Z3 2̂3 
fft Wj «3 «4 

d'où 

6VH: I 
•¡6 

M^) M^) M^) M^) 
Mr) Mr) Â(r) Mr) 
M^) M^) M^) Â{z) 
/ . («) /.( 'O /al«) M^) 

et, en multipliant de nouveau par 6 V, 

36V'Hr=A. 

(*) Nous avons omis certains détails dans les paragraphes précédents, 
pour ne pas rendre cet article trop long. Ainsi nous n'y avons pas parlé 

de la fonction ( H ^^^ h croyant que le lecteur comblera facilement cette 
\ P^rJ 

lacune. 
28. 
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Si les quatre points sont conjugués ou 

on a plus simplement 
36V=H = 4 = / ( x ) X / ( J ) X / ( 2 ) X / ( « ) ; 

et, c o m m e « ' ¿ ' c ^ - i ? , /(i3) = | . 
on retrouve 

36 V̂  
hljhlu 

12. Pour compléter cette étude, nous avons encore à 
parler de la signification géométrique de V émanant F (xj). 
Désignons par (X, P .̂) la distance du point X au plan 
polaire du point Y^ nous aurons 

(X P ) - _ 

. 

d'où 
( j ) 

(X.P^) ^ F(x.y) ^ (Y, P.) 
(0,P^) ' / I P ) (0 ,P . ) ' 

équation qui convient encore aux coordonnées carté-
siennes obliques et aux coordonnées tétraédriques. 

Appelons paramètre du couple de points X, Y le rap-
port, pris en signe contraire, des distances du plan polaire 
de l'un d'eux à l'autre point et au centre de la surface, et 
représentons ce rapport par N -̂y-, nous aurons 

La notion du paramètre peut servir à interpréter beau-
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coup de résultais. L'on a, par exemple, 

% = 2 J 
X Y 

et réciproquement N ^ = X XY -f-
Si les points X, Y sont sur la surface, il vient plus 

simplement 

d'où 
X Y ^^y 

D^y étant la longueur du diamètre parallèle à XY. D'après 
cela, si nous désignons les paramètres des arêtes XY, 
XZ, XU d'un tétraèdre inscrit par XJ, X3, et ceux 
des arêtes ZU, YU, YZ par fx ,̂ fjig, de manière que 

•VY 

l'égalité 36V^H = Û donnera 

36V2 

X f̂ i — >2 fAî H- >3 ^3) (̂ 1 Pi — f̂ j 4- >3 Pa)-
Si XYZU et X'Y'Z'U' sont deux tétraèdres quelconques 
de volumes V et V , on trouve, par le procédé employé 
ci-dessus, 

Fixa:') F(xx') F{xz') F{xu') 
F[xy} Firz') 

F{zx') F(zj') F{zz') F(zu') 
F(uy) F{uz) F{uu') 

3 6 W H : 

Si l'on suppose les tétraèdres XYZU et X'Y'Z'U' po-
laires réciproques par rapport à la surface^, cette égalité 
peut se transformer en 

36 V V 
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d'où Ton pem conclure le théorèr^e Faure de la ques-
tion 599. 

13. Rapportons la surfaceyà un tétraèdre de référence 
MiMjMjiM^. Soient Xi, Xt, Xĝ  x^ les distances du point 
variable X aux quatre faces du tétraèdre, (^i, /ij, As, A4) 
les quatre hauteurs du tétraèdre, et (a^, a^, a*) les 
aires des faces. Si S A^^x^o:, = o est l'équation de la sur-
face, on trouve sans difficulté, pour le paramètre du 

couple Ar A„ N^, =: — ^Z^Q^' ' L*̂  surface peut donc 
/ ( p ) 

aussi être représentée par l'équation 

V ivr 
hrht 

Comme N^̂  = , N/,, = dl, - f - I , , on p^ut aussi 
écrire 

1 

d^, étant la longueur de Tarête A^ Cette équation a 
déjà été indiquée par M. Faure [Noui^elles Annales y 
année 1866, p. 8). 

Si nous prenons pour coordonnées tétraédriques les 
volumes Vj, Vs,Vs, V4 des tétraèdres XM2M3 M4;,..., la 
surface peut se représenter plus simplement par 

Les dix paramètres sont liés par une relation assez 
simple qui peut s'obtenir comme il suit. Les coordonnées 
du sommet Aj étant (V, o, o, o), on doit avoir 

_ /(V, 0,0,0 ) _ NuV^ 
m ) " f m 

ou 
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Mais l'identité entre les quatre coordonnées tétraédriques 
étant ( 

il faut remplacer, dans la valeur de/( jS) donnée au n® 1, 

les coefficients h*, h^. h 

3, Â  par par suite nous au-

rons, pour la relation cherchée, («;)=„, 
ou 

—1 I I I I 
N„ N, 

N: 

N3, N33 

Nu N4, N-

Dans les cas particuliers où le tétraèdre de référence est 
conjugué ou circonscrit par les arêtes, cette identité se 
réduit à 

I î I I 

La première a déjà été donnée au n° 3. 

Note. — La question 837 a été résolue aussi par M. Pellet, élève du 
lycée de Nîmes, et M. D. Thomas, professeur â Oxford. 



( 44o ) 

NOTE m LES SURFACES DU QUATRIÈME ORDRE 
( soite et fin, voir série, t. IX, p. n o ) ; 

PAR M. H. DURRANDE, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes. 

II. — Surface résultant de faisceaux de quadriques 
doublement tangentes. 

6. Supposons que chaque faisceau de quadriques se 
compose de surfaces doublement tangentes à Tune d'elles, 
alors les équations des deux faisceaux deviennent 

(1) S - X P Q ^ o , 

(2) 

si la relation homographique est 

>. -h ^ p. = o, 

l'équation de la surface résultante est 
(3) SP.Q, -f-X S,PQr::.0. 

Cette surface contient les quatre coniques servant de 
bases aux deux faisceaux, et les quatre droites intersec-
tions des quatre plans P^ Q, P,, Qj , savoir : 

( P r = 0 , P , = : o ) , ( P r r = 0 , Q , = r 0 ) , 
(Q^rro, (Q = O, Q. == o). 

Tout plan mené par une de ces quatre droites coupe 
la surface suivant une courbe du troisième ordre. 

Les équations de la seconde série des courbes généra-
trices sont 

i P.Q.-vPQzrrO, 
< k 
I = 0. 
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La surface est d'ailleurs doublement tangente à toutes les 
surfaces de chaque faisceau. 

Si les plans Q, Qi se confondent, l'équation de la sur-
face devient 

Q(SPt + XS,P) = o. 

La surface se compose donc d'un plan et d'une surface 
du trosième ordre. 

Elle se réduirait enfin à une surface du second ordre 
et à un système de deux plans, si les plans P et Pj se con-
fondaient aussi. 

7. Si les surfaces S, Si ne se correspondent pas et que 
la relation entre les paramètres soit 

- h A = o, 

l ' équat ion de la sur face résu l t an te devient 

SS. H- / PP.QQ, = 0. 

Si les plans Q, Qj se confondent, l'équation devient 

S S , - f - i t P P , Q 2 = : o ; 

la surface est t angente aux surfaces S, Si en tous les 
poin ts des deux coniques 

( S = : 0 , Q = : 0 ) , ( S , = 0, Q , = o). 

Les huit coniques communes à la surface et aux qua-
driques données se réduisent donc à six. 

8. Si l'un des faisceaux est composé de surfaces ré-
glées, on a par exemple 

S. = MN, 

M, N é tan t des fonct ions l inéa i r e s ; l ' équa t ion de la s u r -
face devient , p o u r X -H = o , 

SP.Q, -h ^MNPQ = o : 
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sur la surface quatre coniques et huit droites. Si Qj et Q 
se confondent, on a 

S P , - f - X M N P = r O ; 

on a trois séries de coniques dont les plans passent par 
les droites M), ( P „ N ) , (P , ,P) . 

Pour 
Xpt -f- A- = o, 

l'équation devient 

SMN + XPP,QQ, = o ; 

les deux formes se confondent dans ce cas. 
Si les deux faisceaux sont composés de surfaces réglées, 

Téquation de la surface devient 

MNPiQI -h XM,N,PQ = O, 

et la surface contient donc alors seize droites*, elle est le 
lieu des points tels^ que les produits des distances de 
chacun d^eux aux faces de deux tétraèdres sont dans 
un rapport constant, 

III. — Faisceaux de quadriques ayant pour hases 
des courbes de contact planes. 

9. Supposons maintenant que chacun des deux fais-
ceaux de quadriques soit formé de surfaces ayant une 
courbe de contact plane commune. 

Les équations des deux faisceaux sont alors 

S — ^P^rxio, 
S . ^ p P î ^ o . 

Si les paramètres [k sont liés par la relation 

= o, 
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réquation de la surface est, 

la surface du quatrième ordre contient les CQuiques dq 
contact des deux faisceaux, et elle touche toutes les 
quadriques suivant ces deux coniques. Elle renferme 
aussi une droite double (P, Pi). Tout p lanmené pair 
cette droite coupe la surface suivant un^ colique : c'est 
le second mode de génération de la surface. 

Du reste, c'est une remarque que n o u s pouvons ffdre 
dès à présent, que, lorsqu'une droite double est sur la 
surface, tout plan mené par cette droite doit couper la 
surface suivant une conique : c'est une des bases de la 
classification des surfaces du quatrième degré de Kutn-
mer. 

Lorsque la relation homographique est 

H- A- rrr o, 

l'équation de la surface du quatrième ordre devient 

SS.-h X P'PÎ = 0 . 

Les quatre coniques (S, P), (S, Pj), (S„ P), (Sj, Pj) 
sont des courbes de la surface, suivant lesquelles elle 
touche toutes les quadriques des deux faisceaux. 

Enfin, si les deux surfaces S, Sj se confondent, la sur-
face se réduit à un système de deux surfaces du second 
ordre. 

IV. — Faisceaux de quadriques homothétiques, 

10. Ce cas est un cas particulier du précédent -, il suffit, 
en effet, de supposer que l'un des plans P, Pj ou Q, Qi 
passe à l'infini ; l'une des courbes communes passe par 
conséquent à l'infini^ et les surfaces du faisce^ii deviez-
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nent homôthétiques. Mais nous allons voir que ce cas 
particulier présente un certain intérêt. 

Si un seul des faisceaux se compose de surfaces homo-
thétiques, la surface a pour équation 

On voit qu'elle passe par les deux coniques (S, P), (S^, P), 
et par la conique k Tinfini. Si les surfaces homothétiques 
sont en outre concentriques, le second plan passe aussi à 
l'infini, et l'équation se réduit à 

Il est facile de voir que la surface des ondes de Fresnel 
et les surfaces (*) analogues correspondant aux diverses 
surfaces à centre du second ordre sont comprises dans 
cette forme. En effet, la surface des ondes de Fresnel a 
pour équation 

(jc' -h -I- ẑ ) -f- b^x'' -4- c^z') 
— rt' -h c^).r' — b̂  [ĉ  4- a') — ĉ  {a' + b') 4- â  b'c' == o; 

or on peut l'écrire évidemment 

{x' -f-y' -f- — R )̂ {a^x' H- b^y^ 4- cH^ — p') 

a, 6, y, R,*/^, q désignant des constantes^ et l'on voit 
ainsi que cette surface est le lieu des intersections de deux 
faisceaux se composant Tun de sphères concentriques 

H- H - — R'— X = o, 

l'autre de quadriques 

rt'x» 4- ' cH^ — — 4- 4- 7'z^ — q̂ } = O, 

(*) Nouvelles Jnnales, 1861, et Thèses présentées à la Faculté des 
Sciences de Paris, 1864 (H. Durrande). 
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les deux paramètres étant lies par la relation 

-f- I rz: o. 

H . Passons au cas où les deux faisceaux se composent 
tous deux de surfaces homothétiques ; les équations de ces 
faisceaux sont 

/ S — XP = o, 
( S,— 

Supposons d'abord X et ¡jl liés par la relation 

X -h X-p o, 

réquation de la surface résultante est 

(1) SP, - f - / ' S . P = r O , 

ce qui montre que la surface est alors du troisième degré. 
D'ailleurs, le second mode de génération est représenté 

par les équations 
(s + 

(2) 
( p . ^ vP = o, 

ce qui prouve que la surface résultante de deux fais-
ceaux homographiques, Vun de quadriques. Vautre de 
plans, est une surface du troisième degré passant par 
les deux coniques et la droite, hases des deux faisceaux. 

Ce résultat pouvait facilement être prévu. 

12. Si les deux surfaces S, Si sont en outre doublement 
tangentes, alors on a 

S, S -f- MN, 

M, N ayant la signification déjà donnée-, alors l'équa-
tion (i) devient 

(2) S(P, -i- A'P) - i - / - P M N = : 0 . 
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A rinspection d« cette équatioii oà reconnaît qu il y a 
trois droites sur la surface, deux points doubles où elle 
touche la surface S, et trois séries de coniques réparties 
dans les plans 

P , - H M , P = : 0 , P , - F - A P - H WJMRRRO, P , + X P - F - W A N ^ O . 

On pourrait évidemment se proposer, dans tous les cas 
semblables à celui-ci, où Ton rencontre une ou plusieurs 
séries de coniques passant par une droite, ou dont les 
plans enveloppent une certaine surface, de trouver le lieu 
des centres de ces coniques. Cette recherche ne présente 
d'ailleurs aucune difficulté. 

13. Considérons ensuite le cas où l'on a 

Xp X = o, 

alors l'équation de la surface résultante devient 

(3) SS, H- XPP,=:0. 

Elle est du quatrième ordre, et a une courbe double 
à l'infini. 

14. Examinons d'une manière particulière le cas où 
les deux surfaces S, Si sont elles-mêmes homothétiques; 
alors S et S, ne diffèrent que par les termes du premier 
degré, et on peut poser Sj = S -h M ; toutes les surfaces 
des deux faisceaux seront elles-mêmes homothétiques, et 
par suite les courbes d'intersection des quadriques cor-
respondantes vsont planes. 

Soient 
S -h M —fjLP,= o 

S —XP = o 

les deux faisceaux de quadriques. 
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Si les pacamèlres A, jx sont liés par la relation 

l'équation de la surface résultante est 

(i) S(p,4-A'P) H- mv — o. 

La surface est du troisième ordre, elle a une conique à 
l'infini : c'est elle qui est commune aux deux faisceaux 
de quadriques. 

On voit sans peine les deux séries de coniques situées 
sur la surface et passant par les deux droites que l'équa-
tion (i) met en évidence. 

15. Mais lorsque les paramètres sont liés par la re-
lation 

Xp -f- A = o, 

alors l'équation de la surface prend la forme 

( i ) S ( S - h M ) - f - A P P , 
la surface, qui est du quatrième ordre, a une courbe 
double à l'infini, deux séries de sections coniques; cha-
cun des plans de ces coniques coupe la surface suivant 
deux de ces courbes. 

Les deux modes de génération de la surface sont repré-
sentés par les deux groupes d'équations 

i S — > P = r O , Y S —fAP,=:0, 
\ A I A 

\ X ( fx 

ou, ce qui revient au même, par les deux suivants : 
IS-IV=Z0, S—pPtrrrO, 
) JL ^ 
1 M-f->P+ - P , —O, ÎVH-iiiP, 
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On voit très-nettement ainsi les deux séries de coniques. 
Les plans des deux séries sont d'ailleurs identiques si Ton 

posefx = l . 

Tous ces plans, qui passent par un point fixe (M = o , 
P = o, Pj == o) sont tangents à un cône du second de-
gré et doublement tangents à la surface. 

Ces résultats se mettent facilement en évidence sur 
l'équation même de la surface; on peut, en effet, l'écrire 

S ^ - f - S M 4-A-PP. o 

ou 

or 
M' — 4 A P P , = : o 

est l'équation d'un cône circonscrit à la surface fen tous 
les points de la courbe suivant laquelle il coupe la qua-
drique 

M 
S 4 — o , 1 

Si le plan M = o passe à l'infini, c'est-à-dire si M se 
réduit à une constante, les deux surfaces S, S 4- M sont 
concentriques; le cône circonscrit se transforme en un 
cylindre (*). 

Si M est identiquement nul, les deux surfaces S, S 4- M 
se confondent, le cône devient un système de deux plans 
(P = o, Pj = o) qui touchent la surface suivant les deux 
courbes planes bases des deux faisceaux. 

( *) On a bien remarqué sans doute que tout plan tangent au cône 

a une équation de la forme 

m M P i = o, 

ce qui est bien celle des plans des sections coniques. 
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Supposons que 

M 

et que 

8 4 - ^ = : -h 4" f z " — l , 

alors l'équation que nous venons d'obtenir peut s'écrire 

-f- -f- v'z^ — i)^ - - {mx'' -f- ny^ -f-pz""] = 0 ; 

on peut encore l'écrire 

(2) { 
'i + 

ce qui met en évidence l'existence d'un autre cône cir-
conscrit à la surface, et par suite une autre série double 
de sections coniques. 

Enfin, on peut encore combiner les termes de l'équa-
tion des trois manières suivantes (*) : 

a'x' + p y + fz-' + ) + 

f- • • s ' + 1 = 0 , 

(6) ^ ^^^ ) 

ny' 

— my' 
r 

Pp' — ny^ 

( *) L'idée de ce mode de décomposition m'a été fournie par la Note de 
M. Darboux sur un système de surfaces orthogonales (Annales scientijiques 
da VÉcole Normale, i865). 
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On aperçoit ainsi trois cylindres circonscrits à la sur-

face, et les trois séries de plans tangents à ces cylindres 
déterminent des sections coniques dans la surface. 

Il existe donc pour cette surface du quatrième ordre 
cinq séries de plans coupant la surface suivant des couples 
de coniques. (Voir Note II.) 

V. — Faisceaux de sphères, 

16. 11 est bien évident que tout ce que l'on vient de 
dire sur les surfaces résultant des intersections de deux 
faisceaux de quadriques homothétiques s'applique aux 
surfaces résultant des intersections de deux faisceaux de 
sphères. 

Mais comme les surfaces du quatrième et du troisième 
ordre que l'on peut obtenir ainsi jouissent de propriétés 
remarquables, il n'est pas inutile de traiter séparément 
ce qui les concerne. 

17. Considérons d'abord le cas des surfaces du troi-
sième degré ; elles résultent, comme précédemment, des 
intersections de deux faisceaux de sphères dont les plans 
radicaux passent par une droite fixe; on peut donc sub-
stituer à l'équation d'un des faisceaux de sphères celle 
d'un faisceau de plans. Soient donc 

S - XPz^O, 

les équations des deux faisceaux -, si l'on a 

> -f- Xpi = o, 

l'équation de la surface résultante est 

(i) SQ, +-XPQ=:o. 
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Soit 

Téquation de la sphère donnée, 

Q.rir: ax H- p j -4- 72 -I-
P — a'̂ r H - H -
Q = A ' ' ^ -+- py 4 - f z -4- R : 

Téqualion de la surface devient 

(^jr^ -h z^){oLX -h pj yz -h S) 

4- A (a'.r ^ p y ^ y ' z - h {a^'x -h f j -f- Y'z -h ^ ) 

— R'(aj7 -f- Pf -hyz -h S) — O. 

Si Ton cherche par exemple le lieu des points d'inter-
section d'un faisceau de sphères passant par un cercle 
fixe ou tangentes à un plan donné en un point donné, 
avec les plans polaires correspondants d'un point fixe, ce 
lieu est évidemment une des surfaces dont nous venons 
de former l'équation; car tous ces plans polaires passent 
par une droite fixe. 

Les sections de cette surface par des plans sont dés 
courbes assez étudiées, telles que la strophoïde oblique 
et d'autres qui s'en rapprochent. 

A l'inspection de l'équation (1) , on remarque sans 
peine qu'il y a deux séries de sections circulaires, puis-
qu'il y a deux droites situées sur la surface. 

Dans le cas des faisceaux de sphères, les surfaces résul-
tantes ont une définition géométrique très-simple; ainsi, 
pour les surfaces du troisième ordre, on voit qu'on peut 
les définir le lieu des points dont la puissance par rap-
port à une sphère fixe multipliée par la distance à un 
plan fixe est dans un rapport constant avec le produit 
des distances de ce même point à deux plans fixes, 

29. 
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Si la relation entre les paramètres est 

-f- ^ = o, 

les plans radicaux passant toujours par une droite fixe, 
réquation de la surface résultante ne change pas de forme. 

18. Si les plans radicaux des sphères correspondantes 
ne passent plus par une droite fixe, on n'a plus le droit 
de substituer l'équation d'un faisceau de plans à celle de 
l'un des faisceaux de sphères. 

Soient alors 
( S — > P = o, 
I s.—pP.rrrO 

les équations des deux faisceaux de sphères ayant respec-
tivement pour bases deux cercles fixes. 

Il n'y a pas lieu de faire la supposition 

\ zr: O, 

ce serait retomber sur le cas précédent; mais si l'on pose 

-f- =r o, 

alors l'équation de la surface résultante est 

(2) SS.-4-XPP. = o. 

C'est la forme déjà trouvée au n® 15; et, de plus, si l'on 
fait 

S = X- -h r' -h z' — = p' — 
S, zrr S -f- M, 

on voit que l'équation (2 ) prend la forme 

(3 ) p̂  -h -+- ih === o, 

i/i désignant une fonction du premier degré et û  une 
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fonction du second degré des trois variables; p n'est autre 
chose que le rayon vecteur d'un point {x, z) de la 
surface. 

Tout ce qui a été dit au n ° l o sur les sufaces résultant 
de faisceaux de quadriques homothétiques peut se répéter 
ici. A toute série de sections coniques répond une série 
de sections circulaires, ce qu'il était facile de prévoir. 

Mais nous irouvons quelque chose de plus à remarquer , 
dans le cas qui nous occupe. Passons en revue quelques 
formes de l'équation (3). 

Si M2 et sont des fonctions homogènes, la surface 
représentée par l'équation (3) est la transformée par 
rayons vecteurs réciproques d'une surface du second 
degré. 

En eiï'el, en séparant les termes de chaque degré, l'équa-
tion d'une quadrique peut s'écrire 

¿¿2 «1 -f- «0 — o ; 

or, par la transformation dont il s'agit et qui revient, si 
X "Y 

la puissance est égale à l'unité, à changera: en y en-—^ 

z en une fonction homogène de degré m, se trans-

forme en donc l'équation de la surface transformée sera 
«op^ -+- f u , + «¿2 O , 

et en faisant MQ = i , ou en divisant tout par on re~ 
tombe sur la forme (3). 

Or on sait que si l'on a deux surfaces orthogonales, en 
les transformant par rayons vecteurs réciproques, on 
obtient encore deux surfaces orthogonales; donc il est 
facile de prévoir, d'après la remarque précédente et le 
théorème que je viens de rappeler, que l'équation (3) 
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doit renfermer des systèmes de surfaces orthogonales (*). 
Ainsi, par exemple, si Ton considère les surfaces ayant 
pour équation 

( * ) Le théorème relatif à la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, qui se démontre facilement par des considérations géométriques, 
peut aussi se démontrer de la manière suivante : 

Soit z) = p, Ty = /»(Jf, r , = un systèmc 
triple de surfaces orthogonales; on sait que l'on a trois relations de la 
forme 

^iPiÎfi-r 
dx dx 

On a par la transformation en question 

r'* r" 
ou bien 

-a F»' r'^ ' 
et de plus 

Or on a 
— = = 

de même 

Donc 

dx' " / d x r'* \ dx'^'^dy dz) 

dx \ dx 4r ds / 

dx 

et comme 
2 a:» = r% 

on voit que les deux derniers termes se détruisent; donc 

V -Pi = r * ^ iP ÎPl . 
dx dx 
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l'équation de leurs transformées est , _ ^ _ 

Je prends maintenant l'équation (3) 

-+- pU, -4- U-i = o, 

dans laquelle je suppose que Ui et U^ ne soient plus des 
fonctions homogènes, mais des fonctions complètes de 
leurs degrés respectifs, de sorte que 

U, = r, -4- î o, 
Ua = «2 -4- tt, -{- Wo ; 

si l'on applique à cette forme la transformation par 
rayons vecteurs réciproques, on trouve 

«0 p* - f - ( « , - t - Po) p ' - 4 - Î^ - f - 1 — O , 

c'est-à-dire une équation 

V, ~ o 

de forme identique à la proposée. 
Les surfaces comprises dans cette forme d'équation ont 

donc la propriété de se reproduire par la transformation 
par rayons vecteurs réciproques-, de là le nom d'anal-
lagmaliques qui leur a été donné par M. Moutard. 

Elles ont la propriété très-importante de former un 
système simple de surfaces orthogonales. La forme de 
l'équation (2) montre d'ailleurs qu'elles sont le lieu des 
points dont le produit des puissances par rapport à deux 
sphères fixes est dans un rapport constant avec le pro-
duit des distances de ce point à deux plans fixes. 

On pourra lire, dans les Annales scientifiques de 
VÉcole Normale y i865, une Note de M. Darboux sur 
ces surfaces remarquables, et différentes Notes de M. Mou-
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tard, indiquant plusieurs de ces propriétés dans les Nou-
vielles Annales de Mathématiques, 1864. 

Le tore et la cyclide sont des cas particuliers de ces 
surfaces. 

NOTE I 

(relatWe au n® 3). 

Les courbes d'un même système peuvent se rencontrer 
si un système de valeurs des variables x^y^ z vérifie à 
la fois les équations 

S = o , S, ~ o , 2 — o , = o , 

ce qui n'a pas lieu en général. Dans ce cas elles passent 
précisément par ces points communs. 

NOTE n . 

On peut se rendre compte très-aisément, et pour ainsi 
(lire n priori, de la différence des degrés des surfaces ob-
tenues par l'intersection des deux faisceaux de quadriques 
homothétiques, d'après le degré de la relation en 

Soient 
( S ~ X P r r : 0 , 

s -h M — /xP, = 0 

les équations des deux faisceaux; on voit qu'on peut sub-
stituer à l'une d'elles l'équation 

M — o , 

qui est celle d'une série de plans. 
Si la relation entre X et |ui est du premier degré, ces 

plans passent par une droite fixe, et la surface résultante 
est du troisième degré (n® H ) ; mais si la relation entre 1 
et est de la forme 

^ — o , 
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Téquation des plans renfermera l'un des paramètres au 
second degré, et par conséquent ces plans enveloppent un 
cône, et en même temps la surface résultante est du qua-
trième degré. 

En remplaçant Tun des faisceaux des sphères par un 
faisceau de plans parallèles, on a pour les équations des 
surfaces génératrices 

vS-XP = o , 
1 — piP,=:0, 

et avec la relation 
-f- A = o , 

on trouve 
S -H A P P , = : O 

pour l'équation de la surface résultante. 
On voit ainsi que les séries de sections circulaires des 

surfaces du second, du troisième et du quatrième degré 
sont les intersections de faisceaux homographiques de 
sphères. 

EXPRESSION DE LA DISTANCE D'UNE COURBE A SA SPHÈRE 
OSCULATRICE-, 

PAK C H . B U C H O N N E T (de Lausanne). 

M (*) et M' étant deux points d'une courbe gauche 
infiniment voisins, nous désignerons par ds l'arc MM', 
par e l'angle de contingence, par n l'angle de torsion, 
par r le rayon de courbure et par R le rayon de la sphère 
osculatrice au point M, enfin par dS l'arc de l'arête de 

(*) Le lecteur est prié de faire la fi{i;iire. 
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rebroussement de la surface polaire correspondant au 
point M. 

Rappelons d'abord quelques théorèmes dont nous au-
rons à faire usage. 

I. La longueur de la perpendiculaire abaissée de l'ori-
gine d'un arc plan ou gauche iniSniment petit sur la 
tangente en son extrémité est égale à la moitié du pro-
duit de l'arc par l'angle de contingence. 

IL La limite de la direction de cette perpendiculaire 
coïncide avec la direction de la normale principale à 
l'origine de l'arc. 

m . Le centre du cercle de courbure et celui de la 
sphère osculatrice sont situés sur la polaire, laquelle est 
perpendiculaire au plan osculateur. La surface polaire 
est le lieu des polaires. L'arête de rebroussement de la 
surface est le lieu des centres des sphères osculatrices. 
La polaire est tangente à cette arête-, d'où il suit que 
l'angle de contingence de l'arc dS est égal à yj. Les extré-
mités de cet arc, que nous désignerons par S et S', sont 
les centres des sphères osculatrices aux points M et M' 
de la courbe primitive. 

IV. Par chaque point de la surface polaire il passe 
une développée de la courbe primitive. 

V. Les normales principales en M à la courbe primi-
tive et en S à l'arête de rebroussement de la surface po-
laire sont parallèles. 

Nous avons désigné par S le centre de la sphère oscu-
latrice au point M : soit P le point en lequel la droite 
menée de S au point M' infiniment voisin de M traverse 
cette sphère. Représentant par i la distance de la courbe 
à la sphère osculatrice, on a 

6 PM , 
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et c'est de cette grandeur qu'il s'agit de trouver l'ex-
pression. 

Considérons à cet effet celle des développées qui passe 
par le point S; soit T le point de cette développée qui 
correspond à M'; SM et TM' sont tangents à la déve-
loppée, le premier en S, le second en T. Soit Q le point 
en lequel TM' traverse la sphère : dans le triangle M'PQ, 
les angles eu P et en Q sont droits à la limite, et par 
conséquent on a P M ' = QM'; donc 

S — QM' TM' — TQ. 

On a, rigoureusement, 

TM' r=z arc ST -f- SM — arc ST -4- SQ, 

donc 
S =z arc ST -{- SQ — TQ, 

ou, appelant D le pied de la perpendiculaire abaissée de 
S sur TQ, 

{a} i = {arc ST — DT) -h (SQ — DQ). 

La grandeur i est ainsi mise sous la forme d'une somme 
de deux différences. Étudions d'abord la première. 

Le point T est situé sur la polaire au point M', et cette 
polaire est tangente en S' à l'arête de rebroussement de 
la surface polaire. Dès lors, la perpendiculaire SE 
abaissée de S sur S 'T a pour expression de sa longueur 
-mdS (I et III). Par suite, on obtiendra la valeur de 
l'arc ST en divisant cette expression par le cosinus de 
l'angle TSE. La limite de la direction ST n'est autre que 
celle du rayon SM ou R. Quant à SE, la limite de sa 
direction est celle de la normale principale en S à 
l'arête (2); et cette normale est parallèle à la normale 
principale en M à la courbe primitive (5), c'est-à-dire 
au rayon r. Il suit de là que l'angle en question n'est 
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autre que celui des rayons R et r, et que son cosinus est 

par conséquent égal à ~ On a donc 

Ib) a r c S T = : ^ , 
^ ^ 2 r 

qnantité de second ordre infinitésimal, MM' ou ds étant 
considéré comme du premier. 

L'angle des droites SM et TM', tangentes à l'arc ST 
, . . , . T . 1 . MM' ds en ses extrémités, est évidemment égal a ou — j on a 

SM R 
donc 

(c) angle de contingence de l 'arc ST — — ? 

quantité du premier ordre. 
Ceci posé, pour évaluer la première des deux diiTé-

rences qui figurent dans l'égalité («), rapportons l'arc ST 
à trois axes rectangulaires en prenant le point S pour 
origine. Choisissons pour plan des x j le plan osculateur 
à l'arc en ce point, et pour axe des x la tangente SM. 

Un arc infiniment pelit est égal à sa projection sur la 
tangente en son origine; conséquemment, dans le système 
d'axes que nous venons d'adopter, l'arc ST est égal à l'o^ 
du point T. L'angle des tangentes extrêmes d'un arc 
infiniment pelit est égal à l'angle des tangentes extrêmes 
de sa projection sur le plan osculateur en son origine; 
donc, dans notre système d'axes, l'angle des tangentes 

dr 
en S et en T est égal au du point T. Dès lors, puis-

qu'en vertu des relations (è) et (c) l'ordre infinitésimal 
de l'arc ST est double de celui de l'angle de ses tangentes 
extrêmes, l'équation de la projection de cet arc sur le 
plan xr sera, en désignant par A une constante, 

y — Ax'^ des termes en r de degrés supérieurs à 
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en effet, Taxe des x est tangent à l'origine à la courbe 
que représente cetle équation, et comme elle donne 

dy Z -
^ = - A + des termes en x de degrés supérieurs à ~ , 

on voit que Tordre de x, supposé infiniment petit, est 
dy double de celui de -4- • 
dx 

Quant à l'équation de la projection de l'arc sur le 
plan xz^ si, désignant par B une constante, on la met 
sous la forme 

z — BxP-\- des termes en x de degrés supérieurs à p, 

p sera plus grand que f , puisque le plan x j est oscula-
teur à l'arc en son origine. 

On a, en désignant par ^ l'a: du point T, 

Nous négligeons les quantités d'ordres supérieurs à celui 
de On trouve alors, en effectuant. 

I D 

Passons au calcul de TD ; on a 

TD = corde ST cosSTD. 

La corde ST a pour expression yl^ + ? ^ f 
étant Vj et le z du point T. Désignons ce radical par H, 
et par a, è, c, a, jS, y les cosinus des angles que la 
corde ST et la tangente au point T font avec les axes; 
on aura 

TDi=:H(«a-4- b^ 4 - ^ 7 ) . 
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On a 

ç . » ç 

et en re représentant par K le radical y / 1 -+- ^ ^ ^ + ^ ^ j ' 

et ~ désîgi 

au point T^ on a 

^ dn dX, ^ , , , 1 dy dz 
ou — et ~ dés ignent les valeurs que ^ ^^ ^ p r e n n e n t 

— -L ft — JLi!^ — — — a — J^ ' P — J^ ' ~ K ^^ ' 
Donc 

K K dl^TL d% 

Comme nous négligeons les quantités d'ordres supérieurs 

à celui de il faut, dans l'évaluation du facteur 

négliger celles d'ordres supérieurs à l'ordre de ^ ; on trouve 

d'où 

d'où 

d'où 

K = SA'Ç; 

1 - . I f ^ - o -

3 lU = £ + 

d'où 
arc ST - TD = - 4 

I D 

A cause de ^ = ^ A|% cette dernière expression peut 

être mise sous la forme — • Or | et ^ sont, en 
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tant qu'infiniment petits, respectivement égaux à l'arc ST 
et à son angle de contingence, dont les valeurs sont don-
nées aux équations {b) et (c). Substituant ces valeurs, il 
vient 

^^ ^ ^ nds^dS 
arc ST — TD = . ^ ^ 

quantité du quatrième ordre infinitésimal. 
Passons à la seconde diiTérence. SD étant perpendicu-

laire à DQ, SQ — DQ est de Tordre du carré de SD, 
par conséquent d'un ordre supérieur au quatrième, puis-
que, Tangle STD tendant vers zéro, SD est infiniment 
petit par rapport à l'arc ST qui est du second ordre. Cette 
seconde diflférence doit donc être négligée devant la pre-
mière, et la valeur de d est donnée par celle-ci. Rempla-
çant dans son expression r par —9 il vient 

sndsdS 

NOTE SUR L4 DÉTERMINATION DES FOYERS D'UNE SECTION 
PLANE DANS «NE SURFACE DE SECOND ORDRE , 

PAR M . LOUIS S A L T E L . 

Dans une courbe algébrique, un foyer a pour carac-
tère analytique d'être tel, que si Von imagine menées 
de ce point les tangentes à la courbe, deux d'entre 
elles aient leur point de contact à Vintersection de la 
polaire « directrice dans les coniques » et du point con-
sidéré comme un cercle de rayon nuL En d^autres 
termes, Véquation quadratique des tangentes doit con-
tenir le facteur [x^ -f-J^) = o. 
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D'après cela, pour qu'un point soit foyer d'une section 

plane d'une surface, il faut et il suffit que, si Von ima-
gine mené de ce point le cône circonscrit à la surface, 
son intersection totale avec le plan de la courbe con-
tienne au moins un cercle de rayon nul. 

Or on sait que, s'il s'agit d'une surface de second ordre 
pour que cette dernière condition soit remplie, il faut et 
il suffit que le plan sécant soit une direction de sections 
circulaires. 

De là une solution que je propose et que je vais déve-
lopper. 

Soient a, (3, y les coordonnées du foyer et 

(0 

[ 2 ) / w . r - h n j H - p z - h q = O 

les équations de la surface et du plan. 
Le cône circonscrit à la surface est représenté par 

l'équation 

P, 7) == + + 

Considérons les termes du second degré 

L'ensemble des directions des sections circulaires étant 
déterminées par les formules 

- h 2 B , 7 Z 4 - z.r -f- 2B'; xjr = o , 

(A, - p.) ( a ; - p,) (A'; _ p.) + (A, ~ PO Bi 

les relations qui expriment que le plan donné satisfait à 
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ia condition voulue seront deux quelconques des sui-
vantes : 

(6) 2B'/W2 (A, o, 
(7) + ( A ' , - o , 
<8) (a; — pO — -4- (A, — p.) o. 

On les obtient en exprimant que les trois plans coordon-
nés rencontrent suivant les mêmes droites les plans (4) 
et le plan (2) où l'on a supposé <jr = o. Si Ton y joint 
l'équation 

(9) m a - h n p - h p y - h q ^ i z z o , 

on a les trois relations déterminant les coordonnées des 
foyers. 

Cela posé, supposons, par exemple, que l'on ait 

(10) = 

les équations précédentes se réduisent aux suivantes ; 

87 7a aÔ — 2 -f-— YZ — 2 ZX 2 — x y r=tK 

g ) : - ; ! ; ] 

Ànn. de Mathém.^ série, t. IX. (Octobre 1870.) ^ 
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ou bien 

, 3 ) 

, /H an a6 , /H 

(l5) ma-h « p 9 = o. 

On a posé 
a' ô' 

Remarquons que les équations (12), (i3), (i4) sont en 
général équivalentes aux équations 

„6 , 

„8, 

On obtient, en effet, l'équation (18) en multipliant les 
équations (12), (i3), (t4) respectivement par les quan-
tités, généralement différentes de zéro, (— ^ ^ ï et les ajoutant. Quant aux deux premières de 
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ce dernier système, elles sont identiques avec les deux 
premières de l'autre système. 

Appliquons ces formules générales aux problèmes sui-
vants : 

PROBLÈME I . — Trouver le lieu des foyers des sections 
centrales. 

Les coordonnées des foyers pour une position particu-
lière du plan étant déterminées par deux des équa-
tions (i6), (17), (18), jointes aux équations ( i i) et (i5) 
où l'on fait = o), on obtiendra l'équation du lieu de-
mandé en éliminant (/w, /z, p, pi) entre ces quatre équa-
tions. L'équation (i i) enp, étant indépendante de (m, n, p)^ 
on est conduit à éliminer ces quantités entre les autres : 
cela est facile. Il suffit de multiplier respectivement par 
(a% (3̂ , aj3) les équations (16), (17), (18) et de les ajou-
ter en ayant égard à (i5). On trouve, loutes réductions 
faites, 

p ' + v ' l ^ H + i-

La substitution de cette valeur de dans l'équation (11) 
fournit immédiatement l'équation du lieu. Avant de faire 
cette substitution, remarquons qu'elle peut s'écrire, en 
tenant compte de ce dernier résultat, 

pi a'b'c'— a'c^-h b'c') 
— pi (fl^a^ b' 4. c^y^) ^^ p, ^ c») 4- H = o 

ou 

4- («V. 4- 1) [b̂ py 4- 4- l) = o. 

Si maintenant on substitue, il vient, en remplaçant (a, (3, y) 
3o. 
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par {x,j, z), 

^ (S + s + ?) - + + = o-

PROBLÈME I L — Trou\>er le lien des foyers des sec--
lions faites parallèlement à Vun des axes. 

Supposons que les plans soient, par exemple, paral-
lèles à l'axe des x. Cela exige m =. o. Dès lors, si Ton 
fait cette hypothèse dans les formules fondamentales (12), 
(i3), (i4)i se réduisent aux suivantes : 

a' 
( 1 9 ) 

el conséquemment en supprimant le facteur ^ l'équation 
en Cl se réduira à 

( 2 0 ) 

Telles sont les formules qui, dans l'hypothèse actuelle, 
définissent les foyers. On obtiendra l'équation de leur 
lieu en éliminant px entre les équations (19) et (20). On 
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obtient immédiatement 

Nota, Ainsi se trouvent établis, par une analyse diffé-
rente, les résultats obtenus par M. Painvin [voir t. III, 
p. 481). Je crois que, si Ton compare les deux mé-
thodes, la précédente présente des interprétations géo-
métriques et des simplifications algébriques qui la rendent 
préférable. 

Il nous reste cependant à faire remarquer que si les 
considérations précédentes se prêtent avec facilité à la 
détermination des lieux géométriques, elles seraient 
moins avantageuses que celles dont nous avons fait usage 
dans une autre Note, s'il s'agissait de calculer effective-
ment les coordonnées des foyers d'une section particulière. 
Nous terminerons en proposant le problème suivant : 

Trouver le lieu des foyers des paraboles obtenues 
par les plans parallèles aux plans tangents au cône 
asymptote. 

NOTE SUR LA RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS ET POSITIFS 
DE L'ÉQUATION 

I. Lorsque le nombre représenté par x est premier y 
Véquation proposée n'a pas d'autre solution entière et 
positive que la solution 

C'.est ce que nous allons démontrer. 

(*) En n'admettant toutefois, pour les inconnues, que des valeurs en-
tières supérieures à Tunité. 
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L'exposant n Ae j est nécessairement impair^ autre-

ment l'équation proposée se ramènerait à la forme 
et l'on sait que cette dernière équation 

n'admet aucune solution entière. (Voir la démonstration 
de M. Le Besgue, Nowelîes Annales, série, t. IX, 

De plus, il est évidemment permis de considérer l'ex-
posant n comme un nombre premier; car, si n admet un 

n 
diviseur premier a autre que /i, en posant = Y l'équa-
tion proposée se réduira à celle-ci : Y"-}- i , où l'ex-
posant de Y est premier. 

Cela posé, l'équation peut s'écrire 

( J - F - I ) ( J " - ' — — 7 - 4 - 1 ) , 

et, comme la division de — — • • • — J - h i 
par y i donne pour reste le nombre /i, il vient, en 
nommant N le quotient de cette division, 

(i) 

Chacun des deux facteurs ( J - h i ) , 
de af"" étant divisible par le nombre premier x , ce 
nombre est aussi diviseur de TZ; or n est premier, donc 

(2) x = n. 

Plus généralement, tout facteur de x"" est une puis-
sance entière de pour le facteur J -H i , l'exposant de 
cette puissance est l'unité. En effet, soit 4- i = il 
en résulte 

n) zr-.r«(N.r«-f-ar) 1= (Nx«"'-h i), 

el, si a surpassait l'unité, le facteur de x"̂  
ne serait pas divisible par x \ donc a = i , et 

(5) y -\-\z=ixz=zn. 
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En remplaçant x par -f-1, Téquation proposée 

devient 

(4) ( r = 

et l'on voit que l'exposant m doit être moindre que n. 
Mais n =z X = j + i-, on a par conséquent l'inégalité 

D'autre part, l'équation (4) donne 

J » » - i - / w - i - . . . - h w j + 1 — I , 

d'où 
my^-^^ h w r «-', 

égalité qui montre que m est multiple de donc 

(5) 

Si maintenant on substitue j à m e t w , dans 
l'équation (4), il en résultera d'abord 

puis, divisant parj^-^. 

Or, ^ 1 - + - a y a n t pour limite le nombre e, on a né-

cessairement 

ainsi le nombre entier j est compris entre i et 3, par 
conséquent y = 2. Il s'ensuit = m = = 2 , w = 3. 
C'est ce qu'il fallait démontrer. 

[La suite prochainement.) 
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THÉORÈHES SUR L HYPOGYGL«ÌDE A TROIS REBROUSSEMENTŜ  

PAR M . O . C A L L A Ü D R E A U , 

h A n g o u l ê m e . 

\ . La partie d'une tangente mobile comprise dans la 
courbe est constante et le lieu de son milieu est le cercle 
triplement tangent à la courbe. 

2. La distance des centres de courbure correspondant 
aux intersections de la tangente mobile avec la courbe 
est constante et égale an double du diamètre du cercle 
directeur. 

3. La somme des carrés des distances du centre du 
cercle directeur à ces mêmes centres de courbure est 
constante et égale à dix fois le carré du rayon du cercle 
directeur. 

SUR LA FONCTION POTENTIEllE ET LE POTENTIEL; 

PAR M. J. MOÜTIER. 

L'étude de la fonction potentielle et du potentiel n'a 
pas pénétré jusqu'ici dans l'enseignement, parce qu'elle 
repose sur des notions d'Analyse qui dépassent les 
limites du Cours de Mathématiques spéciales. On se 
propose, dans cet article, d'exposer d'une manière élé-
mentaire les principales propriétés de ces fonctions re-
marquables , qui jouent actuellement un rôle considé-^ 
rable dans les questions de Physique mathématique. 

Fonction de force, — Soit M un point sollicité par 
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des forces dirigées vers des points lixes A, A ̂ ... -, ces forces 
sont des fonctions des distances AM = r, A i M = r i , . . . , 
que nous représenterons par / ( r ) , / i (z'i),«..^ elles ont 
pour résultante la force R. Nous supposerons que l 'une 
de ces forces, la première, soit répulsive, la seconde at-
tractive. 

Fig, I. 

Considérons un déplacement élémentaire MM' du 
point M [fig* 1)9 suivant la direction de la résultante; 
projetons le point M' en P, P j , . . . sur la direction des 
forces. Le travail élémentaire de la résultante R est égal 
à la somme algébrique des travaux élémentaires des 
composantes 

R X M M ' = : / ( r ) X M P - f - Z l r . ) X MP.-f^. . . . 

Désignons par r d f \ i\ + rfrj,. . . les rayons vec-
teurs menés des centres fixes A^ A , , . . . au point M ' in -
finiment voisin de M; les perpendiculaires M'P, M'Pi, . . . 
diffèrent infiniment peu des arcs de cercle décrits des 
points A, A l , . . . comme centres avec les rayons AM', 
A i M \ . . . , de sorte que MP = dr, MP* = —dr^,.., , et 
l'équation précédente peut s'écrire 

R X MM' r r : / ( r ) d r . . . 

Or, soient y (r), cfi (ti), . . . les fonctions qui ont pour 
dér ivées /{ r ) , / i ( r i ) , . . 

R X MM' =r r) dr - <p;(r.) rfr. ± . . . . 
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Désignons par U la somme algébrique de ces fonctions 

en prenant positivement les fonctions qui correspondent 
aux forces répulsives et négativement celles qui corres-
pondent aux forces attractives. Le second membre de 
l'avant-dernière équation n'est autre chose que l'accrois-
sement infiniment petit dU qu'éprouve la fonction U 
lorsque le point M passe de la position M à la position M' 
infiniment voisine. Par suite, 

R X MM' =r dV 
et 

dV 

La fonction U a été désignée par Hamilton sous le 
nom de fonction de force; la résultante R est le rap-
port que l'on obtient en divisant l'accroissement de la 
fonction de force pour un déplacement élémentaire, ef-
fectué suivant la direction de la résultante, par la valeur 
de ce même déplacement. On exprime ainsi ce résultat 
sous forme abrégée : 

La résultante des forces est la dérii^ée de la fonction 
de force prise par rapport à la direction de la résul-
tante. 

Composante de R suimnt une direction quelconque, 
— Une marche analogue à la précédente permet de 
trouver la composante de la résultante R relative à une 
direction quelconque. 

La composante F de la force R relative à une direc-
tion MS [fig» 2) est égale à la somme algébrique des 
projections des forces du système sur cetle direction. Si 
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Ton appelle a, a , , . . . les angles des forces avec cette 
direction : 

F = = / ( r ) cosa - h / i (rt) cosa,4-

Imaginons un déplacement élémentaire Mm suivant 

la direction MS, et multiplions les deux membres de la 
relation précédente par Mm, 

F X M/w = f ( r ) cosa X Mw - f - / . (r.) cosa, X M w -4-

Projetons le point men p^ • • • sur les directions des 
forces, 

FXMm ^ f ( r ) X M/? H - / ( r , ) X M/?, - h . . . . 

Appelons r -f- dr, /•, -h dr^,... les rayons vecteurs A m. 
Al m,.. . , et remarquons que M/:? = dr, Mp^ = dri,. »., 

(le sorte que si l'on appelle dl] l'accroissement qu éprouvé 
la fonction de force lorsque le point M passe de la posi-
tion M à la position m infiniment voisine, 

La projection de la résultante des forces du système 

Fig. 3 . 
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sur une direction quelconque est la déiis^ée de la fonc-
tion de force par rapport à cette direction. 

Lorsque la fonction de force est exprimée au moyen 
des coordonnées du point M rapporté à trois axes rectan-
gulaires, les projections X, Y, Z de la résultante R sur 
les trois axes ont respectivement pour valeurs 

Surfaces de nis^eau, — Nous avons appelé en Hydro-
statique (*) surface de niveau le lieu géométrique des 
points où la pression est la même^ et nous avons vu 
qu'une surface de niveau est normale en chacun de ses 
points à la résultante des forces qui sollicitent le liquide. 
Une surface de niveau en général est telle, que la nor-
male en chacun de ses points a pour direction la résul-
tante des forces qui existent en ce point. 

La surface de niveau qui passe par un point M se dé-
termine facilement d'après ce qui précède. La projec-
tion de la résultante R sur une direction quelconque 
menée par le point M dans le plan langent à la surface 
de niveau est nulle; par suite, l'accroissement de la 
fonction de force est nul pour tout déplacement élémen-
taire effectué dans le plan tangent à la surface, d\} = o 
ou U = const. pour tous les points d'une même surface 
de niveau. 

Ainsi, la fonction de force est la même en tous les 
points d'une même surface de niveau. 

En donnant dans la relation U =-• const. différentes 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2® série, t . VIU. 

et 
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valeurs à cette constanle, on obtient une famille de sur-
faces de niveau. 

Exemples, — Prenons comme premier exemple le 
cas bien connu d'un liquide pesant tournant autour d'un 
axe vertical, et cherchons les surfaces de niveau, ou, ce 
qui revient au même, la méridienne de ces surfaces. 

Prenons l'axe de rotation pour axe des j , un point M 
de masse égale à l'unité est sollicité par son poids g et 
par la force centrifuge xw*, en appelant co la vitesse an-
gulaire de rotation. 

D'après ce qui précède, la fonction de force est 

et par suite la méridienne cherchée est définie par la 

relation const., qui représente une famille îi 
de paraboles ayant pour axeOY et dans lesquelles la sous-

normale a la valeur constante 

2° Un point mobile est soumis à l'action de forces di-
rigées vers des centres fixes et proportionnelles aux dis-
tances à ces centres fixes ; on propose de déterminer le 
mouvement du point. 

Les forces étant représentées par ar, a, / j , . . . , la 
fonction de force est 

Les surfaces de niveau sont donc représentées par la 
relation précédente, dans laquelle U est regardé comme 
une constante. 

Un calcul simple montre que ces surfaces sont des 
sphères ayant pour centre commun le centre de gravité G 



points fixes A, A j , . . . ; le rayon p de la sphère est donné 
par la relation 

en représentant par i , i i , . . . les distances du point G 
aux centres fixes A, A i , . . . . 

Les surfaces de niveau étant des sphères concentriques, 
la résultante passe constamment par ce centre commun -, 
de plus, elle est mesurée par la dérivée de Ü par rapport 
à jO, elle est proportionnelle à p-, par suite, si le point 
mobile n'a pas de vitesse initiale, il exécute un mou-
vement oscillatoire autour du point G. 

Fonction potentielle, — Dans ce qui précède, les 
fonctions des distances/(r), f {/'i). • • • ? qui représentent 
les forces, sont entièrement arbitraires; au contraire, 
dans l'étude de l'attraction, de l'électricité, du magné-
tisme, les forces sont inversement proportiormelles aux 
carrés des distances ; dans ce cas très-important, la fonc-
tion de force a été désignée par George Green sous le 
nom de fonction potentielle-, elle est ordinairement re-
présentée par la lettre V : 

le signe ± se rapportant soit aux répulsions, soit aux 
attractions. Comme première application, nous allons 
déterminer^ au moyen delà fonction potentielle, l'attrac-
tion exercée par une couche sphérique homogène sur un 
point extérieur ou intérieur. 

û -hfl , - f - . . . 

[La suite prochainement, ) 
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EXERCICE. 

Étant donne un triangle ABC et étant construits sur 
les côtés de ce triangle d'autres triangles (le sommet du 
triangle construit sur le côté BC de ABC est désigné 
par Al, etc.), les droites AAi, BBi, CCi sont concou-
rantes : 

1° Si les triangles construits sont isoscèles et ont leurs 
angles aux sommets supplémentaires des angles opposés 
dans ABC, c'est-à-dire si 

A,B —A.C, BA,C-I-BAC== i8o°; 

Si les angles des triangles construits sont tels que 
l'on ait 

BCA, = ACB,, CAB, = BAC,, ABC, = CBA, ; 

Si l'on a 

CBA,3=C, ACB.rzzA, BAC, = B, 
BCA, = A, CAB, ABC, :=C. 

O. CALLAUnREAU. 

OUESTIONS. 

1007. Par chaque point d'une surface du second degré 
on peut faire passer deux cônes de révolution circonscrits 
à la surface. Ces cônes se coupent suivant deux coniques 
dont les tangentes au point considéré de la surface sont 
aussi tangentes aux sections circulaires de la surface qui 
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passent par ce point. Les lignes de courbure qui passent 
par le même point sont les bissectrices des angles formés 
par les deux tangentes. ( E M I L E W E Y R . ) 

1008. Tout cube parfait différent de zéro, augmenté 
de I, 2 ou 8 unités d'un ordre quelconque, n'est pas un 
'CUBE parfait. (MORET-BLANC.) 

1009. On donne une infinité de cercles tangents en 
un même point; si deux droites tournent autour de ce 
point de manière à faire avec la ligne des centres deux 
angles dont la somme soit constante, les circonférences 
décrites sur les cordes de ces cercles comme diamètres 
étant prises deux à deux ont même axe radical. 

( C H A O U . ) 

1010. Trouver les nombres dont íes carrés s'écrivent 
toujours de la même façon dans tout système de numéra-
tion analogue au système décimal, dont la base est plus 
grande que 4 - (GUÉBHARD.) 

1011. On donne un tétraèdre conjugué à une surface 
du second degré. Si l'on désigne par I Tindice (*) du 
centre d'une sphère inscrite au tétraèdi^ (par rapport à 
la surface) et par R le rayon de cette sphère, l'expres-

sion ^ ^ même valeur pour toutes les sphères inscrites, 
( H . F A U R E . ) 

1012. Trouver le lieu d'un point M tel, que le triangle 
formé par les tangentes issues de ce point à une conique 
et par la corde des contacts ait une aire constante. 

( * ) La définition des indices est donnée dans la question 918, 
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SM LE NOMBRE DES NORMALES RÉELLES 
«VE L'ON PEUT MENER D'UN POINT DONNÉ A UN ELLIPSOÏDE -, 

PAR J O A C H I M S T H A L . 

(Traduit de l'allemand. — Extrait du tome LIX du Journal de Creile.) 

X Y Z Soient l'équation de l'ellipsoïde, 

y), ^ les coordonnées du point donné. 
Les coordonnées du pied d'une normale passant par le 

point (Ç, y], satisfont aux équations 

a b c 

Désignons par — M la valeur commune de ces trois 
rapports; on a 
, . ai bn cK 

et u doit satisfaire à l'équation du sixième degré 

flÇ^ bn' cÇ̂  
(3) {a — uy [b — uf [c — uY 

On voit par l'équation (i) que u est le produit des dis-
tances de l'origine des coordonnées et du point n, 
au plan qui touche l'ellipsoïde au point (x, JK? 2), ce pro-
duit étant pris positivement ou négativement, suivant 
que ces deux points sont situés d'un même côté du plan 
ou de côtés différents. 

Ann. de Maihémat., 2® série, t. IX. (Novembre 1870.) 3 ï 
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Pour résoudre le problème proposé, il convient d'in-

troduire dans (3), au lieu de yj et (f, trois autres con-
stantes. 

L'équation (3) a nécessairement deux racines réelles; 
si nous supposons 

l'une est comprise entre — oo et c, l'autre entre a et -f- oo . 
Supposons connue l'une de ces racines ; soient v cette 

racine et Xo^jo') ^o les coordonnées du pied de la nor-
male correspondante. 

On déduit de (a) les équations suivantes 

(4) ç - — ^ — , > 1 - ^ . Ç - — ^ — , 

et comme le point (Xo, yo^ Zq) est sur l'ellipsoïde, on 
sait que l'on peut déterminer deux quantités a et j3, dont 
la première soit comprise entre a et i et la deuxième 
entre ft et c, en sorte que l'on ait 

X (a- b)(a-
b{b- •a){b- - P ) 
(b- a){b- c) 

c{c~ P) 

Au moyen des équations (4) et (4*)^ l'équation (3) de-
vient 

i - g) ja-P) 

\{a^b){a~ c) {a -

( 
. -, -, V- ^{b-u){l>- c) (b - uf 

(c-a){c-P){c-çf _ 

Au sujet des constantes «, f , qui remplacent les con-
stantes primitives «, je ferai remarquer que a et /3 
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déterminent le pied d'une des normales passant par le 
point yi, et que u fixe la position du point sur cette 
normale. En désignant par n le pied de la perpendicu-
laire abaissée du centre de la surface sur le plan tangent 

au point (a, |3), on voit que ^ est la disUnce du point 

C) ^^ P̂ ®̂  ^̂  normale, les longueurs prises sur 
la normale étant comptées comme positives lorsqu'elles 
sont dirigées vers l'intérieur de l'ellipsoïde. Les quatitités 
a et j3 satisfont aux conditions 

je suppose d'ailleurs qu'elles n'atteignent pas leurs va-
leurs limites, ce qui exclut le cas où la normale serait 
dans un plan principal, cas que j'examinerai plus tard 
en particulier. La quantité v peut avoir une valeur arbi-
traire. 

Pour débarrasser l'équation (5) de la racine u = v, \e 
pose 

a—P = a — uu—i',..-; 

il vient 

^ ^ ^ Zà{a — b){a-~c) {a^uY 

La première somme est égale à i , la deuxième à 

(P — ") gf g- représente cette der-

nière expression par/(z/), la troisième somme est/ '(M). 
L'équation précédente devient donc 

3 i . 
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OU, en supprimant le facteur (u — v)̂  

2 I I 1 I I 6 = ^ r-H 1 
U — ç u — a u — b u — c u — a u — p 

Cette équation du cinquième degré est le point de départ 
des recherches qui suivent. 

I L 

11 s'agit, pour chaque valeur de de déterminer le 
nombre des racines réelles de Téquation (6). Il résulte 
de cette équation qu'à toute valeur réelle de u correspond 
une valeur réelle de puisque celte dernière quantité 
est donnée par une équation du premier degré. Si, lors-
qu'on fait varier u depuis — oo jusqu'à -4- oo , acquiert 
n fois une valeur donnée réciproquement, en faisant 
dans (6) v — l'équalion en n qui en résulte a « ra-
cines réelles. Il faut donc examiner la marche de lors-
qu'on la considère comme une fonction de ii définie par 
l'équation (6) . 

Le terme à droite de cette équation 

-f- • u — a u — a u — b u — ^ u — c 

peut s'écrire 

Pzi i : , 

ou encore 
a — a b — p I 

( t t — — a ) ( a — P ) 

Comme on a les inégalités a^ a ^ ò ^ (Ì, on peut par-
tager l'intervalle depuis — oo jusqu'à -f- oo en six in-
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tervalles, et faire varier M de — oo à c, de c à jS, de j3 
à de è à a, de a à a, de a à H- oo , 

Pour le premier, le troisième et le cinquième inter-
valle, (7) présente une somme de termes négatifs-, pour 
les trois autres, (7*) présente une somme de termes po-
sitifs. Le terme à gauche de Téquation (6) ne s évanouit 
jamais pour aucune valeur finie de u. On parvient au 
même résultat, en tirant de (6) la valeur de v : 

(8) ^V^^ 

U est un polynôme du cinquième degré, le dénomina-
teur W est du quatrième degré et reste toujours positif; 
ainsi u est une fonction continue de u. 

Au moyen de l'équation (8), on peut dresser ce pre-
mier tableau indicateur de la marche de v : 

i n > P . > a 
< < p ^ <b < a Ca 
( p — -hoo c < p p > p b < a a > a a — 

Pour étudier plus avant la question, il faut déterminer 
les maxima et les minima de 

Il résulte de (8) 
d(f 

expression qui est une fonction continue de u. Il en ré-
sulte que V ne peut devenir maximum ou minimum que 
pour les racines de l'équation (jp (M) = o; on a d'ailleurs 

d'y _____ Wy («) — 
du' . W^ ' 

expression qui, pour les racines de l'équation cp(M) =: o, 
se réduit à 

w ' 



( 486 ) 
on conclut de là que les racines simples de cf(w) = o 
donnent seules les maxima et les minima de v. 

En différentiant (6), on obtient 
2 (dp \ I 1 1 

I I 

Posons ^ = o et éliminons v au moyen de l'équa-

tion (6), il viendra 

r I I I I I " 

/ I I I L_V — 
\u — a u—b u — c u — a ^-r^J ' 

en chassant les dénominateurs de cette égalité, on obtien-
dra l'équation 

Il s'agit maintenant de déterminer le nombre et les limites 
des racines de cette équation du huitième degré. 

m. 
Lemme. — Soient ^(¿i) une fonction entière de u et 

= soient, en outre, V et 0 deux fonctions de la 

même variable liées à la première par la relation 

(il) «p — V«?'-4-9 = 0. 

Cela posé, si u variant depuis A jusqu'à B (B étant plus 
grand que A), V et 0 restent finis ; si, de plus, 6 ne s'éva-
nouit jamais, et par conséquent garde toujours le même 
signe, l'équation Y (M) == o n'a dans cet intervalle aucune 
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racine multiple, et le nombre des racines réelles com-
prises entre les limites données est égal au nombre des 
variations que perd la suite 

lorsqu'on y fait successivement m = A et u = : B - , ce 
nombre de racines est donc au plus égal à deux. 

La première partie de cette proposition est évidente-, 
la deuxième se démontre par la méthode de Sturm. 

Appliquons maintenant ce lemme à l'équation (lo). 
En posant 

(m —tf) (a — (k — c) rr: D, 

on a 

2 -H — — (a— 

/ I ; 
\u — a u — b u — c u — a u—p/ 

et 
z' l I I 

H r + z u — a u — b u — c u — a u— 

d'où 
y(„) = - S ] = 

d'où encore 
= 2ZZ'') — 2 A* zz" 

et 
( 1 2 ) — 

On a maintenant 
D , (a — a)(ûL — b){oL — c) i 
A a — p u — « 

p —a « —p ' 
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i étant indépendant de par suite, 

- s P " - - - ' ' ( . - f ) . • 

p — a J 

les coefficients de (m — et de {u — a)*, dans la paren-
thèse, étant essentiellement négatifs, il en est de même 
d e / ( u ) . 

En remplaçant dans (12) A', A, D et àl'z"' par leurs 
valeurs, il vient 

Pour appliquer le lemme précédent, on peut prendre 
simplement 

(u — a)(u—b)[u^e) 
9 == , 

2 « — a — p 

attendu que, d'après ce qui précède, f[u) est toujours 
négatif. 

Q change de signe quand u passe par l'une des valeurs 

a, c et Cette dernière quantité est < a et 

mais elle peut être > ou il faut donc distinguer 
chacun de ces deux cas. 

Comme le premier terme de ©(u) est H- u®, nous avon& 

on trouve ensuite immédiatement 

(r5) ^ ^ ^̂ ^ ^̂  ~ ^̂  ^ ^ ^ ~ ^̂  ~ de même pour ^) et ^ (e) ; 

de même pour f (<x). 
T 
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On a, de plus, 

et Ton déduit de (i3) 

par conséquent 

= si é > i ( a + p), 
et 

= - , si + 

par conséquent 
= + , si é > i ( a - < - p ) 

et 
= - , si i < i ( « + p ) . 

{La suite prochainement.) 

SDR LA FONCTION POTENTIELLE ET LE POTENTIEL 
(suite et On, voir a« série, t. IX, p. 342); 

PAR M . J . M O U T I E R . 

Attraction d'une sphère homogène sur un point exté-
rieur. — Considérons une coucbe sphérique homogène 
de rayon intérieur R, d'épaisseur e , de densité i , et pro-
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posons-nous de calculer la fonction potentielle relative à 
un point A placé en dehors de la sphère, ayant pour 
masse l'unité, et situé à une distance du centre de la 
sphère OA = a. 

Fig. 3. 

Considérons une section passant par la droite OA, 
et menons deux rayons OM, OM' infiniment voisins, 
faisant avec OA les angles o) et o) -h ¿o) ; ces rayons dé-
coupent sur les cercles de rayons R et R H- e un rectangle 
infinitésimal dont l'aire est Rö?ot). e ; abaissons du point M 
sur OA la perpendiculaire MP = Rsino(), et faisons 
tourner le rectangle élémentaire autour de OA comme 
axe -, il engendre un volume ayant pour expression, d'après 
le théorème de Guldin, 

Ri/w.e X 27rRsinw. 

Si l'on désigne par r la distance AM, la fonction po-
tentielle relative à ce volume est 

R<f(>>.eX 27rR sint» X ^ 
r 

d'un autre côté, si l'on représente par V la fonction 
potentielle relative à la portion de la couche qui corres-
pond à l'angle w, l'expression précédente est l'accrois-
sement ö?V qu'éprouve la fonction potentielle pour l'ac-
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croissement dtù 

^ _ _ R e X 27rRsin<o.^ 
dtù r 

D'ailleurs, dans le triangle OMA, 

en prenant les dérivées des deux membres par rapport 
à r , 

« . dtA ûíRsmw-7~• 

Éliminons sine«) au moyen de cette dernière relation 

dy dtA __ 27rRg^ 
d(ù dr a 

Le premier membre est la dérivée de V par rapport à r, 

V est donc la fonction de r, qui a pour dérivée — 

V:=: h C , a 

en désignant par C une constante. Pour w = o ou 
r = a — R, V = o, on a done 

—R) 
O rr:: — -f- C. 

a 
Par suite, 

a 

La fonction potentielle relative à la couche sphérique 
entière s'obtient en faisant 

w=:7r ou r = a - | - R , 
et alors 

a a ' 
en appelant M la masse de la couche. 
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La résultante F des actions exercées par la couche sur 

le point extérieur est évidemment dirigée vers le centre 
de la sphère, et, d'après ce qui précède, elle a pour va-
leur la dérivée de V par rapport à a ou 

L'attraction d'une couche sphérique homogène sur un 
point extérieur est donc égale à l'attraction exercée par 
un point matériel placé au centre de la sphère, ayant une 
masse égale à celle de la couche. 

La généralisation est évidente pour une sphère homo-
gène ou composée de couches concentriques homogènes. 

Attraction d'une couche sphérique homogène sur un 
point intérieur. — Si le point attiré A est placé à l'ex-
térieur de la sphère, la constante C a une autre valeur. 
Si l'on remarque comme précédemment que V = o pour 
cd = o ou r = R — a, on a 

o = : h C , a 
et par suite 

^ .r-K-ha 
V = — 2 7 r R ^ Î 

a 

Pour la couche entière, oi) = 7 r , r = a - f - R , 

Cette expression étant indépendante de a , la dérivée 
de V par rapport à a est nulle, et par suite R = o ; la 
couche n'exerce aucune action sur le point intérieur (*). 

( * ) La solution de ces deux derniers problèmes a fourni un exemple 
deVusage de la fonction potentielle qui nous sera bientôt utile j mais on 
peut arriver aux mêmes résultats d'une manière plus directe. 

1® Point intérieur. — Au lieu de supposer l'épaisseur de la coucbe infi-
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Distribution de Vélectricité sur les corps coHiducteurs. 

— La solution de ce problème, au point de vue de la Phy-

niment petite, supposons Tépaisseur finie. Imaginons un cône infiniment 
délié, ayant pour sommet le point Aj décrivons du point A comme centre 

Fig. 4. 

trois sphères ayant pour rayons l'unité, AM = r, AN = r -h dr. Le cône in-
tercepte sur la première un élément superficiel w, sur la seconde un élé-
ment superficiel r'w; le volume infiniment petit MM'NN' a pour expres-

sion r^udr-j il exerce sur A une action —— = (odf\¿. Par suite, 
l'action exercée par le volume BDCE est égale à la sommée des termes de 
la forme oiâdr quand on passe du point B au point C ou w.i.BC. De 
même l'action du volume BX'D'E' sur A est égale à w . i .B 'C et fait équi-
libre à la première. La démonstration s'applique évidemment au cas 
où la matière homogène serait distribuée entre deux ellipsoïdes homo-
thétiques. 

Cette démonstration simple est due à M. Chasles (Nouvelle solution 
dn problème de l'attraction d'un ellipsoïde hétérogène sur un point exté-
rieur, Journal de M.aihématiques pures et appliquées, t. V, 1840). On trouve 
dans ce Mémoire de Téminent géomètre la démonstration géométrique 
de cette propriété : la composante suivant une direction quelconque de 
l'attraction exercée sur un point est la dérivée par rapport à cette direc-
tion de la fonction potentielle. L'exposition géométrique des propriétés 
de la fonction dejorce, qui fait le sujet du présent article, n'est que l'ex-
tension de la démonstration donnée par M. Chasles. 

Point extérieur. — Menons par le point A situé à une distance du 
centre OA = a deux droites qui fassent avec AO des angles a et a -f- áa , 
faisons tourner la figure autour de OA, et appelons F l'attraction exercée 
parle volume BHB'C'GC et dF l'accroissement de cette force relatif à 
l'accroissement dx, c'est-à-dire Fattraction exercée par le volume 
BCDEB'C'D'E'. Chaque point pris à l'intérieur de la sphère exerce sur 
le point A une action qui peut se décomposer en deux autres, l'une dirigée 
suivant OA, l'autre perpendiculaire à OA ; la première composante est 
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sique matliématique, consiste à exprimer que la résul-
tante des actions exercées par les molécules électrisées 

seule â considérer, et ¿F est la résultante des composantes dirigées sui-
vant OA relatives aux différentes parties du volume BCDEB'C'D'E'-

Fig. 5. 

Pour évaluer ce volume, abaissons la perpendiculaire 0P = ;? sur la 
droite AC et appelons dp l'élément FF'; cet élément, en tournant autour 
de OA, engendre une surface égale à FF'X 27r.PS = 2TT.;? c o s a . S i 
l'on décrit de A comme centre une sphère avec un rayon égal à l'unité, 

lit p. COBOL, dp iTzpdp l'élément sphérique correspondant est eu = • 
l'action d¥ exercée suivant OA est, d'après ce qui précède, 

AF̂  a'COS a ' 

û> X i X BC X cos a = i X BC ; 

d'ailleurs 

Far suite, 

l i — iEZÎ^lzL^lZi 
dp " a^ ' 

F est donc la fonction primitive du second membre par rapport à 
F = - 3«« C; 

la constante C se détermine en remarquant que F = 0 pour = o; 

. c •f-'^TTÌLiiì^LZZI)!^ o = F_-7r -5 J; 
on obtient Faction de la sphère entière en posant ^ = R, ce qui donne 

4 R«i_M 

Le même résultat s^applique à une couche sphérique qui peut être con-
sidérée comme la différence de deux sphères. 
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est nulle pour tout point pris à l'intérieur de chaque 
conducteur. Ces actions élémentaires étant définies par les 
lois de Coulomb, la condition précédente se traduit im-
médiatement ainsi : La fonction potentielle doit avoir 
une valeur constante pour tous les points pris à l'intérieur 
d'un même corps conducteur 5 cette fonction varie, en 
général, d'un conducteur à l'autre. Cette question com-
porte des développements analytiques considérables qui 
ne sauraient trouver place ici. Il suffira de remarquer 
que la fonction potentielle est nulle pour tout corps con-
ducteur mis en communication avec le sol, puisque, dans 
ce cas, les distances deviennent infinies pour un point 
du sol. 

Potentiel. — Soient M, M' deux points sollicités par 
des forces répulsives F , F ' égales entre elles et dirigées 

Fig. 6. 

suivant la droite, MM' = r, qui les joint \ supposons que 
les points s'éloignent l'un de l'autre, et prennent des po-



( 496 ) 
sitions m, m! infiniment voisines des positions M, M', la 
somme des travaux élémentaires des forces F et F ' est 

F X M w 4-F' XM'/?i'=:F<ir, 

en appelant r J r la nouvelle distance mm' des deux 
points. Si la droite mm' se transporte parallèlement à elle-
même en m^rri^, il est aisé de voir que la somme des tra-
vaux élémentaires des deux forces F, P , pour cette transla-
tion, doit être nulle, car si l'on abaisse des points m, m' 
des perpendiculaires sur m^ m\, cette somme est 

F'X/w;/?' —F X = o. 

Si l'on fait tourner cette droite m^m^ autour d'un de 
ses points, les travaux des forces sont respectivement 
nuls, puisque les forces sont perpendiculaires aux che-
mins décrits par leurs points d'application. 

Par suite, d'une manière générale, si ces deux points 
M, M', sollicités par les forces F , F ' , se déplacent de 
quantités infiniment petites d'une manière quelconque, 
la somme des travaux élémentaires relatifs à ce déplace-
ment est F dr. 

Supposons que F soit une force répulsive s'exerçant entre 
deux molécules électrisées dont les charges soient 

F est proportionnelle à et le travail élémentaire 

F/ir = — /ir = — d ( — j • Si, au lieu de considérer deux \ r ) ' 
points M, M' d'un corps électrisé, on considère tous les 

points, la fonction = W jouit de la propriété 

suivante : l'accroissement infiniment petit de cette fonc-
tion est égal à la somme des travaux élémentaires des forces 
répulsives qui s'exercent entre les molécules électrisées 
lorsque ces molécules éprouvent des déplacements infi-
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niment petits. Nous appellerons, avec M. Clausius, cette 
fonction W le potentiel de V électricité (*). 

Si Ton représente par Wo le potentiel pour l'état ini-
tial du corps électrisé, par Wi la nouvelle valeur du po-
tentiel après une décharge partielle du corps électrisé, 
W j — W ^ est égal à la somme des travaux effectués par 
les forces répulsives mutuelles pendant la décharge in-
complète du corps électrisé. 

Ainsi, le travail des actions mutuelles des molécules 
électrisées, dans la décharge, est égal à V accroissement 
du potentiel de Vélectricité, 

Expression du potentiel de l'électricité, — Soient q, 
q', q",... les charges des molécules électrisées; considé-
rons les actions de la première molécule sur les autres, 
les éléments correspondants du potentiel ont pour somme 

— laquelle q est constant, ou par consé-

quent — ^ 2 ^ ' mais ^ ^ n'est autre chose que la fonc-
tion potentielle V relative au corps conducteur, la somme 
précédente est donc égale à —q^, De même, la somme des 
éléments du potentiel, relatif à Faction de la seconde 
molécule q' sur toutes les autres, est — q'^, et ainsi de 
suite. 

La somme totale —^V — q ' N — — (9 4-^'-f-.. .) V 
est le double du potentiel, puisque l'on a considéré suc-
cessivement l'action de q sur q\ et celle de q^ sur 
donc 

2W —— QV ou —^VQ, 

en appelant Q la charge totale du corps électrisé. 
Par suite, pour un système de corps conducteurs, le 

(*) Le potentiel de Gauss est la l'onction potentielle de G. Green. 

Ann. de Mathcmat., série, t. IX. (INovembre 1870.) 32 
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potendel est la somme de termes semblables au précédent 

Il est en général inutile d'ajouter une quantité con-
stante au potentiel, car les effets d'une décharge élec-
trique ne dépendent que de la variation du potentiel. Si 
l'on représente par o l'état initial d'un corps électrisé, 
par I l'état final, le travail effectué par les forces élec-
triques pendant la décharge est 

W . - W O = : L ( V O Q O - V . Q . ) . 

Cette relation donne lieu à plusieurs remarques : 
1° Pour un conducteur électrisé considéré seul, la 

fonction potentielle ^ ^ est proportionnelle à la charge, 

la distribution électrique étant indépendante de la quan-
tité d'électricité; r accroissement du potentiel est, dans 
ce cas, proportionnel à la diminution du carré de la 
charge électrique 5 

2° W, — Wo est nul si le corps est en communica-
tion avec le sol; dans ce cas, la fonction potentielle est 
toujours nulle ; 

30 ^ ^ — ( 3 s t également nul, si le corps conduc -
teur est uniquement soumis à l'influence; dans ce cas, la 
quantité d'électricité Q ou Qi est nulle ; 

4° Si la décharge est complète, Q^ = o ; le travail ef-

fectué est égal à ^ V Q Q Q . 

Condensation électrique. — Soit S une source élec-
trique, c'est-à-dire un corps conducteur qui puisse rece-
voir, quand on le voudra, une quantité déterminée d'élec-
tricité; comme cette charge est proportionnelle à la 
valeur de la fonction potentielle à l'intérieur de ce corps. 
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oa peut la définir par la valeur de la fonction poten-
tielle V. 

Soient A et B les deux armatures d'un condensateur ; 
mettons l'armature A en communication avec la source S 
par un fil très-long et très-fin. On peut négliger, sans 
inconvénient, la faible quantité d'électricité contenue sur 
le fil conducteur; de plus on peut considérer, dans la 
fonction potentielle de S, les éléments relatifs à l'ac-
tion de A sur S comme étant négligeables, si le fil est 
suffisamment long, et réciproquement, dans l'expression 
de la fonction potentielle de A on pourra négliger, par la 
même raison, les termes qui correspondent à l'action de 
S sur A. L'électricité se partage entre A et S, la fonction 
potentielle diminue sur S et devient plus petite que V. 
Si l'on fournit de nouveau de l'électricité à S jusqu'à ce 
que la fonction potentielle devienne égale à V sur ce 
corps, la fonction potentielle acquiert la même valeur V 
sur le corps A, et l'armature A est chargée. 

Approchons maintenant de A Tarmature B mise en 
communication avec le sol; B estsoumis à l'influence de A. 
Supposons que la distribution électrique ne soit pas mo-
difiée sur A, et cherchons la valeur de la fonction poten-
tielle sur ce conducteur A. Elle se compose de deux par-
ties : la première, relative à l'action de l'électricité de A 
sur elle-même, conserve la même valeur V^; la seconde, 
relative à l'action de B sur A, est de signe contraire à V^, 
puisque les molécules de B attirent A, tandis que les 
molécules de A se repoussent mutuellement ; on peut la 
représenter par —V^, V^ étant de même signe que V«. 
La fonction potentielle sur A est donc V^ — V ,̂ elle a 
diminué; A reçoit donc de l'électricité de S, mais si l'on 
fournit de nouveau de l'électricité à S, de manière à ra-
mener sur ce corps la fonction potentielle à la valeur V ; 
la fonction potentielle devient également V sur A, et 

32. 
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lorsque le condensateur est chargé à refus, en représen-
tant par Y a et V^ les nouvelles valeurs des fonctions po-
tentielles 

Si la distribution électrique n'est pas modifiée sur A, 
V^ et V sont proportionnels aux charges qui existent dans 
les deux expériences sur Tarmature A et la force conden-
sante ou le rapport de ces charges est 

V V 

La difficulté, uniquement analytique, de la théorie 
consiste donc dans l'expression de la fonction potentielle, 
qui dépend d'ailleurs du mode de distribution de l'élec-
tricité sur les deux armatures ; ces difficultés disparaissent 
si Ton considère simplement une bouteille sphérique. 

Bouteille de Leyde sphérique, — A est une sphère 
conductrice pleine ou une enveloppe sphérique creuse 
intérieurement, de rayon extérieurR; Best une enveloppe 
sphérique concentrique à A, mise en communication 
avec le sol par un fil très-fin, e est l'épaisseur de la 
couche isolante, R - f - e est, par conséquent, le rayon 
intérieur de B. 

Soient Q, Q' les charges des deux armatures inté-
rieure et extérieure lorsque le condensateur est chargé à 
refus*, si l'on se reporte à la valeur de la fonction po-
tentielle dans le cas d'une sphère ou d'une couche sphé-
rique homogène, on voit aisément que 

R ' " K + E 

el, par suite, 
Q Q' _ « 
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D'un autre côté, Ja fonction potentielle sur l'armature 

extérieure est — f - r r ^ — ; mais cette fonction 

potentielle est nulle, puisque B communique avec le sol, 

et, par suite, 

I ^ 
Si l'on suppose e très-petit par rapport à R, cette ex-

pression se réduit sensiblement à 

La charge que peut recevoir l'armature intérieure 
d'une bouteille de Leyde en communication avec une 
source électrique déterminée, est donc proportionnelle 
à la surface de V armature et inversement proportion-
nelle à r épaisseur de la couche isolante. 

Il est facile d'estimer la force condensante d'une bou-
teille sphérique. Si l'on appelle q la charge que rece-
vrait l'armature intérieure mise en communication avec 
la source si l'armature B était éloignée, 

R 

et la force condensante 
Q R - f - g R 

(*) Dans l'ancienne théorie du condensateur, la charge du plateau 
condensateur est supposée égale à une fraction m de la charge du plateau 

collecteur et la force condensante a pour e x p r e s s i o n — D a n s le cas 

qui nous occupe, les charges des deux armatures sont égales, mr=: i, la. 
force condensante serait alors infinie, résultat absurde. 
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si l'on suppose e très-petit, est proportionnelle au rayon 
de la bouteille^ et inversement proportionnelle à Vépais-
seur du corps isolant (*). 

Décharge de la bouteille de Leyde sphérique, — Le 
travail effectué dans la décharge complète d'une bouteille 

( * ) Il est aisé de voir ce qui arriverait si Tarmature extérieure de la 
bouteille n'était pas mise en communication avec le sol. Désignons par 
e' l'épaisseur de l'armature B limitée par deux sphères concentriques 
ayant pour rayons R -h e, R H- ^ e' ; désignons par Q̂  la charge de l'ar-
mature intérieure A lorsque l'appareil est chargé, par Q, la charge po-
sitive ou négative qui se trouve sur B. La fonction potentielle sur A est 
égale à V, 

K R H ^ e ' ^ R - i - e - h e ' " ' 

Sur B la fonction potentielle est constante. Considérons un point de B 
situé à une distance x du centre commun des deux armatures, 

X X R. -i- e -h e-
quelle que soit la position du point, quel que soit x par conséquent; ce 
qui exige Q, = Q,. La charge Q̂  est alors donnée par la première équation 

( r ~ R - r - e ^ e ' ) "" 

Q. = . ^ 

La force condensante 

R 

I e' 

R ~ ( R - f - e ) ( R - t - 6 ' - f - e ' ) 

Il est aisé de voir que cette expression augmente en même temps que e' 

et atteint sa valeur maximum ^ ^ pour e' = oo , ce qui correspond au 
cas où l'armature B communique avec le sol. 

La relation = Q, montre que, si une boule électrisée est placée au 
centre d'une enveloppe sphérique conductrice, la quantité d'électricité 
développée par influence sur cette enveloppe est égale à la quantité d'élec-
tricité de la houle inductrice; la théorie rend ainsi compte d'une expé-
rience de Faraday. 
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de Leyde est, comme nous l'avons vu, 

2 ^ 2 R̂  2 € 

Il n'y a pas à tenir compte de l'armature extérieure, pour 
laquelle la fonction potentielle est nulle. 

On voit que le travail effectué dans la décharge d'une 
bouteille de Leyde sphérique est proportionnel au carré 
de la charge, à V épaisseur de la couche isolante, et en 
raison inverse de la surface de la bouteille. 

On voit également que, pour une même source, l'effet 
que peut produire une pareille bouteille esl proportion-
nel à la surface de la bouteille et en raison inverse de 
son épaisseur. 

Le travail effectué pendant la décharge de la bouteille 
— W représente tous les effets mécaniques, dégagement 
de chaleur, actions chimiques, actions inductrices, etc. 
Dans le cas où le seul phénomène produit est un déga-
gement de chaleur, la quantité de chaleur dégagée est 
proportionnelle au travail — W. 

Décharge d'aune batterie, — Si l'on néglige, dans une 
batterie, les actions inductrices des bouteilles les unes 
sur les autres et l'action des fils de communication, si 
l'on suppose les bouteilles égales, la fonction potentielle 
a la même valeur V sur chacune des bouteilles. En ap-
pelant Qi la charge de la batterie, ^ Q est la charge 
de chaque bouteille, quantité proportionnelle à V; le 
potentiel a pour valeur W = — ^ VQi et le travail ef-
fectué dans la décharge de la bouteille est par conséquent 
proportionnel à c'est-à-dire proportionnel au carré 
de la charge et inversement proportionnel au nombre 
des bouteilles. 
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Batterie chargée par cascade, — Supposons disposées 

en cascade diverses batteries formées de bouteilles égales 
entre elles, au nombre de n pour la première batterie, 
de rJ pour la seconde,.... 

Admettons que les deux armatures de la première bat-
terie contiennent des charges égales Qi, il en sera né-
cessairement de même pour les batteries suivantes, et, 
d'après ce que l'on a vu pour une batterie, l'accroisse-
ment du potentiel, qui mesure le travail effectué dans la 
décharge de l'ensemble des batteries, sera proportionnel à 

n n^ \n n! ] 

Décharge incomplète, — Une batterie composée de 
n bouteilles égales, dont chacune possède la charge 

Q = — ? est mise en communication avec une seconde ^ n 
batterie de n' bouteilles qui ne sont pas chargées. La 
charge Qi se répartit sur n n' bouteilles-, la charge 

de chaque bouteille est — 
^ n n 

La décharge complète de la première batterie produi-

rait un travail mesuré par la décharge complète du 

système des deux batteries mises en communication pro-Q2 
duirait un travail proportionnel à le travail ef-
fectué dans la décharge incomplète, qui a eu lieu lors-
que les deux batteries ont été mises en communication, 
est donc mesuré par 

n n n' ' n [n n ) 

M. Riess, en 18IÌ7 et i838, dans des expériences dis-
posées de façon que le phénomène calorifique fut à peu 
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près le seul produit dans la décharge, a trouvé expéri-
mentalement toutes les lois qui précèdent. M. Helm-
holtz, en 1847? ^ donné la mesure du travail produit 
dans la décharge de la bouteille de Leyde. M. Clausius, 
en iSSa, a donné la théorie complète des expériences 
de M. Riess. 

Ouvrages à consulter : 
HELMHOLTZ. — Mémoire sur la conserfatîon de laforce; traduction Pérard. 
CLAUSICS. — Théorie mécanique de la Ghaleur; traduction Folie.— De la 

fonction potentielle et du potentiel; traduction Folie. 
BEER. — Introduction a l'Électrostatique, à la théorie du Magnétisme et 

à VÉlectrodjrnamique ; traduction van der Mensbrugghe, d'après l'édition 
Plûcker. 

VERDET — Théorie mécanique de la Chaleur, publiée par Prudhon et 
Violle. 

BRIOT. — Théorie mécanique de la Chaleur. 

NOTE m LA THÉORIE DES RACINES; 

PAR M. J . BOURGET. 

On peut partager la racine d'un nombre en deux par-
ties de diverses manières, en dizaines et unités, en cen-
taines et unités, etc. 

Le théorème général qui donne la puissance de la 
somme de deux nombres permet d'appliquer à la re-
cherche de chacune de ces parties des procédés uni-
formes, quel que soit le mode de partage. De plus, les 
méthodes abrégées ne sont qu'une application de ces pro-
cédés généraux. C'est ce que nous nous proposons de 
montrer dans celte Note (*). 

( * ) Il est bien probable que la plupart de nos idées ne sont pas nou-
velles; mais nous croyons faire une chose utile aux élèves en publiant 
dans les Annales un ensemble coordonné de toutes celles qui se rattachent 
à la racine carrée et à la racine cubique. 
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L — Racine carrée. 

Désignons par N le nombre entier dont nous extrayons 
la racine, et supposons que nous partagions la racine en 
mille et unités; désignons par a et b ces deux parties, la 
racine sera l o o o a -h b par défaut. 

THÉORÈME L — On obtient exactement les mille de 
la racine, en extrayant la racine du plus grand carré 
contenu dans les millions du nombre proposé. 

Démonstration. — Appelons A le nombre des millions 
de N et B le nombre des unités, de telle façon que Ton ait 

N — iooo^A + B. 

Si a désigne la racine du plus grand carré contenu dans A, 
on a 

par suite, 
looo^«' < looo^A < ; iooo^(a + i)^; 

Mais les deux derniers nombres diffèrent au moins d'un 
million -, donc on a encore 

looo'«'^looo^A 4-B<;iooo^(«H-I)% 

ou bien, ce qui est la même chose, 

( looof l ) ' < N < [ iooo(f l -4- 1)]'^ 

La racine contient donc a mille et n'en contient pas a -f- î . 
c . Q. F . n . 

THÉORÈME I L — Désignons par R le reste obtenu en 
retranchant du nombre N le carré des mille de la racine, 
on obtient une limite supérieure du nombre des unités 
en divisant les mille du reste par le double des mille 
de la racine et prenant le quotient par défaut. 
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Démonstration, — Par hypothèse, nous avons 

(1000«-J-

en développant nous en déduisons 
aoooârè-h JS — 1000' 

donc 
2000 <<R; 

donc aussi 

3000ûr 

D'où Ton voit que b est au plus égal à la partie entière 
de ce quotient pris par défaut. 

c , Q. F . D . 

Remarque 1, — Pour faire la division de R par 2000a, 
nous appliquerons le principe général de la division 
par un produit de facteur, par conséquent nous serons 
amenés à diviser les mille du reste par ia. 

Remarque IL — Notre raisonnement suppose que b 
ne soit pas nul. S'il Tétait, le reste serait tout au plus 
égal à 2000 a, d'après le théorème sur la différence des 
carrés de deux nombres consécutifs. Donc on sera averti 
que b est nul par l'opération même, quand le quotient 

sera T imité exactement, ou sera moindre que 2000^1 ^ 
l'unité. 

THÉORÈME III. — On obtient une limite inférieure du 
nombre des unités en divisant les mille du reste R par 
le double des mille obtenus plus un, et prenant le quo-
tient par défaut. 

Démonstration. — 1° Le quotient obtenu par cette 
règle est inférieur à 1000. 

En effet, on a, par hypothèse, 
N < (1000« 3 H- I)% 
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ou bien 

N diooo^a^^. -f-i) -f- i)'; 
donc 

R CCÎ̂  -4- i) (2000a H- è 4- i). 

Mais b vaut au plus 999; donc on aura certainement 

R < 1000 ( 2000 « -f-1000 ) ; 
de là on conclut 

R ^ ; ; < 1000. 1000(2^? -f-l) 

Donc la partie entière du quotient vaudra au plus 999. 
c . Q . F . D . 

Ce quotient réduit à sa partie entière par défaut est 
une limite inférieure du nombre des unités. 

Désignons par q ce quotient pris par défaut, il viendra 
R > 

£ q ' 
1000(2« -m) "" 

donc 
N — 1000'«'> 2000«^ H- iooo<7; 

mais 1000 étant supérieur à q, on aura certainement 

]N ^ 1000 a^ 4- 2000 aq -4-
ou bien 

N X i o o o f l 
c . Q. F . D . 

Remarque, — Notre raisonnement suppose q différent 
de zéro. Dans ce dernier cas, la racine est toute trouvée 
et le tliéorème devient inutile. 

THÉORÈME I V . — Si le nombre des mille surpasse 5oo, 
les deux limites ne diffèrent pas d'une unité. 

Démonstration, — En effet, en désignant par à cette 
différence, on a 

^ _ _ R R 

2000« 2000a -h 1000 2000«. 1000(2« -h i) 
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ou enfin 

looo (2a -f-i) 
R 

Or le numérateur de d est moindre que looo; donc, si 
a ^ 5oo, d sera moindre qu'une unité. c. Q. F. D. 

THÉORÈME V . — Si Von a déjà obtenu plus de la 
moitié des chères d'une racine carrée^ ou simplement 
la moitié y lorsque le premier chiffre vaut 5 ou plus de 5, 
on obtiendra à moins d'une unité la portion restante de 
la racine, si Von divise par le double du nombre ob-
tenu déjà les unités de même nature du reste, en pre-
nant le quotient par défaut. 

Démonstration. — En effet, dans ce cas d est inférieur 
à Tunité; donc la première des divisions 

donnera, si Ton prend le quotient q par défaut, soit le 
nombre b des unités, soit le nombre trop fort 
d'une quantité moindre qu'ime unité. c. Q. F. D. 

C'est la méthode abrégée de la racine carrée. 
Corollaire I. — Désignons par q le quotient entier 

pris par défaut de la division 

2000« 

et par p le reste, le quotient q sera égal à b si p^q^-) il 
sera égal h b -h i si 

En effet, nous avons par hypothèse 

R 
2000« 

R 

R 
2.oooa 

donc 
N — LOOO^«^— loooaq H- P ; 



par suite, 
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N = ( looo i i -f- p — 

Cette égalité démontre le corollaire énoncé. 
Corollaire I I , — Dans le cas où q est égal à è, on voit 

que le reste final de l'opération est égal à la différence 

n. — Racine cubique. 

Conservons les mêmes notations que ci-dessus. Sup-
posons encore que la racine cubique du nombre N soit 
décomposée en mille et unités ; nous pourrons établir les 
théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — On obtient exactement les mille de 
la racine cubique, en extrayant la racine du plus grand 
cube contenu dans les billions du nombre proposé. 

Démonstration semblable à celle qui a été donnée 
pour le cas de la racine carrée. 

THÉORÈME II. — Désignons par R le reste obtenu en 
retranchant du nombre N le cube des mille de la racine. 
On obtient une limite supérieure du nombre des unités 
en divisant les millions du reste par le triple carré des 
mûle obtenus et prenant le quotient par défaut. 

Démonstration semblable à celle qui a été donnée 
pour le cas de la racine carrée. 

THÉORÈME III. — On obtient une limite inférieure 
du nombre des unités en divisant les millions du reste 
par ia^-hia représente le nombre des mille de 
la racine) et prenant le quotient par défaut. 

Démonstration, — i® Le quotient ainsi obtenu est 
inférieur à looo. Nous avons en effet, par hypothèse. 

N<;(iooo« b lY, 
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OU b i e n 

donc 

R < (6 + i ) [ 3 . iooo2«^4- 3 . 1 0 0 0 ( è - f - i ) (6 -f-1)'] . 

Mais h vaut au plus 999 ; donc on aura, en remplaçant h 
par cette valeur maximum, 

R < 1 0 0 0 ^ ( 3 ^ 2 - F - 3Û -F-1). 

Par conséquent, 

R < , 0 0 0 

Donc la partie entière de ce dernier quotient pris par 
défaut vaut au plus 999. c. Q. F. P. 

Ce quotient pris par défaut est une limite inférieure 
du nombre des unités. 

En effet, en le désignant par <7, nous avons 

R ou (N — looo^a®) ^ 
iooo'(3û^-+- 3 a -f- i) 

donc 

N >iooo^a^-\- 3 . looo^fl^^ -f- 3 . looo'og' -+- looo^q. 

Mais, puisque 1000 est supérieur à q, on peut écrire 

ÎN > iooo'a®-4- 3 . looo^û^^ -4- 3 . l o o o a ^ ' - l -

ou bien 

N X i o o o a 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
T H É O R È M E I V . — Si le nombre des mille a quatre 

chiffres ou plus, les deux limites ont une différence 
moindre quune unité. 
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En effet, 

R R 
i o o o \ 3 a ' 1000=^(3«^4- 3 « 4 - 1 ) ' 

donc, en réduisant, 
R 3 « 4 - I 

iooo^(3«2-f. 3^^ - f . t) Zà' 

Nous avons vu que la première fraction est inférieure à 
looo, donc $ sera inférieur à l'unité si 

• G LOOO, 

ou si l'on a 
3 a + i 

3 a'— Soooa — looo > o . 
ou 

loooa — LOOO >1 
3 

Cette inégalité sera satisfaite, si l'on a 

(« —5oo)2—5oi2>o, 
ou bien 

(a — looi) (« 4-1) ^ o. 

Donc il suflSt que a soit plus grand que looo pour que la 
condition soit satisfaite, comme nous l'avions énoncé. 

Donc la différence entre les deux limites est infé-
rieure à l'unité, quand le nombre des chiffres obtenus 
surpasse d'une unité au moins le nombre des chiffres à 
obtenir. 

THÉORÈME V . — Quand on a obtenu plus de la moitié 
des chiffres dune racine cubique, on obtient à moins 
d'une unité la partie restante, en divisant le reste par le 
triple carré de la partie obtenue et prenant le quotient 
par défaut. 
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En effet, dans ce cas, le d est inférieur à T uni té, par 

suite, le quotient, limite supérieure, 

R 

réduit à sa partie entière, prise par défaut donnera b 
ou b +1, 

C'est la méthode abrégée d'extraction de la racine 
cubique. 

Avec trois chiffres d'une racine, on passera à cinq, de 
là à neuf, de là à dix-sept, etc. 

Corollaire. — Si nous désignons par q le quotient 
précédent et par p le reste, le quotient q représente b 
si p^q^[ioooa q) et è 4 - i si p {^oooa -h q). 

En effet, par hypothèse, 

N — l o o o ^ a ^ ' ^ l o o o ' . S û ^ q - h p ; 
donc 

N = iooo®a'-4- 3 . l ooo^ ,a^q - h 3 . l o o o a / ^ ' H - q^ 

— 3 . 1 o o o a q ^ — q^-h p; 

par suite, 

N ( l o o o a -h qY-h p — q^{3oooa -4- q). 

Cette égalité démontre le corollaire. Nous voyons en 
même temps que si q représente le reste final de l'opé-
ration est 

P — q^{'6oooa -f- q). 

Remarque.— On étendrait évidemment ces considéra-
tions aux racines de degrés supérieurs; mais cette géné-
ralisation n'aurait aucune utilité. 

Ann. de Mathcm., série, t. IX. {Novembre 1870.) 3 3 
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ÉTUDE ANALYTIQUE SllR lA CYCIIDE; 

PAR M . H . L E M O N N I E R . 

Soit considérée l'enveloppe d'une sphère, quand le 
centre se meut sur une conique et que le rayon est pro-
portionnel à la distance du centre à une droite D située 
dans le plan de la conique. 

Prenons pour la conique, les coordonnées étant rec-
tangulaires, les équations 

pour la droite fixe, 

2 — o, mx nj p zzz o 

et pour la sphère mobile, 

(jc —a)'^- ( j — [ma -f- /z p -f- p)\ 

On déduit de là, à l'égard de l'enveloppe, 

[x — 0L)da {x — -h (moL -h nfi p) {m doc. -f- nd^) = o, 

ce qui donne pour déterminer la surface 

X — a m ( m < x n ^ p ) y — p-h n{m oc-h n ^-h p) _ _ , 

A B 

~ -f- I == ,, { x - aY^ (x - (ma n ^ p ) ' . 

Voyons à quelles conditions les plans des intersections 
successives passent par une même droite D'. 
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L'équation générale du plan d'une caractéristique peut 

se mettre sous la forme 

(x'hmp)A , , , ^ ô 
^ Cl -h mnA^ a a 

Pour que le plan passe par une droite fixe, il faudra 
d'abord avoir 

mn = o , 

d'où, soit 

soit n =o. 
Si Ton prend TI = o, il faudra, en outre, que 

jj 
i ) A r = — B ou — - — , A 

et alors la droite commune est donnée par 

Si l'on prend m = o, il faut 
g A — (/î^«—i)B, d'où , B 

et alors on a pour la droite 

Quand la conique est une ellipse, si l'on a A ^ B, il 
faudra donc prendre 

. A - B « o, 
A. 

Quand c'est une hyperbole pour laquelle on a A ^ o, 
33. 
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B < ;o , il y aura à prendre soit 

A — B n=:0, w} 
A 

soit 

D'après cela, lorsque la directrice du centre est une 
ellipse, la droite doit être perpendiculaire à l'axe focal, 
et le rapport m du rayon de la sphère à la distance entre 
son centre et la droite fixe doit être l'excentricité de 

Lorsque la directrice est une hyperbole, la droite fixe 
doit être perpendiculaire à l'un de ses axes. Si elle l'est 
à l'axe focal, le rapport est l'excentricité de l'hyperbole. 
Si elle est perpendiculaire à l'axe non focal, le rapport 
est l'excentricité de l'hyperbole conjuguée; mais, dans ce 
cas, on verra plus loin que la surface devient imaginaire. 

Supposons d'abord 

l'ellipse. 

Nous aurons pour la surface 

,r — y — (5 
a 
A B 

A 
OL' 

d'où l'on tire 
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de sorte que 

a — p . 

Et l'on a 
jg 

— -- a2 4- P'— 2(w;?a -f- a J? 4- P/) = o ; A. 

par suite, 

c'est-à-dire OU 

_ ^^ + B)' == 4 [ A (o: -h m/?)» 4- B/^], 

équation d'une grande simplicité, sous une forme heu-
reuse. 

Points de rencontre de la surface avec la droite 
(z=o, mx-^p=o),etavecladroite(j=o,x-hmp)=o. 

L'on a pour la première 

^B 
vA 

d'où 

k m^ ^ J ' ^ A — B ' 

de sorte que si l'on a B > o, la droite rencontre ou non 
la surface suivant que l'on a 
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OU 

et quand on a B <[ o, suivant que Ton a, au contraire, 

ou 

A l'égard de la seconde droite, il vient 

(mp^z'p^-h B)2=:o, 
d'où 

A ) , 

Quand on a B > o, si est A — B, on a à fortiori 
p^C^A, et si p* est > A — B, on peut avoir p^c^ A ou 

Quand on a B o, si p^ est ^ A — B, on a p^"^ A^ 
et si p^ est A — B, on aura p® ^ A ou A. 

D'après quoi, les deux droites ne coupent jamais à la 
fois la surface. Que l'une la coupe, l'autre ne le fait pas 5 
toutes deux peuvent ne pas la rencontrer. 

Sections de la surface par les plans menés 
suivant la droite D. 

Portons l'origine à la rencontre de la droite avec l'axe 
des x . Les formules à employer seront 

m 
il s'ensuit 
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Soit Zi == Xi tangw Téquation d'un plan sécant. En pre-
nant pour nouvel axe des x sa trace sur le plan des zx, 
on aura h l'égard de la section 

Donc la section est le système de deux cercles ayant la 
droite D pour axe radical, cercles réels tant que l'on a 

A cos^w — B < < o . 

La section serait imaginaire, quel que fût o), si l'on avait 
A B. La surface serait donc alors imaginaire. 

Il n'y a pas lieu, en conséquence, d'attribuer à m et 
à p des valeurs telles que m = (li, p = cy/, si l'on suppose 

A >> o et B ^ o, car ^ ^ ^ ne saurait être négatif. 

Si, en supposant B ^ o , on prenait A<^o, on aurait ^ g 
bien —-— == m ^ ^ o ; la droite D serait perpendiculaire 

XX 

à Taxe non focal de l'hyperbole^ mais la surface serait 
imaginaire, puisqu'on aurait alors B > A. Ce cas revient B _____ ^ à l'hypothèse considérée de m = o, —-— pour 

z, zrrjTjCOSw, r=:.r2Smw, 2 = 0 , 

d'où 
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B O. C'est donc , comme on l 'a annoncé , une hypo-
thèse à re je ter . 

Ainsi, pour que la surface soit réelle, il faut que la 
droite D soit perpendiculaire à l'axe focal de la conique, 
et les sections de la surface par des plans menés suivant 
cette droite sont des couples de cercles ayant la droite 
pour axe radical commun. 

Sections de la surface par des plans menés 
suivant la droite D'. 

Un plan passant par D' ayant pour équation 

on aura pour la section 

[x' -h -4- — B y = 4(AV-f-

d'où 
-+- -f- z' — + B = dz 2 J + B, 

La section sera donc le système de deux cercles à la fois 
réels ou imaginaires conjugués. 

Elle sera réelle si la distance du centre au plan est 
moindre que le rayon, c'est-à-dire si l'on a 

[/? VÂX^"^ =F X VA ( A B ) p i o, 

ce qui a lieu pour toute valeur de i , si l'on a B > o, 
g 

A ^ o, A — B ̂  o 5 et pour ^ > si Ton a B o, 

x -h/?2p = 

A > o. 
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L'équation (i) de la surface peut se transformer en 

+ __ -I- 4[A (x Bj^] 

ou 
{ - f - 4- z» — -f- B — 4 B ( + -f- ẑ  — ) 

(2) = ^ (A_B)^ ; r - f -£y~B2 ' . 

En partant de cette forme, on pourrait procéder d'une 
manière semblable à celle que nous venons de suivre 
pour les sections par des plans menés suivant la droite D. 

Sphères inscrites à la surface suivant les cercles 
dont la droite D est Vaxe radical. 

L'équation (i) étant celle de l'enveloppe d'une sphère 
dont l'équation générale est 

quand on a 

Ŝ  A — B et 

on voit immédiatement que l'équation (2) est celle de 
l'enveloppe d'une sphère qui a pour équation générale 

^ [ z - vY^m'^il mpY, 

si l'on a 

V v' A : I et m' 
A —B —B A — B 

Donc la surface est l'enveloppe d'une sphère dont le 
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centre décrirait dans le plan xz la conique représentée 
par 

et dont le rayon serait dans un rapport constant égal à 
l'excentricité de cette conique avec la distance du centre 
à la droite qui a pour équations 

Or cette droite est D', et, d'après la première p^énéra-
tion, les plans des intersections successives de la seconde 
sphère mobile se coupent suivant la droite D. 

Les deux coniques sont d'ailleurs focales Fune de 
l'autre. 

D'après cela, soient considérées deux coniques focales 
l'une de l'autre, et respectivement dans leurs plans, deux 
droites D, D' perpendiculaires à leur axe commun, telles 
que le centre des coniques en soit à des distances dont le 
rapport égale l'excentricité de l'hyperbole, si l'on prend 
pour la première distance celle qui concerne la droite 
placée dans le plan de l'ellipse. Imaginons une sphère 
dont le centre parcourt l'une des coniques, tandis que 
son rayon et la distance du centre à celle des droites D 
et D' qui est dans le plan de cette conique sont dans un 
rapport constant égal à l'excentricité de la conique; puis 
une seconde sphère, dans des conditions analogues, dont 
le centre parcourt la seconde conique. Les deux sphères 
présentent la même enveloppe, et de chaque côté les 
intersections successives seront des cercles ayant pour 
axe radical commun la droite située dans le plan de leurs 
centres. 

Les sphères inscrites à la surface suivant les cercles 
dont les plans se coupent suivant la droite D se déter-
minent encore assez simplement comme il suit : 
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L'équation (2) de ia surface 

(x'-^jr^-^z^^p^^By—ZÎ (A — B) ^^ 4- Bz' 

pourra se mettre sous la forme 

= ç'[mzcosw — (/»j:-4-/7) sin w]% 

si les deux équations 

z') -h B)̂  

m m 

(x'-^f^-4- z'Y— 2 r (X -4. -H (v v') 2 4- 1 2̂ ) _ 2 

= q[mzcosùi — [mx - h p ) sinwp 

peuvent s'identifier, c'est-à-dire si l'on peut avoir à la fois 

— 4 X V H - ^/N^SIN^W = 4 ( A — B ) , 

— 4vv' 4- qm^ cos'w = — 4B , 
4 { X V ' H - vX') 2qm'sin(à cosw, 

— 2 ^ — 2X'p H- 2mpqsin'tìì — 8{A — B) 

2vp' — 2v'p 4- 2mpq sinw cosw = o, 

- pp' 4 - qp' SIN^W 4 ( A - B ) ^ - 4 - B ) » . 

On tire de là 

qm} cos'w — 4 B — 4 pS 
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d'où 

4 (A — 2B) — 4(1'+ ft»), 

- i 6 { A - B - V ) { B + v » ) = i6Vv' ou 

3V[2(/>'+B) — p ] — = 

îîi m 

expressions qui vérifient 

~ pp'-f.y/i^sin^'w = 4 ( A —B) 

La valeur de qm} peut se transformer en 

- B ^ B v» 

t a n g - . ^ BVv^ ' 

Donc l'équation de la surface peut se mettre sous la forme 

X ^x'-f-j'-h aXa: -4- 2V2 — B - h ^ 
- 4 + - H Ê ) 

pourvu qu'on ait 

V v̂  , —B) 
— e t tang'co:^— 

ce qui accuse que chacune des sphères données par les* 

et l'on a 
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équations 

2p 
• r ' - i - 2 > . r — 2VZ — B i- X = o, m 

-h z'-h l'Xx2VZ—-z?^—B + ~ X = o, m 

est tangente à la surface suivant son intersection par le 
plan 

zcos« — -f- ~ |sinw == o. 
\ 

On a d'ailleurs pour le rayon de la première sphère 

+ B + X = (X + w/?)'. m A — JJ 

Les faits précédemment constatés se retrouvent ainsi. 
Dans la surface que nous venons d'étudier, les deux 

séries de cercles sont des lignes de courbure. Cette sur-
face est donc une cyclide. 

Quand des cyclides sont parallèles, les sphères qui leur 
sont inscrites suivant leurs lignes de courbure ont les 
mêmes centres. En conséquence, étant données deux co-
niques focales l'une de l'autre, si l'on fait varier dans le 
plan de Tune une droite D perpendiculairement à l'axe 
commun, les surfaces cyclides correspondantes sont pa-
rallèles; et toutes les cyclides parallèles à une première 
peuvent ainsi être considérées comme dérivant d'un même 
système de coniques focales, quand on fait varier les axes 
radicaux relatifs à leurs lignes de courbure. 

Comme circonstance limite, les deux coniques peuvent 
être deux paraboles focales l'une de l'autre. 

Quand sur une surface les lignes de courbure d'une 
série sont circulaires et les autres planes, on sait que les 
plans de ces dernières passent par une même droite qui 
est le lieu des somtuets des cônes circonscrits à la surface 
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suivant les premières lignes. En vérifiant pour notre sur-
face que les plans tangents le long d'une caractéristique 
sur la sphère mobile concourent en un même point sur 
l'axe radical des lignes de l'autre série, on trouve que ce 
point est sur la tangente à la conique directrice au centre 
même de la sphère. Cette particularité, qui, au reste, se 
rattache à un fait plus général indiqué par M. Bonnet 
dans son Mémoire sur les surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes ou sphériques, donne une nouvelle 
génération de la cyclide. Elle en fait le lieu du cercle de 
contact de la sphère mobile et d'un cône circonscrit ayant 
son sommet à la rencontre de la droite directrice et de la 
tangente menée à la conique directrice par le centre de 
la sphère ; point de vue qui peut trouver son application 
dans la géométrie descriptive. 

Pour faire la vérification dont nous venons de parler, 
considérons l'équation 

On aura pour le plan tangent 

Y j -f-Zz —p^^B) 
== -4- pm) (X -+- mp) -f- 2BY7 -h 2[A(« -f- mpY-h B/^]. 

Le plan de la caractéristique est donné par 

1 £ 
A B 

de sorte qu'on a pour les points de cette ligne 

2Br 
X » - f - - f - — - f - B = 5 

P 

mais pour avoir {x — — ßY-h (ma-h p)* 
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il y a à prendre 

7 ^-f. z ̂  ~ » - 4 - B = ^ . 
P 

Il s'ensuit que l'équation du plan tangent se réduit à 

X .r-f-Yj-4-Zz — H - B rzr a ( X - f - w / ? ) p Y - f -
P 

Si l'on y fait Z o, mX. p = o, il vient 

_ ^ X Yr — B — a ^ -h w^) ^ BY4- — , ru - r \ m ' ^ p 

d'où 

ce qui se rapporte à la rencontre de la droite D et de la 
tangente à la conique directrice en {«(3). 

EXERCICES. 

1. Les deux tangentes menées d'un même point à une 
conique, sont entre elles comme les normales correspon-
dantes. 

Les droites qui joignent l'origine de deux tangentes 
aux pieds de leurs normales respectives, sont également 
inclinées sur ces tangentes. (G. D O S T O R . ) 

2. Si l'on mène deux tangentes à la parabole : 
1° L'abscisse de leur point d'intersection est mojenne 

géométrique entre les abscisses des deux points de con-
tact ; 

L'ordonnée du point d'intersection est moyenne 
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arithmétique entre les ordonnées des deux points de 
contact. (G. D O S T O R . ) 

3. Lorsqu'on joint au centre O de Fellipse 

le point de contact M d'une tangente et un autre point 
quelconque P, [od, y') de cette tangente, la double surface 
du triangle résultant OMP est exprimée par 

( G . D O S T O R . ) 

4. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, le produit des 
deux distances d'une normale à son pôle et au centre de 
la courbe est égal au produit des deux rayons vecteurs 
qui aboutissent au point de contact. (G. D O S T O R . ) 

5. Si les deux tangentes menées du point P ou 
à une conique à centre O, touchent, par exemple, l'el-
lipse 

Û'Y^H- a- 'b '^i o, 
en M', M", on a 

le triangle OM'M 

lecriangle PM'M" = , 

le quadrilatère OWl^W =z [a^y'b^x'— a ' b ' f , 

( G . D O S T O R . ) 

6. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, les deux droites 
qui joignent un point quelconque de la courbe aux ex-
trémités d'un diamètre, divisent le diamètre conjugué en 
parties harmoniques. (G. D O S T O R . ) 
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SUR L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ; 

PAR M. LE BESGUE. 

La commuincation si bienveillante faite par M. Ca-
talan à M. Gerono d'une vieille lettre que j'avais com-
plètement oubliée, m'engage à démontrer directement la 
formule suivante. 

THÉORÈME. — Si Von pose 

{a) a'ip^— 3q) -f- a{pq — g r ) -j- 3/7r r—o, 

réquation 

(i) x^ + p x ^ q x r — o 

sera résolue par la formule 
p^^Zq 

Démonstration, — L 'équa t ion ( i) peu t ê t re mise sous 
la fo rme 

e t , q u a n d ou admet la condi t ion 

il vient 

(3x = :i'jr=z u^; 
d 'où 

u — p I 3 SÎM^-h up -j- p-) x= et - — ; , 
3 X u — p u^ — p^ 

ou 
( G ) I _ _ U ' - ^ U P - ^ - P ^ X 9r 

Ann. de Uaihémal,, 2® série, t. IX. (Décei»bre 187a.) 3 4 
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Si l'équation (i) est mise sous la forme 

et que Ton admette la condition 

(3) 

en changeant dans (B) x en p, r en la X T 1' r 
formule (B) devient, réduction faite, 

(C) J ^ ^ 

comme on le trouve en éliminant r au moyen de la con-
dition (3). 

Cela posé, si (i) ne donne pas la condition (3), on 
fera x =y a , et Téquation (1) deviendra 

(4) + + = 
ou 

d'où l'on tire 

de sorte que l'équation (a) établit la condition 

La formule (C) devient alors 

qui revient à 
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La discussion de oette formule paraît moîirs facile que 

celle de la formule ordinaire^ 

EQUATION BE H E ^ S E 

f o u r U détermioatioB des points d ' i a l e i i o f l ; 

PAR M . H . L E M O N N I E R , 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Corneille. 

Soit M = O l'équation d'une ligne quelconque, u étant 
une fonction homogène de x^y et 2 = 1, d'un degré 
égal à h. 

Si un point d'inflexion y est donné u^j 
•et i/̂ a, u^j^ Uyi étant, en ce point, de valeurs finies, on 
aura 

u o , U^ - ^ y ' ^ y = 0 e t H - j ' - h « ^ y « / ' = » , 

o u 
a = o , - f - m i i ^ = o , -+- ^mù'^^, = 

•en posant m. 
En tenant compte des identités 

kuz=. xii^ yii^ -4- zd^ 
= + f ^X» + 2JZ 2 zxil^ H- 2 xy u'^y^ 

ces équations seront 

+ o , 

4 - - h o . 

34. 
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Or elles expriment que le point [xj] est à la fois sur 

la conique que représente Téquation 
X , Y , Z) = x^ H- Y^«;;, 

s X Y ^ ^ r r z O , 

et sur une asymptote de cette conique donnée par 

¿¿'̂ .3 -f- 2 u'̂  yin - h û .̂ m'̂  o . 

Il s'ensuit que la conique est le système de deux droites. 
Son centre lui appartenant alors, on a pour ce centre 

I»; —o, = 

d'où l'équation de Hesse : 

«'L . 
n v n 

".r.r «r- «r. = o-
«L 

Si u est une fonction entière du degré AZ, cette équation 
est du degré 3 (n — 2 ) . Le nombre des points d'inflexion 
est alors, en général, Zn[n — 2). 

SOLUTION D'UNE QUESTION GÉOMÉTRIQUE; 
PAR M. H. LEMONNIER, 

Professeur de Mathématiqnes spéciales au lycée Corneille. 

Un cône du second degré étant donné par son som-
met et une section plane, en construire les axes au 
moyen de coniques, 

•1. Soient considérés des surfaces homofocales et les 
cônes circonscrits à ces surfaces d'un même sommet 
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L'une des surfaces ayant pour équation 

' 22 ^ 

a'-h u b'-hu c'-h u " ' ' 

si le point M (xyz) est la trace, sur le plan polaire de P, 
d'un axe dn cône circonscrit à la surface, on aura les 
équations 

— — , 

a^-h u ¿ M T ^ C^ a 

a'-hu b^-hu c^-hu ' 

puisque la droite PM est perpendiculaire au plaupoli^ire 
de M par rapport au cône, et que ce plat? est le plan.po-
laire par rapport à la surface. 

L'élimination de u entre les deux premières équations 
donne 

^ 

jo—x^ J — J , r —J, z — z, 
d'où 

X ~ X^ f — f x Z — Z, 
Cette équation est celle du cône des normales menées 

par le point P aux surfaces considérées, et à celles qui 
leur sont homothétiques et concentriques. 

On tire des mêmes équations, en ayant égard â'ia troi-
sième, 
.y — .r, __ J —Jx z, 

X X z 
n b^-^ u c^ -h a 

__x\x — x,) - 4 - J . ( j — J > ) 4 - z . ( z - - z , ) 

I 

~ ^ ^ ^ " ^ r ^ -̂ t ( r - r .) - r . - ' 
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de sorte qu'on a 

[^i (x - - r . •*.)] [^i — r , ( J — - h z, (2—z,) ] 

ce qui donne un second cône contenant les mêmes axes^ 
On en a deux autres analogues par les équations 

[ri {« — ^x) — (r—r«) ] [-̂ i —^i) H- ri (r—rO z, (z—z.)] 

Ces cônes ne changent pas quand on passe d'une sur-
face à une surface homofoeale. 

On en peut conclure que les axes sotit de directions 
constantes; que, par suite, ce sont les normales aux trois 
surfaces homofocales qui passent en P . 

2. Si l'on fait c = o et u = o, le cône circonscrit de-̂  
vient celui qui a pour sommet le point P et passe par 
l'ellipse dont les équations sont 

a^ b' 
Le changement de h^ en —è® fera passer de ce cas à 
celui d'une hyperbole. 

En faisant c = o et z = o dans les équations des dif-^ 
férents cônes considérés ci-dessus, on obtient 

• —\ — o, x—x, r —r, — z, 
ou 

(a^— b^) xy — a'x^y H- jc o, 
— X,) ( j — J . ) —zj] [x,(y — r.) —RT — )I 

[.r, .(x Xr) -h r — J. ) — ^ = t-^ — )• 
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On a par là quatre coniques sur lesquelles sont les 

traces des axes du cône sur le plan de la conique donnée 
sur le plan ay. 

Ces coniques sont chacune d'une détermination géo-
métrique facile. 

La première n'est autre chose que Thyperbole qui 
est le lieu des pieds des normales abaissées du point 
P (^iji) sur l'ellipse et les lignes du second degré qui 
lui sont homothétiques et concentriques : résultat facile 
à prévoir. Car si M est la trace d'un axe du cône sur le 
plan de l'ellipse, son plan polaire par rapport au cône 
étant perpendiculaire à PM, la trace de ce plan, qui est 
la polaire de M par rapport à la conique, est perpendicu-
laire à ^M, projection de PM; c'est-à-dire que le lieu 
de M est celui des points tels que la .polaire de chacun 
d'eux est perpendiculaire à la droite qui le joint au 
point p'̂  c'est-à-dire l'hyperbole en question. 

La seconde conique passe en p. projection du som-
met P du cône, et elle y est tangente à op. Elle passe 
encore aux deux points où les droites (x—Xi = o), 
{y-r^ Yi = o) rencontrent la droite 

[x^ {x — Xx) -f-J, (r — rO •+• — — ^î = o], 

qui est la trace sur le plan x j du plan mené en P per-
pendiculairement à OP. On connaît ainsi un triangle 
inscrit à la conique et la tangente en l'un ,des sommets. 
Pour achever la détermination de la conique, et pouvoir 
la construire, il suffit d'observer que le produit des dis-
tances de chaque point à la tangente o;? et au côté op-
posé, est avec le produit des distances aux deux autres 

droites dans un rapport égal à ^^^^ • 

L'équation de la troisième conique peut se mettre sous 
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k forme 

fix, {x ^ X . ) + J , ( j - J . ) — z] — b'] H - b'jr, = . O . 

Cette conique a donc ox pour asymptote. La seconde 
asymptote a pour équation 

c'<îst-à-dire 
OP̂  + b^ xcosff -h jsm<p = -——— •> 

en désignant par <f un angle de direction de op a l'égard 
de ox. Il est aisé de la construire. Elle passe en outre au 
point où la parallèle à ox, menée en p, rencontre la trace 
sur le plan j y du plan perpendiculaire à OP au sommet 
du cône. La construction de l'hyperbole suit<le là immé-
diatement. 

La dern ière l igne est une hyperbole analogue, mutatis 
mutandis. 

3. On ramène au problème précédent celui de con-
struire les axes d'une surface du second degré, quand on 
en connaît le centre, une section plane dont le plan ne 
passe pas en ce centre, et un point de la section centrale 
parallèle. 

Supposons d'abord que la surface soir un hyperbo-
loïde. Soient conçus le cône asymptote et sa section par 
le plan de la conique donnée. Si a et A sont deux rayons 
parallèles dans la section centrale et la section donnée de 
l'hyperboloïde, et a le rayon de même direction dans la 
section du cône, on aura 

C'est une relation par laquelle on construira un point de 
cetle dernière correspondant an point donné; par suite, 
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on connaîtra cette section du cône, et il ne s'agira plus 
que d'avoir les axes mêmes du cône. Quant à la première 
hyperbole, celle qui concerne les pieds des normales, 
elle sera la même pour la section donnée que pour la 
base du cône asymptote. 

Au cas d'un ellipsoïde, le cône asymptote devient ima-
ginaire 5 les considérations précédentes n'en subsistent 
pas moins. Ci-dessus, les quantités désignées par a ' . A®, 
a^ peuvent être' négatives aussi bien que positives. Si 
dans notre analyse il y a à remplacer des quantités posi-
tives a® et h^ par des quantités négatives —a'®, — 
il s'ensuivra comme hyperbole des normales la même 
hyperbole que pour a^ = a'^ et ĥ  — \ puis, au lieu 
de la conique donnée par 

r [-̂ i — J . ( j — J.) — — b'] t 'y, = o, 
on aura celle que détermine l'équation 

laquelle se construira d'une façon toute semblable. 
Il est à remarquer que le problème ti:aité autrement 

par M. Paul Serret (Annales, août 1868), celui de con-
struire les axes d'une surface du second degré, quand on 
en connaît trois diamètres conjugués, rentre dans le pré-
cédent, car la section du cône asymptote par le plan tan-
gent à une extrémité de l'un de ces diamètres peut alors 
se construire. 

NOTÉ SUR LES SÉRIES DE TAYLOR ET DE MAGLAURIN; 
PAR M . J . B O U R G E T . 

1. On peut donner une forme extrêmement générale 
au reste de la série de Maclaurin, en y introduisant une 
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fonction arbitraire. On retrouve ainsi les diverses formes 
particulières, et l'on peut en tirer une infinité d'autres. 
Voici comment j'ai été conduit à ce résultat, qui peut-
être n'est pas nouveau, car il est un corollaire facile de 
théorèmes bien connus. 

2. On démontre facilement [voir le Cours d'Analyse 
de M. Duhamel) que, si F(x) et f { x ) sont des fonctions 
continues, finies et uniformes entre a et on a 

/(a) ^ f { b ) 

0 étant un nombre positif compris entre o et i-, peu 
importe d'ailleurs que a soit plus grand ou plus petit 
que b. ' . 

Si nous supposons, en outre, que 

f i b ) = o, 

la relation précédente deviendra 

C'est de là que nous allons tirer l'identité de Ma-
claurin. 

3. Supposons que a soit une variable et b une con-
stante; posons 

1 1 . ̂  

(b — a Ì"-' 
I .2. . — l) 

et 

Nous admettrons que toutes les fonctions dçrivées de cf 
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sont finies, continues et uniformes dans l'intervalle de a 
à et que cj(o) = o. Nous aurons 

et 

donc 

îj{b — a) 
a ( I ^ 0 1 y» [ ̂  + e ( ¿ ^ ^ )] 

De là nous tirons l'identité • 

I . 2 . . . ( / 2 — I ) ^ ' 

+ 

4. Supposons maintenant dans cette identité <2=0, 
et changeons b eu X'^ nous aurons l'identité de Maclaurin 

et vs est une fonction arbitraire assujettie à la seule con-
dition de s'annuler pour x = o. 

5. Si maintenant nous considérons, dans 
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h comme la variable, la série de Maclaurin nous don-
nera celle de Taylor : 

1 • 2 

et cy est une fonction arbitraire assujettie seulement à la 
condition de s'annuler pour h = o. 

6. Dans Tidentilé de Maclaurin, faisons 

u[x) = xP, 

p étant un nombre positif quelconque, nous aurons 

par conséquent 

— G)^] = p[\ — B)P-'xP-\ 

Nous aurons donc pour le reste 
Rrzr —Ai J. rp"(Bx). 

1 . 2 . 3 . . ^ ^ 

Si l'on fait dans celte formule : 
p = on obtient la forme la plus généralement 

employée 

2® p = I, on obtient la seconde forme 

I . 2 . 3 . . — L) ' ^ ^ 
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NOTE SUR L4 RACINE CARRÉE DES NOMBRES APPROCHÉS: 

PAR M . J . B O U R G E T . ' 

On a souvent à extraire la racine carrée d'un nombre 
entier ou décimal connu approximativement avec un 
certain nombre de figures exactes. (Nous entendons par 
là que l'erreur de ce nombre est moindre qu'une unité 
de l'ordre du dernier cbifFre écrit à droite.) 

Il semble résulter de la règle habituelle donnée pour 
l'extraction que le nombre des chifires certains à la ra-
cine est moindre que celui du nombre proposé, puisque 
chaque chiffre de la racine correspond à une tranche de 
deux chiffres dans le nombre proposé. 

Voici un théorème général très-simple et trop peu 
connu des élèves qui montre l'inexactitude de cette con-
clusion (*). 

THÉORÈME. — On peut compter en général à la 
racine sur autant de chijjres exacts qu'il y en a dans 
le nombre proposé. 

Lemme. — Si le nombre dont on extrait la racine 
n'est pas entier, on le ramènera à un nombre entier en 
le multipliant par une des puissances paires de lo. 

Pour la clarté de la démonstration du théorème, il est 
bon de distinguer deux cas. , 

(*) Nous avons voulu, en rédigeant cet article, appeler l'attention des 
élèves sur une règle facile à retenir pour résoudre certaines questions 
posées dans les examens. Il n'y a rien de nouveau dans notre énoncé, 
ni dans notre démonstration. 



( 54a ) 

§ I . — Nombre A approché par défaut. 

Sort a rer renr caniinlse dans le nombre, e celle de la 
racine, nous aurons 

sfZ^CL -+- \/A 

Désignons par p le premier chiffre de A et distinguons 
deux cas pour le nombre des chiffres entiers. 

I® A possède ^n chiffres à la partie entière. — Alors 
on a 

A^/^io»"-'; 
par suite, 

— 

•2, lo ' ' - 'V lo / ; 
Donc : 

(a). Si a on aura 

4.10''-* y/ïôp ïo" 

(b). Si a I , on aura 

2.10"-' \/io/? 

et si ^ 3, on aura encore 

Par conséquent, Terreur n'afiectera pas le chiffre 
décimal de la racine; comme d'ailleurs elle a n chiffres 
à la partie entière, on pourra compter sur in chiffres k 
la racine. 

(c). Si a < 5, on aura 
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[d). Si a <; lo, on aura 

2 . lO"""' \ / l O / ? 

et si p > 3, on aura encore 

Par conséquent, dans l'un et l'autre cas, l'erreur n'af-
fectera pas le [n — i )«^ chiffre décimal; d'ailleurs la 
partie entière de la racine a n chiffres, donc on pourra 
compter sur m — i chiffres à la racine, c'est-à-dire sur 
autant qu'il y en a de certains dans le nombre proposé. 

2® A possède [m -f-1) chiffres à la partie entière. — 
Dans cette hypothèse 

par suite, 
« . 

2 . I o " ^ p 

Donc : 
[a), S i a c ^ - ? on aura 

2 

[h). Si a <; I, on aura 

2 . I O « V / / ? LO" 

et dans les deux cas l'erreur n'affectera pas le chiffre 
décimal, et comme la partie entière de la racine a w -f- i 
chiffres, il y aura en tout 2 7i -h i chiffres sûrs à la ra-
cine. 

(c). Si a 5, on aura 

« < — 
4.10—'v'A' 
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(J). Si a lo, on aura 

et, dans les deux cas, Terreur n'affectera pas le [n—i)'̂ "*« 
chiffre décimal ; donc la racine aura autant de chiffres 
sûrs que le nombre proposé. 

§ II. — Nombre A approché par défaut. 

Dans cette hypothèse 

V/A4- V/A — a ^ 2V^A — a' 

et, comme en exceptant le cas particulier où A serait 
une puissance de lo, on peut poser généralement 

A >p lo'"-' -j- a, 

eu désignant par m le nombre des chiffres, on a encore 

isjpsjio"'-' 

On peut donc répéter maintenant les raisonnements 
du paragraphe précédent-, par suite, les conclusions sont 
les mêmes. 

Remarque / . — Le théorème général présente l'ex-
ception suivante qu'il est bon de signaler : 

Si le nombre des chiffres du nombre proposé est pair 
et que le premier chiff re soit inférieur à à ̂  le nombre 
des chiffres sûrs de la racine est égal à celui du nombre 
donné moins un. 

Remarque II. — Voici pourquoi nous avons examiné 
le cas où a 5 et celui où a <^10. Si le nombre des 
chiffres décimaux du nombre donné est impair, si, par 
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exemple, on prend y/a = i ,4 i4 , le nombre entier dont 

o n ex t r a i r a e n s u i t e la r a c i n e p o u r avo i r s j s f i sera a p p r o -
c h é à m o i n s de 5 ou l o Uni tés d u d e r n i e r o r d r e . C e cas 

est donc aussi important que le premier où a ^ ou i . 
Remarque I I I , — On trouve de nombreuses applica-

tions de ce théorème. Nous citerons en particulier : le 
calcul des moyennes géométriques dans la rechei-che de TT 
par la méthode des isopérimètres, le calcul des radicaux 
superposés que l'on rencontre dans les expressions des 
côtés des polygones réguliers C„ ; voici quelques-unes de 
ces expressions : 

Cs Vio — 2 v/5, 

= —n/3 , 

C.5 I (VlO-f-2V^ _ ^75 -4- V'̂  ) , 

C 3 1 = R v / 2 — \ / 2 - f - Vi?' -i- . 

Remarque IV. — Nous ne nous sommes occupé que 
de la racine carrée, le théorème général est à fortiori wsA 
pour les racines d'un indice supérieur. On ferait facile-
ment le raisonnement dans le cas de la racine cubique. 

Remarque F. — On pourrait tirer une démonstration 
plus simple du même théorème de la théorie des erreurs 
relatives; mais elle serait moins directe. 

Ànn. de Maihémat., 2® série , l . IX. (Décerabn^ 1870.) 3 5 
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I D E N T I T É S A R I T H M É T I Q U E S ; 
PAR M. S . R É A L I S . 

I. Ayant écrit suivant l'ordre descendant la suite des 
puissances k des n -h i premiers nombres impairs, ainsi 
qu'il suit, 

on multiplie chaque terme par le terme correspondant 
de la suite 

T , , T J , . . . , T„ , 

dans laquelle T, est le coefficient de x' dans le dévelop-
pement de (i — et Ton désigne par / (A) Tex-
pression 

Cela posé, si k esl un impair positif qui ne dépasse pas 
2 « — I, on a 

p o u r ^ == 2 n - h 1, on a 

1.2.3.4 - • - + 

IL On désigne par f(k ) rexpression 

dans laquelle n est un nombre entier plus grand que 
l'unité, et T, est le coefficient de x' dans le développe-
ment de (i — a:)®". 
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Cela posé, si k est UÜ nombre pair compris entre o et 

a«, on a 

Ú k = m, on a 

I . 2 . 3 . 4 . . . (2/1— 1)2/2 2 

PROPRIÉTÉ DES BISSECTRICES D'UN ANGLE DU TRIANGLE, 

avec application aux tangentes et normales de l'ellipse cl 4e l'hyperbole; 

PAR M . GEORGES D O S T O R . 

1. Circonscrivons un cercle au triangle ABC (*), et 
menons le diamètre D'F/ perpendiculaire au côté = 
Joignons les extrémités D', E' de ce diamètre au sommet 
opposé A par les droites D'A, E'A, qui coupent le même 
côté CB en D et E. La droite ADD' sera la bissectrice de 
l'angle intérieur CAB, et la droite E'AE sera celle de 
l'angle extérieur adjacent. 

Cela construit, les deux droites AD, AD' seront les 
deux bissectrices intérieures de Vangle A, et les droites 
AE, AE' les deux bissectrices extérieures du même 
angle A. 

2. Voici l'énoncé du théorème que nous voulons éta-
blir : 

Dans tout triangle, le produit de deux côtés est égal 
au produit des deux bissectrices intérieures de Vangle 
compris, ainsi quau produit des deux bissectrices exté-
rieures du même angle. 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
34. 
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Pour le prouver, joignons le sommet C aux extrémités 

du diamètre D'E ' ; nous formons deux systèmes de trian-
gles semblables 

ACD' et ABD, ACE' et ABE, 

qui donnent 
AD' AC AE' AC 

on en tire 
AB AD' ÀB A E ' 

A D . A D ' = A E . A E ' n r AB.AC, 

ce qu'il fallait prouver. 

3. Les valeurs de ces bissectrices sont 

'^bc[a-]-h+c)[b-^c-—a) , ( b c ) s f b c 

_ — {b — c)sjbc 

en désignant par c les trois côtés du triangle, par 
a, a ' les deux bissectrices intérieures, par (3, |3' les deux 
bissectrices extérieures, et en supposant b ^ c . 

4. En représentant par S la surface de ce triangle, on 
voit que 

d'où 
h-" — ĉ  

smA = 

5. /Application à V ellipse et à V hyperbole. — Soient 
B et C les deux foyers de ces courbes qui passent au som-
met A ; AB et AC seront les rayons vecteurs r et r ' qui 
aboutissent en ce point. 

Dans l'ellipse, les droites AE, AE' seront les deux tan-
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gentes t, t' en A, et les droites AD, AD' seront les nor-
males 71, n ' au même point. L'inverse a lieu pour Thy-
perbole. Nous avons donc, en vertu de notre théorème, 

tt' z=:nn' =zrr', 

c'est-à-dire que, dans Vellipse et dans Vhyperhole, le 
produit des deux tangentes est égal au produit des deux 
rayons vecteurs menés au point de contact-^ et le pro--
duit des deux normales a la même valeur. 

6. L'égalité tt'=:nn' est générale-, elle a lieu pour 
toute courbe, pourvu que l'angle des axes de coordonnées 
soit droit. Il est facile de s'en assurer par la comparaison 
des deux triangles rectangles semblables ADE, AD'E'; 
donc 

Lorsqu'une courhe est rapportée à des axes rectan^ 
gulaires, le produit des deux tangentes est égal au 
produit des deux normales, 

7. En général, soit ô T angle E 'OE des axes de coor-
données-, nous avons 0 = D D'-, d'où 

tangos ^«"ëJ^-^tangD;^ 
^ I — tang D tang D " 

et, comme les deux triangles rectangles ADE, AD'E' 
donnent 

t 
tangD = - , tangD' = -7 5 

n n 
il vient 

tn'-\-nt' tangô nn'—tt' 

8 . Dans les expressions des bissectrices a , a ' , j3, (3' au 
n^ 3 , remplaçons b par r , c par 7 ' , a p a r 2c , et pQsons 

r r ' a ' — dans le cas de l'ellipse; 
r ~ r'~ c' — a' — h' dans celui de Thyperbole; 
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nous trouvons, pour Fellipse, 

pour Fhyperbole, 

et, pour les deux courbes à la fois, 

Ces valeurs donnent, pour l'ellipse, 

pour l'hyperbole, 
a' b' 

et, pour les deux coniques, 

1 — ^ 

PROBLÈMES; 
PAR M . H . L E M O N N I E R . 

1. Étant donnée une surface du second degré^ on 
mène par un point (x, y, z) un plan variable., on en 
prend le pôle Q(x2, «Zj), et Von considère le cône 
circonscrit à la surface dont Q est le sommet : lieu des 
traces des axes du cône sur \e plan. 
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Si réquation de la surface ^ ^ ^ = 

coordonnées rectangulaires, les axes étant les normales 
aux surfaces homofocales qui passent par le point Q, 
les équations du problème sont : 

J2 . _ r r, 
b' 

zz^ 

x^x^ 1 X X-i 

a'U u c'-^ u 
De là 

^ yy, ^ zl 

x^ "" r2 x\ ~ à] ' J ;/ It , \ ' «'H-M b\b^+u) u) 

b' c' 

b'(b'-^u) 

Or 

a' b' 

u) b^b^-^u) cU^-h u) _ 

D'où 
y, z, 

b^-^-u 

ou 

i l — — r __ y^ £ — 
b^'^b^-hu 

comme intersection commune des plans polaires de 
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Par conséquent, 

£ y"- z" 
x —- .r^, y —r-i _ z — z, a^ b"^ c^ 

X y z jc^ y^ z^ 
b^ ê' ^ "F ? 

_ a^ ^ b' ^ c' 

' I f i ZZl o- i i i 

Uéquation du lieu est donc 

Remarque, Les équations 

X — — ^ _ ^ ~ 

f . ~~ i 
indiquent que l'axe QM est normal au plan polaire du 
point M par rapport à la surface. 11 l'est en effet au plan 
polaire du point M par rapport au cône; et ce plan po-
laire est le même que par rapport à la surface, puisque M 
est sur le plan de contact. Cette considération peut don-
ner immédiatement les équations; d'où le reste. 

2. Du point (x, z) on mène à la surface une sé-
cante quelconque VII(i'. En ses points de rencontre ¡t,^ ¡x^ 
avec la surface, on mène les plans tangents qui se cou-
pent suiv^ant la droite D. On mène par D les plans bis-
secteurs des angles dièdres des plans tangents : lieu de 
leurs traces MM' sur la sécante La droite D est la droite conjuguée de la sécante; 
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d'où 

D 
xX rY zZ 

Or, les plans bissecteurs sont perpendiculaires l'un à 
l'autre et forment un faisceau harmonique avec les deux 
plans tangents, de sorte que /x, /x', M et M' sont disposés 
harmoniquement. Le plan polaire de M, par rapport à la 
surface, passe donc en M' et aussi suivant D; c'est donc 
le plan bissecteur qui passe en M'. Donc le plan bissec-
teur passant en M est suivant D un plan perpendiculaire 
au plan polaire de M. 

Or le plan donné par 

b' c' a^ b^ 

est perpendiculaire au plan donné par 

a' b' ^ 

^X rY zZ 

si l'on a 

il passe en M, si l'on a 

/X' Ŷ  Ẑ  \ 

d'où 

Le lieu est donc le même que le précédent, 
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Ce fait s'explique aisément. 
Soit M la trace d'un axe du cône sur le plan sécant 

mené en P. Le plan polaire de ce point, par rapport au 
cône et à la surface, est perpendiculaire sur QM-, de sorte 
que, si M' en est le point de rencontre avec PM, la 
droite Q M'est perpendiculaire sur QM; les points M 
et M' forment une division harmonique avec les points (à 
et [jl' OÙ la droite MM' coupe la surface. Puisque QM 
et QM' sont à angle droit, ce sont les bissectrices des an-
gles que font Q/ix et Or les plans tangents au cône le 
long de Q[x et Q[jl' se coupent suivant une droite D, qui 
est également inclinée sur ces droites Q(x, Q/x' en sens 
contraires; car si l'on considère un plan perpendiculaire 
à QM, et les points où il coupe Q|:z, Qfx', on voit que les 
tangentes à la section en ces points étant parallèles, l'in-
tersection dont il s'agit leur est parallèle, par suite, est 
comme elles également inclinée en sens contraires sur Qft 
et QfJt.'. Il s'ensuit que les plans menés par cette intersec-
tion et les bissectrices QM, QM' sont les plans bissecteurs 
des angles dièdres que font les plans tangents en et (jl', 

c . Q . F . D . 

SOLUTIONS DËS QUESTIONS PROPOSÉES 
DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 841 
(voir 2« série, t. VII, p. 44) ; 

P A R M . H . B R O C A R D , 

La forme (T équilibre d'^un fil pesant dont la densité 
varie en raison inverse du carré de la longueur est une 
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chaînette ordinaire, inclinée de manière que sa tan-
gente soit Verticale à Vorigine des densités. 

Si cette origine recule indéfiniment sur la courhe, le 
fil devient homogène et Vaxe de la chaînette se replace 
verticalement. On retrouve ainsi le cas ordinaire. 

(HATOW DE LA G O U P I L L I È R E . ) 

Considérons un élément infiniment petit NN' du fil ; 
il est soumis à son poids et à deux actions dirigées sui-
vant les tangentes aux points N et N ,̂ et qui sont les ten-
sions du fil en ces points. 

Soit ds la longueur de cet élément; exprimons que les 
forces qui lui sont appliquées se feraient encore équilibre 
si on les transportait en un point quelconque de Tespace. 

Soit T la tension au point N. Les projections de cette 
force sur les axes supposés rectangulaires seront 

les projections de la tension au point N' infiniment voi-
sin seront ces mêmes quantités prises en signe contraire, 
ét augmentées de leurs différentielles, c'est-à-dire 

4 ' 

Enfin la pesanteur exerce une action — — ds, verticale 
et dont la projection horizontale est nulle. 

En égalant à zéro la somme des projections horizon-
tales et verticales, il vient 



( 556 ) 
Ce sont les équations diiTérentielles de la courbe en fonc-
tion des tensions inconnues. En intégrant, on a 

ds s 

et, en éliminant T par division membre à membre, il 
vient 

^ dx es ^ 
OL ou, en posant - = 

p — h 
s 

Telle est l'équation différentielle de la courbe. On voit 
que p = 00 au point 5 = 0, c'est-à-dire à l'origine des 
densités. 

Il faut maintenant prouver que cette équation appar-
tient à la chaînette ordinaire. 

A cet effet, nous allons montrer que ces deux courbes 
.jouissent des mêmes propriétés. On sait que, dans une 
chaînette [Cours de Mécanique de Sturm, t. XI, p. 5i), 
le rayon de courbure en un point M est égal à la nor-
male MN et que la ligne projetante PI du pied de l'or-
donnée MP sur la tangente MT est constante. Or, ici, 
on a pour la valeur du rayon de courbure l'expression 

Pour 5 = o, R = a. Au sommet B de la courbe, le rayon 
de courbure est minimum. En ce point, on a donc 
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alors 

I -+- b^ 

et le coeflScient angulaire de la tangente est 

a , I 

Ainsi l'inclinaison de Taxe est 
L'équation de PI est 

ab 

celle de MP est 

donc 

propriété de la chainette. 
D'autre part, en faisant 5 = 25', on a 

(i-^b^ya 
même valeur qu'au point M. 

La droite PO a pour équation 

ab 

ou 

Elle coupe Thorizontale du point M au point symétrique 
du centre de courbure en M. La courbe est donc bien 
une chaînette ayant pour axe de symétrie la droite OB. 
Si on la rapporte aux axes OB, OP, cette chainette aura 
pour équation 

• — e a ç a y-
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Si l'on pose 

on aura 
I - f - b^ 

s 

m 
aire OBMP m sjf^ — 2 X triangle PMI. 

Ces calculs de vérification sont en réalité un moyen dé-
tourné d'arriver à mettre l'équation différentielle de la 
courbe 

b 
s 

sous une forme commode pour l'intégration. Si l'on dé-
signe, en effet, par p^ et ŝ  ce que deviennent les quan-
tités p et s lorsque l'origine M est transportée en B et 
que les axes sont devenus BOP, on voit, en faisant la 
figure, que 

i, =1 s — BM = s — mb 

et que 

qui donne 

L'équation 

devient donc 

— a 
s 

Pi J m h 
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et l'on en tire 

mb) mb) ^ ^ 

ou, en remplaçant m par - ^ il reste simplement 

m 
propriété caractéristique de la chaînette. Ainsi la ques-
tion se trouve résolue, grâce à la transformation de coor-
données. La seconde partie de Ténoncé est une consé-
quence immédiate de la première. 

Question 873 
( voir série, t. VII, p. 237 ) ; 

P A R M. P A U L ENDRÈS, 
Élève au lycée de Douai. 

Si, par un point O^ on mène trois lignes respective-
ment parallèles aux côtés d'un triangle donné, les six 
points de rencontre de ces lignes avec les côtés sont sur 
une conique. Trouver son équation. 

( S . R O B E R T S , The Educational Times.) 
Il résultera de la réciproque de Vhexagramme de 

Pascal que les six points D, E, F , G, H, K seront sur une 
conique, si les points de rencontre L, M, N des côtés 
opposés de l'hexagone qu'ils forment sont sur une droite. 

Or on a, par suite du théorème des transversales, 

M C K ^ _ 

M A D B R C 

^ H B ^ _ 

M H C G Â 

O F C E A _ 

L C F A E B 
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d'où, en multipliant membre à membre, 

MA NB LC 

donc L, M, N sont sur une droite. 
Cherchons l'équation de la conique. 
Prenons ABC pour triangle de référence. Soient a, |3, y 

les distances du point O aux trois côtés, et h, Ai, h^ les 
hauteurs du triangle 5 de plus, pour abréger Técriture, 
posons 

h—a. = m, A, — = 

Les coordonnées des six points en fonction des données 
sont 

h, 
'T 

D 

E Xi=r Y = o, T.— 

F X — 
h 

Z — 

G x = 0, 

H 
h 

Y = o, Z — 

K X = : 0, 11 
ÎH Z = 

o, 
h. 

E x p r i m o n s que ces points sont s u r la conique 

a X ' + + «2Z'-f- 2 è YZ-h 2 ZX-f- 2 ¿2XY = o ; 

nous obt iendrons les six équat ions 

aot}h^ ib^mcLhhx —Oy 
acâh} a^m^hl-^ 2.bymoLhh^=:Oy 

H-
a^p^hl-^ = 0 , 
aq'h} -h ib^q'^hh^ = 0 , 
ttyq'^h]-^ ibq-jh.K = 0 , 
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^ui donnent les rapports des coefficients à Tun d'entre 
eux. On a ainsi 

a rt, 
«2 h'^qoL^ «2 Kh^^ 

h 2 i p 

2 h^ (m 
«2 A \ a 

7 

— 9 

• — 9 9 > 1-4- mp 

Par suite, l'équation cherchée est 

— pqWKKYZ 

— 7 (a p -4- ) XY = o. 
iVo/e. — La même question a été résolue par M, Fr. Conradt, étudiant 

en Mathématiques, à Berlin. 

Question 4 8 9 
( YOir i" série, t. XVllI, p. 35B ); 

PAR M. LUCIEN B I G N O N , à Lima (Pé rou ) . 

Si, généralement y on désigne par ai^^ V expression 
= (a,- -f- Pi n ) cos/?H- {y,- H- /z ) sin/z^, 

oh n représente un entier quelconque positif ou négatif, 
et oLi., ¡3,, y,, cî, des constantes arbitraires indépendantes 
de le déteiminant 

s'évanouit toutes les fois que A ^ 3, et pour k : 
conserve la même valeur, quelle que soit celle de w . 

( T . A . HIRST.) 

3, a 

Ann. de Mathémat., série, t. IX. (Décembre 1870.) 36 
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EXERCICES m L4 PARABOLE. 

1. Si d'un point T pris sur une tangente on abaisse 
une perpendiculaire sur le rayon vecteur du point de 
contact, la distance du foyer au pied de la perpendicu-
laire est égale à la distance du point T à la directrice. 

Déduire de là un moyen de mener à la parabole une 
tangente par un point extérieur. 

2. L'ordonnée focale FB est moyenne harmonique 
entre les deux segments d'une corde focale quelconque 
MFiM', c'est-à-dire que l'on a 

MF _ MF — FB 
M'F FB^M'F* 

3. Si d'un point M on abaisse une perpendiculaire MQ 
sur un diamètre quelconque BQ et qu'on mène en même 
temps l'ordonnée MP conjuguée de ce diamètre, la per-
pendiculaire MQ sera moyenne proportionnelle entre le 
paramètre de la parabole et l'abscisse BP. 

4. D'un point extérieur O on mène une sécante quel-
conque OQQ' et une parallèle à l'axe OC. Soit B le point 
de contact de la tangente parallèle à Q Q ' et F le foyer, 
on aura 

0Q.0Q'=:4.0C.FB'. 

5. Déduire du théorème précédent que si un cercle 
coupe une parabole les lignes qui forment un couple de 
cordes communes sont également inclinées sur l'axe. 

La réciproque est vraie. 

6. Le paramètre est moyen proportionnel entre les 
doubles ordonnées des extrémités d'une corde focale. 

7. Lieu des milieux d'une corde focale. 
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8. Lieu des centres des cercles inscrits dans un secteur 

de cercle donné, dont un des rayons est fixe de position. 

9. Lieu des projections du foyer sur la normale. 

10. Sur le paramètre (double ordonnée focale) comme 
diamètre on décrit une circonférence, on mène une tan-
gente commune au cercle et à la parabole; démontrer 
que le paramètre partage en parties égales Fangle des 
rayons focaux de contact. 

H . On mène deux obliques MD, ME également incli-
nées sur la normale MN ; démontrer que FN est moyenne 
proportionnelle entre FD et FE. 

12. Un triangle est circonscrit à une parabole dont le 
foyer est F , par les sommets A, R, C on mène des lignes 
respectivement perpendiculaires à FA, FB, FC-, démon-
trer qu'elles concourent en un même point. 

13. Soit MM' la normale en M prolongée jusqu'à la 
parabole, soit MM'' une autre corde dont l'inèlinaison 
sur l'axe soit la même que celle de la normale; démontrer 
que le triangle MM'M" est rectangle en M". 

14. Soit MO M' une corde quelconque coupant l'axe AX 
au point O, soient N et N' les projections des points M 
et M' sur Taxe, on aura 

AN.AN'. 
15. Construire une parabole, connaissant la direction 

de l'axe, un point, une tangente et son point de contact. 

16. Construire une parabole, connaissant deux points 
et le sommet du diamètre conjugué à la corde de ces 
deux points. 

17. AB, CD sont perpendiculaires à une même 
droite AC. On prend sur CD un point Q quelconque et 
sur AQ, prolongé au besoin, on prend un point M dont 
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la distance à A B soit égale à CQ; trouver le lieu du 
point M. 

18. Si l'ordonnée d'un point M partage en deux par-
lies égales la sous-normale d'un point M', elle sera égale 
à la normale du point M'. 

19. L'épure d'une parabole étant faite sur un plan, 
trouver son axe et son sommet. 

20. Si un côté de triangle est parallèle à l'axe d'une 
parabole, les deux autres cotés sont entre eux comme 
les tangentes parallèles à ces deux côtés, comptées à partir 
de leur point de concours. 

Corollaire, — Les deux tangentes issues d'un point 
sont entre elles comme les normales correspondantes. 

21. Si l'on mène deux cordes focales, les rectangles 
des segments d'une même corde sont entre eux comme 
les cordes entières. 

22. Décrire une parabole, connaissant trois points et 
la direction de son axe. 

23. Si deux cordes rectangulaires partent du sommet, 
le paramètre est moyen proportionnel entre les abscisses 
des extrémités. 

24. Si l'on joint au sommet les extrémités d'une corde 
focale, les points d'intersection avec le paramètre ont 
respectivement pour ordonnées les ordonnées des extré-
mités de la corde focale. 

25. Si une corde PQ est normale à la parabole et si 
elle est vue du foyer sous un angle droit, le rayon vec-
teur F Q est double de FP. 

26. Si par le sommet ou mène une corde AB et par B 
une perpendiculaire à AB, rencontrant l'axe en C, la 
sous-corde AC est égale à quatre fois la distance du 
foyer à l'extrémité du diamètre conjugué à la corde. 
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