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ARITHMOLOGIE ELEMENTAIRE — APPLICATION A L’ALGEBRE;
Par M. V.-A. LEBESGUE,

Correspondant de I'Institut.

Mon excellent et bien regrettable ami M. Terquem
affectionnait les mots arithmologue, arithmologic: c’est
ce qui m’a décidé a donner a cet article et a d’autres qui
le suivront, le titre qu’il porte et qui aurait été plus clair
en ces termes : Recherches élémentaires sur les nombres
entiers.

1. Un fait arithmétique auquel on est conduit dans
plusieurs recherches, c’est que le produit de 2 nombres
entiers consécutifs m, m—1, m—2,... m—n-1, ou
dans un autre ordre k, k41, k+2,..., k+n—1, est
divisible par le produit 1.3.3... n=1In.

Il y a quelque avantage a le prouver comme il suit :
ona

k(k+1)...(k+n—1) (b—1).k. . (k—n--2)

1.2...2 1. 2...n

k) (A4n—1D
== 9

1.2...n—1)
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mettant pour k les nombres 2, 3,..., k et sommant, il
vient

khk+1)...(k4+n—1) 1.2...0

1.2...n T 1.2...n
2.3...n 3.4...n—1 ko(k+1)ee(hA4n—2)
x.z...n—l+1.2...n—1+'" 1.2...—1 ’
Transposant
V.2...2 1.2...n—1

= =1,
I.2...n 1.2...n—1

on a

1.2...n—1 2.3...n 3.4...n41
‘ —+ -+ 4 +
1.2...n—1 1.2...2=—1 1.2...7— 1

(@) ? k(hk+1)...(A+n—2) k. (k+1)...(hA+n—2)
+ 1.2...2—1 - 1.2...7 ’

La somme des termes du premier membre que 'on peut

v ae k(k+1)...(k4+n— .
indiquer parz ( +1 )2 (”_': 2) s’ obtient en met-

tant un facteur de plus & chaque terme de 'expression
k(k+1)(b+n—2)
1.2...n—1

fractionnaire

Si dans (a) on pose =2, tous les termes du pre-
mier membre sont entiers, par suite le second membre

(k=41 . R . .
—('—j——z—) est entier. De méme pour n =3, il suit de ce
qui vient d’étre dit que tous les termes du premier mem-

. k(& k ,
bre sont entiers, donc le second (_-%2(3___;;-_1) Test

aussi, et ainsi de suite.

On pourrait, en se donnant immédiatement Péqua-
tion (a), la vérifier; cn ajoutant a3 chaque membre
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(A+1)(b+2).(k+n—1)
1.2...n—1
1o (k=) (k4+2).. . (k42
seredulrea( + O(k+32).. . (Rdn)
I1.2...01
On pourrait encore réduire les deux premiers termes
en un seul, puis y joindre le troisiéme et réduire la somme
aun seul terme; et ainsi de suite.

On vérifierait de méme ces égalités

» on verrait le second membre

l+f+.1‘(-2‘+l) +”'+x(.7:+1)...(:c+n__.|)
(b) ! 1.2 1.2...n
( — (1‘+l)(x+‘2)...(x+n)’
1.2...7

et de méme, ou par le changement du signe de x,

z x(x—1) z(x—1)...(z4+n—1)

[ —— — (=)
() I 1.2 ( ’ - 1.2...7
Az—1)(r—2).. . (x—n)
=(=1 1.2....1 )

2. Voici diverses conséquences de la formule (2).
Nombres figurés. — Poscez les séries qui suivent :
(1) 1,2, 3,...,m

m(m—+1)
1.2

(2) 1,3, 6,...,

m(m+1)(m~+2)
1.2.3

(3) 1, 4y 10,...,

m(m=+1) (m—+2)(m+3)
(4) 15,15, 1.2.3.4

...............................

et vous aurez les nombres dits figurés. Les nombres (1)
sont les nombres naturels. Les nombres (2) sont les
nombres triangulaires; on les forme ainsi : d’abord 1
premier terme de (1), puis 1-+2=3 somme des deux
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premiers termes de (2), puis 14243 =6 somme des
trois premiers termes dc (1), et ainsi de suite. Les nom-
bres (3) sont les nombres pyramidaux; ils se tirent de
(2), comme les nombres de (2) se tirent des nombres (1).
Les nombres (4) sont les nombres triangulo-triangu-
laires, etc., etc.

Les termes généraux donnent cette proposition, due &
Fermat :

Mulupliez le nombre naturel m, par le nombre na-
turel qui suit immédiatement, vous aurez le double du
nombre triangulaire. Multipliez le nombre naturel m
(m+1) (m~+2)

1.2
m-+-1,vousaurez le triple du nombre pyramidal de m et
ainsi de suite. I'ermat ajoute : « Nec existimo pulchrius
» aut generalius in numeris posse dari theorema, cujus

par le nombre triangulaire du nombre

» demonstrationem nargini inserere nec curat nec
» wacat. » Du temps de Fermat, les notations incom-
modes voilaient les conséquences méme assez immédiates
des opérations indiquées par les formules.

3. Voici d’autres conséquences de I'équation (a).

Tutorime. — St Lon combine m lettres n & n sans
admettre la répétition d une lettre, le nombre des com-
binaisons sera

m(m—1)(m—2). .(m—n+1)
1.2.3...7

Ce serait
m(m—+1)(m—+2)...(m+n—1)
1.2.3...n

b

si Uon admettait la répétition des lettres.

.

Démonstration — Pour les letires a, b,¢,..., k, au
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nombre de m, en plagant a devant @, b, c,. . ., k, puis b
devant &, c,. . ., k, et aiusi de suite, on aura les combinai-
sons deux a deux en nombre

b

m(m —+ 1)
1.2,

m4(m—1)+...+241=

dans cc cas les lettres a, b,. .. se répétent. Si I'on avait
placé adevant b, c,.. ., k, puis b devant ¢, d,..., k, et
ainsi de suite, lc nombre des combinaisons eiit été

(m—1)4(m—2)4...42 41 —{m=ym__m(m—1)

1.2 1.2

Dans ce cas il n'y a pas répétition.
Des combinaisons de deux lettres on passe a celles de
trois, et ainsi de suite.

Tuatorkme. — Le nombre des permutations des lettres
de la combinaison abec... fde n letties toutes diffé-
rentes est

1.2.3... n=In.

TratorimE. — Le nombre des permutations des n let-
tres non toutes différentes de la combinaison

aa. .abb...bec. .c...=a"6P ...
est égal a
Ue _ De+f+y+...)
Me.OB.My Ma.TB.Ty...

La démonstration dupremierthéoréme est parfaitement
connue; il suffira d'indiquer en peu de mots celle du se-
cond. Soient a, b,. .., fles lettres au nombre de «, de
I'arrangement

—d—=b—.. . —f—,
on en tire
1.2,..a=1Ila
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par la transposition des seules lettres a, d.. . ., f permu-
tées entre elles, et sans déplacer ou séparer les lettres in-
diquées par les traits. Donc si 'on a

a=b=...=f,
les [Ta arrangements se réduiront 4 un seul, et il faudra
Iin . . .
remplacer IIn par L3 on voit de méme que si 3 autres
o
lettres devenaient égales entre elles, le nombre de permu-

. . Iin .. . . .
tations serait —— et ainsi de suite. Chacun donnera a

R

cette démonstration les développements qui manquent.

Tutorkme. — Le développement (a+b—+c. ..+ k)",
oi les lettres a, b, c,..., k sont au nombre de m, a
m>m>...m=—in" termes qui sont les arrangcments
m & m avec répétition. Si l’on rétablit l’ordre alpha-
bétique de maniére a former des combinaisons, la com-

. . o \ .
binaison a“b°¢. .. on a+B+7y...=n est priseun

nombre de fois égal a

O(e+B+y+...),
Ma.TB Oy

Le terme général du développement est

n(“+3+7‘+‘"')a“ bﬁ(.'/,
Na. B . Iy, ..
sous la relation
a+B+9...=n

Le nombre des termes ( qui est celui des combinaisons
avec répétition ) est

m(m—+41)...(m+nr—1)
1.2...7.
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Les différentes parties de cet énoncé sont évidentes par
ce qui précéde; on peut ajouter que le nombre des
arrangements n a n sans répétition est, pour m lettres,

m(m—1) (m—2)...(m—n-+1), au lieu d’étre
m.m...m=m",

4. 11 est naturel de passer du cas du polynéme & celui
du bindme. Le terme général du développement

(a by )
est
M («+8) a® bﬁ,

PR a+B=m.

Comme on a

(atB)_ (ad1)(at2) ..{a+B)

Ma OB 1.2...p8 “‘
=m(m—1)...(m—p+1 ,
1.2...0

le coefficient de a” 3® est le nombre des combinaisons
B a B de m lettres. C’est aussi celui de m lettres combi-
nées a a o.

Pour bien voir comment les combinaisons s'introdui-~

sent dans le développement de (1 + x)", il faut considé-
rer le produit

(1 + ax) (1 + bx) (1 +cx)...(1 + Az)

de m facteurs. Si on fait la multiplication réguliérement,
on verra que &' a pour coefficient la somme des combi-
naisons ¢ & ¢{ des m lettres a, b,..., k; et quand on
posera

a=b=c...=1,

chaque combinaison se réduisant a I'unité, le coefficient
de x* dans (1 + x)" sera le nombre de combinaisons de
m lettres £a i,

Ann., de Mathémat., 2¢ seric, t 1°° (Juin 180.). 15
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De méme dans le développement de

( )—m I
1 —x [
="
on verra comme il suit que le coefficient de x* est le
nombre de combinaisons avec répétition de m lettres
prises { a i,
On a identiquement
| —am ™

=14ar—+a*x* 4+... +a" """,
{—ar

Supposant x< 1 et m de plus en plus grand, on aura

11— ar

=14 azr +a*x*+....

Si ’on fait le produit de m équations semblables

! =14 bx 4 b2 4. ..,

1—bx

I
—— =14 cr 4+t ...,
1 —cx

1
— — =1 Ak,
11— hx

on verra que dans le produit des seconds membres le
coefficient de x* est la somme des combinaisons avec ré-
pétition des m letires @, b,. . ., k prises /a i.
Puis si I’on fait
a=b=c...=k=1,
on verra que dans le produit

m:(l —z)m

le coeflicient de x* sera le nombre de combinaisons avec

répétition de m letires 7 & i, parce que chaque combinai-
son se réduira i I'unité.
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Il faut remarquer que si dans (1 —x)™ on change le
signe de /m, on tombe sur la formule précédente

m (m—+1) 2 m(m—1) (m—+2)

[—&) =1~ mz—+
( / 1.2 1.2.3

ot ST

N. B. Quand on combine des lettres avec répétition,
s'il y a mn lettres et que 'on combine 74 i pour i>m, la
répétition sera forcée, mais dans les autres cas, parmi les
combinaisons, il y en a ot des lettres se répétent, d’autres
ou elles ne se répétent pas. Dans I'ensemble des combi-
naisons avec répétition les unes sont avec répétition et les
autres sans répétition.

L.es nombres de la forme

m(m—1)(m—2)...(m~—n+1)
1.2,..n

=(m, n) -

donnent lieu a beaucoup d’autres égalités ; il suffira pour
lc moment d’avoir vu leur emploi dans la théorie des
combinaisons et dans le développement de la puissance

(@a+btcH...+ k)

Dans un autre article il sera prouvé d'une autre maniére
que le nombre (mn, n) est entier, et 'on en dédunira d’au-
tres conséquences.



