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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE (•);

PAR M. PAINVIN,
Docteur es Sciences,

INTRODUCTION.

i. Les coordonnées d'un point de l'espace seront re-

présentées par —5 —? —• Cette notation 9 qui offre de
# 4 «̂ 4 ^4

nombreux avantages, donne à l'équation des surfaces du
second ordre la forme suivante d'une fonction quadra-

m i
( * ) Ce Mémoire repond à toute question finitésimalc sur une surface

<Uv second ordFC, pour une équation decanôme et axes quelconques.
TM.



tique homogène :

I an x\ -4- an x\ -h *33 *\ •+• «44 x\ -h

4 -4 -

équation qu'on peut écrire symboliquement

= o ( * ) ;

en donnant à p et q simultanément les valeurs 1, 2, 3, 4^
eten posant

apiq=zaitp.

Il résulte de cette égalité que les rectangles des va-
riables auront 2 pour coefficient.

2. Le principe suivant sera d'une application fré-
quente:

Soient X1? X2, X3, trois fonctions linéaires des coor-

données — ) ~ j — d'un certain point M, par rapport
aux axes Oxj, Ox2, Ox3 \ si Von prend pour nouveaux
axes O t y1? O t ys, Oj y8, /e5 intersections des trois plans
Xj = o, X2 = o, X3 = o, quon suppose se couper en un
seul point, les fonctions X t , X2 i X8 seront proportion-
nelles respectivement aux nouvelles coordonnées y,,
V2> y3 flfo même point M.

La démonstration de ce théorème se déduit immédiate-
ment des formules de transformation des coordonnées.

*
3. Je rappellerai encore quelques notions relatives aux

déterminants.

(*) J'ai supprimé la virgule qu'on place ordinairement entre les deux
indices de chaque lettre; il n'en résultera, dans le cas actuel, aucune
obscurité , et la lecture deviendra plus facilo.



Si P Représente un déterminant dont les éléments sont

ar s9 la notation - — désignera un déterminant déduit du
' dar>s °

déterminant P, en supprimant la r*ème ligne et la slhne co-
i . dV , , , . ,
Ion ne -, mais, en outre, - — sera la dérivée, par rapport

à ar> „ du déterminant P, pourvu qu'on affecte le déter-
minant déduit et non développé du signe plus ou du
signe moins, suivant que les nombres r et s sont de
même parité ou de parité différente.

d7 P
De même ; désignera un déterminant, déduit

du déterminant P, en supprimant d'abord la rlhme ligne et
la sleme colonne, puis la n'*"1' ligne et la s/6'116 colonne ;

d'V i j , • , i dV
mais, en outre, - = sera la dérivée de ~-—? par

1 dartSdaritSi dar,s
 r

rapport h a,iy ,r On connaît le signe de ce premier déter-
minant non développé d'après la règle précédente; on
affectera le second déterminant déduit et non développé
dix signe plus ou du signe moins, d'après la règle suivante :

i°. Si ] ! CT ' o n donnera le signe + ou le signe —,
suivant que (i\ — i) et (s, — i) seront de même parité
ou de parité différente;

2°. Si ' ^ [' o n donneia le signe -f- ou le signe —,

suivant que (rt— i) et st seront de même parité ou de
parité différente;

à0-. Si ] ' ̂  U n donnera le signe -f- ou le signe —,

suivant que i\ et {st— i) seront de même parité ou de
parité différente ;

4°. Si ! ! j ^ h on donnera lç signe 4- ou le signe —,
( 5< <C s )



( 3 7 3 )
suivant que i\ et sx seront de même parité ou de parité
différente.

On combinera les deux signes ainsi obtenus, d'après la
règle usitée des signes, et on aura définitivement le signe
dont il faudra affecter le déterminant déduit, non déve-

d7 P
loppé, pour que -= : soit la dérivée seconde du dé-rr r ^ dar,sdari)Si

terminant P.
Cette règle se légitimera facilement par les considéra-

dP , j , ,

tions suivantes : - — represente un determinant obtenu
en supprimant la i*him ligne et la siem>t colonne, affecté du
signe -+- ou —, suivant la parité ou la disparité du

couple (r, s). Pour obtenir - ; > il faudra, dans ce
1 V J dar>sdaruSx

dernier déterminant, supprimer la rx
ieme ligne et la s^hne

colonne*, mais pour connaître le signe de ce résultat, il
sera nécessaire de ramener le déterminant susdit au type
normal, c'est-à-dire diminuer de un tous les premiers
indices dans les lignes qui suivent la rième ligne, ainsi que
tous les seconds indices dans les colonnes qui suivent la
sihne c o l o i l n e # Qe qUi conduit immédiatement à la règle
que je viens d'énoncer.

Le type normal est celui où les indices se suivent dans
leur ordre naturel et sans discontinuité.

Il ne faut pas oublier que les signes des différents
termes d'un déterminant dépendent du signe du produit
des termes delà diagonale qui part du sommet supérieur
à gauche du carré, et auquel, suivant l'usage, j'affecterai
toujours le signe plus.

J'ai insisté sur toutes ces conventions, parce que le
signée de ces quantités joue, dans les questions que je vais
traiter, un rôle très-important ; et il est nécessaire d'éviter
toute espèce de confusion.
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CHAPITRE PREMIER.
DISCUSSION DES SURFACES DU SECOND ORDRE.

§1 .
Relations d'identité.

4. Avant d'aborder la discussion, j'écrirai les dévelop-
pements de plusieurs expressions et certaines relations
d'identité, qui se présenteront fréquemment dans les cal-
culs suivants 5 j'ai pensé qu'il était utile de réunir toutes
ces formules dans un même paragraphe. La plupart de
ces relations sont une conséquence immédiate de la for-
mule bien connue

p. .— ,_̂_ ____________ ______ . __________ /*^
daTtSdari>Sx dar>t dar^>Sy daFtlv daritS

 J'

Depuis longtemps M. Terquem était arrivé à ces résul-
tats par une voie différente; et c'est à un travail sur ce
sujet, qu'il a eu l'obligeance de me communiquer, que
j'ai emprunté les principales formules relatées dans ce
paragraphe.

Je désignerai par A le discriminant de la fonction <p 5
de sorte que

(1)

an oi7 a,3 al

a7{ aJ2 <Zj3 «2

« 33

ce déterminant, dans Jequel

est en même temps le déterminant Hessien de la fonc-
tion (f (**).

(*) lUuoscin, Theoiie dis déterminants, p . i3 .
d* <p

'**) Determinant introduit par Otto Hesse asr = 2 ——j—
cLxr dxt



On trouve, en développant,

-r
(#ll^23#34 #42 + #22 #13 #34 #41 "H #33#!2 #24 #4 1 \

} •
-f- Ö44#l2#2i#31 /

S. Il est important de remarquer que de l'égalité

il résulte

dar>s

dA

Par suite, l'expression ~— ne représente plus la dérivée

effective de A.
Cependant, afin de conserver aux formules que je vais

écrire un rapport plus intime avec les formules générales

qui appartiennent à la théorie des déterminants, les

nous représenteront toujours le déterminant déduit, en
supprimant la rieme ligne et la slème colonne et affecté du

signe convenable. Il en sera de même pour les -r ; •
r dar,sdari>tl

D'ailleurs , lorsqu'on voudra passer aux dérivées effec-
tives du premier ordre , il suffira de se rappeler la relation
évidente

d. A d A
dar>t dar>s '

la caractéristique d désignant une dérivée effective,

6. Je donnerai, en premier lieu, les dérivées premières
de A et plusieurs des dérivées secondes.



Dérivées premières.

—.

# 2 2

# 3 2

# 4 2

# 1 1

# 3 1

# 4 .

# 1 1

# 2 1

# 4 1

# 1 1

# 2 1

# 3 1

# 2 3

# 3 3

# 4 3

# . 3

# 3 3

# 4 3

# 1 2

# 2 2

#4 2

# 1 2

# 2 2

#a>

# 2 4

# 3 4

# 4 4

# 1 4

# 3 4

# 4 4

# U

# 2 4

# 4 4

# 1 3

# 2 3

# 3 3

= #22 #33 #44 — #22 #3 « #33 #4% ~ * #44 # î 3 " H 2 #34 #42 #23 >

= #11 #33 #44 —* « I I # 1 4 — #33 # 2 , ~ #44 # î 3 + 2Û34 «él #.3?

= #11 #22 #44 #11 # j j — #22 #4 , #44 # Î a 4 " 2 Ö34 #4

= #n #«#33 #11 # 1 3 #22 #3*1 #33 # Î» H" 2 flj| <*$, #,3 .



377)

^o *©

S\4
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Dérivées secondes.

(4)

(4)

= Pu =

dait da22

dau dn^y,

da H dau

da22 daz7>

- z=z p 7 i

da72 dakx

«33 «3^

« 4 3

« 3 2

« 4 2

« 2 2

« 3 2

« i l

« 4 t

« 1 .

« 3 1

« 1 1

« 2 1

« 4 4

« 2 4

« 4 4

« 2 3

« 1 4

« 4 4

« . 3

« 3 3

« 1 2

« 2 2

= «33 «4i — «3

= «M «44 « ? 4

Pr, s=Ps,,

«PA

di^

dakK

daH da H

« 1 1

« 4 1

«11

«41

«11

«31

«21

«41

«21

«31

« 2 1

« 3 1

« 1 3

« 4 3

«11

«42

« 1 2

« 4 5

«22

«32

« 2 3

« 3 3

= - . . . . , + .„-,„

= — «22 «41 + « 2 1 «42J

= tfji rt3, + ^5,^32,

33 2J o l 2*«



/ r/'A

(4)

dau dau

cPs
dctu da-H

cPA

dal{ dan

rf'A
da3i dci\K

rf'A
da27 dal3

d*A

da ja dai7

( 3 7 9 )
#22 #23

#42 #<3

#32 #33

«33

«34

= #52 #43 "f" #23 #42,

= #33 #41 4 - #32 #431

= #41 #32 4 - #42 #34,

= #33 #41 4 - #31 #43,

= #44 #31 "H #41 #34,

| = <Z44 #21 4 - #41 #J4.

7. Passons maintenant aux relations d'identité :

(5)

(6)

A/?23 = 2̂2 ̂ 22 — 31 „

A^,3 = ^„^33 — * ; „

àpii = 3ll3t^3i
t^

*rn=z3„3lt — 3u3lAf

ar2i = o 3 3 o,4 — o3 4 o ,3 ,

brli=z3ii3u — 3„3n.

A r42 = §22 3l3 — ó\3 0^,2,

A r3 2 = 0 j 2 o , 4 -— ^24 §ny

A r,2 = <Î22 $34 Ó\4 Ô*32.



(7)

(9)

(«o)

( 38o

Si( a, i ~ piA pói — r*. y

S27 «f, S=

#44 «33 =

2̂2 «33 = Pl2 Pu '"ga, 2̂2 «44 = /*12 /?23

Ou «33 = Pil Pu r 3 | . O H «44 "^ZP\2 PiS "™~ '

4̂4 «i3 = ru rn — rJ4 / ? 3 , , <J33 ^rl2 = r13 r23 —

^ 8 ^
, f l f , 3 = 7i2 7'32 7*42/?34> ^ , , # 2 3 = '

à 2 i a 4 = r l 7 r „ — r 3 2 p 2 3 , dM « „ = r2l ri{ — r 3 1 / ? l 3 ,

^22 «34 = = r42 ^32 7"l2/?12« ^11 «34 = 7*31 7*4 j — A*2l / ? ( 2 .

#34 a n = 7*l4 r1 3 -f" 7*12/?34> ^34 «22 = 7*24 r i 3 "f" 2̂1 /̂ 34>

ó\3 fl,| = r,s r I 2 -f- r,4yy2J, ^ 1 3 «2 2 = 7*j3 r2, + ^ ^ /?i3,

O21 « 3 3 ' = = ^34 7*32 "+" 7*31 Ptky *•>% Clii = S 7*43 r 4 2 - f - 7"41 / ? 2 3 ,

^14 «33 —— 7*34 7*3i —f- 7 * 3 2 / ? | 4 , Oj 3 «44 —^ 7*43 7*4i - f - 7* 4 2 /? | 3 j

5,2 «33 = 3̂2 r3 l + 7-34/?,2, (Ju ÖT44 = r42 r4, -f- 7-43/?,2>

« J, kz=-pup^pn—^>34 r\,—pu r\ 3—/?23 r j 4 —2 rl2 r,3 r,4,

2 A. i _3 y, 2 — y F" f"

öf XI /^I3/ '23 P | 2 /?23 ' i j •""""/'13 ' 4 j A'12 ' 4 3 ~ ~ ~ 2 "4, ~ 4 2 T^;}.

On pourrait encore établir d'autres relations analogues
à celles que je viens de signaler ; mais celles-ci nous suf-
fisent pour l'étude que j'ai en vue-, elles sont même sur-
abondantes. Cependant j'ai cru devoir les donner, parce
qu'elles peuvent être d'un grand secours dans d'autres
leeherches sur les surfaces du second ordre.

La suite prochainement.


