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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SOLUTI‘ﬂN DE LA QUESTION 393 (CATALAN)

(voirt. XVI, p 312);

Par MM. Marwws LAQUIERE er Grorces FENEON,

Eléves du lyeée Saint-Louis.

Je transporte les axes parallélement a eux-mémes a
Pextrémité A de I'ordonnée y,. Les équations des deux

courbes seront
Y= mx -+ nx’+ px°,

y—=Mx + Nz

L’aire comprise entre 'axe des x, unc ordonnée quel-
conque, et la courbe, sera: pour la parabole cubique

P (P ™, T
(r) f—z(2+3+174),
et pour la parabole du deuxiéme ordre

(2) z:xa<“_‘+§1>.
2 3

Or, les deux courbes passant par les trois points A, C, F,
I'on a

Yi—¥2=38(m + nd +pd?) = §(M -+ N3)
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et

yi—yi=20(m+2nd8+4pd)=28 (M4 2NJ),

d'ou
M=m—2p&®, N=nr+3pd.

L’expression (2) devient alors

(3) x’(g—l)a’-i-ﬁ—;ﬂ;x)-

Faisant £ = 2, les expressions (1) et (3) des deux aires
deviennent égales a

2

m
45 (F+3m4pm)

Ainsi les aires des deux triangles curvilignes terminés
aux paraboles du deuxiéme et troisiéme ordre ct a 'axe
des x et a 'ordonnée y, sont équivalentes.

1l en résulte évidemment que les surfaces curvilignes
BCA, CDEC, sont équivalentes.

Or T'on sait que la surface d'un trapéze parabolique
compris entre deux ordonnées y, et y, a pour cxpression

i
3 S (yoty:+ 4 1),
1 élantVordonnée également distante de y, et y,.

Elle doune donc exactement aussi 'aire comprise entre
les mémes limites pour la parabole cubique.

Il en résulte, en outre, que la formule de Thomas Simp-
son est rigoureusement applicable 4 la parabole cubique
dont elle décompose I'aire en trapézes qu’clle évalue exac-
temcnt.
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NOTE SUR L’EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE;
' Par M. FORESTIER,

Licencié és Sciences mathématiques, Professeur a Sainte-Barbe.

Lorque I'on veut obtenir la racine cubique du plus
grand cube entier contenu dans un nombre donné, quel-
ques traités d’arithmétique font faire le cube de la racine
pour vérifier le dernier chiffre de cette racine ; ce procédé
est trés-long quand on veut obtenir un grand nombre de
chiffres a la racine.

162467496379409. ... 545
5
12 3.5'=15.. 154
32464 P Py
22404 8116.4 616
50034.96 16
4
4414625 3.54* = 87/8. . 1625
588871399 8125 5
535233816
R 882925.5 8125
53637563 : 25
3.545* = 8g1075. . 16356
98136 6
89205636.6 98136
{ 36
3.5456% = 89303808

D’autres traités forment les diverses parties du cube qui
se trouvent dans le reste; ce moyen, quoique plus expé-
ditif que le précédent, est encore assez pénible parce
qu’il faut former trois fois le carré de la racine obtenue
pour la détermination du chiffre suivant.
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C’est cette partie des calculs que nous nous proposons
de simplifier, et méme de faire disparaitre complétement
sans rien changer aux autres calculs.

Soit proposé d’extraire la racine cubique du plus grand
cube entier contenu dans 162467496379409....

(¥ oir les calculs ci-contre.)

Aprés avoir obtenu le second chiffre de la racine 4 par
une division, on peut vérifier ce chiffre de la maniére
suivante.

* On forme trois fois la racinc ce qui donne 15, on écrit
4 & la suite ce qui donne 154 et on multiplie par 4 le
produit 616 = 3ab —+ b* (en représentant par a le chiffre
5 déja obtenu et par b le chifire & vérifier).

On écrit ce produit au-dessous de 7500 et on fait la
somme, ce qui donne

8116 = 3a’+ 3ab + b

En multipliant ce nombre par 4, on obtient 32464
qui contient 3a®b -+ 3 ab® + b*, c’est-a-dire les diverses
partics du cube contenues dans le reste.

On voit dans notre exemple que 4 est le chiffre de la
racine.

Pour obtenir le troisiéme chiffre de la racine, il faut
former 3.54%. Ce produit s'obtient en écrivant 4* ou 16
au-dessous des nombres 616 et 8116, ce qui donne le ta-
bleau suivant :

616 = 3ab 4 b?
8116 = 3a? 4 3ab + b
16 = b2

8748 = 3a° 4 6ab + 34°
Or trois fois le carré de 54 donne

3(a+b)P=3a"+ 6ab + 3b°.
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On voit par la que cette partie des calculs se trouve ra-
menée & une addition de trois nombres déja formés.

En jetant les yeux sur le tableau, on voit comment on
peut disposer les calculs.
- Onpeutméme les abréger en se dispensantd’écrire deux
fois les nombres que I'on a & soustraire et effectuer les
soustractions en méme temps que 1'on fait les produits.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 396

¢voir t. XVI, p. 428);

Par M. P. CHALLIOT,

Eléve du lycée de Versailles (classe de M. Vannson ).

Par le sommet d’un triangle plan ABC, mener une
droite telle, que les perpendiculaires BB/, CC’ abaissées

respectivement des sommets B e C sur ceyte droite, for- -
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ment deux triangles rectangles ABB/, ACC’ équivalents.
Soit AX la droite demandée. Posons

CAX ==z, BAX =y,
nous avons
x4y = A.

Cherchons leur différence.
On demande que
AC'.CC' = AB’.BB'.
Remplagant ces lignes par leurs valeurs
b*cosx sinx = c*cos y siny,
sinaz ¢

—_— =1
sin2y- b?

sin2x — sinay  ¢2— b?
- - = )
sin2x — sin2y  ¢* - b?

et, d’aprés un théoréme connu

tang(z~—y) c*— b?
tangA o'+ b

Pour construire, écrivons cette égalité sous la forme

b2
tang(x—y}ﬁc—?.
tangA *c_*_i’

c

Tirez CD de fagon que 'angle ACD= ABC, les triangles
semblables ACD, ACB donnent

. Prenez AD’' = AD, au point B faites un angle droit sur
" AB, j joignez D'L, par le point D menez DK paralléle a



(10)
D’L, joignez AK; on aura

tangBAK _BK_BD _ ° T %
tangA ~ BL ™~ BD' b
c+

Donc
BAK =z — .

Il ne reste plus qu’a mener la bissectrice AX de 'angle
BAK, ce sera la droite demandée.

Remarque 1. Si le triangle est isocéle, b=c, on a
x = y. La bissectrice de I’angle du sommet répond évi~
demment a la question.

Remarque I1. Silon demandait que les triangles, au
lieu d’étre équivalents, fussent dans un rapport donné
m C .

—, on arriverait a
n
ang(z—y) ¢ —b m

-

tangA ¢+ b n

¢e qui se construirait d’une maniére analogue.

SEGONDE SOLUTION DE LA QUESTION 394 (SALMON)

(voir t. XVI, p. 47);

Par M. Marivs LAQUIERE,
Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Faurie).

La question revient a prouver que le rapport anhar-
monique de quatre cordes partant de l'extrémité d'un
méme diamétre est égal a celui des (uatre cordes supplé-
mentaires, puisqu’a tout systéme de diamétres conjugués
correspond un systéme de cordes supplémentaires paral-
leles.
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Ce théoréme est un cas particulier du théoréme sui-
vant:

Soient quatre points ¢, ¢, , ¢, , ¢; d’'une conique, et un
cinquiéme point quelconque m. Le rapport anharmonique
des quatre droites mc, me,, mcs, mc;, est indépendant
de la position du point m sur la circonférence de la co-
nique.

Ce théoréme est évident pour le cercle, je vais I'en dé-
duire pour une conique quelconque.

Je place la conique sur un céne dont le sommet soit S :
soit O un cercle tracé sur ce cone. Les génératrices Sc,
Se¢y,Sc., Sey,Sm,. .., déterminent sur le cercle cing
points ¢, ¢, s, ¢35, M.

Quel que soit le point m, le rapport anharmonique des
quatre plans meS, me,S, . . ., est égal a celui des quatre
droites me, mcy,..., ainsi qu'a celui des quatre droites MC,
MC,, . ... Le rapport des quatre cordes concourantes de
la conique est done égal & celui des quatre cordes concou-
rantes du cercle, et comme ce dernicr est mdependant de
la position du point M, le précédent est aussi 111depen-
dant de la position du point m sur la circonférence de la
conique.

SOLUTION DES QUESTIONS DE 1 ALGEBRE BERTRAND

(2¢ édition, chapitre XVII);

Par M. Emie MATHIEU,

Professeur.

I. Trouver la dérivée de

logarc sinx, logarccosx, logarctangz.
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Pour les deux premiéres quantités, on a

1
s 3
=Z=y1— 2?arcsinz

pour la troisiéme, on a

1
(1 + x*)arctang x

II. Trouver la dérivée de arcsin 2.x V1 —x® et dire
pour quelle raison cette dérivée est double de celle de
arcsinx.

Ecrivons d’abord cette expression arc sin V4 xt— 4 x*,
sa dérivée est

1 22 — 4 2 2
S o —-
Vi—4x -4z \Jz2 — = Vi—a?
Cette dérivée est double de celle de arc sin x, parce

que arc sin 2.7 /1 — x* est double de ‘arc sin x. Posons
en eflet

r==siny oan y=—arcsinx (*),

€l nous aurons

arcsin 2 z\/1 — z’=arcsin (2sin y cos y )==2y.

Iy a—+zx .
1I. Trouver la dérivée de arc tang = o dire pour

quelle raison cette dérivée est la méme que celle de
arc tangx.

(- a+z
La dérivée de arc tang L2 st
1 — ax _
1 | —ax a+zia 1
a4 x R (l-:(ax;- on l+-1-";
l+<———>
1 —ax

elle est la méme que celle de arc tang x, parce que

(") Les Auglais ¢écrivent are sin x = sin”!x. Cette notation présente des
avantages dans le calcul fonctionnel. Tw.
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ne différe de arc tang x que d’une con-

a4z
arc tang

1—ax
stante. Posons en effet
a = tangea, x=—tangy,

et nous aurons
arctangz =y (*),

arc tang 1a+2: = arc tang[tang (e« -+ y )=y + a.

a+ b4 x— abx
1—ab—ar — bx

IV. Trouver la dérivée de arc tang

Dire pourquoi elle est la méme que la précédente. On a

a+b
a4+ b+ zx—abx l——(lb_‘—z

l—ab———a.r—-—ba:_:‘ a+b
—_——
1— ab

L’expression dont on cherche la dérivée est donc cclle

de la précédente, dans laquelle on a changé a en :z +abb'

Donc la dérivée doit étre encore ——.
14 x?

V. Trouver les bases dans lesquelles un nombre peut
&tre égal & sop logarithme, en employant 'un des procé-
dés suivants :

1°. On étudiera la fonction x — logx, et I'on cher-
chera la condition pour qu’elle puisse devenir nulle.

2°. On étudiera la fonction T z
0

e et 'on cherchera la

condition pour qu’elle puisse devenir égale a I'unité.
3°. On étudiera la fonction ax— x, ¢t 'on cherchera
la condition pour qu’elle puisse devenir égale & zéro.
£ : . at
4°. On étudiera la fonction —» et T'on cherchera la

condition pour qu’elle puisse devenir égale & I'unité.
g

*) are tangr = tang ' x. . Tw™.
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Etudions d’abord la fonction y = x — log x. La déri-
vée est

Supposons d’abord la base 2 > 1. Depuis x =0 jusque
x=loge, y' est négatif, et depuis x=1loge jusque
x =0, y est positif.

Ainsi y décroit lorsque x varie de o a loge, et croit
lorsque x varie deloge & o , et la marche de la fonction
sera indiquée par le tableau suivant :

r=o0, y=on,
z=loge, y = log ¢ — log (log e) minimum,
r=ow, y=om.

Pour que la fonction y puisse devenir nulle, il faut
donc que I'on ait

loge — log (loge) < o
e<loge,

ce qui devient successivement

ou

I
e<7;,

1a<'
P

M

a < €.
Si on suppose, en second lieu, labase a <1, log e est
négatif, il n’y a plus de minimum et y croit d’'une maniére

continue depuis — oo jusque + e, donc y passe unc
fois par o, donc la condition cherchée est bien

1

a <l é.
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2¢°. Etudions la fonction

£

r= log z

Nous aurons

,__logz—loge

(log 2)?
et ¥’ s’annule pour x = e¢.
Supposons d’abord @ > 1.
Pour on aura
T = 0, Yy =0,
r=1—h, ¥ = une quantité¢ négative trés-grande,
r=I, y==%=wx,
z=1+41"h, ¥ =une quantité positive trés-grande,
r=ce, y = minimum,
log

r=®0, y=w.

. x . a , s I
Pour que la fonction —— puisse étre égale al'uniié, il fau-
log z

dra donc que I'on ait
1

e €
T 1 ou a c .
log e < <
Si a est <1, on aura
z=0, Yy =o0,
r=1—h, ¥ = une quantité positive tres-grande,
r=1Ii, Y :i Dy
r=1-4nh, ) == une quantité négative trés-grande,
€ . o - .
z=e = —— maximum ( quantité négative),
’ y loge (q ® )s
r—=—w0, y=-—o.

. x . y
La fonction Tog passera une fois par la valeur 1, et c’est

entrexr —oetx=—1I.
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3°. Etudions la fonction
y=a—ux.

Nous aurons
y' = a*la—1.

Supposons a > 1, y' sera négatif, lorsque x variera de
1 - ’ .

— o ax=log (i_)’ et sera positif, lorsque x variera
a

de cette valeur 2 £ = o . Donc lorsque x varie de — oo

a log (;;) » la fonction y est décroissante, et elle est dé-

. . 1) .
croissante depuis x = log (E) jusque x =00, et on a

r—=—®, y=-+wo,
z = log (;—a> ’ y == log ¢ — log (log ¢) minimum,
r=®, y=m.

Pour que y s’annule, il faudra que 'on ait

loge — log (log e¢) < o,
ou
1

a < €.
Si a est < 1,y’ est constamment négatif, et la fonction y
décroitra constammentde 4o a — oo, lorsque x variera

de — o a + o, donc y s’annulera une fois.
4°. Etudions la fonctién

Nousa urons
, __xa*la —a*
rETE
Supposons @ >> 1, on voit facilement que y est négatif

. R . ..
lorsque xx varie de — oo a —, et qu'il est positif lorsque x
la
. I .
varie de — a o .
[a —

Ann. de Mathémas.,1. XVI1. (Janvier 1858.) 2
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La fonction y décroit de 0 & — o, lorsque x vgrie
1

de — 0 a 03y décroit encore de + o i a'*la, lorsquex
1

. 1 » a N
varie de o a l—-, et y croit de @ “laa + o, lorsque x va-
a

. I .
riede —a 4o .

la

]
Si : I'unité, a' la étant ini
1 J" passe par unite, a etant un mlnlmum,
on aura
I
al®la <

ou
1

a<e".
Si a est <1, on voit facilement que y varie de — o
1
N [a[ l | ] ol d 1 . .l . .
a a'*la, lorsque x varie de o i ~: il est maximum pour
t

1 L la \ . 1
T = et décroit de @' la 4 — 0 , lorsque x varie de =
a a

a o. Enfin y décroit de o 4 o, lorsque a variede o & oo .
Et on voit que y passera une fois par unité.
VI. Examiner si I'équation
" = m*
peut admettre d’autre solution que x = m.
On met facilement cette équation sous la forme
logz _log m
x m
On répondra donc i la question en étudiant la fonc-
. logx . .
tion ——, et cherchant si cette fonction peut prendre
x

deux fois la méme valeur pour des valeurs différentes m
et x de la variable.



(19)
< og r loge — logx
: _ 6 1 198 6% (x

La dérivée de y = esty’= ——r——( (*).
Nous supposerons, par exemple, que les logarithmes
soient les logarithmes vulgaires; alors y' sera positif,
lorsque x varierade o a e, il sera nul pour x=e¢, etil sera

négatif lorsque x varieradee a .

Ainsi y décroit; lorsque x varie de o a e, il est maxi-
mum pour x = e, ¢t il décroit lorsque x varie de e 4 oo ,

et nous aurons °
xr=o0, y=—o,
r=1l, Yy =0, '
log ¢ .
xr—=ce, Yy = p maximum,

xr=P®, Y = 0.

log
Ainsi

~ prend deux fois la méme valeur, lorsque x
varie de e & o , et I'équation

"= m*
admettra deux solutions, lorsque m sera plus grand que 1;
si m est <1, il n’y aura que la solution x = m.

. La suite prochainement.

SOLUTION DE LA QUESTION 377

(voirt. XVI,p 407);

Par M. Ricmarp P. OXAMENDI.

Soient AA,, BB,, CCy, les trois perpendiculaires abais-

(;) log —

N

d’oui 'équation paradoxale
1% =o0. Twm.
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sés des sommets d’un triangle ABC respectivement sur
les c6tés opposés ; considérons le triangle A, B, C, ; soient
A, le point ou B, C, coupe AA,; B, le point oun A, C,
_coupe BB, ; C, le point ou A, B, coupe CC,; considérons
le triangle A, B, C, ; soient A; 'intersection de B, C, avec
AA,; B, l'intersection de A, C, avec BB,, et C; I'intersec-
tion de A, B, avec CC,, et ainsi de suite.

a=o0, f=o0, y=o,

étant les équations des cdés BC, AC, AB du riangle,
Péquation de A, B, sera

o cos A -+ Bcos B— m,ycosG=o,

ou
Mp_ == 2 m, _;+ 2 m, 4+ 2
) TS m——y IH ) TS y seey M= —y

Mp—y My m,

d’on
m =1,
- 2ampi 1 . PXLES P )
in— I T T T
2’"__ 1 21n+|+ It

I'équation de A By est donc

a2 cos A+ BcosB—29cos C=o0;

de méme pour les cotés B, C,, A,C,.
1°. La droite AA, bissecte I'angle B, A, C,,; de méme
les droites BB,, CC,.
2°. Toutes les droites A,B, passent par le méme
point; de méme les droites A, C,,B,C,, et ces trois points
sont une méme droite (¥).
. (E. Harrison, Bach. Arts, Trinity college Cambridge.)
L’équationde AA, est

(1) BcosB—~gcosC=o,

(*) Voir la figure t. XVI, p. 4o8.
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puisque le rapport des perpendiculaires abaissées d’'un
pointde AA, sur AB et AC est égal i celui des sinus des
angles BAA, et B, AC; or ces angles sont complémen-~
taires de B et C. On peut remplacer le rapport de sinus
par les rapports des cosinus des angles Bet C.

On peut écrire de suite les équations des deux autres
hauteurs , ’

(2) BB,, «cosA— ycosC=o,

(3) CC,, BcosB—acosA=o.

Leur somme est nulle, ce qui donne un théoréme
connu.

Formons a présent I'équation de A, B,; cette droite
passe par les points A, intersection de (AA,, BC) et B,
intersection de (AC, BB,), son équation sera de la forme

(4) ro -+ sf 4ty =o.
Soient a' By, a”B"y" les perpendiculaires abaissées

des points A, B, sur les droites « =0, y=o0, =0,
on aura les deux équations entre ces coordonnées,

ra’ 4sp' +4ty'=o,
ra(/+ 53”"*— t'yII: o.
Si 'on cherche les valeurs des rapports - -, et qu'on
et

substitue ces valeurs dans I'équation (4), on arrive &
cette équation

(5) a( 17"— p”7/)+p(a"yﬂ~ a’/7/)+7<al>p”— a”",):O.
Cette équation peut se mettre sous la forme d'un déter-

minant

(6) g g’ 3" | =o.
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Cherchons maintenant les valeurs de o/, £/, ¥/, a”, 3"
"
7

9 * k] 9
pour les substituer dans cette équation et obtenir 1'é-
quation de A,, B,.On a

’ — C=
Pour le point A, | Bloos B — 7' cos o
| « = o.

L "cosC — a”’ cos A=o0
Pour le point B, { 7” ’

= 0.

, .
Ba 2

$i I'on substitue les rapports -, dans 1'équa-
v T
tion (5), on aura '

(B Bl ) g () =,
mails

g,:'y,cosC, a,,;_:?,,cosC.
cus B cos A’
on a, en substituant

; ,c0sC
“(77 oosB>+p(

divisant par y’

cosBcosA )T T

, cos C + , , €05 G cos G\ —o
cos A L ) ’
7" cos C, nous aurons

a 8 cos C o
cosB ' cosA cosBcosA ' O’

chassant les dénominatears nous avons,pour |'équation
de A, B,,

>

«cos A+ fBcosB—qycosC=o0

Les formules étant syméiriques, nous pouvons écrire

sans calcul les équations des droites B, C, et A, C,; ces
équations sont :

acosA +qcosC—BcosB=o, (AC)

(B.C)

BcosB+ycosC—acosA=o0
Si nous voulons trouver I'équation A,, B,, nous sub-
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stituerons la valeur de «, , y, qui correspond aux

3

points A, et B, dans1’équation (5); or I'on a

B'cosB— y'cosC=0, (AA)

Pour le point A,
A B cosB + ' cosC — a’cos A=o. (B,C)

{ 9”7cosC—a"cosA=o0, (BB)
2 a”cosA -+9"cosC— B cosB=0, (A C)
pl al a” pll

Tirant de la les valeurs des rapports i A E

et substituant dans (5),on trouve pour I’équationde A, B,

Pour le point B,

acos A+ BcosB— 3ycosC=o0. (A.B,)

de méme les équations B, C; et A, C,,
BcosB+ycosC—3acosA=o0, (B,G)
acosA+qcosC—3BcosB=o0. (A;C)

Cherchons la loi des coefficients.

Soit my =3, c’est le coefficient qu'on vient de trou-
ver; cherchons I’équation de A, By, nous trouverons par
le méme procédé, en remplacant 3 par m,, I'équation
suivante :

m, + 2

“+ acos A 4+ B cos B— 7y cos C=o,

2
de méme pour les autres lignes ; ainsi

m; -+ 2 my + 2
’ m; —= —————
m, m,

m=1, m=

Or, l'opération se faisant toujours de la méme maniére,
on aura

my_, 4 2
My _y

g =



Orr aura la suite

m=u,
m=3,
m 5
3 — 3’
1r
my =-gz
‘5
. T . 3 .
Si on multiplie ces fractions par 37 onaura les fractions
suivantes : .
3 g 15 33
33 g 15

On peut remarquer que tous les numérateurs sont de
la forme
2X4-1,
ainsi ou pour
33 3241 241
MEBET W61 2 —1

ct en général pour l'indice 2 p, on aura

22P+I + I

My =~
P 2P —

’

et pO\ll'

myp+2 2P+ —
my, - 2P+ g )

my, =

Si on fait p = o« on aura

et

ainsi .
xcos A+ BcosB —ycos C=o. (Ao Be )
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Cette ligne passe par le point des rencontres de trois
hauteurs; car si on retranche son équation de celle de
AA,, il vient
o.cos A—q cos C =0, équation de BB,,

de méme pour les droites A Coo y Bo Coo
Les équations A,B, et A,C, sont les suivantes :
2cosA + BcosB—m,ycosC=o0, (A,B,)
acos A + qcos C— m,BcosB=o0, (A,C,)

et la soustraction donne

BcosB—ycosC=o0, (AA)
BcosB + qcosC— my_ «cosA =0, (B._;Cp).

On voit que le rapport anharmonique de ces quatre
droites A, B,, A, C,,B,_,C,_,, AA, est égal 4 —1; donc
elles forment un faisceau harmonique; ainsi le faisceau
A,B, A,C,, A, A, AB, est harmonique, mais l’angle
AA, B est droit, donc AA, est la bissectrice de I'angle
C, A, B,; cette propriété n’a lieu que pour ce seul
faisceau, ‘comme I'a trés-bien remarqué M. de Jon-

quiéres (t. XVI. p. 409).

ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE.
Concours d’admission en 1857.

(Voir t. XVIi, p. 112 )

COMPOSITIONS ECRITES (PARIS).

Mathématiques.

Trouver le nombre des racines réelles qu'admet I'équa-~
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tion
x = Asinx + B
pour chaque systéme de valeurs des coefficients A et B, et
cffectuer la séparation de toutes ces racines.
Application a I'équation
z=23,1{2sinz + 1,57

(woir t. XVI, p. 376).
Physique.

Exposer les lois d’équilibre des gaz mélangés et du mé-

lange des gaz et des liquides; décrire les expériences a
“I'aide desquelles ces lois ont été démontrées.

LExemple. Un mélange de 20 volumes d’oxygéne, 79 vo-
lumes d’azote et 1 volume d’acide carbonique est super-
posé a 3 litres d’cau déterminer quel volume de chaque
gaz (ramené a la pression normale) sera absorbé.

Coeflicients d’absorption :

Pour 'oxygéne 0,05

Pour ’azote 0,02

Pour 'acide carbonique 1,00.

1°. Lorsque le mélange gazeux occupe un espace illi-
mité sous la pression normale;

2°. Lorsqu'un ballon inextensible de 8 litres de capa-
cité contient les 3 litres d’eau et les 5 litres du mélange
gazeux dont la pression primitive est de 6 atmosphéres.

Chimie.

Enoncer les lois qui président aux combinaisons des gaz
entre eux, et les démontrer par des exemples choisis parmi
les principaux métalloides gazeux.

Géométrie descriptive.

Deux cylindres A et B sont donnés, on prend l'inter-
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section de ces deux cylindres pour diriger la génératrice
d’un troisiéme cylindre C, et 'on veut trouver I'inter-
section de ce dernier cylindre par un plan P ainsi que la
tangente en un point de cette intersection.

Les données devront étre prises comme il suit :

Le plan P. 11 est perpendiculaire a la ligne de terre,
et il doit couper cette ligne vers le milieu de la largeur
du papier.

Cylindre A. 1l est droit et & base circulaire : le rayon
est 35 millimétres, P'axe cdc’'d' est situé dans le plan
horizontal; il est paralléle a la ligne de terre et & 35 mil-
limétres de cette ligne. On ne devra considérer que la
portion de ce cylindre placée au-dessus du plan horizontal.

Cylindre B. Il est oblique et a base circulaire : la base
B, est dans le plan horizontal, le centre de cette base est
placé a gauche et a 85 millimétres du plan P, l'axe ab,
a’b’ est paralléle au plan vertical, 4 35 millimétres de ce
" plan et incliné de 30 degrés vers la droite du plan hori-
zontal. Le rayon de la base est de 25 millimétres.

Cylindre C. La génératrice G doit s’appuyer sur I'in-
tersection des cylindres A et Bj; elle doit rester paralléle
au plan vertical et inclinée de 65 degrés vers la droite du
plan horizontal.

Pour résoudre la question, il faudra construire en vraie
grandeur &, par rabattement sur I'un des plans de projec-
tion, I'horizontal , la courbe d’intersection du plan et du
cylindre, et indiquer sur le plan rabattu la position de la
tangente.

Mécanique.

Une poulie reposant par ses tourillons sur les coussi-
nets de la chape , determiner la relation entre le puissance
et la résistance, agissant dans des directions non paral-
léles, en tenant compte du frottement.
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Cas ot la puissance et la résistance sont verticales et
ou l'on tient compte du poids de la poulie : déterminer la
perte du travail pour élever un poids de 200 kilogrammes
a une hauteur de 25 métres, en supposant le rayon de
la poulie augmenté de celui de la corde égal & 0™,120,
celui des tourillons égal a o™,010, le poids de la poulie
égal a 5 kilogrammes ; le rapport du frottement a la pres-
sion égal 4 0,5.

Calcul trigonométrique.

Résoudre un triangle sphérique avec les données sui-
vantes :

Coté a = 20.35.22,7,
Cété b =60.49.35,3,
Angle AC = 22.40.15,5.

On déterminera l'erreur de 'angle B en supposant que
les données soient en erreur d’un dixiéme de seconde.

Composition francaise,
Christophe Colomb.

Théme allemand.
Eloge dc Leibnitz.

Dessin d’imitation.
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ECOLE IMPERIALE SPEGIALE MILITAIRE DE SAINT-CYR (1857).
COMPOSITION ECRITE.
Mathématiques.

Connaissant dans un triangle ABC les trois cétés, cal-
culer les angles ainsi que la surface

a= 84967™,64,
b= 99457™,52,
c = 109843™,46.
Composition francaise.
Les défenseurs de la civilisation en Orient.
Theéme allemand.

Vertus des Romains.

ECOLE IMPERIALE FORESTIERE.

TEXTE DES COMPOSITIQNS.

Histoire naturelle.

Zoologie. — Muscles, structure et mode d’insertion.

Botanique.— Germination ; circonstances nécessaires,
leur mode d’action.

Geéologie. — Terrain houiller ; position , composition,
origine.
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Mathématiques.

I'e question (arithmétique). — Exposer le systéme des
nouvelles mesures.

e question (algébre). — Exposer la théorie des loga-
rithmes.

III® guestion (géométrie). — Notions sur 'arpentage;
de Déquerre d’arpenteur, sa vérification et son emploi.
Comment calcule-t-on la surface d’un terrain limité dans
une de ses parties par une ligne courbe.

Trigonométrie.

Former un résumé des formules calculables par lo-
garithmes, servant aux différents cas de la résolution des

triangles.
Cosmographie.

Des projections orthographiques et stéréographiques.
Systéme de développement en usage dans la construction
de la carte de France.

Physique.

Aiguille aimantée, déclinaison et inclinaison; bous -
sole.
Chimie.
Oxyde de carbone, caractéres; cas dans lequel il se
produit. ‘ .
Fermentation alcoolique.

Mécanique.

Notions sur le travail mécanique ; maniére de le me-
surer et de le calculer dans les machines.
Dessin linéaire , lavis.
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QUESTIONS.

.-

J43. Soient F et D le foyer et la directrice correspon-
dante d’une conique; A, , A, deux points fixes sur la co-
“nique et M un point variable aussi sur la conique; les
droites MA,, MA, rencontrent respectivement la direc-
trice aux points P et Q; la distance PQ est vue du foyer
F sous un angle constant, quelle que soit la position de
M sur la conique. (Faure.)

4. Quel est I'aspect du monde pour un spectateur
placé sur la lune supposée sans atmosphére; par quels
moyens ce spectateur peut-il reconnaitre que la lune
tourne autour de la terre et pas la terre autour de la
lune?

5. On suppose que dans les deux triangles ABC,
abc les angles A et a sont égaux; de plus, les cotés BC,
bc opposés a ces angles sont entre eux dans le rapport des
périmétres des triangles. Démontrer que ces triangles
sont semblables. (Examen d’admission a I'Ecole Navale.)

416. Démontrer que le produit de six nombres entiers
consécutifs ne peut pas étre un carré d’'un nombre com-
mensurable.

7. A quelles conditions doivent satisfaire les cotés
et les angles d’'un parallélogramme pour qu’il soit pos-
sible d’inscrire un carré dans ce parallélogramme.

418. Deux figures étant en perspective, si leurs plans
tournent autgur de leur commune intersection, il faut
pour que ces figures restent en perspective que Dceil
change de position; les perpendiculaires abaissées du
point de I'eeil sur ces plans restent dans un rapport con-

stant. (LaFrree.)
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419. La surface d’un triangle dont les cétés sont don-
nés en nombres entiers ne saurait étre rationnelle si les
cotés étant débarrassés du facteur commun 2, la somme
des quotients est impaire. ‘

(BerTon , employé au Ministére de la Marine. )

420. Dans le quadrilatéere ABCD on donne : 1° les ¢o-,
tés AB, AD etla diagonale AC; 2° les angles BAC, CAD;
on fait passer une circonférence par les trois points B,
C, D; soit O le centre. Calculer : 1° la grandeur du
rayon; 2° 'excentricité AO; 3° I'angle AOB.

Données :

. AC = 166255,
AB = 163100,
AD = 147750,

CAD = 114° 2" 127,

BAB = 27°5" 17",

(Kerrer , Astronomia Nova.)

421. Le nombre de solutions positives entiéres de I'é-
(uation
ar + by = n,

ou a, b, n sont des nombres positif entiers, est le plus

. . n n
grand nombre entier compris dans — ou dans Z
a

(Hermire.)
422. Construire et discuter la courbe donnée par I'é-
quation
yx* + bx +c=o.

423. On a mesuré les trois cotés a, b, ¢ d'un triangle
rectiligne ABC; «, 3, 7 sont les erreurs absolues respec-
tives qu’on peut commettre sur la mesure des trois cotés

a, b, c. Evaluer U'influence de ces erreurs sur les angles
A,B,C.
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424, Méme question pour le triangle sphérique.
(CarLLET.)

425. Le grand arc d'une ellipse étant dans une position
verticale, toute droite homogéne pesante, passant par le
foyer et s’appuyant par ses deux extrémités sur Uellipse,
est en équilibre. (Horprrscn.)

426. On donne dans le méme plan un triangle ABC
et une droite D; on prend sur cette droite des longueurs
MN telles, que chacune soit vue du point A sous un angle
droit ; les droites AM , AN coupent BC en deux points m,
n; le lieu de I'intersection des droites Mm, Nn ou Mn,
Nm est une conique. (Faure.)

SUR LES COURBES ET LES SURFACES DU SECOND ORDRE,
Extension da théoréme de M. Dandelin ;

Par M. v'aBsi SAUZE,

(Maison ecclésiastique de Vals).

{. Le théoréme de M. Dandelin est universellement
connu. Il consiste en ce que :

1°. Si dans un céne circulaire droit on inscrit une
sphére suivant un paralléele, tout plan tangent a la
sphére en un point F et rencontrant suivant une droite D
le plan du paralléle, déterminera dans le céne une sec-
tion conique dont F sera le foyer et D la directrice.

2°. Si dans un céne circulaire droit on inscrit deux
sphéres , tout plan tangent i ces sphéres aux points F, F’,
déterminera dans la surface conique une section dont I,
F’ seront les foyers.

Nous nous proposons de démontrer que ce théoréme
n’est point particulier au cdne, mais qu’il s’étend & plu-

Ann. de Mathémat., 1. XVIL. (Janvier 1858.) 3
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sieurs des autres surfaces de révolution du second degré.

Posons d’abord quelques préliminaires.

2. Soit un cone S et une sphére O inscrite suivant un
paralléle CG. Les génératrices du cone forment avec le

Fic. 1.

plan de CG un angle constant 8. En appelant MT la tan-
gente menée a la sphére par un point M pris sur le cone
ct MN la distance de cc méme point au plan CG, il est
aisé de voir que l'on a

MT 1

N = S

Coupons maintenant le systéme entier par un plan P
faisant un angle « avec le plan CG, et mené de telle sorte
que son intersection D avec CG passe dans l'intérieur du
cone. Ce plan P déterminera dans le cone une conique
EE/, dans la sphére un cercle AB tangent intérieurement
a la conique en deux points symétriques par rapport au
grand axe, enfin dans le plan CG la droite D qui passera
par les deux points de contact.

Maintenant si I'on appelle mt la tangente menée au
cercle AB par un point m pris sur la section EE’ et md
la perpendiculaire abaissée de m sur la droite D, il est
aisé de voir que I'on aura

mt 1 mt  sina
—_— — T e—
mdsine  sin B md  sinf
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Ce rapport 222 est, comme on peut le voir encore, le
sin 8
£ de la conique.
rapport — de q
On pourra donc énoncer ce théoréme :
8i dans Uintérieur d’une conique on inscrit un cercle
ayant son centre sur un axe principal (*), et si par les
deux points de contact on tire une droite, la tangente
menée au cercle par un point de la conique et la perpen-
diculaire abaissée de ce point sur la droite seront dans

1% c 5
un I'(lppOI'l constant et egal au rapporl ; de la comque.

3. Soit maintenant le cone S et Jes deux sphéres OO’
inscrites suivant les paralléeles CG, C'G'. En appelant
25 la distance CC’ comprise entre les points de contact
des spheéres avec une des génératrices du cone, MT, MT'’
les tangentes menées a ces sphéres par un point M du
cone, on a évidemment pour tout point pris entre les
deux paralléles

MT + MT’' = 2S.

Fic. 2.

{*) Foeal. Tu.
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Pour tout point pris en dehors du coté de 'un des cercles,
de C' G’ par exemple,
- MT — MT’ = 28,

et on peut définir le cone S le lieu des points dont les
tangentes aux deux sphéres O et O’ ont leur somme ou
leur différence égale a la constante 28.

Coupons maintenant le systéme entier par un plan P
qui détermine dans le cone la conique EE’ et dans les
sphéres les cercles AB, A’B’ tangents intérieurement a
la conique. En appelant mz, mt' les tangentes mencées aux
deux cercles par un point m pris sur la conique, on aura

mt4mt' = 28;
lorsque m sera pris entre les deux cercles

mt— mt' =28, ou mt' —mt=—28$§

dans le cas contraire. On obtiendra ainsi ce théoréme :

Deux cercles étant inscrits & une conigue et ayant
leurs centres sur son axe principal , pour un point quel-
congque pris surla courbe, la somme ou la différence 2 S
des tangentes aux deux cercles est constante.

On remarquera encore qu’en appelant o 'angle du plan
P avec'un des plans CG, C’' G/, B celui des génératrices
du cone avec les mémes plans et 27 la distance entre les
centres des deux cercles AB, A’B’, on a

2! sine ¢

4. Ces propriétés dont jouissent ainsi les cercles inscrits
dans les coniques sont analogues a celles des foyers. Nous
pourrions démontrer qu’elles se retrouvent encore dans
un grand nombre d’autres cercles. L’ensemble de ces
cercles constitue une série ou suite a laquelle les premiers
appartiennent, et qui comprend méme les foyers comme
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cercles dont le rayon est égal  zéro. Nous avons di né-
gliger certains détails assez intéressants, mais qui nous
auraient menés trop loin.

On remarquera que les cercles osculateurs aux sommets
du grand axe dans une conique peuvent étre considérés
comme cercles doublement tangents i la courbe, et comme
tels, jouissent des propriétés ci-dessus mentionnées.

Cette observation nous conduit & cette autre :

Une sphere étant inscrite dans un céne, st l’on coupe
le systéme par un plan mené suivant une tangente au
paralléle de contact, ce plan détermine dans la sphére
un cercle qui est osculateur au sommet de la courbe dé-

.

terminée dans le cone.

8. Ces préliminaires posés, nous allons voir comment
le théoréme de M. Dandelin s’étend aux surfaces du se-
cond degré et de révolution, autres que le cdne ou le cy-
lindre qui en est un cas particulier.

Ces surfaces sont au nombre de cinq, savoir : I'ellip-
soide allongé, le paraboloide, I'hyperboloide & deux
nappes, I'hyperboloide 4 une nappe et I'ellipsoide aplati.

Les trois premiéres sont engendrées par le mouvement
d’une conique autour de I'axe qui contient ses foyers. Les
derniéres proviennent de la révolution d’une ellipse ou
d’une hyperbole autour de leur axe secondaire.

Considérons une des trois premiéres, ellipsoide allongé,
hyperboloide & dcux nappes ou paraboloide. Supposons

Fiw. 3.
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qu’a cette surface on ait inscrit une sphére et qu'on ait
mené un plan CG suivant le paralléle de contact. Cette
surface pourra se définir le lieu des points tels, que la
tangente MT menée a la sphére par un de ces points soit
dans un rapport constant avec la distance MN du méme
point au plan du paralléle de contact,

MT ¢
MN ~ a’
¢ et a étant des éléments de la conique génératrice.

Cela posé, concevons un plan P tangent & la sphére
en un point I coupant la surface suivant une courbe EE
ct le plan CG du paralléle suivant une droite D. Soit «
I'angle formé par les plans P et CG. Pour un point m pris
sur la section, la ligne mI" est une des tangentes a la
sphére. En appelant mN la perpendiculaire abaissée de
m sur le plan CG, on a

mF ¢
mN ~ a
D’ailleurs on a aussi
mN = md sina,

md étant la distance de m a P'intersection D; donc

mF [

—_— == — S1Nn x.

md a
La courbe EE" est une conique, F en est le fover, D la
directrice, et le rapport de son excentricité a son grand

) LC.
axe est égal a - sinea,
© a

Au licu de toucher la sphere, le plan pourrait la
couper de fagon que e cerdle de section fat tangent en
deux points & la cowrbe déterminée dans la surface. Des
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lors on aurait un syst¢tme du genre de ceux que nous a

déja fournis le cone.

6. Soient encore I'une des surfaces mentionnées et deux
sphéres inscrites. La somme ou la différence 2S des tan-
gentes menées aux deux sphéres d’un point quelconque
de la surface est constante et telle , que

27 étant la distance entre les centres des deux sphéres. Si
I'on coupe cette surface par un plan tangent aux sphéres
en deux points I, F', les distances mF, mF' d’un point
de la section aux deux points de contact donneront en-
core
mFXmF = 28.

La courbe sera encore une conique, ', F’ en seront les

foyers.

Hyperboloide a unc nappe.

7. L’hyperboloide 4 une nappe sc définit quelquefois
comme la surface engendrée par le mouvement d’une
droite autour d’'un axe fixe. Le théoréme de M. Dandelin
s'y applique alors sans difficulté. Les raisonnements i
faire sont absolument les mémes que pour le cone; c’est
pourquoi nous ne nous y arréterons pas.

Lorsque, au contraire, on part d’abord de lldee que
cette surface est produite par la révolution d’une hy-
perbole, on revient cas précédent en démontrant
qu’elle admet aussi un :%éme de génératrices rectilignes.
Voici une méthode que I'on peut suivre.

Nous démontrons d’abord que, un cercle étant con-
struit sur I'axe transverse d’une hyperbole comme dia-
métre, la tangente au cercle menée d'un point quel-
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conque de la courbe est dans un rapport constant avec la
distance du méme point a I'axe transverse.
Soit le point O servant a la fois de sommet a un cone
et de centre & une sphére. Soit 7 le rayon de cette spheére,

Fic. §.

B l'angle des génératrices du cone avec un plan perpendi-
culaire & I'axe ; CG, C’ G’ deux cercles paralléles suivant
lesquels la sphére coupe le cone.

Menons un plan P qui coupe le cone suivant une hy-
perbole et la sphére suivant un cercle, de telle facon que
celui-ci ait pour diamétre I’axe transverse de celle-la. (La
figure représente comme les précédentes la section du
systéme entier par un plan mené suivant 'axe du cone
perpendiculairement au plan coupant P).

La distance MN d'un point M pris sur 'hyperbole a
I’axe transverse de cette courbe nous est donnée par I’ex-
pression yVmp .mp'. _

(mp, mp' sont deux segments déterminés par m sur
la paralléle pp’ menée dans nogfigure aux droites CG,
C’G’, m est la projection de l\?gur le plan de la figure.)
La tangente MT menée de M au cercle GG’ ou a la
sphére O est égale a

VMO +7) (MO —r) ou ypC pG
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(en employant les segments pC’, pG de notre figure).

Or
mp=pGcosP, mp' =pC cosf,

donc
VPGpCeosp _ o MT_ 1
\/nT];—m—p7 MN  cosf

Donc, un cercle ayant pour diamétre l’axe transverse
d'une hyperbole, la tangente menée au cercle d’un
point quelconque de la courbe et la distance du méme
point & l’axe transverse sont dans un rapport constant.

Ce rapport est, comme on pourra le voir aisément,

1€
égal a 3 >1.

Par suite, une sphére étant inscrite a I'hyperboloide a
une nappe suivant le cercle de gorge, la tangente a la
sphére menée d’un point quelconque de la surface et la

distance du méme point au plan du cercle de contact sont
dans un rapport constant plus grand que 1.

8. 1l nous est facile maintenant de faire voir que I'’hy-
perboloide peut étre engendré par le mouvement d’une
droite.

En effet, que par un point pris sur le cercle de gorge
on méne a la sphére inscrite suivant ce cercle une tan-
gente faisant avec le plan du cercle un angle ¢ tel, que

1 . [4

sind &
(c et & étant des éléments de I’hyperbole génératrice), en.
appelant MT une tangente a la sphére, MN une perpen-~

diculaire au plan, menées toutes deux d’un point M pris
sur la droite, on aura .

MT 1 c

MN ™ sind 8



(42)
d’ou il suit que le point M et la droite tout entiére appar-
ticnnent a la surface.

Les deux énoncés qui suivent, relatifs a I’hyperbole,
se déduisent facilement de ce (ui vient d’étre dit sur I'hy-
perboloide.

1°. Un cercle étant inscrit dans une hyperbole de fa-
con que son centre soit situé en un point quelconquc de
Uaxe imaginaire, la tangente au cercle menée d'un
pownt de la courbe et la perpendiculaire a la corde de
contact sont dans un rapport constant.

2°. Deux cercles étant inscrits a une hyperboleet ayant
leurs centres situés sur ’axe non transverse, la somme
oula différence des tangentes menées a ces cercles parun
pownt quelconque de la courbe est ¢gale  une constante.

Lllipsoide aplati.

9. L'cllipsoide aplati différe particuliérement des sur-
laces précédentes. Une sphére tangente a celle-ci suivant
un paralléle la contient tout entiére. Un plan tangent a la
sphére ne peut donc couper la surface. Ainsi les propriétés
principales contenues dans le théoréme de M. Dandelin
ne se trouvent point dans ellipsoide aplati. Toutefois,
cette surface en posséde encore quelques-unes qui rap-
pellent les précédentes.

Soit une cllipse ayant avee un cercle deux points de con-
tact C, G symétriques I'un a I'autre par rapport au petit

Fig. 5.
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axe. L’ellipse est contenue tout entiére dans le cercle et la
corde CG leur est commune. Par un point M pris sur I’el-
lipse, menons dans le cercle un diamétre MO; puis éle-
vons dans le cercle la perpendiculaire ME au diamétre.
Cette droite correspond a une tangente qu’on ménerait
au cercle du point M si ce plan®était extérieur. Or en
appelant MN la distance de M a la corde CG, on démon-

trerait que I'on a

L’ellipse par rapport 4 ce cercle et Vellipsoide aplati
par rapport a une sphére tangente jouissemt donc de pro-
priétés analogues a celles des autres surfaces.

En coupant par un plan un ellipsoide aplati avec sa
sphére tangente et le plan du paralléle de contact, on re-
produit un systéme d’ellipse, de cercle et de droite de
méme nature que le systéme générateur.

Si le plan coupant contient une tangente au paralléle
de contact, le cercle provenant de la sphére est oscula-
teur a 'ellipse provenant de la surface.

QUESTIONS

COMMONIQUEES PAR M. VaNNsox

427. 1. Si, dans un triangle sphérique ABC, on joint
les milieux des c6tés AB, AC par un arc MN, et si du
point A on méne un arc AD de go degrés se terminant
a la rencontre de MN, cet arc sera tangent au cercle qui
passe par B, C, et par le point diaméwalement opposcé
aA.

" En conclure que Langle tormé par AD ¢t AB meswie
la moitié de la swface ABC (sans calcul).
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2°. Démontrer que la relation suivante existe entre les
six diédres d'un téiraédre quelconque : appelant S la
somme des carrés des cosinus des diédres, S, la somme
des produits des cosinus carrés de deux diédres opposés,
S; la somme des quatre produits des cosinus des diédres
formant chaque angle solide, S, la somme des produits
des cosinus des diédres en exceptant deux diédres oppo-
sés, on aura

S+ 2(8 +8,)=8 41.

Vérifier cette équation sur un tétraédre régulier (sans
trigonométrie,sphérique).

Cette question figure déja, il est vrai, dans les An-
nales (1. V, p. 375), mais on emploie la trigonométrie
sphérique, ce qui est inutile. D’ailleurs les calculs ne sont
pas terminés, et la relation n’est pas exprimée (*).

3°. Etant donné un point A et deux circonférences de
grand cercle qui se coupent en B, mener par A un arc qui
les coupe en X et Y de maniére qu’on ait

tangBX _ tanga
tang BY ~ tang 6’

rapport donné (géométriquement).

4°. Construire géométriquement un triangle sphé-
rique, connaissant un coté a et les bissectrices intérieure
et extérieure de 'angle opposé A.

5°. Etant donné un angle sphérique inscrit dans un
petit cercle, on demande si I'arc bissecteur de cet angle
coupera l'arc intercepté en deux parties égales.

6°. Si deux petits cercles se coupent en A et B, et que
par un des poinjg d’intersection, B par exemple, on in-
scrive une séeante commune DF de longueur donnée m,

(™) 11 me semble que le caleul est complétement terminé ct la relation
exprimee. Tw.
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trouver par une construction graphique le cercle circon-
scrit au triangle ADF.

J’ai déji énoncé cette question dans les Annales, mais
elle n’a pas été traitée ni indiquée parmi les problémes
non résolus.

7°. Etant donné un angle formé par deux grands cer-
cles et un point O, mener par ce point un troisi¢éme cer-
cle qui forme avec les deux autres un triangle sphérique
de surface donnée (Géométrie).

8°. Si deux triangles sphériques OAB, OA’B’ ont un
angle au sommet commun O et méme surface, si 'on
joint les milieux des cotés AB, A’B’, opposés a angle
par un arc de grand cercle, il coupera I'arc qui joint BB
4 go degrés du milieu de BB'.

9°. Si, dans un triangle sphérique, on donne un
angle C compris entre deux cOtés variables, mais dont la
somme des tangentes est constante, le lieu de la rencon-
tre des trois hauteurs dans chaque triangle est une cir-
conférence de grand cercle; si c’est la somme des cotés
qu'on donne constante, le lieu sera une ellipse sphé-
rique.

428. Ondonne, sur deux droites situées dans un méme
plan, deux points A, B : décrire deux circonférences tan-
gentes entre elles, qui touchent respectivement les deux
droites aux points A, B, et dont les rayons soient dans le
a

rapport donné 7 (A résoudre par la géométrie élémen-

taire, sans calcul.)

a

Cas particulier ou 3

=1I.
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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAMME OFFICIEL.

VIIL
COMPLEMENT DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

T T T T
5?7

376 "5 To

_l'aleurs des sinus et cosinus des arcs geae
Le coté du décagone régulier inscrit dans la circon-
Jérence est égal a la plus grande partie du rayon divisé
en moyenne et extréme raison. Construction géomé-
trigue. (Extrait du Programme officiel.)
En lisant cet énoncé , on pourrait croire qu’il s’agit de

. ™
trouver, d’abord, la valeur du sinus de To et d’en con-

clure, ensuite, que le coté du décagone régulier inscrit
estégal ala plusgrande partiedu rayon divisé en moyenne
¢t extréme raison; mais la question a été autrement en-
tendue dans les Traités de Trigonométrie rédigés confor-

, ! . 4
mément au Programme, car la valeur du sinus de'—o- a

¢1é déduite de cclle du coté du décagone régulier inscrit.
Quant 4 la détermination de la valeur du c6té du déca-
gone, quelques auteurs sc bornent a dire, en Trigonomé-
trie : « Le c6té du décagonce régulier estégal, comme on
sait, etc. » Je ferai observer qu'on n'en sait rien, si
I'enseignement de la géométrie élémentaire a été, en tout.
conforme au Programme officiel (¥).

{*) Au sujet de Vinscription des polygones réguliers dans le cercle, lc
programme de la géométrie ¢lémentaire est d'une grande précision; il n'yv
2 pas deux maniéres de l'entendre. Voici ce qu’on y trouve : « Insevive
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D’autres auteurs, ct ceux-la me semblent s’¢tre mieux
conformés & Pesprit du Programme, expliquent en trigo-
nométrie comment on inscrit un décagone régulier dans
le cercle.

. . ™
Aureste, on peut trouver directement le sinus de-l; au
moyen du calcul suivant :

™ oo\ , .
Les deux arcs (3 ——> s < 2.—-> étant complémentaires,
10 10

on a _
sin <3l> = c-os (2—:)
j0 10
Mais
. © : . T . 7‘:\
sm<3.-——> = 3.sin (—) — 4.sin® <-—— )
10 \ 10/ 10/
oty
(25) =1 =2 (5)
cos{2.— |=1—2.51n* { — )-
10 10
Donc

3.sin (f—> — 4 .sin? Kl) =1 —2sin® (1>5
10 10 10
d’ott
4 sin® <—ﬂ—> — 2.sin? Kji) — 3sin <—£> +1=o.
10 10 10

/

D’aprés cela on voit que sin (—6> est racine de ’équa-
I
tion
fx’—2x*—3xr+1=o0.

Cette équation est évidemment vérifiée par x =1. En
divisant le premier membre par x —1, on trouve I'é-
quation

fr4+2xr—1=0,

dans un cercle de rayon donné un carré , un hexagone régulier. » Il n’y
est nullement question du décagone régulier.
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qui donne

_.-;__-\/'5"
4

. ..o —14 5 . ™ .
La racine positive —T£ est le sin de v La racine
. . —1—V5 , . . de 3«
négative -—-———4—1— » changée de signe, est le sinus -~

. T . .
ou le cosinus de g comme il est facile de s’en assurer.

G.

THEOREMES HOMOGRAPHIQUES ;
Par M. DE LAFITTE.

I. Si deux figures sont homographiques, il existe dans
chacune d’elles une infinité de cercles dont les homo-
logues sont des cercles. — Deux cercles homologues ont
leurs rayons dans un rapport constant. — Ces cercles,
dans chaque figure, ont leurs centres en ligne droite. —
Cette droite est perpendiculaire a la droite de la méme
figure dont 1'homologuc est a l'infini, et elle passe par
les centres S et s des faisceaux superposables a leurs ho-
mologues.— Enfin si sur le segment rectiligne S s comme
diamétre on décrit un cercle, ce cercle coupe 4 angle
droit tous les cercles de la figure dont les homologues
sont des cercles.

II. On suppose qu'une figure varie de forme et de po-
sition en restant homographique 4 une figure fixe.

1°. Si les homologues de sept droites de la figure fixe
tournent chacune autour d’'un point fixe, ’homologue
de toute autre droite tournera autour d’un point fixe, et
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’homologue d’un point quelconque décrira une conique.
Toutes ces coniques passent par un méme point, lequel
est un point double commun & toutes les figures variables.

2°, Si les homologues de sept points déterminés de la
figure fixe décrivent chacun une ligne droite, I’homo-
logue de tout autre point décrira une ligne droite, et I'ho-
mologue d'une droite quelconque enveloppera une co-
nique; toutes ces coniques touchent une méme droite qui
est une droite double commune & toutes les figures va-
riables.

Comme cas particulier simple, on peut dire :

III. On suppose qu’une figure varie de forme et de po-
sition en demeurant semblable a elle-méme.

1°. Si trois droites tournent chacunc autour d’un point
fixe, toute autre droite tourne autour d’un point fixe, et
un point quelconque décrit un cercle. Tous ces cercles
passent par un méme point, qui est un point double com-
mun a toutes les figures.

2°. Si trois points décrivent chacun une ligne droite,
tout autre point décrit une ligne droite et une droite
quelconque enveloppe une parabole.

Ces théorémes donnent la solution des questions sui~
vantes :

IV. Etant donnés deux octogones, circonscrire ou in-
scrire au premier un octogone homographique au se-
cond.

V. Etant donnés deux quadrilatéres, circonscrire ou
inscrire au premier un quadrilatére semblable au second.

Note. Ces problémes n’ont chacun qu’une solution, si
les points et les droites se correspondent deux & deux.
Sans cela le dernier en a évidemment 24 et le précédent

40320.

Ann. de Mathémat., t. XVIL. (Février 1858.) 4
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THEOREMES SUR LES POLYGONES A DEMONTRER;
Par M. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

I. SiT'on décompose un polygone en triangles en joi-
gnant ses sommets a un point quelconque de son plan et
que P'on appelle S la surface d'un de ces triangles, S, , S,,
S; les surfaces des trois triangles qu’on obtient en joi-
gnant les sommels du triangle S & un point fixe, on aura

S‘R
———= == constante.
A5ss,

Le signe Z se rapporte a tous les triangles qui ont

pour sommet le point du plan et le point fixe restant le
méme.

II. Si I'on décompose un polygone en triangles en joi-
gnant ses sommets a un point quelconque de son plan, et
que par un point fixe on méne des paralléles aux cotés
de chacun de ces triangles, on formera dans chacun d’eux

trois parallélogrammes. Appelons ;l) la somme des in-

verses des trois parallélogrammes relatifs & I'un des
triangles, on aura

1
Z — == constante.
P

II1. Un polygone est donné ainsi qu'un point fixe ' dans
son plan; on méne par ce point une droite arbitraire; ap-
pelons g Paire du parallélogramme qui aurait pour som-
mets opposés le point fixe et le point d’intersection de
la transversale avec I'un des c6tés du polygone et pour
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cdtés les droites qui joignent le point fixe aux extrémités

du cbté du polygone que I’on considere ; on aura

I
2 - = constante.
q9

NOTE
Relative 2 quelques propriétés des figures homographiques dans I'espace;
Par M. E. DE JONQUIERES (*).

Trtorime 1. Quelle que soit la position de deux
figures homographiques dans Uespace, tous les plans de
Uune qui passent par une méme droite rencontrent res-
pectivement les plans homologues de Uautre figure, sui-
vant des droites qui engendrent un hyperboloide & une
nappe.

Car, d’aprés la définition de ces figures, les plans ho-
mologues forment deux faisceaux homographiques. Donc
ces plans se coupent suivant les génératrices d’'un hyper-
boloide & une nappe (Géométrie supérieure, n° 411).

(*) Ces propriétés se démontrent par les formules métamorphiques

X=0, y=P 75
P P P

ol les p sont des fonctions linéaires en xz, 7, 2. Tu.
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Tatoreme 1. Quelle que soit la position de deux
figures homographiques dans Uespace, st Uon joint un
a un respectivement, par des droites, des points de la
premiérc situés en ligne droite aux points homologues
de la seconde, toutes ces droites envelopperont un hy-
perboloide & une nappe.

En effet, les points de la premiére figure étant en ligne
droite, leurs homologues sont sur une seconde droite, et,
d’aprés la définition des figures homographiques, ces
droites sont divisées homographiquement par leurs points
homologues. Donc les droites qui joignent ces points un
a un enveloppent un hyperboloide & une nappe (Géomé-
trie supérieure, n° 410) (¥).

Remarque. Les deux théorémes qui précédent ont été
démontrés il y a longtemps par M. Chasles dans son Mé-
moire sur la dualité et Uhomographie , n°* 429 et 430.
Ils vont servir a la démonstration de ceux qui suivent.

Trtovime III. Deux figures homographiques étant
placées d’une maniére quelconque dans Ucspace, il existe
quatre points (réels ou imaginaires) qui, étant considé-
rés comme appartenant & la premiére figure, sont eux-
mémes leurs homologues dans la seconde.

En effet, prenons dans les deux figures-deux triangles
homologues quelconques OLP, O’L'P’; et considérons
deux faisceaux homographiques de plans autour des deux
droites homologues OL, O'L’. Ces plans se couperont sur
un hyperboloide & une nappe H, passant par les deux
droites OL, O'L’ (théoréme I); or cette surface pas-
sera par tout point A ou coincident deux points homolo-
gues des deux figurcs; car les plans OLA, O'L'A seront
évidemment deux plans homologues des deux faisceaux.

(*) Voir Nouvelles Annales, t. XII, p. 338.
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Considérons de méme deux autres séries de faisceaux
de plans homologues 'une autour des droites OP, O'P '
et 'autre autour des deux droites LP, L' P’. Les plans cor-
respondants des premiers faisceaux se couperont sur un
hyperboloide H' et ceux des seconds faisceaux sur un
hyperboloide H’; et ces deux surfaces passeront, comme
H, par tout point A ou coincident deux points homo-
logues des deux figures.

Les trois hyperboloides H, H', H” ont une génératrice
rectiligne commune, savoir, I'intersection des deux plans
homologues OLP, O’'L'P’. Donc, d’aprés un théoréme
cité par M. Chasles dans sa Note sur les courbes gauches
du troisiéme ordre (Comptes rendus, 1857), ils se cou-
pent en quatre points seulement, abstraction faite de
cette génératrice, et je dis que chacun de ces quatre points
jouit de la propriété d’étre le point de coincidence de deux
points homologues des deux figures.

En effet, soit w 'un de ces quatre points. Les plans
OLw, O'L'w des deux figures respectivement, sont homo-
logues, puisqu’ils se coupent sur I'hyperboloide H, et
pareillement les plans OPw, O'P'w, qui se coupent sur
H'. Donc les droites Ow, O’'w, intersections de ces plans,
sont deux droites homologues. On verraitde méme que les
droites Lw, L' w, intersections respectives des plans LPw,
LOw et L'P'w, L'O’» sont homologues. Donc enfin le
point @, considéré comme point de rencontre des droites
Ow, Lw, est 'homologue du point w, considéré comme
point d’intersection des droites O'w, L'w.  ¢. 0. . p.

Remarque. Ces points remarquables, étant en nombre
pair, peuvent étre tous imaginaires, contrairement i ce
qui a lieu pour les figures homographiques tracées sur
un plan, out il y en a toujours un de réel au moins.

Tutorime IV. Dans deux figures homographiques a
trois dimensions, il existe quatre plans (réels ou imagi-
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naires) qui, étant considérés comme appartenant & la
premiére figure, sont eux-mémes leurs homologues dans
la seconde.

En effet, prenons deux angles triédres homologues
quelconques OLPQ, O'L'P’Q’ dont O et O’ soient les
sommets correspondants, et considérons d’abord les deux
arétes homologues OL, O’L!. Les droites qui joignent
deux A deux leurs points correspondants sont situées sur
un hyperboloide H (théoréme II) qui touche tout plan Q
suivant lequel coincident deux plans homologues des deux
figures ; car ce plan rencontre les droites OL, O'L en
deux points correspondants. Donc il contient une géné-
ratrice de I’hyperboloide H, et, par conséquent, il touche
cette surface en un point de cette génératrice.

Considérons de méme deux autres séries de divisions
homographiques tracées, les unes sur OP et O'P’ et les
autres sur 0Q, O'Q'. Les droites qui joignent les points
homologues des deux premiéres divisions sont situées sur
un hyperboloide 4 une nappe H', et celles qui joignent les
points homologues des deux autres divisions sont situées
sur un hyperboloide H”.

Les trois surfaces H, H', H” ont une génératrice recti-
ligne commune, savoir, la droite de jonction des points
homologues O et O'. Donc, d’aprés le théoréme corrélatif
de celui de M. Chasles, cité au théoréeme III, ces trois
surfaces n’ont en commun que quatre plans tangents, abs-
traction faite de ceux, en nombre infini, qu’ils ont sui-
vant la génératrice commune OQ'. Je dis que chacun de ces
quatre plans jouit de la propriété d’étre un plan de coin-
cidence de deux plans homologues des deux figures.

En effet, soit  I'un de ces quatre plans, et soient a,
a’, b,b', ¢, c' les points ou il coupe respectivement les
arétes OL, O'L/, OP, O'P’, OQ, O'Q’ des deux angles
triedres. De ce que ce plan est tangent & chacun des trois
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byperboloides H, H', H", il s'ensuit que les droites ab et
a'b’, ac eta’c’, be et b'c’ sont homologues deux a deux.
Donc le plan £, considéré comme passant par les trois
droites ab, ac et bc, est 'homologue du plan £, considéré
comme passant par les troisautres droites ; cequi démontre
la proposition énoncée.

Remarque. Ces plans remarquables, qu’on peut nom-
mer plans doubles des figures homographiques, étant en
nombre pair, peuvent étre imaginaires; c’est ce qui ar-
rive quand les quatre points doubles du théoréme III le
sont eux-mémes, et vice versd; car il estbien évident que
ces plans ne sont autre chose que les quatre faces du té-
traédre dont les quatre points sont les sommets.

Tatoreme V. Dans deux figures homographiques &
trois dimensions, il existe six droites (réelles ou imagi-
naires) qui, considérées comme appartenant & la pre-
miére figure, sont clles-mémes leurs homologues dans la
seconde.

Ce théoréme est une conséquence des deux qui précé-
dent; ces droites doubles sont les arétes du tétraédre dé-

terminé par les points doubles ou par les plans doubles
indistinctement.

SOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS
Proposées par M. Strebor
(voir t. IX, p.182);

Par re P. PEPIN, S. J.

1°. Soient deux paraboles ayant méme foyer et s’entre-
coupant orthogonalement, qui touchent respectivement
deux ellipses homofocales données, dont un des foyers
coincide avec celui des paraboles. Les pointsd’intersection
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de toutes les paires de paraboles qui satisfonta cette condi-
tion seront situées sur une circonférence de cercle, ayant
pour centre le foyer commun des paraboles.
De plus le rayon de ce cercle sera la demi-somme des
grands axes des deux ellipses données.
Soient

’
o o

P=x+ecos9’ p= 1+¢ cos 8

les équations en coordonnées polaires p, 8, desdeux ellipses
données, le pole étant situé au foyer commun des ellipses
et des paraboles.

Soient « et & les angles que font avec I'axe polaire les
axes des deux paraboles, et 6 I'angle polaire, les équations
de ces deux paraboles seront

’

_ P = P .
P_1+cos(9—oc) e 1+ cos (6 —a)

Les points d’intersection des deux paraboles correspon-
dent aux angles polaives qui satisfont a I'équation

/

Vi Id

() 14+cos(8—a) 1-4cos(8—o)

D’ailleurs on doit avoir
o =7+ a;

en effet, appelons et ' les angles que font avec I'axe
polaire les tangentes menées respectivement aux deux
paraboles, par leur point d'intersection. L’angle formé
par la tangente avec I'axe de la parabole est la moitié de
I'angle formé par le rayon vecteur du point de contact avec
le méme axe; on a donc

p,:-;-('rr-—e-{—d), P’:%(ﬂ—eﬁ-“')-
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Or, pour que les deux tangentes soient perpendiculaires
I'une a I'autre, on doit avoir

T ’
p= s
on a donc
1 L. I
—(x— 6 Ne=—d4—(r—8
2(7: o )=+ (n + a),

d’ou
o =r 4 a.

Dés lors I'équation (a) donnera

COS(G—a):%ﬁ,‘,

le rayon vecteur des points d'intersection des deux para-
boles sera donc

(6) P=£(P+P/)3

pour démontrer le théoréme énoncé, il suffira donc de
démontrer que la somme des deux paramétres variables
P, p'» est égale a la somme des grands axes des deux
ellipses.
La tangente trigonométrique de I'angle formé avec le
v p ? 1 —_—
rayon vecteur par la tangente & lelhpsep__-—-————--l ey
est
dé  1+4-ecosh
P dp = Tesing

relativement a la parabole p = » cette tangentc

1cos (0 — )
est

1

de__x+cos(o-—a)_c°s§(9—"“>

P ™ " sin(6—a

sin 1(6——0:)
2
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Puisque la parabole doit étre tangente a I'ellipse, en dési-
gnant par 8’ I'angle polaire correspondant au point de
contact, on aura

__ w1 +cos (8 —a)]
- 1+ ecosb ’

(c)

l 7
x—i—ecose'__cos;(a «)

esin 6

\ sin é (0! —a)

En appelant 6” angle polaire qui répond au point de
contact de la seconde ellipse et dela seconde parabole, on
aura semblablement

o' [1—cos (8" —a)]
- 1 + ¢ cos 9"

!

’

(d)

: l n
sin= (8" — a
I -+ ¢ cosd” 2( )

¢ sin 6”

I
— (6" —
cos 2( «)

Les deux équations (c) donnent

esin@.cos -1-(9’ —a)
14-ecosf = : 2 y
inlio—
smz( «)

! LA, inl (¢ —
m.2c052(9 a)51n2(9 a)—asin(ol_.a)'

esinb’

p= -
csinO’.cos;(B'— «)

Les équations (d) donnent de méme
’ n o ¥y
¢’ cost sm-?-(f) — a)

14 € cos8" = — ’
1 "
cos-2-(9 — a)
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et
,____ @ .sin(6" -—a)’
p ¢’ sin 0"
on a donc

w.sin (0 —a) o@.sin (0" —«)
esin 6’ e’ sin §”

() pP+P=
Or la derniére des équations (c) donne
I
=—sin - (0 —
° snnz( o)
M ’ 1 ’ ’ M I ’
—e|sin® .cos;(e —a)—cosb’ sin ;(9 —a)
=sin = (8 — @) — ¢ sin = (6’ + a)-
2 2
On en déduit
. 1 P, . 1
sin=6'.cos—« (1 —e) — cos —0'sin—a (14 €)=o,
2 2 2 2
d’ou

(1 —¢")sine
(1= €’)cosa —2¢€

I 14¢€ I
tang;O':l S tang —a, tang 6’ =

On aura donc

sin (8’ — . 2 (e — e?cos
—————(. - %) = cos & — sin«.cos.8' = _(_c__.__“_).
sin ¢ o

De méme la secoude des équations (d) donne

sin (8" —a) 2(¢ 4 e€’cosa),
sing” T 1— ¢ ’

en substituant dans I'équation (e) on obtiendra

2w + 20’ + cw e o
= e 4 2€08 & [ ————— )}
1—e  1—e? [—e 1—e)’
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or les deux ellipses étant homofocales, on a

ew e o'
T—e 1=
On a donc
, 2w 24’
PHP=TT07 0

’

2 .
or ——— el ———; sont les grands axes des deux ellipses;
e =

la somme des paramétres variables des deux paraboles est
donc égale i la somme des grands axes des deux ellipses,
et, en vertu de 'équation (b), le rayon vecteur de leur
point d’insertion est égal & la moitié de la somme de ces
grands axes. C. Q. F. D.

2", Trouver en coordonnées elliptigues U'équation d’'une
parabole quelconque, tangente & une ellipse donnée, et
dont le foyer coincide avec Uun des foyers de Uellipse.

Soient

) ©
b= ———-L)———~ et p=7
14 c0os (0 — «) 1+ ecosl

les équations de la parabole et de lellipse rapporiées a
leur foyer commun. On aura eutre les indéterminées p,
a, et les constantes @ et e, la relation trouvée dans le pro-
bléme précédent

25 (1 —ecosx)
(1) p=2ml sy

i—é&
D’ailleurs I'équation de la parabole développée donne
(2) p+p.cosb.coso + psind sine==p.

Soit ¢ la distance du centre de Tellipse au foyer; et
prenons pour coordonnées clliptiques du point (o, 6,) les
demi-axes trausverses 2, 1, de 'ellipse et de I'hyperbole,
bomofocales & ['ellipse donnée, qui se coupent en ce
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point. Les formules de transformation seront
1y . 1
pcosf = —+ psm9=;\/() — ) (e —p)>

d’ou
p=1>X4p.

L’équation (2) deviendra donc

(3)(r+) + (.L*f+c> cosa + 2 =) (¢ — ) = p,

¢
d’ou

/ 2 ()

-L—T;).’;L’—i-——(c——#—) ()\+y)+()\+y.)’.cos’oz
(4) +z)‘y<1-—pcgsa>+2(1+y)(0005a—p)

=+ p* = ¢ — 2 pccos x = o.

Telle est 'équation demandée. Elle détermine pour une
valeur donnée del'angle «, quatre paraboles symétriques
par rapport aux deux axes ; car chaque couple de valeurs
de A et de p détermine qualre points symétriques par
rapport aux deux axes. Ces quatre paraboles satisfont aux
conditions données ; leurs axes priucipaux font avec I'axe

- ™ 3x
des x positifs les angles o, o + =5 o -, 00 - —-
2

3°. Soient

- =
2 2

0 = ———‘id—?_.__;..—..————, @ = —:_..—d—?—__—_—

, V1—sin'6.sin’g oV 1—cos?.sin’g?

il faut prouver que

(<]

o z log (4 sin 6 tang6) >o.

Démeonstration. ®' étant positif, I'inégalité proposée
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revient a la suivante :
2 .
e—-- @’ .log <—4—9) — = 8'log(sin?8) > o.
T

Or, en désignant par Q la série

1.3 .. (2n —1)?

Q=—-2l + (cos?0)" o

><[1-1-34 + +(—2n———__21—):—2—n]’

on a la relation (Verhu]st, Traité des fonctions ellip-
tigues, page 125)

2 (4 Y
® ne‘ob(cose)_Q'

L’égalité qu'il s’agit de démontrer devient donc

Q——%e’.log(sin’e) >o.

Or
2
r l——;—cos’e—f- - 42005‘9_‘_
e = -
2 1’,32_.'(2” )7 \
22.42. . (Zn)’ (COS 9)"+
— log (1 — cos?8) = cos?§ + (cos? 9)? . (co;’9)’
cos?0)"
+
On a donc
2 -]
— = 0@'.log(sin*6) = 1pYn
5 ©'-log(sin’6) 2: (cos*8)
I 1 12 I 1231
r o on—1 ;+,,—,:—2'2—,—4*, ce
>

12.3% ., (2n — 3)
274 .. (2rn— 2}

® 3., —1I)
>2,'l—;=.‘/;r.gf'u—;)(°°s’°)"<'+ +3+ *%);
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et, par conséquent,

(2

Q— —e log (sin?8) > 2 22 4, )1) (cos’ )

X[(""’;""%“""""l) (x+ A +(—2—ﬂ—;‘——)—2—n)]

Or, quel que soit le nombre entier 2, la différence

11 1
(1+;+§+...+) [l+ 3+4 5+---+(2ﬂ-—l)2ﬂ]

est toujours positive; la série qui forme le second mem-
bre de 'inégalité précédente est donc positive, et1’'on a

Q —= -0 log(sin?6) > o.

C. Q. F. D.

TROISIEME SOLUTION DE LA QUESTION 396

(voir page 9) ;

Par M. LEGRANDAIS,
Eléve du lycée Louis-le-Grand ( classe de M. Vieille).

Par le sommet A d'un triangle plan ABC mener une
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droite telle, que les perpendiculaires BB’, CC’ abaissées
respectivement des sommets B et C sur cette droite for-
ment deux triangles rectangles ABB’, ACC’ équivalents.

Soit le triangle ABC dont la médiane est AM. Je dé-
cris du point M comme centre, avec un rayon égal a AM,
un arc de cercle qui coupe BC en D. Je dis que la droite
AD satisfait a la question,

En effet, ce qu’il faut démontrer, c’est que

BB AC
CC' ™ AB”’
or les triangles semblables BB’D, CC’'D donnent
BB’ _B'D
¢ — oc’
Mais si je méne MH perpendiculaire 4 AD, le point M
éant le milieu de BC, le point H est le milieu de B’C’,
et 'on a
HB' = HC(C';

mais le triangle AMD étant isocéle, on a aussi

AH = HD.
Donc

AB' = D(C’
et

AC =B'D;
donc

BB _ AC

CC — AB

C. Q. F. D.

Comme l'arc de cercle décrit du point M comme cen-
ire, avec MA pour rayon, coupe BC en deux points D et
D/, le probléme admet deux solutions.
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Lorsque le triangle ABC est isoctle, ces deux solu-
tions subsistent; seulement les triangles deviennent
égaux.

Lorsque le triangle est rectangle, les deux triangles
construits par la méthode précédente s’annulent, car
les droites AD et AD’ se confondent avec les cotés du
triangle.

On voit, du reste, facilement dans ce cas que le pro-
bléme n’admet pas de solution, 4 moins que le triangle
rectangle ne soit isocéle, et alors il en admet une infinité.

Lorsque le triangle est isocéle, sans éire rectangle,
outre les deux solutions qu'on trouve pour un triangle
quelconque, et qui subsistent encore dans ce cas, il y a
une troisiéme solution donnée par la droite menée paral-
lelement & la base.

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE;
Par M. VANNSON.

Nous nous sommes proposé , dans cet article et quel-
ques-uns qui suivront, d’établir les formules fondamen-
tales de I'analyse sphérique. Les personnes qui voudront
étudier d'une maniére plus compléte cette branche d’a-
nalyse devront lire un trés-bon ouvrage de M. Borgnet
intitulé : Essais d’analyse sphérique (*). Toutefois notre
marche différe de celle de M. Borgnet en ce qu'au lieu
d’employer la méthode des projections nous nous ser-
vons du calcul, en prenant pour point de départ les
formules les plus usuelles de trigonométrie sphérique.

(¥) Voir Nouvelles Annales,t. V1, p. 474; t. VII, p. 147 et 174, Tw.
Ann, de Mathémat., t. XVIL. (Février 1858.) 5
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Nous insisterons sur un cas qui se présente fréquem-
ment dans la discussion des courbes, cas dans lequel les
formules générales données par M. Borgnet ne peuvent
s’appliquer.
Soient deux axes obliques se coupant au point O sous
un angle 6; prenons a partir du point O deux distances

Fic. 1.
B

o P

OA, OB, égales 2 un quadrant. Pour déterminer la po-
sition d’'un point quelconque M sur la sphére, il nous
suffira de le joindre aux points A et B par deux arcs de
grands cercles qui couperont les axes en deux points P et
Q, et de nous donner les segments OP et OQ que nous
appellerons les coordonnées obliques du point M; les
points P et Q sont les projections du point M, et les
points A et B se nomment centres de projections. Dési-
gnons les segments OP, OQ par x et y; par « 'angle que
fait I'arc OM avec 'axe des x, et proposons-nous de cal-
culer en fonction de x, y et@les principaux ligneset angles
de cette figure. La résolution du triangle AQO, dans le-
quel on connait deux cotés et I'angle compris, donne

tangA —sin 0 tangy ;
on a de méme
tangB = sin 6 tangz,
d’ou
tangA _ tangy
(1) tangB — iangz
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Si dans le triangle OMA on prend la valeur de tang OM,
on trouve

tangOM = t:?ng:;
-on a par analogie
tangOM = s_int_a(uel_g%a—) ’
d’ou
tangA sina

tangB ~ sin (0 — )
et, par suite,
tangy  sina
(2) tangz ~ sin (0 — «)

Si dans cette formule « est constant, y et x variables,,
clle donne 'équation d'un grand cercle passant par I'o-
rigine et faisant un angle connu avec ’axe des x; si l'on
convient de représenter pour plus de simplicité les deux
tangentes par Y et X, on aura pour équation du cercle

oM
Y = aX.

‘On peut écrire ainsi la formule (1)

Y cotMAB <tang MBA)

X cotMBA ~ \tang MAB

Si l'on regarde le deuxiéme membre comme constant,
on a ainsi I’équation d’un grand cercle mené par I'origine.
De la résulte ce théoréme :

Le lieu des sommets des triangles sphériques ayant
une base commune (AB) et dans lesquels les tangantes
des angles a la base sont dans un rapport donné est une
circonférence de grand cercle passant par le pole de la
base.

5.
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Les triangles supplémentaires donnent un théoréme
inverse :

8i des triangles ont un angle commun et que les tan-
gentes des cotés qui le comprennent soient en rapport
constant, le troisieine cdté passera par un point fixe
situé a 9o degrés du sommet de I’angle commun.

Ce dernier théoréme sert & trouver graphiquement une
tangente qui soit guatriéme proportionnelle & trois tan-
gentes d’arcs donnés.

Le triangle BOP donne

0
tang BPA = [ang »
cosx
de méme
_ tangf
tang BQA = cosy }
ainsi

cosy _ tang P
cosx  tangQ

Si le deuxiéme membre est constant, cette équation
donnera le lieu du point M. Il serait facile d’y recon-
naitre une ellipse sphérique ayant son centre au point O.

Pour fixer la position d’un point sur la sphére, on le
rapporte le plus ordinairement 4 deux axes rectangu-
laires. Ainsi en géographie on prend pour axes 'équa-
teur et le premier méridien, et le point se détermine par
sa latitude et sa longitude ; mais on peut aussi, au lieu de
I'arc de latitude, prendre pour ordonnée la projection
de cet arc sur le premier méridien. Ce second mode de
détermination a I’avantage de donner des formules symé-
triques par rapport a x et & y, et plus faciles 4 comparer
avec leurs analogues sur le plan. Pour distinguer I'un de
Pautre ces deux systémes de coordonnées, nous appelle-
rons les premiéres coordonnées géographiques, et les se-
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condes coordonnées géométriques ; 1a formule pour passer
d’un systéme a I'autre se trouve aisément par la résolution
d'un triangle rectangle; et si I'on appelle y la latitude et
Y sa projection sur le premier méridien ou axe des Y, on
trouve
tangy = tangY cosx,

x étant la longitude du point.
Il y a un cas particulier ot les coordonnées géomé-
triques ne détermineraient pas le point. C’est quand

™ . T .
x = alors Y égale aussi -, et les deux arcs perpendi-
2

culaires aux axes qui donnent en général la position du
point par leur rencontre se confondent dans ce cas par-
ticulier. Il faut donc se donner la latitude du point pour
fixer sa position.

ProsLime. Connaissant les coordonnées d’un point
rapporté a des axes obliques, trouver sa distance a U'o-
rigine.

On a déja trouvé (p. 67)
tang A

tangOM = —
sina

’

or
tang A = sin tangy.

D’ailleurs I'équation trouvée plus haut

tangy  sina
tangz ~ sin(0 — &)
donne
ta ind
tang « = ngy sin ’
tangx - tang y cosf
d’ou
. tang y sin §
sine = 8

Vtang?y 4 tang'z + 2 tangy tangz cos§
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Substituant ces valeurs dans I'expression de tang OM,
ona

tang’ OM = tang’y —+ tang’ z -+ 2tangy tangx cos9
ou, plus simplement,

Y? 4+ X?*+2XY cosf =1r?,

X, Y, r représentant des tangentes; si r est constant, Y et
X variables, on aura I’équation d’un petit cercle ayant
son pdle a Iorigine et rapporté a des axes obliques; si

6 = go°,
on aura
Y4+ X*=r?,

comme sur un plan.

Prosiime. Trouver l'équation d’un grand cercle qui
coupe les axes a des distances connues de l’origine («
et B3).

Soient A et B les traces du cercle donné, prenons un-
point M sur ce cercle; soient P et P’ les centres de pro-
Jections, N la projection de M sur I'axe des y, N’ sur I'axe

des x. Le triangle AOB coupé par I'arc transversal pro-
jetant NMP donnera (*)

sin(B—y) 1 sinMB _

sin y cosx sinMA ~ ’
de méme
sin{«e—2x) 1 sinMA
T sinz  cos6 sinMB
™) OA=~, ON' = x,
OB = 3, ON =1y,

B—y=BN, o—azx=AN.

L'cquation exprime le théoréme de Ptolémée sur la transversale. Twm:



(71)
Si nous multiplions ces équations membre 2 membre,
nous trouvons, en simplifiant,

tangy = tangxr .
tang €  tanga

b

ou

o~ 4

X
-+ —=1,
a

les lettres X, Y, a, b représentant des tangentes. La for-
mule est démontrée pour des axes quelconques. On peut
aussi I'écrire sous cette forme

ry—Az+0b,

A représentant, si les axes sont rectangulaires, la cotan-
gente en signe contraire de I'angle formé par 1'axe des x
avec un arc qui projetterait 'origine sur la circonférence
donnée. L’équation de cet arc projetant serait donc

I
J’=—K""$

si I'on cherche lintersection de deux arcs, puis la dis-
tance de l'origine au point de rencontre , on trouvera, en
appelant D la tangente de cette distance,
D=0 .
\/ 14 A’

D’oui 'on voit que I'équation d’'une circonférence de grand
cercle éloignée de I'origine d’un arc D sera

ry=Az=D i+ A.

Si A varie, D restant le méme, ce sera I'équation d’une
tangente quelconque 4 un cercle dont le centre est a I'o-
rigine, D représentant la tangente de la distance polaire
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ct A la cotangente en signe contraire de 1’angle formé
par I'axe des x et I'arc qui va du pdle au point de con-
tact. Si 'on considére alternativement les deux signes,
on aura les équations de deux tangentes menées aux
extrémités du méme diamétre; enfin sil'on cherche leur
point de rencontre, on trouve x = o , ce qui fait voir
que le point de rencontre est a go degrés de I'origine.

Pour achever de connaitre ce point, il faut donc avoir
la tangente de sa latitude: on trouve aisément qu’elle
est égale A A.

Remarque. Connaissant les coordonnées du péle d'un
grand cercle, on peut en déduire la valeur de a et b.
x'y y' désignant les tangentes des coordonnées du pole, on
a évidemment

1 T
a=——y b=——
x y
ce qui permet de représenter une circonférence de grand
cercle par I'équation

Yy xal—1=o.
(BowreneET.)

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par un point donné sera évidemment

y—ry =A(x—x).

Cette équation ne s'applique pas au cas ou le point donné
serait & go degrés de 'origine, alors

=y =w,
et il faut se servir de la latitude du point M que j’appel-

lerai /. Pour cela, considérons le triangle POP’ formé
par les deux centres de projection et origine. Il est coupé
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par I’arc donné au point M (MP est égal 4 /), et on a par

FiG. 2.
P
M
3
0
le théoréme des transversales
sin? sina cos8
sin (§ — /) cosa’sing
ou
tang 6 sin/
tanga  sin (0 —{)

L’équation demandée sera donc

y=Azxz+ b,

A représentant - ou simplement tang / si les axes

sin /
in (6 —1)
sont rectangulaires. Si donc plusieurs circonférences ont
un point commun situé a go degrés de I'origine, le cocffi-
cient de x sera le méme dans leurs équations et ce coeffi-
cient sera la tangente de la latitude du point commun,
les axes étant rectangulaires. Ce systéme de circonférences
sera donc |'analogue d’un systéme de droites paralléles sur
un plan.

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par deux points sera en général
y=y _r =y
z—z 2 —a

Si le deuxiéme point est & go degrés, I'équation sera

y—y =A(x—2'),
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A désignant la tangente de la latitude du deuxiéme point
si les axes sont rectangulaires, et, dans le cas général,
sin/
sin (6 — 1)
Nous allons faire I'application des formules précédentes
a quelques problémes et théorémes.

Définition. Etant donnés deux points A et B sur une
spheére, si I'on prend sur I'arc qui les joint un troisi¢me
point O déterminé par I'équation

X—2 m
7—X n

X, x', x" étant les tangentes des abscisses des trois points,
ce troisi¢éme point, quand le rayon de la sphére devient
infini, partage évidemment la ligne AB dans le rapport
de m a n. Cela posé, nous dirons, pour abréger quel-
ques énoncés, que ce point O partage 'arc AB suivant le
rapport sphérique de m a n. On tire de 'équation

mx” 4+ nx’
—— e
m-4-n

On voit aisément que la méme relation existe pour les or-
données, en sorte que
my” <+ ny’

man

Y=

Tatorkme. S l’on divise les trois cétés ¢, b, a d'un
triangle sphérique, le premier suivant le rapport sphé-
rigue de m & n, le deuxiéme suivant le rapport de p & m,
le troisiéme suivant le rapport de n & p ; si l’on joint en-
suite chaque point de division au sommet opposé, les
trots arcs ainsi obtenus concourent au méme point.

Le calcul se fait identiquement comme sur un plan. 11
suffit d’écrire les équations des trois arcs ramenées a la
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forme
Ar+By+C=o.

En ajoutant leurs premiers membres, on trouve identi-
quement zéro , ce qui prouve que les trois circonférences
ont un point commun.

On trouve, pour les coordonnées du point de ren-
contre,

X =

mzx' 4+ nx” + px” Y— my’ -+ ny” + py"
m-—+-nr-p ’ - m-+n—+p

Les mémes formules s’appliquent sur un plan; si, par
exemple, on méne dans un triangle les trois bissectrices,
on voit que les trois nombres m, n, p seront alors les
trois cotés a, b, c; on aura donc pour les coordonnées
du centre du cercle inscrit a un triangle rectiligne

___ax’-l- b.‘L"/ 4+ cxlll’ ¥ = ay’+by” —|—-C}’”"
- e+ b4c T T a+4+b+c

§'il s’agissait du centre d’'un des trois cercles exinscrits,
il suffirait de changer le signe du c6té qu’on n’aurait pas
prolongé.

Si dans la formule relative a la division d’un arc sui-
vant le rapport sphérique de m a n, on suppose m =n,
on trouve

X

_‘x/+xll yl _{_y//
—_—— _——
2 2

et dans le probléme suivant si nous faisons

”l:ll:P,

en trouve
.t, ,” + 1”’ ! " n
X= ——t%_—,- Y — 'yi‘%i-

Nous appellerons par analogie le point ainsi obtenu
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centre sphérique des moyennes distances pour deux ou
trois points. En général, nous appellerons centre sphé-
rique des moyennes distances d'un systéme de n points,
le point déterminé par les deux équations

x=2(=)  y_z()
n n

Tntorime. Etant donné un systéme de points surla
sphére, si l’on joint le centre sphérique des deux pre-
miers au troisiéme, qu'on divise l’arc obtenu dans le
rapport sphérique de 1 & 2, qu’on joigne le point trouvé
au quatriéme des points, puis qu’on divise I’arc de jonc-
tion dans le rapport sphérique de 1 a 3, et ainsi de suite,
on trouvera aisément pour fixer la position du dernier
point les équations

~
™M

3#) g i)

n n

X=

Ce point est donc le centre sphériquc du systéme de
points; ce centre reste donc le méme dans quelque ordre
gu'on prenne les points.

Si T'on détermine d’abord le centre sphérique des
moyennes distances de m points, puis le centre des 7 —m
qui restent, qu’on joigne ces deux points par un arc de
grand cercle, enfin qu’on partage cet arc suivant le rap-
port sphérique de m a (n — m) , le point de division sera
encore le centre sphérique des moyennes distances des n
points donnés.

Tutorkme. Etant donné un systéme de n + 1<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>