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SOLUTION DE LA QUESTION 295
( v o i r t . X I I I , p , 3 1 5 ) ,

PAR M L . PAIN V I N ,
Docteur es Sciences mathématiques

Soit
( i ) F ( * , ƒ ) = o

l'équation d'une courbe quelconque 5 par un point P



( 86 )
(a , (3) pris dans son plan menons des normales qui la
rencontreront, par exemple, en m points A4, A2,..., A,n(*);
si (x, 5 yt) sont les coordonnées d'un quelconque A, de
ces points 5 ces coordonnées seront données par les équa-
tions

' / F ,, <*F ,

(3) F ( r o r < ) = o.

Si nous désignons par//, la distance du point P, (a, |3)
au point A,, (x,, yt ), on aura

(4) „ ^ ( a - ^ J ' + tP-J.).

Supposons qu'on établisse entre les longueurs nt de ces
normales la relation

( 5 ) <p ( « , , « 2 , « , , . . . , / ï / „ ) = O .

Si Ton substitue dans lVquation (5) les valeurs des xn

yt, déduites des équations (2) et (3) en fonction de a et
|3,on aura le lieu des points P pour lesquels cette relation
est satisfaite.

Le coefficient angulaire de la tangente à la courbe P
sera donné par l'équation

fia. > —r- h r/Ê > —?- — = o :
£àdn à* V *ddnd$

si I on remarque que l'on a la relation

dFdr, d¥dyt__
dxt dot. dyt da.

qu i d e v i e n t , en v e r t u de l ' é q u a t i o n ( 2 ) ,

. dxL , dy,

(*) Si p est le degré de la courbe, alors m = p* TM.



2 i r/<p

( 8 7 )
on trouveia que

dn, ce — i,

da. n,

et par un calcul semblable

dnl __ ft — jr,

n, ayant la \aleur (4).
On aura donc pour le coefficient angulaire de la tan-

gente à la courbe P au point [a , |3) la valeur suivante :

da.

Considérons maintenant un point Q ayant pour coor-
données (« , b) et désignons par /, la distance de ce point
au point At , de sorte qu'on aura

Déterminons le lieu des points Q par la condition que
la relation

(8) ,.(/,, / „ / , , . . , / . ) = o

soit satisfaite, <p étant la même caractéristique que dans
l'équation (5).

La courbe P sera donc déterminée par les équationr,
(2), ( 3 ) , (4) et (5) entre lesquelles on éliminera les xt

etj^ • la courbe Q sera déterminée par les équations (2),
(3) , (7) et (8) entre lesquelles on éliminera les rt et y4*

3 _ — l / ? ' dn*



( 8 8 )
A chaque point (a , £) de la courbe P correspondra une
courbe Q (*).

Pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente à la
courbe Q en un point quelconque (a , b), remarquons
que les xt et yt ne sont fonctions ni de a ni de b\ on a
donc immédiatement

dlt a — œk dll b — yt

~da~~ /T~' ~db~ l '

et, par conséquent,

I d<u

i
db __ ^élt dlt

b -

Or si l'on fait
a = a , b = p ,

il en résulte1

/, = //„

on arrive alors facilement aux conclubions suivantes :
i°. La courbe Q passe par le point (a, (3), car pour

a == a et b=[l, l'équation (8) se trouve satisfaite en
vertu de F équation (5 ) *, d'ailleurs ce résultat était évident
à priori.

2°. La courbe Q touche la courbe P au point (a , |3)}
car si l'on fait

a = a, b= p,

(*) Dans la courbe P,les points A varient ; ils sont fixes dans la courbe Q
TM.



les équations (6) et (9) montrent que Ton a

db
da da.

donc les deux courbes ont la même tangente au point

3°. Si l'on suppose que les points A, aient des masses

respectivement égales — -—--, qu on compose ces masses

comme des forces parallèles et qu'on désigne par G le
point d'application de la résultante, je dis que la normale
à la courbe P au point (a , (3) passera par le point G.

En effet, le point G a pour coordonnées

2mà ^ drii Xl

( 1 0 )
nt

*** nt dnl

I dy

L'équation de la normale à la courbe P au point (a, |3)
est

d$ X—a

1 «

— ayant la valeur (6 ) , X et Y étant les coordonnées cou-

rantes. On voit immédiatement que l'équation (11) est

vérifiée pour X = Ç et Y = y?, ce qui démontre la pro-

position énoncée.

Lorsque

^ = y n] — h-2 = o,



( 9°
A* étant une constante, alors

le point G est le centre de gravité des points At , A 2 V . . ,

A . .

Lorsque <p = \ * w, — A2 = o ,

51-
5 =

51-
nt

Lorsque <f ~ u] , H9 , . . . , /zm — A2 = o,

2*
Jà

2â'
ce qui fournit deux autres théorèmes analogues à celui
qui est énoncé dans la question que je traite.

4°. Si Ton suppose que les points A, aient des masses

respectivement égales à - -—•> qu'on compose ces masses

comme des forces et qu'on désigne par Gt le point d'ap-
plication de la résultante, la normale à la courbe Q ,



( .9 ' )
au point quelconque ( a , 4) passera par le point G t .

Pour les mêmes points A t , A 2 v . . , AOT correspondants
au point (a, (3) de la courbe P , le point Gi variera en
même temps que le point (a , b) sur la courbe Q corres-
pondante au même point (a , (3).

Pour démontrer la proposition , remarquons que le
point Gt a pour coordonnées

( 1 2 )

5.=

L'équation de la normale au point quelconque ( a , b) est

. _. db X — a

— ayant la valeur (9), X et Y étant les coordonnées cou-

rantes. II est évident que l'équation (i3) est vérifiée

pour

Lorsque <p = 2, n? — A2 = o.

?, = — »
m

alors le point Gi coïncide avec le point G ; d/mc toutes
les normales à la courbe Q passent par le même point G ;
donc j dans ce cas, la courbe Q est un cercle qui a son



centre en G , et qui a pour rayon la distance du point G
au point (a, (S).

Le calcul direct conduit au même résultat. En effet,
l'équation de la courbe Q est, dans ce cas,

2 - * , - ) » +(6- .* ) ' ]=* ' .

Or cette équation , en ayant égard à l'équation

2 K*-")'+ ((»-")•] = *'.
lieu des points P , peut se mettre sous la forme

{a - ty -h [b - 73 f = (a - iy+ ( p - -n

ou
2 jci m

2

ce qui vérifie parfaitement Fénoncé précédent.
5°. Le lieu du point Gi s'obtiendra en éliminaut a vi

b e n t r e les é q u a t i o n s ( 8 ) e t ( i i ) .

D a n s le cas de

ce lieu est le point G.
Le lieu des points G s'obtiendra en élimiuant a et j3

entre les équations (5 ) et (io).
6°. Il résulte de la proposition 2° que la courbe P est

l'enveloppe des courbes Q (*).
On peut d'ailleurs vérifier cette propriété par le calcul

uépplication.

Prenons pour la courbe (i)

(*' Car ( a , ;3) est un point quelconque de la courbe P. TM.



( 9 3 )
fit supposons

Les (.ro y,) seront donnés par les équations

qui peuvent se mettre sous la forme

[ ƒ - *p (a —/?) r— 2y>>2 3 — o ,

Soient yl, j - 2 , j 3 les trois racines de la première des
équations (i4) et xx, ,r2, .̂ 3 les valeurs correspondantes
données par la seconde *, on aura, sachant que

1 '

. En s'appuyant sur les formules qui donnent la somme
des puissances semblables des racines en fonction des coef-
ficients , on trouve

y\

L'équation de la courbe P sera donc



( 9 4 )
c'est une ellipse dont l'un des axes principaux est dirigé
suivant Taxe des x (*).

On trouvera facilement

La courbe Q est un cercle dont le centre sera donné
par les valeurs (17) et son rayon est égal à la distance
du point (a, (3) au point (£, >j). La courbe Q aura
donc pour équation

18) \a + \{* + P) \2+.b>=z-(*—
I ^ J 9

Les coordonnées du point G! seiont

(•9)
£ _ /
*5 I O \

Le lieu des points Gj s'obtiendra en éliminant a et b
entre les équations (18) et (19), ce lieu est donc un point
déterminé par les équations (19).

Le lieu des points G s'obtiendra on éliminant a. et p
entre les équations (16) et (17)5 ce lieu est donc la droite
Y) = o, c'est-à-dire l'axe des x , ce qui constitue une pro-
priété remarquable dont il est facile de donner l'énoncé.

Les propriétés générales que nous venons d'établir sub-
sistent non-seulement pour des courbes algébriques, mais
encore pour les courbes transcendantes telles, que les nor-
males menés d'un point quelconque à la courbe sont en
nombre fini (**).

(*) Lorsque la courbe donnée est une conique quelconque, la courbe
I \ dans le cas actuel, est aussi une conique. TM.

(**) Dans une courbe transcendante, les normales sont toujours en
nombre iniini, en comprenant les normales imaginaires et celles qui sont


