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SOLUTION DE L4 QUESTION 392 (PROUHET)
(voir page 311);

PAR M. CHANSON,
Élève du lycée de Versailles ( classe de M. Vannson ).

Si l'équation

(.) ƒ ( * ) = <>

est de degré pair, et si ses racines peuvent se partager en



( 457 )
couples donnant la même somme 2J, l'équation

( 2 ) /'(*)=O

admettra la racine 5, et ses autres racines se partageront
en couples donnant la même somme 2$.

Si l'équation (1) est de degré impair, ayant une racine
égale à s et toutes ses autres racines pouvant se partager
en couples dont la somme égale is , les racines de l'équa-
tion ( 2) se partageront aussi par couples donnant la même
somme 2$.

Dans le premier cas , les équations

f'(x) = o, ƒ"'(*) = 0, ƒ ' (* )=<>,

et dans le second les équations

/ W = o, ƒ« (*) = <>, f"(x) = o

auront en commun la racine s.
Je m'occupe d'abord du premier cas. Puisque les ra-

cines se partagent par couples donnant la même somme
25, le polynôme ƒ (x) peut se décomposer de la manière
suivante

ƒ(*) = ( * _ * ) [ * - (25 - a ) ] ( * - b)[x-(2S-b)]...
ou bien

/ ( x ) = [x2 — 2 sx -h a ( 2s — a J

X | > 2 — 2MT-+- £ ( 2 5 — A) ] .

Prenant la dérivée d'un produit suivant la règle, j'ai

f'x = i[x — s)

! /(*) 1.
{is — a) .r» — 2^JC + 6 (25 — 6) J

Je remarque d'abord que l'équation

/ ' (*) = o
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admet bien la racine s, puisque f' (x) est divisible par
(x-s).

De plus, si ayant supprimé le facteur commun („r—$),
je considère l'équation composée d'une somme de produits

[x7— isx -\- a (is — «)][^2 — IS.T -\- b (is — b)].. . = 0 ,

je vois que le premier membre ne change pas quand on
y remplace x par is — x. Si donc un nombre x' est ra-
cine, 2s — .r' le sera aussi, et les racines se distribueront
bien par couples donnant la même somme 25, comme il
fallait le démontrer.

Je passe au second cas.
Le polynôme peut se mettre sous la forme

• y. — — [ /y» C i l 1*^ O C *Y* I /y [ O C •..„ „r /y | I
J w — - • - l %As 7 1 ™ JU O «A/ ^ iAt \ JCA f J / I

X [x*— 2sx -h (3 (25— p ) ] . . . ;
d o n c

fx i(x — s)fr
ƒ'* = s x7 — 2 sx H- a ( 2 s — a )

2 (x — s)fx
.H — isx -h p ( 2 s — p)

- h . . .

Comme précédemment, si je remplace dans ce polynôme
x par (25 — .r), il ne changera pas de valeur.

Car dans le premier ternie les deux termes de la frac-
tion changent de signe en conservant la même valeur ab-
bolue. La fraction reste donc la même.

Il en est de même des autres.
Ainsi donc encore, si un nombre x' est racine de l'é-

quation

is — x' l'est aussi. Autrement dit, les racines de cette
équation se partagent par couples donnant la même
somme is : ce qu'il fallait démontrer.

Or maintenant ƒ ' x est un polynôme de degré pair,
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dont les racines se partagent par couples donnant la même
somme 25. Donc , d'après la première partie du théorème,'

ƒ"(*) = o

admet la racine s , s est de degré impair.
Et les autres racines se distribueront par couples don-

nant la même somme is. Donc, d'après la seconde par-
tie du théorème, l'équation

/*(*) = o

sera de degré pair et ses racines jouiront de la même
propriété. On en conclura encore que l'équation

ƒ"(*) = o
admet la racine s.

Alors on voit que si f{x) = o est de degré impair,
les équations

ƒ ( * ) = <>, / " ( * ) = o, ƒ " ( * ) = ( > , . . .

admettent en commun la racine s.
Et on ferait voir de la même manière que si ƒ (x) est

de degré pair, les équations

ƒ'(*) = o, f»(x) = o, / v ( * ) = o , . . .

admettent la racine 5.


